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'as  Werk,  welches  sich  hiermit  in's  Publicum  einfuhrt,  kann  schon  desswegen  nicht 
ohne  Vorrede  bleiben,  damit  durch  diese  Rechenschaft  gegeben  werde,  wie  der  sei- 
nen ersten  Theil  einnehmende  rein  mathematische  Bewohner  zu  einem  physiealischen 
Aushängeschild  gelange ;  um  aber  den  Grund  davon  recht  anschaulich  machen  zu 
können,  sehe  ich  mich  bewogen,  etwas  weiter  auszuholen.  — 

Zu  jener  Zeit,  wo  ich  den  Anhang  zu  der  1827  in  Berlin  von  mir  herausgegebe- 
nen „galvanischen  Kette^  schrieb,  trat  mir  der  Gedanke  michtig  entgegen,  es  müsse 
sich  der  Bau  des  physischen  Körpers  in  solcher  Weise  auffassen  lassen,  dass  mit  jenen 
Eigenschaften  des  materiellen  Ranmerfiillenden ,  die  wir  vorzugsweise  als  ihm  ange- 
hörige  in^s  Auge  zu  fassen  gewohnt  sind,  zugleich  und  nothwendigerweise  auch  alle 
die  gegeben  seien,  welche  wir  uns  bis  dahin  mehr  wie  seine  Gäste,  die  Ihn  von  Zeit 
zu  Zeit  heimsuchen,  vorzustellen  pflegten,  und  wofür  man,  wenn  nicht  ausser  doch 
neben  dem  Körper  liegende  Ursachen  erdacht  hat,  die  als  massenlose  und  doch  selbst- 
ständige  Naturdinge  unter  den  Namen  Licht,  Wärme,  Electricität,  u.  s.  w.  in 
der  Physik,  wiewohl  nicht  ohne  Widerspruch  von  einzelnen  Stimmberechtigten,  das 
Bürgerrecht  erlangt  haben.  Die  hohe  Bedeutung  des  Gedankens,  alle  diese,  eigent- 
lich blos  aus  uns  selber,  um  wahrgenommene  Erscheinungen  begreifen  zu  können,  in  die 
AuBsenwelt  hineingetragenen  Verstandeserzeugnisse  als  solche  darzustellen,  die  in  der 
Wesenheit  des  Körpers  ihre  objective  Wurzel  finden,  und  sie  eben  dadurch  in  ihrer 
Verbindung  und  gegenseitigen  Abhängigkeit  |^ennen  zu  lernen,  oder  auch  nur  den 
Weg  zu  dieser  Kenntniss  anzubahnen,  liess  ihn  zwar  nie  in  mir  zur  völligen  Ruhe 
kommen;  allein  die  nichts  weniger  als  aufmunternden  Erfahrungen,  welche  ich  gleich 
bei  meinem  ersten  Versuche,  das  Gängelband  der  Schule  zu  verlassen  und  frei  Ge- 
sebafFenes  ihr  zuzuführen,  von  Ephoren  der  Wissenschaft  zu  machen  Gelegenheit  ge- 
nug erhalten  hatte,  —  Erfahrungen,  in  Folge  der  ich  jahrelang  ein  lebhaftes  Gefühl 
von  den  verschiedenartigsten,  mit  dem  Gebären  verbundenen  Wehen  überall  mit  mir  her- 
umtrug, welches  jeglichen  sich  annähernden  geistigen  Erzeugfungstrieb  scheu  von  sich 
abzuweisen  ganz  geeignet  wAr,  ^-  so  wie  die  bald  nachher  erfolgte  gänzliche  Umän- 
derung meiner  vorigen  Lebensverhältnisse  hatten  ihn  sehr  in  den  Hintwgrund  gedrängt, 
mnd  meine  Thätigkeit  auf  blose  Nachweisungen  über  die  nicht  eben ,  wie  es  scheinen 


VIII  Vorwort. 

mochte,  grosse  Gehaltlosigkeit  des  bereits  in  die  Welt  Gesetzten,  und  auf  dessen 
Reinerhaltttng  in  seiner  ursprünglichen  höchst  einfachen,  und  schon  darum  allein  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  der  Natur  abgeborgten ,  Gestalt  beschränkt. 

Zehn  Jahre  später  gab  das  auf  dem  Zueignungsblatte  berührte  Ereigniss  meinem 
anfanglichen  Wissensdurste,   dessen  Glut  in  Berührung  mit  dem,  bekanntlich  jegliche 
Hitze  verzehrenden.  Eise  des   conrenttqnellen  Lehens  schier  bis   auf  Null  gesunken 
war,  seine  anfangliche  Stärke  wieder,  und  mit  ihm  trat  jener  halbbegrabene  Gedanke 
zum  zweiten  Male  in  den  Vordergrund.     Sein  seitdem   in  meiner  Seele  stattgehabtes 
Hegen   und  Pflegen  liess,   was  bis  dahin  blos  Hoffnung  war,  zur  Ueberzeugung  an- 
wachsen,  dass  er  kein  leerer  Traum  gewesen  sei.    Hier  nun,  auf  dem  Wege  zu  sei- 
ner Entwickelung  eifrig  vorwärts  schreitend,  gerieth  ich  an  die  Stelle,  wo  ich  anneh^ 
men  zu  dürfen  glaubte,   dass   zuvor,   will  man   nicht  noch  weit  entfernt  vom  Ziele 
stehen  bleiben,  der  Zweig  der  Mathematik,  ^-~  welcher  in  den  Stand  setzt,  räumliche 
und  dynamische. Beziehungen  am  schiefwinkligen  Coordinatensysteme  mit  der  gleichen 
Leichtigkeit  und  Allgemeinheit  zu  verfolgen,  wie  am  rechtwinkligen,  —   vollständig 
ausgebildet  werden  müsse,   in  welcher  Beziehung  mir  neben  dem,  was  mein  Bruder 
für  das  ebene  System  .gethan  hat,   nur  noch  die  verdienstlichen  Anfang«  bekannt  wa- 
ren, welche  im  ersten  Supplementbaude  zu  „KlügeTs  mathematischem  Wörterbuche^' 
unter  dem  Artikel  Goordiuatensystem  gefunden  werden.   Ans  dem  Bestreben,  diese' 
Lücke  anszufüUen,  giengen  Früchte  von  vorzugsweise  mathematischer  Art  hervor,  de-' 
ren  einen  Theil  der  vorliegende  Band  zu  Tage  fordert.    Indessen  ,   da  diese  Resultate 
ganz  allein  im  Grübeln  über  den   Innern  Bau  des  natürlichen  Körpers  ihre  Veranlas- 
sung fanden,' und  deren  VerolSentlichung  wieder  nur  aus  dem  Grunde  geschieht,  um 
in  der  Folge  zur  Förderung  des  gleichen  Zweckes  Dienste  thun  zu  können,  sie  stnach 
mit  dem  physicalischen  Objecte  die  Glieder  eines  Leibes  ausmachen,   so  hielt  Ich  es- 
für  angemessen ,  diesen  Umstand  dadurch  kund  zu  geben ,  dass  ich  den  Hauptzweck, 
den  physicalischen,  im  Haupttitel  ,)Beiträge'zur  Molecular- Physik^  ausspreche,   und 
den   besondern  Inhalt   des  Bandes  jedesmal  nur  im  Nebentitel  anzeige.    Hit  diesem 
ersten  Badde  auf  gleicher  Linie  steht  der  kommende  zweite,  welcher  die  Dynamik  am 
schiefwinkligen  CoorduiateDsysteme  im  Grundrisse  liefern  wird,  worauf  erst  später  dle^ 
eigetftlich   physicalischen   Untersuchungen   in    dem   gleichen   Gewände   folgen   werden. 
Da  der  zweite  Band   die  Dynamik   des  physischen  Körpers  auf  den   bishier  übUehen 
Grundlagen  aufbaut,  und  nur  das  Mittel,  an  welches  sich  der  Bau  anlehnt,  das'Coor^ 
dinatensystem  nämlich^  ein  anderes  ist,   so  wird  sich  hierdurch  der  Unterschied  zwi^ 
sehen  diesen  Grundlagen  und  den  später  .eintuführenden   um  so  deutlleher  und  schon 
von  selber  herausstellen,      i 

Ein  Durchgehen  dieses  ersten  Bandes  wird-z«  der  Ueberzeugung  führen ,  dwg 
die  in  ihm  gegebenen  Geseti!d  derijOrtsbestimmungen  im*  schiefiv^ioUigen  Coordinaten^ 
Systeme  ei h  eb^n  so  vollständiges  und  alNgerundetes  Ganees  bilden^  <wle  die  im  recht-« 
winkligen ,  das»  es  also  nitht  ans  einer  Art  von  Sehämgefiihl  geschah  ^  wesshaib  sich 
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jene  in  einiger  Enfferonng^  von  diesen,  Üwen  Schweilern,  aufgestellt  haben,  tat  6e- 
^entheile  gesellt  sieh  bei  jenen  zu  ihrem  dwrchweg  eheimmsigen  Kdrperbaue  noeh 
ein  ganz  eigenthunilicher  Reiz,  der  ans  der  ungleich  grftssern  IfennigfaMglLeft  ihreir 
Formen  hervorgeht.  «-  Ble  aum  sichern  Arbeiten  im  rechtwinkligen  Systeme  erforder- 
lichen Hittel  verhalten  sich  zu  denen  Im  sdüefwisldigen  Systeme  wie  der  Hansralil 
eines  schlichten  und  unbeguterten  MauMes  zu  dem  eines  spnlenten  und  pracbtiieben- 
den.  So  wie  im  hauslichen  Leben  die  einfibchere  Einrichtung  Ar  alH&gIfche  Zwecke 
die  natürlichere  ist,  und  darum  ein  Anrecht  hat,  der  zusammengesetzteren  nicht  eher 
als  bei  aussergewohnlichen  Vorgangeu  aus  dem  Weg  gehe»  zu  mfissen ;  gleichwohl 
aber  der,  wekher  an  Ae  letztere  einmal  gewohnt  worden  ist,  diese  nicht  gern  mehr 
▼on  sich  lisst:  eben  so  ist  in  den  meisten  FUlea  das  Arbdten  im  reditwlnkligen  Co*- 
•rdinatensysteme  das  empfeUeuswerdiere,  und  erst  da,  wo  die  besonderen  ttaten  einer 
Aufgabe  zum  Gebrauchie  des  schidwinkligen  gleichsam  nöthigen ,  macht  sich  dessen 
Vebeiicgenheit  recht  fUilbar;  demangeacilrtet  aber  wird  sldi  der  mit  den  letzteren 
tertraut  gewordene  Analyst  auch  da  mmh  zu  dessen  Benfitzong  hingezogen  fülilen, 
wo  es  Vorthefle  zu  gewahren  nicftt  mehr  imi  Staadä  Ist 

Hen  Hanytbestandtheil  dea  verUcfenden  Bandes  Bmeht  diessen  erster  Abschnitt 
aua,  der  vom  PuncAe  und  von  dter  Rklitiing  bändelt,  auf  wefehen  auch  veriältnisitf* 
massig  der  gtösste  Fleiss  gerichtet  worden  Ist  AnfiiDglich  sdlien  derselbe  lange  Zelt 
hindurch  meinen  Bemiihuttgeni  unubersteigliche  Hbidemlsse  fn  den  Weg  legen  zu  wol« 
len,  bis  mich  endlich  die  vielen  misshmigenen  Versudbe  selber  dahin  brachten,  mit 
dem  schiefwijikligett  Coordivaiensystenre  gleichzeitig  imner  noch  ein  zweites,  von  dem 
essten  in  bestimmter  Wetoe  aibhiingiges,  M  die  BetraciUwigen  aafevnehmen  'O,  de« 
ich  den  Namen  Folarsystem. geg^en  hake,  well  es  sich  zu  dem  urspr&nglichen  ge* 
nau  so  verhalt,  wie  das  Folardseieck  zu  demjenigen  andern  s^&risdien  Iteeieck,  auf 
welches  es  sich  bezieht.  Vom  da  |di,  und  nachdem  noch  die  keineswegs  geringes 
Schwierigkeit  der  vielfachen  Bearichnungen  beseitigt  war,  entfaltete  sich  der  Inhalt 
dieses  ersten  Abscludtts  mit  LeichMg^eit  in  seiner  ganzen  Ffille ;  er  ist  vt^l  reicher 
als  der  entsprechende  Abschnitt  betai  rechiwinhlige»  Coordinatensysteme ,  und  verlangt 
daher  auch  einen  grossem  Ramni,  was  iadcBsen  von  allem  nach  Ihm  Kommenden  bei 
Weitem  nicht  mehr  in  dein  gleichen  Haasse  gilt.  Obwohl  nimlich  deser  AbschuHt 
ungleicifa  mehr  Relationen  in-  sich  aufiibnmt,  als  das  rechtwinklige  System  geben  kann, 
so  werden  die  aus  ihaen  hervorgehenden  Reauttate  im  Attgemeinen  doch  keineswegs 
zusammengesetzter,  wohl  aber  sind  die  hier  auikretenieu  melirerlei  Formen  im  Standis 
auf  eibige  Stellen  der  bisherigen  analytisshen  Geometde  ein  uvveilioiftes  lieht  zu 
werfen. 


*)  Den  reichhaltigen  Anfsatx  des  Herrn  Dr.  Haedeakamp  in  Orunertrf  Archiv  (Theil  3.  XII«),  dbr 
mich  schneller  auf  die  Fährte  hätte  bring;en  kdnnen,  habe  ich  erst  am  Ende  des  Dnickes  dieses  Ban- 
des ra  Gesieht  beksaimeD. 


«  « 
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Bie  auf  den  ersten  noch  folgenden  Abschnitte  haben  zum  Zwecke,  einestheils  die 
Gebrauchsweise  von.  jenem  an  Beispielen  zu  erläutern,  und  anderntheils  den  spätem 
•Bänden  vorssuarbeiten ,  wobei  solche  Betrachtungen  übergangen  worden  sind,  welche 
an  allen  Parallel  -  Coordinatensystemen  Yöllig  die  gleichen  bleiben,  und  daher  von  de- 
nen  am  rechtwinliligen  Systeme  bekannt  gewordenen  in  Nichts  sich  unterscheiden. 
Jüan  wird  schon  im  zweiten  und  noch  mehr  im  dritten  Abschnitte  mit  Vergnügen  be^ 
iuerken,  wie  sich  Fragen  über  Flächen  und  Linien ,  auch  wenn  es  schon  entlegenere 
I9ind,  am  scluefwinkligen  Systeme  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  und  Kürze  wie  im 
rechtwinkligen  beantworten  lassen,  was  schon  ein  bioser  Vergleich  des  Inhalts  mit 
■dem  geringen  dazu  verbrauchten  Räume  an  die  Hand  geben  kann,  zumal  wenn  man 
bedenkt,  dass  hier  alles  in  doppelten,  zuweilen  sogar  in  vierfachen  Formen  gegeben 
ist,  und  dass  eine  erste  Bearbeitung  ohne  Zweifel  nicht  gleich  überall  den  besten 
Weg  getroffen  haben  wird.  Dabei  Wird  ein  näheres  Eingehen  in  die  Sache  den  Be- 
weis liefern  können,  dass  meine  Absicht  nirgends  die  war,  den  Gegenstand  in. mög- 
lichster Kürze  abzumachen,  da  meiner  Meinung  nach  grösste  Kürze  nicht  immer  mit 
grösster,  dem  Neulinge  vor  AUeih  Noth  thuender,  Einsicht  in  den  Gegenstand  Hand  in 
Hand  geht,  und  ich  nicht  ausschliesslich  einen  schon  völlig  ausgebildeten  Leser  vor 
Augen  hatte.  Darum  wird  man  auch  jede  einzelne  Aufgabe  immer  nur  auf  die  direo* 
teste  und  ungesuchteste  Weise  angegriffen  finden ,  so  wie  ich  mir  allerwärts  eine 
möglichst  gleichartige  Behandlung  verwandter  Gegenstände  zum  Ziele  setzte;  auch 
habe  ich  es  nicht  versäumt ,- die  verschiedenen  Gleichungsformen  einzeln  aufzustellen, 
obgleich  diess  vielfach  zu  vermeiden  gewesen  wäre,  wiewohl  nach  meinem  Dafürhal- 
ten nicht  ohne  Beeinträchtigung  der  Deutlichkeit,  wenigstens  bei  dieser  ersten  V<ir« 
ftthrung  des  Gegenstandes.  Ich  habe  überhaupt  mehr  auf  die  umständliche  Anzeige 
der  verschiedenen  Mittel  und  Wege  als  auf  Kürze  der  Darstellung  mein  Augenmerk 
gerichtet,  indem  ich  den  Leser  in  die  Mitte  der  Sache  hinein,  nicht  aussen  herum 
führen  wolUe.  Anf  diese  Weise  aber  glaube  ich  selbst  für  den  ersten  Anfänger  in 
4er  analytischen  Geometrie  verständlich  genug  geworden  zus^n,  ja  ich  gebe  mich 
der  Hoffnung  bin,  dadurch,  dass  ich  ihm  die  Gegenstände  überall  nur  in  ilirer  natür- 
lichsten Beleuchtung  vorführe,  selbst  solche  SteHen  ihn  im  guten  Lichte  sehen  zu 
lassen,  die  ihm  anderwärts  vielleicht  noch  von  einer  Seite  her  dunkel  geblieben  sind, 
vorausgesetzt  jedoch ,  dass  er  sich  durch  die  Mehrheit  der  Dii^e  nicht  irre  machen 
lasse.  Was  in  dieser  Beziehung  mir  eigenthümlich  angehört,  mag  der  Kundige  sieh 
selber  sagen ;  es  ist  nicht  meine  Absicht  auf  dergleichen  Nebensachen  irgend  einen 
AQspmch  zu  begründen.  Strenge  in  der  Darstellung  wird  man,  denk  ich,  nicfit  ver«- 
missen,  obgleich  ich  nach  dem  Vorgange  meines  Bruders  den  von  Lagrange  geebne« 
ten  Weg ,  den  man  gegenwärtig  im  Verdachte  der  Unbrauchbarkeit  zu  erhalten  sich 
Mühe  zu  gehen  scheint,  betreten  habe;  und  hierauf^ ein  Gewicht  zu  legen,  werde 
ich,  ungeachtet  so  vieler  und,  in  so  weit  sie  von  Uebersetzern  herrühren,  äusserlich 
sehr  starker  Widersprüche,  durch  eine  innere,  laute  Stimme  angetrieben.    Pieser  na- 
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tarlichste  Weg  macht  allerdings  bei  Ausnahmen  von  der  Regel  besondere  Haassnah- 
men  erforderKch ;  es  will  mich  jedoch  bedunken,  als  ob  auch  jeder  andere,  erkünstel- 
tere Weg  am  Ende  immer  doch  auch  auf  die  gleiche  Anforderung,  die  in  der  Natur 
der  Sache  ihren  Grund  zu  haben  scheint,  zurückkommen  müsste ;  deren  zerbröckelte 
Einstreuung  an  einzelnen  Stellen  der  Hauptstrasse  aber  ist  jedenfalls  dem  Veberblick 
nicht  gunstig.  Die  Convergenz  der  Reihen  bei  allgemeinen  Betrachtungen  im  Auge 
behalten  zu  wollen,  ist,  auch  wenn  es  überhaupt  nöthig  wäre,  hier  schon  darum 
überflüssig,  weil  die  Veränderliclien,  nach  deren  Potenzen  die  Reihen  fortschreiten, 
-stets  nnr  unendlich  kleine  Werthe  anzunehmen  brauchen,  die  Reihen  also,  so  lange 
nicht  jene  Ausnahmen  eintreten,  nothwendigerweise  convergiren,  und  zwar  im  hoch- 
sten  Grade,  so  dass  sie  aufhören  Reihen  zu  sein. 

In  Fällen,  wo  die  analytische  Geometrie  am  schiefwinkligen  Coordinatensysteme 
doppelte  Formen  in  sich  aufzunehmen  aus  irgend  einem  Grunde  abgehalten  wird,  und 
doch  der  Richtungsgleichungen ,  —  wie  ich  die  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Projectionszahlen  einer  Richtung  an  drei  beliebigen  Axen  genannt  habe,  —  sich  nicht 
entschlagen  kann,  werden  ihre  Rechnungsergebnisse  zuletzt  yei*wickelter  als  am  recht- 
winkligen Systeme.  Um  Beispiele  dieser  Art  nicht  zu  übergehen,  habe  ich  noch  den 
vierten  Abschnitt  beigefugt,  welcher  der  am  wenigsten ' ausgearbeitete  ist,  und  von 
den  Linien  und  Flächen  der  zweiten  Ordnung  handelt,  in  so  weit  man  blos  die  Um- 
formung ihrer  Gleichungen  in's  Auge  fasst;  um  aber  sicher  die  hier  aufsteigenden 
Unbequemlichkeiten  nicht  zu  verdecken,  habe  ich  die  Erleichterungen,  welche  solche 
Betrachtungen  aus  der  Natur  der  berührenden  Geraden  und  Ebenen  schöpfen  können, 
zu  benutzen  unterlassen ,  wodurch  der  Vortheil  eines  stärkern  Hervortretens  der  neuen 
Formen  erreicht  werden  konnte.  In  diesem  Abschnitte  hat  sich  eine,  meines  Wissens 
bisher  noch  unbehandelt  gebliebene  und  doch  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  geltend  gemacht,  deren  Durchführung  in  dem  letzten  Paragra- 
phen und  von  einem  andern  Gesichtspuncte  aus  schon  fi*üher  theils  in  Nr.  224.  bis 
Nr.  227.  theils  in  Nr.  230.  versucht  worden  ist.  Diese  Durchführung  ist  zwar  noch 
ziemlich  ungelenk,  allein  ich  glaube  nicht,  dass  die  analytische  Geometrie  im  recht- 
winkligen Systeme  sie  ohne  Weiteres  in  viel  geschmeidigerer  Weise  wird  geben  kön- 
nen \  vielmehr  vermuthe  ich,  dass  zu  einem  leichtern  Gange  derselben  im  rechtwinkli- 
gen wie  im  schiefwinkligen  Systeme  noch  einige  Zwischenglieder  nöthig  sind,  deren 
Mangel  wohl  Schuld  gewesen  sein  mag,  warum  die  fragliche  Eigenschaft  bisher  noch 
nicht  zur  Sprache  gekommen  ist.  Die  Resultate  der  Aufgabe,  von  welcher  hier  die 
Rede  ist,  sind  von  sehr  eio:enthümlicher  Art  und  namentlich  in  ihren  Restrictionen  so 
unerwartet,  dass  man  an  einigen  Stellen  vorgefallene  Rechnungsfehler  zu  vermuthen 
geneigt  sein  dürfte.  Obgleich  die  von  mir  gegebene  Lösung  ihr  Ziel  schier  bis  an*s 
Ende  verfolgt,  so  deutet  doch  schon  die  unvollständige  und  ungleichförmige  Art  der 
Einsammlung  ihrer  verschiedenen  Ergebnisse  darauf  hin,  dass  hier  noch  eine  ergiebige 
Nachlese  zu  erwarten  steht ;  ich  habe  Anstand  genommen ,  auf  einen  Gegenstand ,  der 
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neben  meineoi  eigeBtlicben  Ziele  lag,  noch  mebr  Zeit  zu  verwenden.  Den  Theil  dieser 
Untersuchung;,  welcher  sich  mit  den  Diametralgleichungen  befasst,  und  der  im  letzten 
Paragraph  unter  dem  Buchstaben  A)  gegeben  worden  ist,  habe  ich  noch  etwas  weiter 
fortgeführt,  als  der  eigentliche  Zweck  der  Aufgabe  es  verlangte,  um  auf  den  Punct 
zu  kommen,  wo  flie  grösseren  Verwickelungen  am  schiefwinkligen  Systeme  in  Ver- 
gleich zum  rechtwinkligen,  da  wo  eiuseitige  Formen  gebraucht  werden,  sich  erat 
recht  augenfällig  zeigen. 

Der  zweite  Qand,  dessep  einzelne  Abschnitte  fast  alle  bereits  überarbeitet  vor- 
liegen und  der,  obgl^eh  er  am  schiefwinkligen  Coordinatensysteme  sich  fortbildet,  ven 
der  bisherigen  Mechanik  im  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  nur  wenig  abweicht, 
wird  diesem  bald  nachfolgen  können*  Zu  einer  ähnlichen  Vorherbestimmung  der  Zelt 
kann  ic^  pich  hlo'lchtlieb  des  dritten  Bandes  nicht  verbinden ,  weil  gehäufte  Berufs- 
geschäfte mir  ein  g|eichmässiges  Fortarbeiten  unmöglich,  und  Schriften  seiner  Art  jede 
IJebereilung  doch  unräthlich  machen,  daraus  kann  indessen  dem  Publikum  kein  Nachr 
theil  erwachsen,  indem  er,  der  dritte  Band,  und,  wenn  mir  Gott  das  Leben  da^m 
a^enkt,  aMch  i^^iteh  ^|^  vierte ,^  fhen  ao  wie  achon  jeder  der  zwei  ersten,  stets  eine* 
in  sich  abgeschloasenen  Inhalt  be^owwten  wird. 

Schliesslich  dar(  Icb  d^n  D^nk  ni^ht  verschweigen,,  welchen  wir  beide,  mein  Le- 
ser und  ich]  dem  vom  mathepati^h^  Publikum  aus  n^hrem  gewichtigen  Abhandlun- 
gen bereits  vortheilhaft  gel^annten  Profess^ur  Ullherr,  einem  Schüler  unserer  Anstalt, 
auf  den  sie  stolz  seUi  darl,  ineinen^  jetzigen  Collegen  und  Freunde,  für  die  grosse 
Mühe  und  Sorgfalt  ach,uldei^  wpmit  ders^clbe  den  Druck  des  vorliegenden  Bandes  über*- 
wachte,  und  pit  wisaenscbAftlichem  Ueberblicke  eine  Correctheit  in  ihm  zu  Stande 
brachte,  die  bei  einem  W^rke  dileaer  Art  sa  schwierig  zu  erreichen  und  doch  so  wun* 
schenswerth  ist. 

Nürnberg,  im  JuU  1840. 


Ilev  ITerfaMer. 
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BarstüUing  iler  Pnicte  inM  Rtclitiiiigeii  in  licttebigeii  CoorÜbiateBsysteme. 


BesrMT  des  Projeettoissystms  ii4  znicM  lIcseMe  llig«MehaflcA  der  ProJeetiMen  iM 

ProJeetioiszaUei. 

1)  Xfenkt  man  sich  durch  einenl  mit  dem  Rarnne  fesi  verknüpften  Punkt  A,  dem  wir  den 
Namen  der  Projeotionsspitze  geben,  in  "unabftndeiiicher  Weise  eine  Ebene,  die  wirifit 
Projectionsebetie. nennen,  itnd  ^eichzeitif  eine  diese  Ebene  sdmeidende  Gei^e,  welohedie 
PFOjeetio>nsa>x6  oder  anch,  wo  es  zu  keinem' Missverstttndnisse  Anfaiss  geben  kann,  sohleohl^ 
weg  die  Axe  heissen  soll,  gelegt,  so  kaim  man  diese  mit  dem  Rauatefost  veriMmdeheii  iEie^ 
m^nte  dazu*  benutzen,  um  mittekst  derselben  die  geg^eeseftige  Lage  aller  im  Baume  befindlichen 
Punote  festzustellen.  Wir  neunen  die  Verkailpfung  der  durch  die  Pro)ectionsspitze  A  gelegten 
Projectionsaxe  mit  der  durch  denselben  Punct  gelegten  Projectionsebene  ein  Projectionssy* 
Stern,  und  zwar  ein'  sehieifes  oder.senkrecktes,  je  nadtdc»  die  ProjectionsaKe  auf  der 
Projectionsebene  schief  oder  senkrecht- steht.       •  ;   : 

2}  Fasson  Mfir  einen  irgendwo  im  Räume  liegenden  Punct  0  ins  Auge  und  legeur  \tt^  durch 
ihn  eine  mit  der  Projectionsebene 'parallele*  Ebene,  welche 'die  pTajtcirende>E»beiie  heissen 
mag,  so  wird  diese  die  Projectioqsaxe  in  einem  Panete  P  schneiden,  deh  wir  die  schiefe  oder 
die  senkrechte  P'rojeclion  des  Punctes  0  auf  die  Projectioniiaxe  nehiien  werden,  je 
nachdem  das  Projectionssystäm  ein  schiefes  oder  ein  sinkreoht^S  ist  Das.  Stück  AP  der  Axe, 
welches  zwischen  der  Projectionsspitze  > A  und;deri>Projeetion  >P  des  Punctes  O  liegt,  soll  die 
zur  Projeotiorisaxe  gehÖi^e  Ordinate  des  Ptmotes  Ö  genaiint  werdto;  die  zur  Proj^tions- 
axe^  gdk$rige  Ordinate*  «Mes  Punctes  ist  demnach  wkä^  anderes«  als  dessen  Entf^rmmg  ton  der 
j^rojectionsebene  indeir  Richtung  der  Prejeetioniliaxegeaiiesben/  Je  nachdem  die  Ordinate  eines 
Punctes  emem^  sciifefbn  oder  einem  senkrechten  Tjnojectiönsäystdme  angehört,  nenitenivir!  sie  eine 
s'chiefe'oder-se'nkreohte:  •'  •    ^    •    '    •   ..<■••■  :':•••'   '     m.  '«  -x  :   .!•   .      .    -* 

Weil  Hidessen  eben  mtwetiianf  der  'einen  wie  auf*  der  mdeml  Seifcei  der  ProjecäonsebeM 

Punete<h»  Räume  sidi  vbrfiMen  kbiinen,  und  ^dfi  Pilojectimi!  »einei^  Pühctesmit  diesem.  ORuacjtt 

stets  auf  iftiner  und- derselben  Seite  vo».  der  ProjeotiiDmäebenesith> bildet^  8o(  werden  die  in  :dei; 

Projectionsaxe  entstehenden' f^MjjectfoneRidmr  versohierienen  Pvncte  baM  'auf'>dto:>eineii,  nad^bald 
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auf  der  andern  Seite  der  Projectionsebene  zu  liegen  kommen.  Deshalb  wird  eine  Unterschei- 
dung dieser  beiden  Seiten  der  Projectionsebene  nöthig,  und  wir  machen  sie  in  der  Weise,  dass 
wir  die  eine  Seite  die  positive,  und  die  andere  die  negative  Seite  der  Projectionsebene  nen- 
nen. Eben  so  wollen  wir  diejenige  Richtung  der  Projectionsaxe,  welche  von  A  aus  in  die  po- 
sitive Sei^e  der  ProJjectiDnsebenia  hineiajEiihrts  die  p^asltive  wiuien,  uad  .negativ^  tiie^  welche 
von  A  aus  auf  der  Projectionsaxe  in  die  negative  Seite  der  Projectionsebene  hinein  zeigt, 
wobei  wir  da,  wo  schlechtweg  von  der  Richtung  der  Projectionsaxe  gesprochen  wird,  immer 
nur  deren  positive  verstanden  wissen  wollen.  Die  Stelle  der  Projectionsaxe,  wo  die  Projection 
eines  Punctes  hinfällt,  wird  durch  die  Ordinate  dieses  Punctes  nur  dann  völlig  bestimmt  ange- 
zeigt, wenn  man  ausser  der  Länge  der  Ordinate  noch  die  Seite  der  Projectionsebene  kennt, 
auf  der  sie  hegt,  welchen  Umstand*  iMA'eHifticJf.dtteA  fii  bezeichnen  pflegt,  dass  dem  die 
Länge  der  Ordinate  darstellenden  Werthe  das  YorjieicheB  ■+.  oder  —  beigegeben  wird^  je  aach- 
dem  die  Ordinate  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Projectionsebene  liegt.  Wir  Ver- 
stehen demnach  unter  der  Ordinate  eines  Pwietes  von  jetzt  an  immer  seine  in  der  Richtung  der 
Axe  gemessene  Entfernung  von  der  Projectionsebene  in  Verbindung  mit  dem  Vorzeichen,  wo- 
durch die  Seite  der  Projectionsebene  bestimmt  wfrd,  auf  welcher  der  Punct  liegt,  zu  dem  sie 
gelcM,  wKt  netoien  jdeni»)9eini«&  die  Oifdmtef.  eine. JH^i^vi^  ^^t  aefative,  je  mdMmä  sie 
das  Vorzeichen  +  oder  —  hat.  .;    .  .*. . 

Wir  sagen  von  einem  Puncto,  dass  er  im  Sinne  der  Projectionsaxe  weiter  vor- 
wärts oder  weiter  rückwärts^  im  Raumß  Liege  als  ein  anderer  0^  je  nachdem!  man 
längs  4ler  Projectiotsaxe  in  ihrer  positiven  oder  negativen  Richtung  sich  fortbewegen  tnuss,  um 
Von  der  Projection  des  Punctes  0  zu  der  des  Kuiictes  Oi  m  :  gelangen.    In  Folge  dieser  Aust 
drucksweise  nun  gehen  aus  der  so  eben  gegebenen  Definition  «der  Onbiate  unmitlelbar  foigendt 
£#äi  «idi  einander  gegeaseitig  ausschliessoide  Sätse  hervor: 
a}  Ein  Punct  0,  liegt  im  Sinne  der  PrejecttQnsaüe  weiter  vorwärts  im  Räume  abl  ein  PunolQ» 
a)  wenn  die. zu  0  und-Oi  gehörigen  Or^iMtübsn  beide  ]K»Jtiv  aind,  erstere  .«ber  kleiner 
als  leüstere  ist; 
\>ß')/weam  die  zu  O  uadO,  gehörigen  Ordinaten  beide  negativ  sind^  der  absolute  Werth 
der  erstem  aber  grösser  als  der  des  andern  ist; 
^3  wenn  die  zu  0^  gehörige  Ordinate  negativ  luid  die  M  Oi  gehörige  positiv  isit. 
b)  Ein  Panel  0,  liegt  im  StnQe  der  Projectionsaxe  weiter  rückwärts  im  Räume  als  ein  Punct  0| 
a)  wenn  die  zu  0  und  Oi  gehörigen  Ordinaten  beide  positiv  sind,  erstere  aber  grösser 
•  als  letztere  ist;  i) 

ß)  wenn  die  zu  0  und  0, . gehörigen  Ordinatan .  beide  negativ-  sind,  der  absolute  Wertb 
'-'  '  >        fler  erstem  aber  kieitter  als  der  der  andern  ist; 

y)  wenn  die  zu  0  gehörige  Ordinate  pesitLv  und  die  zu  Oy  gehörige  i^egativ  ist. 
:3}  Fassen  wir  eine  >  irgendwo  im  RaiooK  liegende  Gerade  ins  Ai«ge,  deren  Endpftncte.O 
und  0,  sind)  Hveshalb  wir  die  Gerade  ihitph  00t  vorstellen  können,  undsbeeeichnen  wir  durpk 
P  nnd  P/die  Projectionen  der.Punofce  0  und  iOi  auf  die  Axe,  so  heisst  das  Stuck  PPi  dar 
Axe,  welches  zwischen  P  und  Pj  liegt,  die  Projection  der  Geraden  ,OiOi  ajttf  di^Axe^ 
mid  wh*  ttenen  die  Projection  PPj -eine  schiefe  oder,  ^ne  senkrechte^  je  nKcUw  P  und 
F,  schiefe  oder  senkrechte  ProjectaMtten.der  Punkte  0  und  Qi  siai  .EsiSielU  sonach  idie'ProH^ 
jection  einer  Geraden  dnf  die  Axe  ntchta  anders  vor$  ab  xlen  in  der  Richtung) dieser  Axe  ge^ 
messenen  Abstand  der  beiden  EM^uncte  dieser  Geraden  von  einnfider« 


Werdän  die- Onynaten  ibr.  beideh  Btod^uncte  O  and  0,'der'fia«den  Odf,  Ms  sie  sähiefe 
(Mild,  dufch  X  und*  X|,  Mü  ^i'S^nkrebhle  sind,  doroh  u  und  o,  beecichnet,  m  mHrddlai^iji 
tioik  dieser  Gertideii  im'enCen  9aUe  durob  Xi  —  x,  im  amiem  Falle  dvrdi  11,-^u  dai^clsMft, 
flvar  trügt  dieser  AttiTdraek  das  VorsBeielieii  4*'  oder  —  ia  sieh,  je  nachdem  der  Pimct.Qj  weiter 
vorvrirts ^  oder  weiter  rückwärts-  im  Räume  als  der  Punkt  0  in  Bezug  zu  der'Piojeetiofltfaxe 
Hegt.  Man  ttreiEäugt  si^h  nimlich  auf  der  Stella,  dass  der  Ausdruck  x^  —  x  oder  Ui-^u  positiv 
Ivirfl  in  allen  den  in  voriger  Nwnmer  unter  a}  aofgefililrten  Pullen,  aUto  weati  der  Punot  0| 
weiter  vorwärts  als  der  P«Mt  0  im  Sinne  der  Projectioiisaxe  liegt;  und  eben  30,  däss  der 
Ausdrvek  X)*-^x  ^oder  üi — u  tiegiativ  Wird  in  Allen  den.in  voariger  Nuaimer  unter  b}  aufge«^ 
führten  Fätien,  also  wenn  der  Punct  0|  im  Simie  der  Pftijectiottsaxe  weiter  riiekwMe  ab  der 
Ptenct  0  liegt.  Femer  sieht  man  ohne  Mühe  eia,  das»  X|  —  x  oder  Uj — u,  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  die  Differenz  der  in  Xi  und  x  oder  Ui  und  u  enthaltenen  isd)SoIuten  Werthe  IMerCy 
wenn  Xi  und  x  oder  Ui  und  u  einerlei  Vorzeichen  in  sich  tragen,  und  dass  dann  Oi  und  0  auf 
der  gleichen  Seite  der  Projectionsctene  liegen,  also  der  Abstand  von  0,  zu  0  die  Differenz  der 
Abstände  von  0^  und  0  zur  Projeclionsebene  in  der  Richtung  der  Axe  gemessen  sei;  und  eben 
so,  das  X,  —  X  oder  u,. —  u,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  die  Summe  der  in  x,  und  x  oder  Ui 
und  u  enthaltenen  absoluten  Werthe  liefere,  so  oft  Xi  und  x  oder  u,  und  u  entgegengesetzte 
Vorzeichen  iq  sich  tragen,  und  dass  in  diesem  Falle  0,  und  0  auf  entgegeng;eselztcn  Seiten 
der  Projectionsebcne.  liegen,  also  der  Abstand  von  Ö,  tu.  0  die  Summe  der  Abstände  von  Oi 
und  0  zur  Projectionsebcne  in  der  Richtung  der  Axe  gemessen  sei 

^Weil  Xf— K  und  x-r-xi  oder  u,  — u-und  u-^u,  zwar  dieselben  absotatai  Werthe,  aber 
mit  entge^engesetsiten  Vorzeiohen  on  sich  tragen,  so  werde»  wir,  vm  «Ue  Zweidtulfflieit  sib 
vermeiden, '  unter  Xi-^x  oider-'unter  ai-^u  dlo  Projection- der  Länge  OOi^iü  4er .Richtung 
von  0  nach  0,  genommen  verstehen  und  unter  x  —  x,  oder  unter  u  —  u,  die  Projection  der- 
selben Länge  in  der  Richtung  von  0,  nach  0  genommen.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
BröjectibneR*  von  einer- und  derselben  Länge  in  iUk*en  beiden  einander 'etatgegengeBetäen  Hidt^ 
liihgdn  gewmnmen  gleiehe  «nd  ent^e^engiösetiJte  fir&Bsen  sibd,  dcjbrea  Summe  NuB  beträgt  Des- 
wegen muss  bei  Angaben  der  Projectionen  von  Längen  ^dvrdi  die  Ordinalen  äirer  Bndpunote 
immer'  auf  die  Richtung  Acht  gegeben  weRkH^  die  dabei  zv*  Grunde  liegt,  und  um  diese  Rieh«* 
tiing  in  vielen  Fällen  leiditer  bezeidinen  zu  kömien,  werdbn  wir  diqenigen  Kchtnngen  paraUeler 
gerader  Linien,  welche  naoh  derselben  Smte  dee^ Raumes  hinzielen,  gileichläufige  nembn, 
und  gegenläufige  .diejenigen,  welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  des  Raumes  hinzielen,, 
wefehe  Benennung  wir  auch  auf  solche  Gerade  übertragen  'wollen,  die  wir  gleichzeitig  mit  clor 
einen  von  ihren  beiden  Richti^ngen  ins  Auge  fassen. 

4)  Führt  man  neben  dem  bisherigen  ein  neues  Projectionssystem  ein,  dessen  Spitze  nicht 
mehr  det*  PnnctjA  ist,  eondem  irgend  ein^aiiderer  Pünct  0,i4iB*ch  welchen  dne  4er  vorigenr 
parallele  Prejeclio^sdiene  und  eine  der  vorigen  .paraüeie  und  dabei' glek^hläuflge'PrejectiDiisaxe 
gelegt  wird,  undbezeichiiet  |  die  tfchiefe^  i)  die 'senkrechte  Ondhude  de» .Punktes  Ö  aur  aUen 
FMjeoKoAMxev  stellt  Temer  O;  eirt^n 'zimte^  beliebigen  fUnet  veis  4essenfi  Ordmfte .  sur  alte» 
Aübe  dnrcb'^c  oder  u  und  sur  nchie»'A)se*Jdttreh  x»'  oder^u«'  beseiobnet  wenlen  sdll,  jef  naebden» 
die  ProjeetioAseysteme  ^ichief  ider  sevkrechil  siidl^  e»  Inl^niau  stets,  wrhs  >«Qdh  die  StelltUi^  dei< 
Puncto  A,  0  und  0,  zu  einander  sein  mag  *»         •    >         ;  :.  ii^\   .    ■    ,  .   • 

Xa  =  x  — I  o4er  Uo=:ii  — iy,  (t) 

wovon  man  sich  auf  folgende  Weise  Ueberzeugung  verschaffen  kann. 

1* 
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Ersdieh  isl  da*  Nr.  3.  «ifolgre  x  —  |  oder  u  —  «7  die  ProjectkNB  der  Yon  0  bis  0,  reibhen- 
den  Geradisn  auf  üe  alte  Projeclionsaxe^  und  zwar  mit  dem  Vorzeicben  +  oder  r— ,  je  näok- 
4eni  der  Pnnct  Oi  wdt^  vorwärts  oder,  weiter  rückwärts  alä  der  Panct  0  iin  Sinne  der  alten 
Axe  liegt,  und  x«  oder  u«  ist  4ie  Ordinate  des  Punctes  0^  an  der  neu«!  Axe,  welche  das  Vor«* 
zeiehen  ^  oder  —  bat,  je  nachdem  die  Projection  des  Punctes  0,  auf  die  positive  oder  nega-* 
tive  Seite  der  neuen  Projectionseb^e  föllt,-  d.  b.  je  nachdem  der  Punct  Oi  weiter  vorwärts  oder 
weiter  rückwärts  im  Räume  als  der.Ponct  0  im  Sinne  der  neuen  Projectionsaxe  liegt.  Weil 
aber  die  projicirenden  Ebenen  in.  beiden  Projectionssy Sternen  einander  parallel  laufen  und  die 
Axen  beider  Systeme  gleichläufig  sind,  so  liegt  jeder  Punet  im  Sinne  der  einen  Projectionsaxe 
weiter  vorwärts,  oder  weiter  rückwärts,  als  ein  anderer  in  doiselben  Fällen,  wo  es  im  Sinne 
der  andern  Projectionsaxe  geschieht;  es  tragen  mithin  x«  oder  Uo  und  x  —  ^  oder  u  —  tj  stets 
dasselbe  Vorzeichen  in  'sich. 

Sodann  tragen  aber  auch  die  Grössen  x©  und  x  —  |  oder  Uo  und  u  —  rj  stets  dieselben  ab- 
soluten Werthe  in  sich,  denn  die  den  Punct  0,  auf  die  neue  Axe  projicirende  Ebene  fallt,  wegen 
des  Parallelismus  der  Projectionsebenen  in  beiden  Systemen,  mit  der  denselben  Punct  auf  die 
alte  Axe  projicirenden  Ebene  zusammen,  und  da  die  den  Punct  0  auf  die  alte  Axe  projicirende 
Ebene  durch  die  Spitze  des  neuen  Pröjectionssyslems  geht,  so  werden  die  Ordinalen  x«  oder  u» 
ui^d  die  Projectionen  x  —  |  oder  u  —  rj  durch  dieselben  beiden  parallelen  Ebenen  begrenzt,  und 
haben  dieserwegen  und  weil  sie  Theile  von  parallelen  Linien  sind,  einerlei  Länge. 

5}  Sind' 0  nttd  Ot  zwei  Puncte,  >  deren  Ordinalen:  durch  x  und  x,,  wenn  es  schiefe  sind, 

und  durch  u  und  u,,  wenn  es  seakrecMe  sind,  bezeichnet  werden,  und  stellt  r  die. Länge  des 

durch  O  und  O,  begrenzten  Stücks  der  geraden  Linie  OO1  vor,  so  nennen  wir  den  Quotienten. 

• .  «        X, — X      '     u,  —  u 

• oder 

.   '       r  •  r      . 

das   Projectionsveirkälthiss   der   von  0   nach  Oi  ziäiendea  Richtung  der  Geradell 

OOi^  oder  auch  kurzweg  die  Projeclionszahl  der  Richtung  00t,  wobei  die  so  bezekhn^te  Riph«* 

tung  immer  von  dem  zuerst  gesetzten  Punete  nach  dem  auf  ihn  folgenden  hin  zu  nehmen  ist,  «ad 

wir  nennen   die  Projectiönszahl   eine  schiefe  o<ier  eine  senkrechte,  je  nachdem  sie  laud 

ac^efen  oder  senkrechten  Qrdinaten  her\'orgegangen  ist    Machen  .wir  es  luns  zur  Regel,  .die 

Sntfiemung  zweier  Puncte,  wie  0  und  0,,  von  einander  immer  nur  in  absoluter iBedeutuikg  bu 

Xl  ~T-»  X 

nehmen,  so  dass  r  stets  nur  eine  positive  Zahl  vorstellt,  so  tragt  die  Projectiönszahl 

oder  -^ jedespial  dasselbe  Vorzeichen   in  sich,  welches  der  Projectipn  x,  —  x  oder'ui  —  u 

angehört,  und  ist  mithin  eine  positive  oder  negative' Grüfse,  je. nwiidem  d#r  Punct  0,,  nach 
welcbeiki'  die  Richtung  von  0  aus  hinstrehft,  im  iSjnne  der  Projectionsaxe  weiter  vorwärts  oder 
weiter  rückwärts  liegt  als  der  Punct.  0,  von  welchem  die  Richtung  aiuigeht  Unter  dieser  Ydr** 
aussetzung  haben  ako  die  isu  den  Richtungen  0  0,  md  0,0  gefillrigen  Projeationszahlen  zwtff 
einadei  absolute  WerAe,  aber  entgegengesetzte iVoilzeicbenfe  In:  dem  besondem  Falle,  yto  der 
Punct  0  mit  d^  Prejectionsspitze  zusanuneafdUt  und  den  zur  Folge  «=:;oi  wird^  nimmt  di6 
Projectiönszahl  der  Richtung  0  0,  die  Gestalt 

♦   r        .     r ;  !     '  •  '• 


$.  1.  Nr*  5.  Proje^ttoDsftyglem*  i 

mad  die  d^  RicManfir  t),  0  die  Gestalt 

, oder  ' ' 

jf  r 

an.  Bezeichnet  also  x  die  schiefe  oder  u  die  senkrechte  Ordinate  eines  Punctes  0  im  schiefen 
oder  senlcrechten  Projectioilssysteine  imd  r  dessen  Entferndng  von  der  Projectf^nsspitce  A^  so 

4 

X  11 

ist  -  oder  -  stets  die  schiefe  oder  senkrechte  Projecfionszahl  der  durch  A  nnd  0  gelegten 

X  u 

Geraden,  in  der  Richtung  von  A  nach  O  genammen,  nnd oder  ~^-  die  derselben  Ge- 
raden, in  der  Richtung  von  0  nach  A  genommen. 

Macht  man  (len  Puhct  0,  dessen  Ordinate  an  der  Axe  eines  ursprünglich  zu  Grund  gelegten 
Projectionssystems  |  oder  ry  ist,  zur  Spitze  eines  neuen  Projectionssystems,  dessen  Projections- 
ebene  der  des  alten  Systems  parallel*  und  dessen  Projectionsaxe  ndt  der  des  alten  Systems  pa- 
rallel und  gleichläufig  ist,  und  bezeichnet  man  dui*ch  x«  die  schiefe  oder  durch  tr,  die  senk- 
rechte Ordinate  des  Punctes  0,  an  dieser  neuen  Axe,  während  x  oder  u  die  Ordinate  des  Pilncte^ 
0,  an  der  ursprünglichen  Axe  vorstellt,  so  stellt,  wenn  r  den  Abstand  der  Puncto  0  und  0.  be- 

zeichnet,  — —  oder den  so  eben  gegebenen  Definitionen  gemäss  die  Projecfionszahl  der 

r  ■  r 

X  u 

Richtung  0  0,  an  der  ursprünglichen  Axe  vor,  so  wie  -^  oder  -^  die  Projectkmszahl  derselben 

.   /      r  r 

X  —  ^       X 

Richtung  im  der  neuen  Axe  ausspricht,  und  es  ist  der  .Gleichung  (1.)  zufolge  ^=:~^  oder 

r  r 

•  III' 

^=-^,  wortMS  folgt,  dass   dieselbe  Richtung  an   allen  Projectionssystemen, 

derpnProjectionsebenen  parallel  und  deren  Projectionsaxen  parallel  und  gleich- 
läufig sind,  eine  und  dieselbe  Projectiohszahl  liefert 

Hebt  man  in  der  durch  0  und  O,  gelegten  Geraden  neben  dem  Puncte  0,  noch  irgend  ei- 
nen andern  0,  heraus,  welcher  auf  derselben  Seite  von  0  als  der  0,  liegt,  und  bezeichnet  man 
durch  Xo  die  schiefe  oder  durch  Uo  die  senkrechte  Ordinate  des  Punctes  0»  zur  neuen  Projectiotts- 
axe,  so  wie  durch  x  oder  U  die  schiefe  oder  senkrechte  Ordmate  an  der  ursprünglichen  Pro- 
jectionsaxe, so  ist,  wenn  t  den  absoluten  Werth  der  Eritfemung,  in  welcher  die  Puncte  0  und 
Oj  zu  einander  stehen,  bezeichnet,  in  gleicher  Weise 

■       £111=!:.  „der  HzJ=«. 
r  r  r  r 

die  ProjcelioflBfiiaU  der  RicMufip  00^* w  der  neuen  sowohl  wie  an  der  fursprUnglichc«!  Axe  und 
es  hat  diese  ProjeotioMMhl  mit  der  vorigen  einoflei  Vorzeichen,  wienn  der  Punct  0»  auf  der- 
selben Seite  von  0  dis  der  0,  liegt, .  wie  vorausgesetzt  wprden  ist.  Es  haben  ab^  auch  die 
im  ZiUer  und  Nenner  der  beiderlei  Quotienten  dargestellten  Längen,  nömlich  x, —  |  und.  r  —  |, 
X«  und  Xmj  r  und  x  oder  nT-*n  und  u**-!?,  ai«  und.^,.,ir  und  r,  einerlei  Yerhältniss  zu  einander, 
weM  iMese  Lüngeo,  da  die  Punelt  0,  0.  und  0»,  alle  drei  in  j^iner  ui|d  derselben  Geir^den  liegen, 
durch  parallele  Ebenen  von  denselben  zwei  geraden  Liaien  abgesphnitten  werden,  folglich  sind 

die  Projectionszahlen  *=—  und  ==—   oder  -  =:  ~  und  5  =  _1  stets  eine 

**  T  T  X         X  r  V  X  X 

nnd  dieseike  Zahl   Wäre  der  Pnact  0^  in  der  durch  0  und  0»  gelegten  Geraden. auf  der.  Seite 

vm  0  gewihlt  worden,  die  dör  eatgefgaif esetet  ist,  auf  welcher  Oi  liegt,  so  hätte. r«  oder  u« 


6  Analytische  Geometrie.  .    Absch.  I. 

das  entg-egengesetzte  Vorzeichen  von  dem  erhalten,  welches  x«  oder  Q«  ^n  sich  trtigt,  es  hätten 

Y  Y  ^—  i"  IT  IT  — ^^  J"  11  11  _^_  «1 

sonach    die   beiden    Projeclionsverhällnisse  ~= und  —= oder  ~  = und 

^z^:: — r^  jetzt  entgegengesetzte  Vorzeichen  angicnonuuen ,  aber  doch  imu^er  noch  dieselben 
t  t 

«bsoluten  Werthe  behalten,  weil  die  in  x«  oder  w«  und  r,  sowie  die  in  x^  oder  Uo  und  r  ent- 
haltenen Längen  immer  noch  durch  parallele  Ebenen  von  denselben  zwei  geraden  Linien  abge- 
schnitten werden*  Es  geht  hieraus  die  Folgerung  hervor,  da s^  es  für  die  Bestimmung  der 
zu  einer  bestimmten  Richtung  OOi  gehörigen  Projectionszahl  ganz  gleichgültig 
bleibt,  in  welcher  Entfernung  von  dem  Puncl  0  man  den  Punct  0,  in  der  durch 
0  und  Ol  gehenden  Geraden  auch  wählen  mag,  >yenn  derselbe  nur  auf  derselben 
Seite  von  0  Hegt,  nach  welcher  die  von  0  ausgehend  gedachte  Richtung  hin- 
weist, und  dass  jeder  auf  der  entgegengesetzten  Seile  in  derselben  Geraden 
für  (^genommene  Puncl  zwar  eine  Projectionszahl  von  dem  gleichen  absoluten 
Werthe,  jedoch  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefert. 

Zieht  man  durch  die  Projectionsspitze  A  des  alten  ursprünglichen  Projectionssystems  eine 
Gerade  parallel  mit  der  durch  0  und  Oj  gelegten,  und  stellt  Ai  einen  Punct  dieser  Geraden 
vor,  welcher,  mü  A  verglichen,  so  liegt,  d^ss  die  beiden  Richtungen  AAi  md  0  0,^  parallel  un^ 
gleichläufig  sind,  so  liefert  die  Richtung  AA,  an  der  alten  Projectiohsaxe  vollkommen  dieselbe 
Projectionszahl  wie  die  Richtung  OOj* an  der- neuen' Axe,  weU  die  Gestalten  in  den  beiden 
Fällen  einander  völlig  ähnlich  werden  und  von  der  Entfernung  der  Puncto  A  und  A,  oder  der 
0  und  Ol  von  einander  bei  der  Beslimttfüng  der  Projectionszahl  nichts  abhängt.  Da  aber  schon 
vorhin  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Richtung  0  Oi  an  den  neuen  Axen  das  gleiche  Projections- 
verhältniss  liefert,  wie  an  den  allen  Axen,. so  folgt,  dass  die  parallelen  und  gleichläu- 
figen Geraden  AAi  und  00,  an  dem  Projectionssystem,  dessen  Spitze  A  ist,  ein 
und  dasselbe  Projectionsverhältniss  geben.  Es  ist  demnach  das  Projectionsvcrhältniss 
der  Richtung  0  0,  auch  von  der  Stelle  0,  von  welcher  wir  uns  bisher  die  Richtung  ausgehend 
gedacht  haben,  völlig  unabhängig,,  so  d^ss  man  anstatt  des  Punctes  0  jeden  andern  nehmen 
kann,  wenn  nur  die  von  diesem  andern  Puncto  ausgehende  Richtung  mit  der  OOi  parallel  und 
nach  derselben  Seite  des  Raums  hingekehrt  ist.  Diesen  Betrachtungen  entsprechend  werdcji 
wir  von  jetzt  an  solche  Richtungen  als  gleiche  ansehen,  welche  parallelen  und  gleichläungen 
Geraden  angehören. 

6}  Die  bisher  ent>vickelten  Eigenschaften  det  Ptt)j^tionszaU  finden  statt,  wie  immer  auch 
das  Projectionssystem  beschaffen  sein  mag;  das  rechtwinklige  Projectionssyi^em  giebt  aber  noch 
zu  einigen  besondem  Betrachtungen  Anlass.  Stellen  wir  uns  nämlich  in  dem  Projectfonssyslem, 
dessen  Spitze  A  ist,  Projectionsebene  und  Axe  senkrecht  auf  einander  stehend  vor  und  zwei 
hn  Räume  liegende  Puncte  0  und  Oi,  deren  zur  Axe  diäses  Systems  gehörige  Ordinaten  u  und 
Ui  sind,  und  deren  gegenseitige  Entfernung  r  ist,  so  ist  die  Projectionszahl  der  Richtung  0  0, 
in  diesem  rechtwinkligen  Systeme  wieder 

Hin]?  '  .. 

t 

und  man  findöt  völlig  die  gleiche* Projectionszahl,* Wenn  man  anstatt  der  ifichtang  00,  die  AA, 
nimmt,  welche  durch  die  Spitze  A  mit  der  00,  paraUd  und  gieichUhifig  gehend  gedacht  wM. 


%  h  Hr»  7.  .  H     Ptfiijectia»MMyfltc»i> 


Slelll  nun  Up  die  OrAMtB  -de»  Pundtafi^Af  •v<ir'tt«d.jp  <tfe.4rii8ob46  EatfeiniiAg  der  beid^  Panels 
ikiundA,  YQneiwiadQr.y  so  i0t   :      >    >.  , 

die  Projectionszahl  der  Richtung  A  A,  nnd  also  der völlig  gleich.  Es  ftUlt  aber  die  Pro-^ 

jeclion  des  Punctes  Aj  auf  die  posijüve  oder  negative  Seite  der  Projectionsehene  dieses  recht- 
winkligen Systems  und  gleichzeitig  damit  wird  die  Ordinate  u»,  somit  auch  das  Projectionsver-j- 

UltAfes  -^  seHmt  posHiv  oder'MgätiY,  je  naciMkein  1K0  Richtung  AAt  mit  der  posiliveft  BicMiaf 

der  Projectionsaxe  einen  spitzen  oder  stumpfen  hohlen  Winkel  bildet.  Erwägt  man  nun  noch, 
dass  die  projicirenden  Ebenen  im  rechtwinkligen  Projec|lionssystenie  senkrecht  auf  der  Projec- 
tionsaxe stehen,  dass  also  die  Ordinate,  deren  Länge  Hhu,  ist,  mit  der  Geraden  AA»,  deren  ab- 
solute Länge  r  ist,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bildet,  dessen  Hypotenuse  die  Gerade  AA,  ist, 
und  dessen  von  der  Ordinale  und  AA,  eingeschlossener  Winkel  entweder  der  von  der  Rich- 
tung A  A,  und  der  positiven  Axenrichtimg  gebildete  hohle  ^yinkel,  oder  dessen  stumpfer  Neben- 
>vinkel  ist,  je  nachdem  Ai  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Projectionsehene  liegt, 

d.  h.,  je^  'nachdem  iti  eine  positive  oder  negatke' Z«ii  ict,  ioo  überzeugt  man  sich,  dliss  ^  in 

«...  ^  -.  ^ 

jedem  Falle  der  Kosinus  des  hohlen  Winkels  ist,  den  die  Richtung  A  A,  mit  der  positiven  Axen- 
richtung  bildet.  Folglich  ist  die  Projectionszahl  einer  Richtung  0  0,  im  rechtwinkligen  Systeme 
d.  h.  die  senkrechte  Projectionszahl  dieser  Richtung  unter  allen  Umständen  der  Kosinus  des 
hohlen  Winkels,  den  eine  mit  der  0  0,  parallele  und  gleichläufige^  durch  die  Projectionsspilze  A 
gelegte  Richtung  mit  der  positiven  Axenrichtung  bildet  Aus  dieser  Eigenthiunlichkeit  der,  Pro- 
jectionszahl  im  rc^chtwinkligen  Projectionssysteme  folgt  nun  von  selbst  die  zweite,  dass  die  Pro- 
jectionszahl, welche  eine  Richtung  0  öi  im  rechtwinkligen  Projectionssysteme  üefert,  die  gleiche 
ist  wie  die,  welche  die  positive  Axenrichtung  dieses  Systems  in  einem  andern  rechtwinkligeil 
Projectionssystem  liefert^  dessen  positive  Axenrichtung  die  Richtung  0  Oi  ist. 

.. .   7}  Denkt  man,, sich  eino  lleih^  von  Puncten 

deren  zu  eine^  beliebigen  schiefen  oder  senkrechte9  Projectio.nssysteme  ge)ivrige  Ordinalen  in 
den^eiben  Au£eij|oanderfolge    ...        ...  ..        '  ... 

^ii  ^»1  ^» ^r9f^<i>i9   •  •   •  »-^n-iji  -3%   OQer  ;  . 

,    .      •  Ui^  Ua,   Us,^  .  >  .   .'  ..Ur,   Ur^.i,    .  .  -  .   Uü^-i»  U« 

sind,  $0  ist 

Xa  —  x,  oderus  —  u,  die  Projection  der  Geraden  0,  0,  in  der  Richtung  von  0,  nach  Oj  genommen 

^       ^  ^».    »     ^»  —  Ua    j^  „  .  „  j,    .       0,  O3    „      5,  .  9  ;,       Oa      „      O3  u 
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d  Airalyttsche  fieometrie.  Absch.  I. 

Der  Minuend  einer  jeden  von  den  vorstehenden  Differenzen' ist  dem  Subtnthenden  d^  unmittel'c: 
bar  unter  ihr  stehenden  Differenz  gleich,  deswegen  ist  die  Summe  aller  der  einen  Xa-^Xi  odei^ 
Un  —  Ut  gleich,  welche  selbst  nichts  anders  als  die  schiefe  oder  senkrechte  Projection  der  in 
der  Richtung  von  Oi  nach  On  genommenen  Geraden  0,0»  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  folgen- 
der Salz:  •       / 

Verbindet  man  Puncte  in  l^eliebiger  Anzahl,  von  jedem  zuletzt  in  die  Verbindung  eingegan- 
genen zu  einem  noch  ausserhalb  der  Verbindung  gebliebenen  Puncte  in  einer  irgendwie  bestimmten 
Aufeinanderfolge  übergehend,  durch  gerade  Linien,  deren  Kichtungcn  in  dem  Sinne  genommen 
werden,  in  welchem  man  bei  der>Verbiiidiifig  vom  vorhergehenden  Eum  folgenden  Punct4lbör<* 
gegangen  ist,  so  ist  die  Summe  der  Projectionen  aller  dieser  so  gerichteten  Geraden  in  jedem 
beliebigen  Projectionssysteme  gleich  der  Projection  der  einen  Geraden,  welche  den  ersten  und 
letzten  Punct  mit  einander  verbindet,  diese  in  der  Richtung  aufgefassf,  wie  man  in  ihr  vom 
ersten  zum  letzten  Punct  gelangt 

8)  Legen  wir  in  irgend  einem  Projectionssysteme,  dessen  Spitze  A  ist,  durch  den  belie- 
bigen Punct  0  eine  Gerade,  die  wir  die  projicirende  Linie  nennen  werden,  parallel  mit  der 
Projectionsaxe,  so  wird  die  Projectionsebene  von  dieser  Geraden  in  einem  Puncte  0  geschnitten 
werden,  den  wir  die  Projection  des  Punctes  0  auf  die  Projectionsebene  nennen 
wk)llen.  Zieht  man  von  der  Projection&spilze  A.aus  in  de^  Projectionsebene  eine  Gerade,  welche 
durch  die  Projection  0  des  Punctes  0  auf  die  Projectionsebene  hindurch  geht,  so  heisst  das 
zwischen  A  und  0  liegende  Stück  AO*dieser  Geraden,  die  zur  Projectionsebene  gehö- 
rige Speiche  des  Punctes  0.  Die  zur  Projectionsebene  gehörige  Speiche  eines  Punctes  ist 
sonach  nichts  anders,  als  der  in  der  Richtung  der  Projectionsebene  gemessene  Abstand  dieses 
Punctes  von  der  Projeclionsaxe.  '    , 

93  Denken  wir  uns  eine  irgendwo  im  Räume  liegende  Gerade,  deren  Endpnncte  0,  und  O4 
sind,  weshalb  wir  sie  durch  O.Oa  vorstellen  werden,  und  bezeiclmen  wir  durch  Oi  und  0«  die 
Projectionen  der  Puncte  0,  und  Oj  auf  die  Projectionsebene,  so  nennen  wir  das  zwischen  Oi 
und  Ol  enthaltene  Stück  Q, 0»  der  durch  diese  Puncte  gelegten  Geraden  die  Projection  der 
Geraden  OiO»  auf  die  Projectionsebene.  Es  stellt  somit  die  Projection  einer  Geraden 
auf  die  Projectionsebene  nichts  anders  vor,  als  den  Abstand  der  beiden  Endpuncte  diesbr  Ge- 
raden in  der  Richtung  der  Projectionsebene  gemessen.  Aus  der  IWer  Tür  die  Projection  einer 
Geraden  auf  die  Projectionsebene  gegebeiten  Definition  geht  hervor,  dass  die  zur  Projections- 
ebene gehörige  Speiche  eines  Punctes  nichts  anders  ist,  als  die  Projection  der  von  diesem' 
Puncte  bis  zu  irgend  eitlem  Punrcte  der  Projectionsaxe  hingezogenen  Geraden  auf  die  Projec- 
tionsebene. Nennen  wir  die  von  deir  Projectionsspitze  A  bis  zu  irgend  einen  Punct.  0  gezo- 
gene Gerade  AO  den  zum  Puncte  0  gehörigen  Strahl,  so  ist  die  zu  demselben  Puncte  0  ge- 
hörige Speiche  die  Projection  des  Strahles  AO  auf  die  Projectionsebene. 

10)  Stellen  0,,  0,,  O3  .  .  .  .  On-i,'On  die  auf  einander  folgenden  Eckpuncte  einer  durch 
die  geraden  Linien  Ö,  0,,  OaOsj  .  .  .  .  On-iOi»,  OnOi  ringsum  eingeschlossenen  ebenen  Figur 
vor,  und  0„.0a)  Os  •  •  ••  On-i,  On  die  Projectionen  jener.  Puncte  auf  die  Projectionsebena  in 
derselben  Aufoingnderfolge,  so  heisst 'die  in  der  Projectionsebene  liegende  Figur,  welche  von 
den  Geraden  OiOi?  OaO»,  .  .  1  .  On,iOn,  OnOi  eingeschlossen  wird,  die  Projection  der 
durißh  die  Geraden  0,0,,  0,0,  .  ,  .  .  Onu-jOn,  0„0,  eingeschlossenen  Figur.  Der 
Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  steht  zu  dem  ihrer  Projection  in  einem  sehr  einfallen  V-er- 
hältnisse,  das  wir  jetzt  kennen  lernen -^volleii'.        '       •  •  ,.  / 


(  »•  .%  i 


4.  I.  Nr.  10.  'f      Fraj^ttdüMTysIttflii.  ^.  9 

'i  Uih  zu  ^gm  VerUkniMe  h  MgKdMi^  klarer  Weise  sa  gklmtgen;  nelmni  wir  ZHv$rderst 
an,  die  projicirte  ebene  Fignr  sei  ein  Dreieck,  dessen  Bckpuncte  durA-  0« ,  0,  md  (H  Vorge- 
stellt werden,  und  das  ProjecUbnssysteni,  'an  welchem  unsere  Betrachtungen  geschehen,  sei  ein 
reclitwinkliges.  Vfnn  ist  entweder  Ae  Ebene  des  Dreiecks  O/O^Os  d6r  Projection^ebene'paraUel, 
dann  ist  die  Projection '  dieses  Dreiecks  hiit  d^iä  'projicirten  Dreieck' cohgfuent  ntfd  dbher  der 
Flttcheninhalt  der  Projection  dem  des  projicirten  Dreiecks  gleich;  oder  die  Ebene  dei^  Dreiecks 
0,0,0,  ist  der  ProjecUonsebene  nicht  paraOel,  dann  schneiden  sich  diese  beiden  Ebenen  in 
einer  Geraden,  die  wir  durch  das  WQ9t,Dun?hscl|nitt  bezeichnen  wollen,  und  es  können  fol- 
gende awpi  Räl^e  eintr^|«n?  :    ;.     ,.;..    j  ,.  t       , 
.  a)  Entweder  es  lä^.^^iiie  von  ^1  $e|t€n des  Dreiecks  OiOi^Qi.,  wirwolle^i  setzen  die  OiO,, 
mit  dem  Durchschnitt  parallel,,  dann  tet  a^ch  di^  jlu:.en^prechende.§eite..Q,Oft  von  der 
ly/o^^dion  QiOsQt  def^  DrdepkS' 0,0,0,  .init  diesem;  Di)r|shschnitijparaU^lf  w»s  zur /Folge 
,.|mt,  \iii^  die. Gerade«  0,0«  un4  O^Q«  gleich  und  parallel  siind;.  Aevki  man  sich. daher 
flMi:ch  0,0,  jej»e  l^ene  parfiUel  uA  der  Ebene  des  Dreiecks  0,0«  0,  gelegt,  welche  die 
..., .  .pfq|k4r^e  hvm  Ot^Qtfim  Puacte  R  trifft,  so  ist  d»^  Dreieck}  Q^P»Il  dein  Oi^Os^«,  f^Qfh^ 
.     ..fruent-mid  die;  Gerolde  .B,.0»  stÄbt  senkrecht  auf  der  Eben^  ^es' Dreiecks  OiQtQ^>;weiI 
I    .  I  unserejr  ,ypi;^ussetzung  g^n^ss  das  f  rojecti^on^system  ein  recbtwinl^iges  ist,  und  deswegen 
1^  projfiftwrei^d^  ^nie.  0,4^),  s/^nkrecht  auf  de^  Frpj^cticms^ene,  al^  ii^ch,  senkrecht 
ßiif  der  Projection  OiiQfOi/Slfh|^  .Zieht,  ina^ii  npn^  yoA  Qt  aus  e^ie  G^ra^e  ^ehkre^ht^  auf 
.  u    Ol? Oll  lY^elcMe  die^e  im  $^  schneidet,  uiid  yerbifidet  mf^n  R  und.  Sl  di^-ch  die  Gerade  .IIS, 
. '  rm>  steht,  .auch  ^f^ß^  aej^jkrepht  auf  QJ)^ ,  weswegen  R  3  Ot  der  spitze  Neigungifwinkel  ^lyf-: 
,  .  .  .f^pben  den  .Ebenen  OrOs Qs  ui^fi  0,OiR,  oder  .zwischen  der  Projectionsel»ene  iind  der.W 
dfiT  Qi(kR  parall^e^.^pbfjie.  d^s  Dreiecks  OiO^Oii.  ist,  weld^ep  ü^iU^.n  Nßjgui^^wink^ 
^.  , . .  lA^ir,  durch*  iL; bezeichnen., ^4;»Pea    Wei)  aber  RQa  s^nk;recht  auf  d^r  jEbei^  Qi^%P3  ^^^H 
.    alw..^s  Dreieck  RSjP,  beiiO«  rech^^jn^ig  is^,  sp  liat  .mfin  SO^T^pft^^os^,  ,(ind  weil 
SOs  und  RS  .di^,Hill|efi  der  beideazur  gi^eipschafUichen  Grumdlinifs p,0,.gcthöpg^n  Drei- 
ecke Ol  O3  Os  und  Ol  O3  R  ,süidff .  so  i^  dei;  Fläel)j^pf a^alt  *  ^es  Dreiecks  0, 0,  Os   gleich 

' '  oder  gleich     '    *' . cos  A,  und  der  dQ3  Dreiecks  OiOjR  oder  rfes  ihm  cöh- 

,       .,  gruenten  OiÖa^Os, gleich,     '    V ;^  bezeichnet  man  daher  diesen  Flächeninhalt  durch  "% 

'•ttild  'jtefaeft»  durch  Jf,J8ö  hat  man  ^      .-/        .1  -  .      i  «  .  .  .  :\    ,   t  . 

•  "I  •!•     •!  -  •  .   ff  y  '  .  :"..N=:Jt«OB.A,-    .,  :>  ji;..  •.  .•    .1,..,,  ...  ;,..,   .■( 

oder  mit  Worten:  der  Flächeninhalt  von  der  Projection  . des  Dr^ie^ks- Q,  0, Qv  i^  .ffl^tiA 

.    dem  Produf^tetiauti  jideti  »Fklehewiahtlit  diefi!eaij>jrei^epk^  9e}b^t  und. dem.  Kp^iws  fißs,,flpitzen 

11  :  '  iNeigun^swinkblSiiml^diiNi  der  Proj^ionsab^Q  Aind.tder  Ebc^  ^Ip^aes  Qrieiecks,  ^<?lch9^ 

•' .  RiesultätaeUistt in.. d/^m»! Falle  .Aoch  wahr  bl^t,  wo  die  Cb^e  des»  Dreiecks.  0,iQiiQ»  ffVf 

Hder  ProJ6Qtionaebmi$.pfirKlleLJIK^{|^    ./  ...  . ,.       1,  ..     ,     : ;  . //  um  , 

V)  Oder  es  länfV  l^Mie^eite  de^  D^eiedbs  OjOarO,  mil  dem  Dnrttecllnitt  iMlrallel^  Aitin.j[ässi 
:-   «A^iab'^r  <dtlt(ch  «hie  der  iKkeiii  diesds  Dvläeckirieine  mit/ dem  Dürbhachmtt  pafaHek^ibmie 
zi^tmn,  w0lclife 'das  MrrfiickiOi'OaO^M»  2!«fiev  ^vioi  .deaeft 'jedes  ÜB' dam« M 

eben  abgehandeMn  Mle^«rfbh>i)etiidlHl,  «MiUerehi  Surnne  -das^  J)reieck  OiOi^Qi  ausmaihi 
Diese  beiden  Theildreiecke  liefefvr -zwei  Prejeetionfen,   deren  Summe  die  Projection  des   l.*»  .9) 
Drei^ks  O/O^Os^w^derg^bt;-  bezeichne  man  daher  dardi;H,  und ^  die  FMUhßmnhtyyba 
I.  2 


|.«»    *  > 


1t  AMl>a»clie  1ße0metrle.  Ateck*  L 

j^iMr  bddMi  Thdie  4c«  DSr^MeU  (X4>,0»^  «i4  4sr<*  Jf ,  ondli,  «e  FÜdbenMle  ihrer 

Ni :=  M, . coff A  mid  N,=::|f9.qQs2, 

wimo  >t  wieder  den  ipitien  NeiKungiwinkel  zwütchen  der  Projectioiuebeae  ond  der  Ebene 

d»tf  Üreif'ckn  0,0«  0»  vom^U'Ut     Aia  den   beiden^  vorstehenden  Gleiehmigra  erhält  num 

irfwr 

N.  +  X,=(M,  +  M0.co8X 
od<T 

wenn  wii*der  M  den  Flüdicninhalt  de«  Dreicckn  0, 0, 0«  und  N  den  seiner  Projeetion  be- 
xeirbni^t,  flo  dfldK  der  mib  a  fUr  ein  bt*Dondere»  Dreieck  erwiesene  Satt  am  rechtwinkligen 
ProJectlofWiiyMleme  Jelzl  fftr  jede»  Dreieck  erwiesen  ist. 
'  iKiiehdeni  Am  VerhMtnisif  den  PlärheninhalfH  eines  Dreiecks  zn  dem  seiner  Projection  im 
rerhtwlnktl^en  rrojectlonrtsyiiteine  atir^ernnden  worden  ist,  lüsst  sich  dasselbe  leicht  anch  auf 
JedeM  beliebige  Projectionssyfiteni  ausdehnen.  Ist  nämh'di  0,0,0,  das  belf^tf^  wo  hn  Räume 
lie^etide  Dreieck,  Ai^nm^it  Projection  auf  die  beliebiflf  ß:ejfen  die  Aie  geneigte  Projectionsebene 
durch  OiOvO»  vot*(((*s(ellt  wird,  und  d(*nkt  man  sich  (hnrch  ebien  beliebigen  Pnnct  der  Projec* 
tlonMiixe  K(»nkrecht  auf  dlenelbe  eine  Ebene  gelegt,  welche  von  den  projicirenden  Linien' 0,0m 
0«0i»  0,0»  In  dnH  Punct<Mi  geschnitten  wird,  die  wir  durch  R, ,  Ra,  H,  bezefchnen  woBten,  so 
Ist  R,n,n,  die  Projertlon  sowohl  von  0,0,0,  als  von  OiOaO»  ««f  diese  «enktecht  inr  Axe 
gelegit«  KlXMH»,  wenn  man  sich  diese  Ebene  in  Verbindung  mit  der  Axe  als  ein  Pikijections- 
syMtem  vorstellt,  das  seiner  Natur  nach  ein  senkrechtes  ist;  bezeichnet  daher  X,  den  spitaSen  Nei- 
gtuigNwInkel  xwlsohen  der  Ebene  des  Dreiecks  0,0, 0^  und  der  sbnkrecht  zur  Axe  gelegten, 
in  welcher  sl(*li  die  Puiicte  RiRsR,  befinden,  ferner  2,  den  'spitk>A  Neigungswhfikel  zwischen 
dieser  srnkHM'hten  Ebene?  und  der  'zum  schiefwinkligen  SysteiAc  gehörigen  Trojeclionsebene, 
endllrh  M,  N,  N' die  FlilehenlnhaUe  der  Dreiecke  0, 0, 0, ,  OiO«Os,  RiA>Rs,  so  hat  man  zufolge 
der  Im^Iiu  siMikn^cht«^  Projectionssystem  erhalteneh  Gleichung  (2.  a.)  soWohl 

N'ssMcosA, ,    als    N'=i:NcosÄ, , 

worwtis  folg.»  .  ' 

(f  t  b«)  Nco8X,=:McosA, , 

oder  Ulli  Worten:  Der  KlUcheninhalt  eines  Dreiecks  multipUzirt  mit  dem  Kosinus  des  spitzen 
N(«lguiigswliikels  zwischen  der  Ebene  des  Dreiecks  und  der  senkrecht  zur  Axe  gelegten  ist 
gleich  dem  Klilcheniuhalt  der  Projection  des  Dreiecks  auf  eine  beliebig  gegen  die  Axe  geneigte 
PiHiJeethmsebene  nudtiplixirt  mit  dem  Kosinns  des  spitzen  Neigungswinkels  zwischen  dieser  und 
der  auf  Ate  senkriH^hten  Ebene. 

Dieser  t\tr  ein  ebenes  Dn»lei'k  aufgestellte  Sata  gilt  «m-erandeit  auch  Türjede  ebene  Figur, 
wie  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  man  erwügt,  dass  jede  ebene  Figur  als  ans  lauter  ebenen 
llri'hH'kt^i  auminmiengeselxt  angesehen  werden  kann,  Rlr  welche  alle  X  oder  il,  und  JU  die  glei- 
chen WeHhe  behalten,  und  dass  die  zur  Sunuue  vereinigten  Projectaanen  dieser  Dreiedie  die 
l^ro)(H>litHi  der  ekenen  Pig«r  witnlergeben ;  sMIt  daker  M«  den  FlftoheoiBbalt  vqn  irgeMl  eiper 
fiMNitm  Figur  vtMT,  und  M«  den  >h)Q  der  Projection  dieser  Figur  in  irgend  eaieui  PrQjectionssy- 
•k'aMS  iiml  bedeuten  A«  md  ;u  A'  NeigMgswtnkel,  weiciie  die  in  m  und  N,  gehdri^eii  Rhenen 
ndt  der  auf  der  Projedionsiixe  senkrei^yen  Ebene  bilden«  so  kat  nnua  stets : 
(t«  •%>  M«*coaA,r=M»cosAif 

mA  ea  sind  in  die^^r  ttieii^ung  die  (8.  a.  iMai  b.^  sdion  als  specieUe  Falle  enthalten. 


'>  11}'  f>a  dte  ztt:  ierackiedenen  Puncten  jg^liBri^^  Speichen  in  der  Projeclionseb'^ne  mig$  um 
die  PiHijeoliottfitiipitee  hemm  Hegfen  Mimen,  so  ist  zur  gemmen*  BesÜmmunf  der  ««f 'die  Projec«^ 
liensebene  gewbrfonen  l^djedtiotien  von  Pancten>  'niMM  ur  die  Lftngiß'  der  «zu  dieser  Pyo|ee^ 
tiengeMne  g«hdrigt^'lS{ieft^hen,  >sendem  noch  ansserdem  die  Lafe  dieser  Sfeiche«!  inderPrö-« 
Jectioii^bene^  in  vMig'  ünzweidetifiger  Weise  erforderKbh.  Zur  PesHtelhuij^  dMer  Lage  hqiI 
ImI  «ato  das  fbYgmie^iWllt^\  in  Anwendung  gfebracht.  Man  denkt  sieh  inderProjectiönsdMiid 
eine  beliebige,  aber  mit  dieser  Ebene  feift  •▼eri)Qndene  und.  von  der  Projeetiontfi^itte  A^  misge** 
hende  Richtung,  die  die  feste  Richtung  heissen  mag,  und  fasst  auchbei  den  Sjpekhen  stelis 
nur  diejenigen  ihrer  beiden  Richtungen  auf,  welche  von  der  Projectionsspitze  aus  nach  der 
Projection  des  Punctes,  zu  dem  sie  gehören,  hinstrebt,  dann  ist  die  Lage  einer  Speiche  in  der 
Pr^jedJofm^beQfk  affepl^ir.diiirf^ti«  dfn..Wiiike\  gegebea^  den  f^e  Ricktiing  der  Speiche  tnoit.ji^er 
festen  Richtung  macht,  wenn.i^b;die,,$eite  bestimutf  yvir^d^^pach  i^elcher  von  der  festen  Rich- 
tung ab  die  Ebene  des  Winlcels  sich  in  die  Projectionsebene  liineinlegt.  Deswegen  unterscheiden 
wir  4ie  beiden  Seiten^  naeK  deaen.lin  sich  eine  von  der  Plrojäoti^nsspittse  «ualauGende  Riditung 
au»  der  festcfti  Ri^hUuig  in  der  PfojeotioaaebetetfoBibewegeil  kam,  von  eimmder  dadurch«  daas 
^nr  die  .dile  di^^  positive  und.die.andidreiidie.negatitYe  newieii,  und- der  Zahl;  wodureh  die 
ßtöiSBe^dee  Winkels^  den  die*  ff^ste-Aiehtiing  mit .  der  RiiDiitung  einer  Speiche  bildet,  iml  den  wir 
den  Speithenwinkel  nennen  wolle»,  angezeigt  wird,  das  Vonseiten  4*  ^^^^  ~  beilegen« 
und  sie  alir  poiSitive  oder  negative  -Zahl,  behandeln,  je  nachdem  sich  die  Ebene  dieses  Winkel 
von  der  feslen  Sichtung  Ab  Hacb.  der  ^itiven  4ider  negative»  Seite  ia  die  Fr^jectionsebett^  kiA-^ 
einlegL  Beüdohyien  Wi  Und  w,  die  mit<  deon  reichten  Vorzeiefaeti  versehenen  Gopjjsßm  der  Wjnkel, 
vetehe  die  Riohtungen  der  zu  zwei  Puncten  0,  Und  O9  gehörigen  Speichen  mit  der  festen  Ri^ 
tung -bilden,  so  giebt;  imter  aHeti.ItaftStifinden'  w^^^Wi.  die  Grösse  des  Winkels  zu  erkennen,  den 
die  beiden  Speichenticktungen •  mü  cAialider  machen;  man.tet  jedoch  dabei,  um  jeder  Zwoideu«i 
tigkeit  zu  eitflgehenf  folgende  einzelne' BäUd  zu  matersdieiden :  i>^ 

•  a)  Ber  Ausdruck  w^-r.Wi.  giebt<«k;h  als  posjitve  Grösse  zu  ericennen 

ä}  wenn  Wtt  und  w»  beüe  peaftiv  ^ind  und,  w«  jfrösser  als  Wi  ist,  dann  hat  man  als  Ebene 
desi  Speiriienwinkela  die  zu  nehmen,  in  welcher  die  feste. Richtung  nicht  liegt; 
•     ß)  wem  w,  und  W|  kieide  negativ  sindittnd  der  absolute  Werth  von  w^  kleine  ab  de£ 

•  r.  >  vson  Wi  isl,  dEuni!Jiat')mfai  wieder  ak  Ebene  4e$  Speiokenwinkels  die  zu  n^hmeüi  ^ 
."             welche  die  feste  Rikrhilling  nicht  liegt;  '  * 

/ 1  .    y}  Sirtsm  w,  positiv  Und  w,  MgaMv  uit,  dan»  abeif  hat:  man  mr  Ebene  des  Speichenwinkels. 
die  zu  nehmen,  in  der  die  feste  Richtullg  liegt;  }...''  ^ 

.V)  det  Ausdmek . w,  *^  tvtf  giehl  sich  als  nefil^tive  Crosse  zh  erkennen 
:    er)  iireftn  w«  und!  w^  btfide/poaitiv'  sind^  und  Wi  kliefaker  als  Wi  j«t,  dann  hat  man  nur  Ebene 

..       des  Speitkemvinkels  die  zu  nehmen,  in-  welokier!  die.leste  Richtung  nicht  liegt; 
•    f)  wenn' Wb  nad.Wf -beide  negativ  sind 5  «ndder  abgehite  Werth  von  wt^  größaer  ilto<  der 

•  /   .^  '   von  Wf.  ist,  diinn  hat  man- wieder  zur  Ebene  des  Spefeheawink^  die  m  nehmen»  in 
-    f  weldier  die  feate.  Rtokttfngn  nicht,  liegt;.' .  *    ,    > 

/}  wenn  w^  negativ /und^  1^1  positiv  jSt,[idlnft  aber  hat  man:  als  Ebene  deis  Speichenvinkela 

dk^iiztt  MhaM»,  (Hl  weicher  diel  feSle  Richtung  lil^gL   .. 
Jiati  kann;  fyrr  Spmehenwiidfiely  die  zu  Euneiati  gehören^  welche  mau  sich  in  einer  bestiuuni« 
ten  dabei  Aibc/  beliebigen  AufeinandatfoIge;> durch  genede . Linien  «»..einaBder  gereiht  V4>ristettt^ 
MenSalz  <iMgeb«%  der  den  in.flbr..7.  ax^nküim  töUigsähidiehi'M,  den  wir.  jedoch,  als  aus«r 
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fler  iiaserm  Yfege  Uegeiid,  nicht  weiter  berücksiehtigen  werden.  E$  genügt  ht^r, .  darauf  auf- 
merksam geoncht  zu  haben,  srie  die  Stellung  von  Puncteti  im  Räume  durch  die  Angabe  dar 
Pffojeefionen  dieser  Punele  gleichzeitig  ainf  eine  Projectionsaxe  imdi  auf  eine  Projectionsebene 
vöHig  sicher  bestunnkt  werden  kann^  und  wie  sich  die  Stelle  der  letztem- Pvpjectionen  durch  die 
Grösse  und  Lage  der  Speichen  festsetsseu  iässt.  Amiser  diiesem  Mittel  ,Bur  Feststellung  4er 
Punete-  im  Rantiie  giebt  es  aber  noch  ein  anderes,  mit  dem  vorigen  2{War  nahe  verwtindtas^  dM 
jedoch  den  Vortheil  einer  grossem  Symmetrie  Tür  sioh  hat,  und  das  wir  jetzt  in  seiner  ganzen 
Allgemeäihetl  kennen  lernen  wollen. 

Begrif  des  iDgemelien  Coordtaiatensystems  ni  zoilehst  (tegende  Elu^nsekaft^n  At  C^er- 

dlnaten- vnd  ProjectionszAUen  in  fhii. 

12)  Stelten  AX,  AX%  AX''  (Fig.  1.)  drei  von  dem  Punete  A  auslaufende,  iii  beliehign 
Richtungen  forlgefUhrte,  jedoch  liidit  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  gerade  Lini^  von 
unbegrenzter  Länge  vor',  so  nennen  wir  diese,  mit  dem  Räume  fest  verknüpft  gedachte  Veiv 
hindün;^  der  drei  Geraden  ein  allgemeines  oder  schiefwinkliges  Coordinätensystem; 
den  Punct  A  die  Coordinatenspitze,  die  von  A  aus  nach  X,  X',  X''  hinzielenden  Richtungen 
AX,  AX",  AX"  die  Cöordinatenaxen  und  die  Ebenen  der  höhten  Winkel  XAX%  XAX'', 
X'AX''  die  Goordi'natenebenen,  so  wie  diese  Winkel  selbst  die  Axenwinkel.    * 

Denkt  man  «»<$h>  durch  einen  beliebigen  PUnct  0  (Fig.  i.)  drei  Ebenen  parallel  mtt  den 
drei  toordinatenebenen  gelegt,  so  schneiden  diese  die  drei  Cöordinatenaxen  in  drei  Pundte« 
R,  C,  D  und  begrenzen  in  Verbindung  mit  den  drei  CoordinaCenebenen  einen  parallelepipedisch«! 
Raum,  dessen  Ecken  in  der'  Figur  durch  die  Punete  A,  B,  H,  C,  D,  6,  0,  F  angezeigt  wetden, 
so  dass  AB,  DG,  CH,  FO,  AC,  BH,  DF,  GO,  AD,  CF,  BG,  HO  dessen  geradlinige  Kanten, 
und  AB  HC,  DGOF,  ABGD,  CHOF,  ACFD,  BHOG  dessen  paraIlelogrammf(kiiiige  Seften- 
flfichen  vorstellen.  Die  Längen  AB,  AC,  AD,  welche  dureh-die  drei  im  Punete  O  sich  ver- 
einigenden, mit  den  drei  Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen  von  den  Axen  oder  deren  Ver- 
längerungen abgeschnRten  werden,  bestimmen  in  ihrem  Vereine  dte  Lage  des  Pundes  0,  wes- 
wegen wir  sie  die  allgemeinen  oder  schiefen  Coordinaten  'des  Punctes  0  an  den  drei 
Axen  A  X,  A  X',  A  X"  nennen.  Jede  dieser  Längen  erscheint  in  dem  Parallelepiped,  zu  welchem 
sie  gehören,  viermal.  So  ist  in  dem  durch  die  Figur  1.  angezeigten  Bilde  AB  =  CHr=:D  &^F0, 
AC  =  BH  =  DF  =  GO  und  AD  =  BG  =  CF=±HO. 

Ausser  den  eben  angelilhrteii  schiefen  nehmen  Wir  in  unsere  Betrachtungen  noch  andere 
Coordinaten  auf,  die  wir  zum  Unterschiede  von  jeiien  die  senkrechten  nennen  wollen.  Sie  ent- 
stehen dadurch,  dass  man  durch  den  PuncI  0  drei  Ebenen  legt,  die  'Senkrecht  auf  den  drei 
Axenrichtungen  AX,  AX',  AX"  stehen,  und  entweder  diese  Axen  selbst  oder  deren  Verlänge- 
rungen in  drei  Puncten  R,  S,  T  schneiden,  wir  nennen  nämlich  dann  die  Stücke  AR,  AS,  AT 
der  Axen,  welche  durch  diese  Punete  und  die  Coordinatenspitze  begrenzt  werden,  die  senk- 
rechten Coordinaten  des  Puncles  0  an  den  drei  Axen  AX^  AX%  AX". 

Die  Stellung  des  Punctes  0  im  Räume  ist  ybVig  bestimmt,  wenn  man  entweder  die  Länge 
seiner  drei  schiefen  oder  die  Länge  seiner  drei  senkrechten  Coordiniaten  koint  und  zugleich 
von  jeder  solchen  Coordinate  weisii,  ob  sie  auf  derjenigen  von  den  Axen  AX,  AX',  AX''; 
worauf  sie  sich  bezieht,  sdbst  oder  auf  deren  Verlängerung  liegt   Den  Umstand,  ob  die  Coor** 


4NMen  «NM»  Punde»'  mS  de»  Ax6a  selbsl  odiir  nuf  denen  Vi^qfeffitiig/?i)  liegen,  gj^  mm 
einfach  dednureh  w.erJienneii,  dess  wm  den  die  Iilnge{]d^.Ceer#|iatm;Aif0^^^  ;jMilen.w 
erstern  Falle  das  Vorzeichen  +,  im  andern  FaUe  dae-Ver^i^eB -^i.Y<mfa(z(;,.  und  iiii.i^^r^teiTi 
FaUe  die  CoonÜBiten  p<^fiitiv,e,  im.  andern  Falle  neg,ative  n^Mil  .W#r  werden f4ei9;4reinäss 
Yen  jetat  an/ unter «deiiGoardinfllen.iflletei. nur  jene  LtegieäQ  ja yerbimtuyig  ml^dam  ibaen.Ku  g^ 
benden  Venletehcii  verkleben,  firinnoni  wir  mwvdass  unter  Ce^rdineteni^beneni  di€|ieejgeii  El^en 
Yentanden  werden  sotten,  welche  den  hohlen,  von  den  Axen  AX,.  ;AX',.A.X''  eingeflossenen 
Winkeln  X  AX',  XAX'',  X'AX''  angehören,*  imd  nenaea  wir  diejenige  jS^e  der  mii.  den  Coor- 
dinalenebenen  zusammen  fallenden  unbegrenzten  Sbencn^  auf  welcher,  der  PwplO.  sieb  begpdet, 
wenn  er  innerhalb  dea  von  den  drei  Coordinatenebenen  begrenakw  Meinem  Tbeil  de^  ganzen 
Mauines  liegt,  die  positive  Seite,  so  wie  die  dieser  enlgegiei^esetzte  die  negative  Smte.rjqnf^x 
Ebenen,  so  folgt  von  selbst,  dass  jede  einzelne  zu  einer  der  drei  Coordinatenaxen  gebiinge 
schiere  Coordinate.  eines  Punetea  .positiv  oder  negativ  wird,  je.  nachdem  »jdieser  Ponct.  auf  der 
pcteiliven  oder  negativen  Seile  der  durch  die  beiden  andern .(Sqordiniitena^^  geje^en  Ebene 
U/bfß.  Eben  so  leicht  ttberteiigt  man  sich,  dass  die  zu  den  Cetatrdinateniucen  gehörigen  senkr 
rechten- Coeirdiiiaten  eines  Punctes^  einzeln  positiv  oder:  negativ  norden»  jeinfKsfMem  dieser  Pun4 
mü  /det  von  A  auslaufenden  €oordioatenaxe.,  auf  welche  mt^  dii^i  i^ilßetraohtung  genommene 
CoOsdinate  bezieht,  auf  einerlei  -oder  auf  entgegevigeselKter  Seite  von  der  lunbegi^ev^len  Ebfsne 
liegt,  die  man  sich  durch  die  Coordinatenspi^  A  eenbrefiht  mt  dmi^  ^^rdin^ifemxe  gelegt 
flencw«  •   .    .  i    ,'  >  '         , 

Noch  werden,  wir  des<  .kurzem  Aiisdnieka  halber  di0  gleich.  AnfafgiS .  zu  Gnmd  geleglen, 
Mm  A  nach  .X,  }^',  X"'  hinzielenden  Ricfbtungen  die  po&itiven  A3.eiBi^iobtiiAgeiif.oder  auch 
kurzweg  die  positiven  Axen  und  die  denselben  Gemd^^a  angehitrjgen,.  aber  v^p  A  aus  nach 
4iut  gerade,  entgegienge^etzten  Seite  hin  zielenden  Richtui^gen  die  negativen  Axeprichtuagen, 
oder  auch  kurzweg  die-  negativen  Axen  «ennen.  Es  läuft,  wie  iq  di^,  Augen  spidi^t,  w^entt 
4ieh  ganz  auf  Eias  «hinaus,  ob  man  bei  der  anfängliohen  Feststellung  .des  Cpordinatensystem«;  die 
lUektung1»n  AX,  AX',  AX''  als  positive  und  dann.. die  Ihnen  entgeg^ig^^etztea , als  n^getive 
Axen  diiiünmt,  oder  ob  man  irgend  drei  andere  von  dieseurT^echfr  IjlichiuDifen  zu  positiven  n^d 
dann  die  übrigen  drei  zu  negativea  Axen  machte  vorausgesetzt,.. dass ;die  drei  zu  positiven  Axen 
fewtidten  Ricbtungen  nicht  in  einer  und  der9elben  Ebeup  liegea.     ,  ^^  , 

13}  Jedes  Coordinatensystein,  dessen  Axen  keine  rechlen  Winkel  mit  einander  bilden^  kann 
«ilgesehen  werden  als  .eine  Yeij^indung  von  drei,  scbiefwiifklig^nt  Proiei?tipns»yfiemen,  deren 
Spüzen  sämmtlich  in  der  CoordinatenspitZfO  liege«^^.  deren  ProjectioAsaxen  die  drei  Coordinaten- 
•Men  und  deren  Projectionsebenenr  die  drei  mit  den  drei  Coordinplenebieiien  zusammen  fallenden 
«Idnegrenzten  Ebaien  smd,  und  es  sind  die  drei  zu  diesen:  drei  Frojeptioflis^y Sternen  gefiörigen 
Ordinaten  eines  Punctes  offenbar  nichts  anders,  al$..die  drei,  schief^.  Coordinaten  desselben 
l^unctes  im  Coordinatensysteme<  Eben  so  sind  aber. auch  i^  einep.^cben  Koordinatensysteme 
drei  ireehtwinkUge  Projeotionasysteme  enthalten,  deren  Sp^zf n  säparatlich  in  der  Coordinatenr 
ipitHe  'liegen,  deren  Ax^  .die.  drei  Coordinatenaxen  und^deren  P)i:cgectioi|fteben^ii,jdie  dr|;i,.dttrch 
die  Goordintitenspttze  saikrecht  auf  die  drei  Coocdinatenai^en/g^egiief  i^ibegrenzj^ir*  Rhenen 
sind,  und  es  sind  die  drei  zu  diesen  drei  rechtwinkligen  Projecttonssystemen  gehörigen  Ordi-* 
naten  eines  Punctes  offenbar  nichts  anders,  als  die  drei  vorhin  bezeichneten  senkrechten  Coor- 
dinaten  desselben  Punctes  im  Coordinatensysteme.  Durch  die  Vereinigung  solcher  drei  Projec- 
tionssy Sterne  in  em  einziges  Coordinatensystem  wird  die  Möglichkeit  Jierbeigeführt,  die  Lage 
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^r  PHiiote  im  Rminie-  durch  Ifittter  OfdrAateit,  die  drei  CoordhililcAi  näMich,  tn  bestiifineit^  ohM 
dass  dazu  die  Betra^Mung  ^ter  9p^iohMi  MMg  wäre;  wodurdi  eine  -  grossere  Symmetfie  der 
Yorslellinigen  und  Re<?knungsffiisdftkeke  zu*  Stande  kouimt.        .  '  » 

Aus  der  vorstehenden  Befrachtung  folgt,  dass  wir  den  Punct  A  hn  Coonünatensystem  ebeü 
so  wohl  Projectionsspitze,  wie  CoordinaCenspitze,  und  die  Ridhtungen  AX,  AX',  AX"  eb^n  so 
wohl  posRire  Projectionsaxen,  Mie  positive  Coordlntitetfaxen  nennen  können.  Dieselbe  BetrMdK 
tung  gestattet  uns  aber  auch,  im  Coordinatensystemo' die  mit  den  Coordinatenebeneti  zusamntm 
fallenden  unbegrenzten  Ebenen  die  schiefen  Projectionsebenen,  so  wie  di^  durMi  den 
Punct  A  senkrecht  auf  die  drei  CoordlAatenaten  gelegten  unbegrenzten  Ebenen  die  senkrecklen 
Projectionsebenefi  zn  nennen,  und  Überhaupt  alle  früher  an  Trojectionssystemen  aufgeAin^ 
denen  Eigenschaften  am  Coordinaten«ysleme  in  ihrer  doppelten  Beziehung  wieder  gellend  <  Mi 
machen. 

14}  Um  eine  OleichFOrmlgkelt  in  die  Bezeichnungen  zu  bringen,  werden  wir  ki  der  FMge 
stets  die  zu  den  A^ten  AX,  AX',  AX'"  eines  beliebigen  Coordinatensystems  gehörigen  schlafet 
üoordinaien  eines  Punctes  0  dnrch  x,  x',  x",  so  wie  die  zu  den  giek;hen  Axen  gehdrigen  stak^ 
rechten  Coordinaten  desselben  Punctes  durch  u ,  u',  u"  bezeichnen  *),  wobei  man  sieh  in  diew 
Buchstaben  immer  das  der^  Lage  der  Coordinaten  bezüglich  zu  ihren  Axen  entsprechende  \m^ 
zeichen  hineingelegt  ztt  denken  hat.  Wo  itie  Coordinaten  von  mehreren  Puncten  auf  dieseibeA 
Axen  bezogen  in  Betrachtung  kommen,  da  werden  wir  die  zu  den  verschiedene«  Punden  ge^ 
hörigen  dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  wir  den  Buchstaben  x  und  u  verschieden^ 
auf  die  verschiedenen  Puncte  sich  beziehende  Indexe  anhängen,  oder  auch*  ah  die  SteHe  der 
lateinischen  Buchstaben  X  und  u  die  entsprechenden  dentsehcn  r  imd  n,  oder  griechischen  |  wkA 
fj  setzen.  Demgemäss  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  eines  ersten  Punctes  0,  durch  x,,  x^^ 
x\\  wenn  es  die  schiefen  sind,  und  durch  u,,  u', ,  ur,  wenn  es  die  senkrechten  sind,  und  äkMK 
lieh  werden  die  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eines  zweiten  Punctes  0,  durch  x,,  x^, 
x^'  oder  u,,  u,,  u,'  dargestellt,  und  so  fort,  wenn  wir  nicht  lieber  statt  der  lateinischen  Buek^ 
Stäben  die  analogen  aus  andern  Sprachen  nehmen.  Wo  hingegen  iteben  dem  s^s  den  Axen 
A  X,  A  X',  A  X"  gebfldelen  Coordinatensysteme  noch  ein  zweites  aus  den  Axen  A'  Y,  A'  Y',  A'  Y" 
gebildetes  in  Betrachtung  kommt,  da  werden  wir  die  zu  diesen  neu  hinzu  gekommenen  Axen 
gehörigen  schiefen  Coordinaten  ehies  Punctes  von  den  zu  den  ursprilnglkrhen  Axen  gehörigoi 
schiefen  Cooi'dinaten  desselben  Punctes  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  an  die  Stelle  des  Buch- 
stabens X  den  auf  ihn  folgenden  Buchstaben  y  setzen,  und  eben  so  werden  wir  die  Bezeich^ 
nung  nir  die  senkrechten  Coordinaten  eines  Pimctes  an  den  letztem  Axen  aus  der  BegseichnMig 
der  senkrechten  Coordinaten  dieses  Punctes  an  den  erstem  Axen  heriiolen,  indem  wir  an  «be 
Stelle  des  Buchstabens  u  de«  auf  ihn  folgenden  Buchstaben  v  setzen,  wobei  auch  wieder  BocIh- 
Stäben  ans  andem  Sprachen  genommen  werden  können. 

•  Auf  gleiche  Weise  werden  wir  die  einer  Richtung  entsprechenden  Projectionszahlen,  welche 
SiHt  auf  die  zu  den  Axen  AX,  AX',  AX^  gehörigen,  im  Coordinatensysteme  gleichzeitig  eni^ 
haltenen  drei  sdiiefi^inkligen  Projeetionssysteme  beziehen,  durch  a,  a',  a"  bezeichnen,  und  dm^k 
c,  c',  v"*  die  zu  den  gleidien  -Axen  gehörigen  Projectionszahlen  derselben  Richtung,  wenni  sidi 


*)  Um  schleppende  Wiederholiing^n  zu  vermeiden,  bemerken  wir  ein  für  allemal,  dass  da,  wo  mehrere 
Dinge  auf  mehrere  andere  bezogen  werden,  wir  stets  das  erste  nuF  das  erste,  das  zweite  auf  das  zweit« 
u.  s.  f.  Itezogrn  wissen  wollen. 


dieselben  auf  die  drei  im  Coovdipatensyfitein^  enthattcuien  /i^ohtwMikljgeii  Projectionssysleme  be- 
ziehen. Wo  mehrere  Richtungen  in  Betrachtung  kommen,  4flt  werden  .wir  deren  Projection^- 
zahlen,  ähnlich  wie  bei  den  QoQrdinafaDa,  (jinrch  dieselben  jKuchijftfil^n,  aber  mit  verschiedenen 
Indexen  vergehen ,  o(kK  durch  die  9us  einer  i^nderA;  Sprache  ^genomii^lien  anaJ^en  Bachstabeo 
l)0tq^ifhneii,  «od  vfOf  eia  zweite»  Coordtfiatensyat^fii^zi^  d^m  .atlfm  er^len. bmiigeQ^  wird^.da 
virerc^  wk*^c  Projecti<»nsverbähnii|se  an.  den  n^»ieq:'A|](en.:f0^4ßnen  an  .dea  alt^n.Axeti  d%r 
dU9cb  '.unterscheiden»  diRß($,wJA*..$ia^4i(e  Stelle  ^er  BttqiMM^i^!i».^<|^i^  1^  i^ifmf  m  tfikgwtfißü  h 
oief  dsetzefi./   ...  /•    ,  .:■  . .-;  ,  .    .!•  •;  -  .:  <»  •":  .:.    .  .•.'••  /.  •• 

Endliiiih  wfill^q)  \w,in,4^r  Folge  d^ei  A;:|,enwii|kel  :^AX,V/X,Ai^''d  X'A^".^inf$^  durch 
W,  W'i  W".  be»eip?h^^^n  upd.  da,  >vo  nfQph  e^.ffweitep  Cooi^ii^ate^systein  in(Q^rAiiMuf9g'^<¥ninl, 
hev /ihqi, .Anstatt  df^s  ißi^ch^tf^i^m  W  ^ne  Ab^eigfapa  de^us(B|lt^nr,«|it,,:eiviein,.Iodex  v^rs^hen^q 
Buchstaben  setzen.  ////'.// 

1^1^  von  jedem  .4^  im  Coordinatonsysteine*  e«tli9ltenofi  Projectionssysteme  alles,  das  gilt,  was 
>v^eiter  ol^n  Y-pn .  pii>^in  .^^fAaen  ^pichen  Systeme  #iisgei|agt . worden  ist,/  so  .^öjaneq.wir  ip 
B^ilg\aHf..d^,  CoordinDtqnsyst^m  nüttelst  der  so  eben  eingefüllten  JSej^eiphaui^fßn  a^  Mge^defk 
{lelati|iMi|ei|  aiififtellei)«  Sünd^^ndmlidi  0,  und  0^  zn'^i  Puncto,  d^ren  g^gpn^itigf^  ^nt(ernung  r 
i^t,  und.,st^n  x:, ,  '^I^id^i'.  mwl.x,,  x^,  x^  die.  &^iefeA,so  yvioUdiK?  M^  und  u,,.ns,  m«  die 
f enkreiQhteH :  Coordi9«teqi  djeßer 'beiden  P4mcte..ari  den  Axen  AiX?  AX'i  AX''  d^  Coord|qf||eq«4 
Systems  vor,  be^eiqlHieq'aussemipDd.a^  a',  a"  die  iZi|  i4^n  Aj^en.AX,  AX',  AX"  g^r%en  Pro^ 
jectionszahlen  der  von  Oi  nach  0^  hinzielenden  Kichtjimg'in  Bißs^ug,  auf  die  dreischiej^inklige^ 
Projeotioi^syeiteme .  uqd.  q,  jC^'^^  «e",  4ie  ,w  4en  ,gl^i0b^^  Axejfi . ^st^rigm  P^oject^onswlh)^tt  der^ 
9^äbm  Kicbtwg  in.B^ziug  auf -410  drei  recht^inkUgen.Projectionssysteioii^,  ßo  bat  dfai^  ^er  iß 
Wr.>  wnder  ProjectjqqnzftW;  gegebenen  DirßnitiQiÄ.feiniiM,  sowohl     ,    /    .    .;  ,  .     ...  . 


/     1.»:^    ',/ /  '     •,.    _       'Xt  —  X>'     _/ X»-*— ^1  t, ;Xäi     ^^*    ^     .  .      «.      -■         " 


a= ,     a  rr: ,     a 


ff      —ff 


i. 


»  •»  > 


vS"    '■    ':^)  /  .•  '   ■     1  ••  f*    '  '     »•»•        ■  .,.;    I      1    •.■■.',•',    'i  >'»  .N#i«wji**''«  •!>•>«.»  »^  .'f  «A     ^91 

c  tn ,     c  =^ -,     C  = ,  1 

woiwffi  Hian  findet;^  dafls  stets,     1      ...  ., .        «,  ':  v 

a ;it;  —  «'  jc, ^HftxJfT-  a'  Xk  j    «i xj'  — a" Xi^  a xi'  rr- »".x,  ,   ,a'.:«;'  '^T :«C'i<i  T^^^tt ^»'['^2 .] . 

•  cni  — e.'u,=3;e«i'^Ä'',fi.r  '.w.vr-Tc".,Hi;;^i5Ui',r- «"«,>.  p'ur  — p"uis=;p:v;'-*vq';fu;).,..  „ 
istf  \r«an  die  Pupote  ,Pi  uqd  Q, ,.  ie^ßn.  Coo^^im^^  ni  diesen  Gleicbung^en  iiuftreten,.'  iq  einer 
Gesadeq  lif^en,  deren  fiqei  Riohtuog  a>  a',  «''  i^nd  c,.c',  c[  zu.  ProjectionszaUen  hat 

In  dem  besondem  Falle,  wo  der  Punct  Oi  in  der  Projectio|isspitze  A  h^gt  und  dem  zufolge 
^,c=.xl.;;;=x('=^0 mid  U|::;=u'i=.iir'=P«^vird,  vereinfachen  sifiji  die .  vQrstehenden  Avschücke 
und'  giebßn.'WQpn,  man  hißr^  wo  keiqe  lfntersc)ieidmg  ide^  Pu^t^Q,  und  .O,  {ym  einiMlder  mehr 
9iütbi9i!mr4,  idi^  d^n  verscbiedeqßp  Buchstaben  «i^bl^gten,4ndcxe(w^lM«!«t^ 


'ir 


.    -    .••• 


a=  -,   a  =  — ,    a'^  — 

• »!!'         •!(  ■  ,  r  ,   '         r  ■,,_',  r     #       .       i-  r  *   • 


c  —  — ,     C ,     C    1 


i.\ 


uqd  fils  Fo^9  dieser  Gl^icbM^8?n  erhalLnian  noc||; 


16  Analytische  Öeom^trie.  Absck'.  I: 

■  •  './atl^Ä'x;   ■ax''=a"x,    aViirtt'V-    •    -  ^     .     .    •  . 

(•)    i )    "und  •  i      .  '.     *  : 

^  cu^irrrc'u,     cu"=:c"U',  'C'u"  =  c"u',  •  •         '      v 

wo  X,  x',  x"  Ä^  Schiefen  und  u,  vt\  u"  diö  senkrechten  Coordinalen  eines  in  der  Entfernung 
r  von  der  Projectionsspftze  abliegenden  Ptinctes  0  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  vor^Hflten^ 
und  a,  ft',  a'^  die  Projectiomszahlen  in  Bezug  auf  die  schiefen,  ^,  c',  o'',  in  Bezug  auf  di<$ 
senkrechten,  Im  Ooordinatensy steme^  enthaltenen  FrojectionssyMeine  bezeichnen ,  welche  die'  Vott 
der  Projectionsspitze  A  nach  dem  Puncle  0  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
giebt.  tiüT  Abkürzung  wollen  wir  von  jetzt  an  die  in  den  schiefen  Projectioilssyst^men  gebil- 
deten Pi^Oje^ioniY^rhfiltnisse  einef  Richtung  dcfre^i  sthiefe,  und  die  in  den  reclitwinkligen 
Projec!ions(syslembn '  gebildeten  -  deren  senkrechte  Projectronszahleki  an  den  drei  Axeti 
AX,  AX',  AX"  des  Coordinatensyslems  nennen. 

Eine  Richtung,  in  dem  zu  Ende'  tier  Nr.  5.  anfgesteilten  Sinn  genommen,  wird  sowohl '  durch 
ilfre  drei  schiefen,  wie  auch  durch  ihre  ihrei  senkrechten  Projecfionszahlen,  die  sie  an  den  dre4 
Axen  des  CoordiiMrtensystems  giebt,  ydllig  bestimmt  Denkt  man  sich  nämlich  um  die*  P^jee^ 
tfonsspilze  A  des'  Coordinatensystems  eine  Kugel  vom  Radius  1  beschrieben,  und  trögt  «lan  auf 
äie  eine  Goordinatenaxe  AX  die  zu  ihr  gehörige  schiefe  oder  senkrechte  Projectionszahl  eine)^ 
Richtung  von  A  aus  je  na'oK  seinem  Vorzeieken  auf  die  positive  oder  negative  Seite  auf,  legi 
sodann  durch  den  dadWrch  erhaltenien  Punct  eine  Ebene  parallel  mit  der  zu  dieser  Axe  geint* 
rigen  schiefen '  oder  senkrechten  l^rojeclionäebehe ,  so  wird  jene  Kngelfläche  von  dieser  Ebene, 
in  einem  Kreise  gt^schnitten  *w^en,  in  welchen  alle  Puncte  enthalte  sind,  durch  welche  die 
zn  dieser  Projectionszahi  gehörige  Richtung  -  von  A  ausgehen  kann.-  Triigt  man  -Merauf  die  am 
einer  andern  Axe  AX'  gehörige  schiefe ' i^der  senkrechte  Projectionszahi  derselben  Richtulkg  iti 
gleicher  Weise  je  nach  seinem'  Vorkfeichen  auf  die  eine  oder  andere  Seite  dieser  Axe  von  A 
aus  auf,  und  legt  durch  d|n  so 'sich  ergebenden  Punct  eine  Ebene  parallel  mit  der  zu  dieser 
Axe  gehörigen  schiefen-  oder  senkrechten  Projection^ebene,  so  wird  jener  Kreis  von  dieser 
Ebene  höchstens  nur  noch  /in  zwei  Puncten  geschnitten  weiVlen,  durch  welche  allein  die  zu 
beiden  Projectionszahlen  gehörige '  Richtung  von  A  aus  gehen  kalm.  Die  dritte  zu  dieser  Rich- 
tung gehörige  Projectionszahi  hat  daher  nur  noch  zu  entscheiden,'  welcher  von  diesen  beiden 
Puncten  zu  der  von  A  ausgehenden  gesuchten  Richtung  gehört,  was  schon '^  aus  seinem  Yor- 
.  .  zeichen  entnommen  werden  kann.  Dieser  Umstand  deutet  darauf  hin,  dass  die  Grössen  der  dref 
zu  eini^r  *  bestimmtet!  Richtung  gehörigen  schiefen  oder  senkrechten  Pridjectienszahlen,  welche 
sich  an  den  drei  Axen -eines  beliebigen  Ooerdinatensyi^tems  bildet,  in  getvisser  Weise  von' ein- 
ander abhängig  sfnd,  und  wir  werden  bald  die  Gleichtmgen  aufeustelleh  hat  Stande  sein,  in  ^^nen 
sich  diese  AbhÄrtgtgkeil* ausspricht.  ' 

15)  yiihrt  man  neben  dem  Coordinafensystem,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  ein 
zweites  ein,  dessen  S|)itze  nldhl  mehr  der  ftmci  A,  sondern  irgend  ein  anderer©  ist,  -und  des- 
sen Axen,  die  wir  durch  OX,  OX,'  OX'*  andeuten  wollen,  mit  den  vorigen  Axen  p^l'Mlä' und 
gleichläufig  sind,  wo  dann  die  gleich  accentuirten  Axeuwinkel  In  beiden  Systemen  einerlei  Grösse  be- 
halten,  so  bilden  je  zwei  schiefe  sowolil,   als  je  zwei  senkrechte  Projectionssysteme  in  diesen 

,  :     beiderlei  Coordinatensystemen^  welche  zu  parallelen  Axen  gehören,  parallele  Projectionssysteme 

m 

mit  gleichläufigen  Axen,  wie  solche  in  JSr.  4.  betrachtet  worden  sind,  weswegen  die  dort  auf- 
gestellte Gleichung  (1)  hier  auf  jedefe  solche  Paar  ihre  Anwendung  findet,  und  dem  zufolge 
in  den   beiden  parallelen  Coordinatensystemen   in  sechsfacher  Weise  aufgestellt  Werden  kann. 


$.  Ji  Nr.  10.  '  CoordiDfttemystMi.  17 


Sirilen  nämlieh  I,  |^  ^  die  wd  die  Axen  AX,  AX',  AX'^  besehenen  schiefen 
eines  Pnnetes  0,  nni  17,  97',  tj"  desseh  auf  dieselben  Axen  belogenen  senkrechlen  CoiMTdinalen 
vor,  bezeichnen  wir  «och  ausserdem  die  sdtiefen  und  senkrechten  Ooordinaten  eihes  andern 
Fundes  O,  an  den  Axen  AX,  AX',  AX''  dureh  x,  x',  x"  und  u,  n'j  n'\  iSo  wie  durdi  x«,  x^^ 
x^'  und  u«,  tto,  u^'  die  schiefen  und  seiAredhten  CoonKnaten  diese«  letztem  Pnnctes  an  den 
Axen  OX,  OX',  OX",  so  liefert  äiß  (shiichang  (^1)  in  Bezog  auf  die  drei  schiefwinkligen  so- 
wirid,  als  Ui  Bezug  auf  die  drei  rechtwinkligen  ProjeotlonssystenAe  je  drei  Gleichungen,  nflmBeh^ 

x.  =  x_^|,    x;=:x'.^|',    <;'=:x"-r   ) 
und  \ :-    («) 

u«  =  u  — 17,     uj=:u'  —  fi\     u'o'=:u"  —  ij".  J 

16}  Denken  wir  uns  irgend  einen  Punct  0  im  Räume  und  an  denselben  das,  beliebigen 
Coordinatenaxen  AX,  AX',  AX"  entsprechende  Coordinatenparallelepiped  ABHOFD  (Tig.  1.) 
gefügt^  so  nennen  wir  die  aus  den  drei  an  einander  hängenden,  mit  den  Axen  A  X',  A  X",  A  X'^ 
parallelen  Linien  AB,  BH,  HO  gebildete  Linienfigur  ABHO  dieCoordinatenfigur.  Denken 
wir  uns  femer  irgend  eine  von  der  Coordinatenspitze  A  auslaufende  Richtung  AZ,  die  wir 
als  die.  positive  Axe  eines  neuen  beliebigen  Projeclionssystems  ansehen  und  projiciren  wir  auf 
diese  Axe  die  Geraden  Aß,  BH,  HO  in  der  Richtung  von  A  nach  B,  von  B  nach  H  und  von 
H  nach  0  genommen,  so  ist  dem  in  Nr.  7.  aufgesteDten  Satze  gemäss  die  Summe  dieser  Pro- 
jectionen  gleich  der  Projection^  welche  die  Länge  AO  in  der  Richtung  von  A  nach  0  genom- 
men in  dem  gleichen  beliebigen  Projectionssysteme  an  derselben  Axe  AZ  giebt,  oder  es  ist^ 
wenn  man 

durch  p  die  Projection  von  AO  in  der  Richtung  von  A  nach  0  genommen, 
durcli  p,  die  Projection  von  AB  in  der  Richtung  von  A  nach'B  genommen, 
durch  p,  die  Projection  von  BA  in  der  Richtung  von  B  nach  H  genommen, 
durch  p,  die  Projection  von  HO  in  der  Richtung  von  H  nach  0  genommen 
bezeichnet,  , 

p=p,  +  p,  +  p,. 

,  *  '  f  I  *      • 

Bezcichaet  nian  durch  je«  ;;')  /"  die  Projectioaszahlen.  welphe  die  positiven  Axenrichtiutgeii, 
AX,  AX'v  AX"  ffa  der  Axe  AZ  des  neuen  Projecti9nssysteins. liefern,  so  ist. 

+  y— -El     +/=:_Pl     4-y"— Jl, 
"'^       AB'     -'        BH'    -'^        HO' 

der  Definition  von  der  Projecfionszahl  zufolge,  und  es  ist  von  den  doppelten  Vorzeichen  m 

jedem  einzehi«|i  Falle  eatw^er  das  oberq  oder  untere  zu  nehmen,  je  nachdem,  die  von  ,A  nach 

B,  von  B  nach  H,  von  H  nach  0  genommenen  Richtungen  mit  den  ihnen  parallelen  Axenrich- 

tüngen  AX,  AX',  AX''  befeügMch  gleicMäufig  oder  gegenläufig  sind,  während  AB,  BH,'  H» 

^  absoluteji  Längten  der  «durch  ^ie  l^.ezeichneten, Geraden  vorstdlen.    Man. hat  also  mit  der-. 

selben  Riicksichtsnahme  auf  das  Vorzeichen 

^       ''  p.=±y.AB,   'p,=±/.BH,    p,=+/'.HO. 

Bezeichnen  nun  ncich  xyi^,  x"' die  schiefen  Goordinaten  des  Puncles  O  an  dea'Axen  AXy  AX(^ 
AX',  so  ist 

i  x=+AB,.   x=i:  +  BH,    x"  =  ±HO 

Ufid,  man  hat  ia  jedem  einzelnen  Falle  ,das  oUpre  oder  untere  Vorz^icbem  zif  nehmen,  je  nach- 
dem die  von  A  nach  B,  von  B  nach  H,  von  H  nach  0  genommenen  Richtun0ea.'nät  d«  ahnen 
l  3 
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panUeien  posüireii  AxfarirMungen  AX»  AX',  AX"  besllglidi  fiekMiDfif  o4er  gcgeiüirff  ämt^ 
nihroMl  AB,  BH,  HO  die  «kolDlea  Lin^n  der  dvch  sie  bezeichnetem  Geraden  TorsteUea, 
wefl  die  Ordimie  in  den  erstem  Falle  das  Yoixeiciieii  + ,  an  andera  FaUe  das  Vonekhea  — 
m  sA  fffifhHi^  Setzt  man  die  hieraiis  sich  ergebenden  Werthe  Ton  AB,  BH,  HO  ia  die 
■aanMlf  Ihai  nror  fnr  p^ ,  ^ «  p,  gegebenen,  so  find^  nan  in  jedeai  FaUe 

f,=jr.x^    m=/.x,    p,=j/'.x" 
«dl  iHnMr  nur  die  beiden  oben  oder  nor  die  beiden  natem  Yoneidien  »ü  einander  n  tcrw 
einigen  sind.   Mittdst  diesar  Werthe  von  Pi,  Pt»  Ps  g^  im  die  Gleichnng  P  =  Pi  +  Ps+Pb 


in  wdcher  sich  der  nachstellende  Satz  anspricht: 

Die  Projection  der  von  der  Spitze  A  irgend  eines  Coordinatensystems  bis 
zn  irgend  einen  Pnnct  0  hinreichenden  Linge  in  der  Richtung  von  A  nach  0 
genommen  auf  die  Axe  eines  beliebigen  ausserhalb  des  Coordinatensystems 
liegenden  Frojectionssjstems  *),  ist  gleich  der  Summe  der  drei  Froducte, 
welche  gebildet  werden  aus  jeder  schiefen  Coordinate  des  Functes  0  und  der 
Projectionszahl,  welche  die  positive  Coordinatenaxe,  zu  welcher  diese  Coor- 
dinate gehört,  an  der  Projectionsaxe  des  neuen  Projectionssystems  giebL 

Ist  das  zu  dem  Coonünatensystem  hinzugezogene  Projoctionssystem  ein  rechtwinkiges,  so 
kann  man,  wie  in  der  Xr.  6.  gezeigt  worden  ist  anstatt  der  Projectionsverfaihnisse,  welche  die 
positiven  Coonfinatenaxen  an  der  neuen  Projectionsaxe  geben,  diejenigen  nehmen,  welche  die 
positive  Kichtnng  dieser  Projectionsaxe  an  den  drei  Axen  der  in  dem  Coordinatensysteme  enl^ 
haltenen  reditwinUigen  Projectionssysteme  I^ert,  weil  man  in  jedem  FaUe  immer  nur  auf  db 
Eosinnse  der  Winkel  hingeführt  wird,  weh^  die  drei  positiven  Coonfinatenaxen  mit  der  neuen 
Projectionsaxe  bilden.  So  verwandelt  sich  die  Gleichnag  (S.  a.}  in: 
im.  M  p=xcosX  AZ  +  x'cosX'AZ-i-x'cosr'AZ 

in  welcher  p  die  senkrechte  Projection  der  Linge  AO  auf  dk  Axe  AZ  vorsteOL 

17)  Ans  dem  in  der  vorigen  Xnmner  aafgefundenea  Salze  (S.  b.)  ergdHm  sich  ann  üb- 
miHelbar  aiehrere  der  wichtigsten  im  belidi^ren  Profectionssysinne  statt  findenden  Refationcn. 
Bczeidmel  namBdi  r  die  Entfernung  des  Pandes  0  von  ier  CoOTdümlettspitze  and  dividü  man 
die  Gkicirnng  (Ö.  b.}  durch  r,  so  wird  sie: 

-?=-coaX  AZ  +  -cosrAZ+  -  coaX^AZ. 
r      r  '  r  r 

Bezeichnet  0  den  Winkel,  welchen  die  von  A  nach  O  hinzielende  Richlaa^  mit  der  AZ  UMet, 


an  ist  ^r=2€0Sij  wtA  p  die  seakrcchle  Projection  der  Lange  AO  oder  r  auf  die  Axe  AZ  ist» 
also  p  and  r  einem  recttwinUigen  Dreiecke  angehören,  dessen  Hypolhcnnsc  r  irt,  and  den 


rr 


Winkel  i  tms^Hessem;  ioMr  sM  -,  -,  —  die  scyefea  Projedkwsi^kB  «kr  RicUnf  AO 


«■  Aea  Axoi  AX,  Ar,  AX*,  wekhe  wir  teck  »y  a 


iMi,  wcw  aBP  MnnciciB  inwcnMHVTimw  ckmidcb  rTMccnonmMEs  ihmib*  w^  ac^^a  ^  <«■•  ««> 


g.  9.  Nif.  18.  CMfÜnaiMsyateni.  1« 

cosXAZ,  cosX'AZ,  oosX"AZ  4iie  Mnfarecliteii  Projectionzahleii,  weUhe  die'  Richtmig  AZ 
an  den  gleiobeüi  Axen  giebt  nnd  die  wir  durch  d ,  e! ,  cC  bezeidinen  wollen.  Hüerdorch  gelA 
die  Vorziehende^  Gteichung  über  in:    • 

cos  0  r=  a  c,  +  a'cj  +  a^c,".  (••  wu) 

Nimmt  man  in  der  Axe  AZ  einen  Punct  0,  an  und  heteichnet  man  die  sclnefen  Projections-^ 
zahlen,  welche  die  Richtung  A0|  an  ^en  Axen  AX,  AX-,  AX"  giebt,  durch  ai ,  ai,  ai',  sieht 
dagegen  jetzt  die  Richtung  AO  als  die  neue  Axe  AZ  an,  auf  wekhe  die  dem  Puncte>  OjZh-  ' 

gehörige  Coordinatenrigur  projcirt  wird,  und  nennt  c,  c\  e"  die  senkrechten  Projectionszahlen, 
welche  die  als  neue  Axe  angenommene  Richtung  aa  den  Axen  AX,  AX',  AX''  liefert,  so  er«* 
hält  man  völlig  auf  die  gleiche  Yf^is^  wie  suyof:  * 

cos  tf  =  a,  c  +  a;  c' +  ai'c;',  (••  Ib«) 

nnd  aus  ^lieaen  beidto  letzten  Gleichungen  ergtebt  sich  noch: 

ac  +  a'c;  +  fir'cr  =  a,o4*a;c'  +  arc".  CM) 

Der  in  den  Okiclningen  .(9.  a.}  und  (9.  b.}  aUsgesprocliene,  sehr  sdlgeneine  Satz  lässt  sieh  in 
Wollen  so  aussprechen:  DerKosrinus  der  Winkels,  den  zwei  von  der  Coordtnaten-* 
spitze  auslaulende  Richtungen  mit  einander  bilden,  ist  gleich  der  Summe  der 
drei  Producte  aus  den  zu  jeder  Axe  g^ehörigen  schiefen  Projectionszahlen  der 
einen  Richtung,  in  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  andern  Richtung  an 
der  gleichen  Axe. 

Lfisst  nun  /die  Riehtang  AO,  mit  der  AO  zusammen  fallen,  so  wird  0=:O  und  cos^rr  1^ 
nnd  zugleich  verwandeln  mxk  die  Gtössen  «i ,  aj ,  ai'  und  Ci ,  c^ ,  c\'  in  a,  a%  a''  und  c,  c',  c'^^ 
wodurch  jede  der  Gleichungen  (d.  it.}  tmd  (9«  b.} .  in  die  folgende  übergeht :  : 

l=:ac  +  aV  +  aV,  (tt) 

worin  sich  eine  Relation  zwischen  den^  zu  einer  und  derselben  Richtung  gehörigen  schiefen  und 
senkrechten  Projectionszahlen  nnssprichl,  von  der  ein  sehr  hSufiger  Gebrauch  gemadit  werden 
wird,  Wieswegen  wir  die  Gleichimg  (\i)  mit  dem  Namen  der  Ricktungsgleichung  belegen 
werden. 

Lttsst  man  die  Richtung  AO,  sucoessive  mit  den  Axen  AX,  AX',  AX"  zusammen  fallen^ 
so  wird  im  ersten  Falle  der  Winkel  9  der,  den  die  Richtung  AO  mit  der  Axe  AX  macht,  es 
geht  scinacb  cos-0  in  c  über  und  zugleich  verwandeln  sich  c,,  c^i,  ci'  in  1,  eosW,  cosW;  im 
andern  Falle  ist  der  Winkel  0  der,   den  die  Richtung  AO  mit  der  Axe  AX'  bildet,  es  geht 
sonach  cos  0  in  o'  iAcr  und  zugleiiA  verwandeln  sich  die  Grössen  e, ,  o{ ,  c^  in  cos  W^  l,cos  W"; 
im  dritten  Falle  wird  der  Winkel  6  der,  den  die  Riehtnhg  AO  mit  d^  Axe  AX''  einschliesst, 
es  gieht  sonach  eostf  i»  c"  über  und  zugleich  verwandeln  sich  die  Grössen.  C| ,  c(  ,  >c','  in  cos  W, 
eosW'^i.    Deäiaib  nimmt  die*  Gleichung  (9.  a.}  in  diesen  drei  FMUen  die  drei  folgenden  €(e** 
stalten  an:        . 
c  =  a  +  a'cosW  +  a"coÄW',  c'  =  acosW  +  a^  +  a"cosW",  c"=aoosW' +  a' cosW"  +  a"    C«) 

!  18)  Man. kann  den  in  voriger  Nommer  ta^estdlten  Gleicliunigen.  mannigfsttig  abgeänderte 

Gestalte»  g^en,  «tem  man. erwägt,  dass  der  Gieichnng  (5}  zur  Folge  \.>  :i    v> 

X        ,      x'        ,,      x"       ,         u         ,      u;       ;   :,,      u"        • 
a=:-  ,   a  =—  ,   a=:— und  c  =  -   ,   c=—    ,    c=  — 
r  r    '  r         „/       r    '       •    r     '  r 

..  •    •  •  i   > 


ai=—   ,   ai  =  —  ,   ai=z  — undci  =  —   ,   c,  =  —    ,    c,= 
Ti  r,  ri  «  - 


3 


» 


Analytische  Oeametrie.  Absdi.  L 

ist,  wobei  x,  x',  x''  die  schiefen ,  s,  n\  u''  die  senkrediteii  Coordinaten  des  Punctes  0,  x»  xl^ 
x!'  die  schiefen,  U|,  uj,  uj"  die  senkrechten  Coordmaten  des  Punctes  Oi  Yonustellen  haben ,  r 
und  r,  dagegen  die  Abstände  der  Puncte  0  und  0,  von  der  Coordinatenspitse  bedeuten.  Setart 
' .  .  man  nämlich  in  jenen  Gleichungen  an  die  Stelle  der  ihre  einen  Factoren  ausmachenden  Grössen 
a,  a',  a"  und  c,  c',  c"  ihre  hier  gegebenen  Werthe,  so  werden  die  (9,  a.)  und  (9.  b.) 

(rcostf  =  c,x  +  c;x'-f  crx"  =  a.u  +  aiu'  +  a;V' 
K^^ß.   ••»••••^«••«•••»  \      und 

f  r,  cos  tf  =r ex,  +  c'x,'  +  c"x,"  =  a u,  +  a' Uj'-f- a"u;', 
die  (11}  hingegen  nimmt  die  folgende  Form  an:  '.  * 

(14)  r  =  c  X  +  cV  +  c"x"  =  a  u  +  aV  +  a"u" 

(.     .        und  die  (12}  gestalten  sich  nun  um  in: 

(ift.aO   u==x  +  x'cosW  +  x''cosW^u'=x«)sW  +  x'  +  x''cosW^u"  =  xcosW'  +  x'cosW''+x'^ 
Nimmt  man  neben  dem  Puncte  0  noch  einen  andern  0,  an,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Co- 
ordinaten X» ,  xi ,  x['  und  u, ,  n[y  u'/  sind ,  so  ist  fttr  diesen  aus  den  gleichen  Gründen : . 
u,  =  X.  +  j<  cos W  +  xl'  cos  W,  u;  =  x.  cos  W  +  x;  +  xi'  cos W" ,  u^ =x,cos W  +  x; cos W"-f  xr, 
uml  zieht  man  von  diesen  Gleichungen  die  drei  vorigen  der  Reihe  nach  «b,  so  kommt: 

(u.  — u    =Xi  — x  +  (x;  — x'}cosW  +  C^r  — x"}cosW', 

(15«  bO    N;  — u'  =(x,  — x)cosW  +  x;  — x'  +  (xr-r-x"}cosW", 

/ur  — u"  =  Cx,  — x)cosW'  +  (x;  — x'}cosW"  +  xr  — x'; 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  auch  für  die  übrigen  noch  m  ihaen  vorkom- 
menden Projectionszahlen  ihre  obigen  Werthe,  so  erhält  maa^  aus  denen  (13): 

(!•)  rr,costf=xu,  +  x'u;  +  x"ü;'=:r3ux,-firx:+u"xr 

und  die  (14)  gehen  in  die  eine  über 

(M)  r'  =  xu  +  x  u'  +  x"u". 

19)  In  den  Gleichungen  der  vorigen  Nummer  steHen  r  und  r,  die  Abstände  der  Puiete 
0  und  Ol  von  der  Coordinatenspitze  vor;  es  hält  indessen  nidit  schwer,  JEm  die  Steile  jener 
solche  Gleichungen  zu  setzen,  wodurch  der  Abstand  zweier  ausserhalb  der  Coordinatenspitee 
liegender  Puncte  von  einander  dargestellt  wird.  Sind  nämlich  0  und  Oi  zwei  solche  Puncte  und 
denkt  man  sich  die  Axen  des  Coordinatensystems  paraHel  und  gleiehläufig  durch  den  einen 
Ponct  0  gelegt,  bezeichnet  durch  x« ,  x« ,  x«  die  schiefen,  durch  u« ,  Uo ,  u«'  die  senkrechten  Coolrdi- 
naten  des  Punctes  Oi  an  diesem  neuen  €oordinatensysteme,  sowie  durch  r  den  Abstand  der  Punote 

0  und  Ol  von  emander,  so  liefert  die  Gleichung  (13)  an  diesem  neuen  C<yordinatensysteme : 

rcos«z=:cXo  +  c'x;  +  c"x;'  =  au,  +  a'ui  +  a"u;', 
wenn  a,  a',  a"  und  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszs^en  irgend  einer  Rieh«» 
tung  an  dem  neuen  Coordinatensysteme  vorstellen  und  0  den  Winkel  bedeutet,  den  diese  Rieh'« 
tung  mit  der  von  0  nach  0,  hinzielenden  büdet;  ferner  giebt  die  Gleichung  (14): 

r=c.x,4-c;x;+c;'x;'=aoUo+a;u;+a;'u;', 

wobei  a« ,  a« ,  a«'  und  c« ,  c« ,  c«  die  schiefe  ynd  senkrechten  Projectionszahlen  der  von  O  nach 

01  hinzielenden  Richtung  an  dem  neuen  Coordinatensysteme  vorstellen;  endlich  liefert  die  Gle^ 
chung  (17)  an  dem  neuen  Systeme: 

r^=x.uo+x;u;+x"u;', 

während  in  allen  diesen  Gleichungen  r  den  Abstand  des  Punctes  0,  von  der  neuen  Coordina- 
tenspitze, d.  h.  von  dem  Puncte  0  bezeichnet  Es  ist  aber  der  in  Nr.  4.  gegebenen  Gleichung 
(1)  zur  Folge: 


$.  9.  Nr.  30.  CotnrdinateMysteii.  Sl 

Xo  =  x,  —  X,  xi=:x;  —  x',  xi'rrxr — x^'  uiid- u*  =  u,  —  ü,  Ub=:»J  — u',  ui'  =  ur  —  u", 

wenn  x,  x',  x"  und  n,  u',  u"  die  schiefisi)  und  senkrechten  Coordinaten  des  Punctes  0  und   \    ■ 
X,,  X,',  xl'  und  u,,  u[,  ul'  dfe  des  Punctes  Oi  an  den  ursprünglichen  Axen  vorstellen;  setzt 
man  daher  für  Xo,  x'o,  xi'  und  u,,  ui,  u,  die  hier  gegebenen  Werthe  in  die  drei  vorstehenden 
Gleichungen,  so  wird  die  erste  derselben: 

rcos(?=3.cCx»  — x)  +  c'(x;  — x')  +  c"(xr  — x")  ) 

=  a(u,-u)  +  a'Cu;-u')  +  a"Cur-u'0,j <*«> 

die  zweite  verwandelt  »ich  ißi 

r=c.(x,-x)  +  c;(x;-x'3  +  c;Cx;'-x")i 
=«.(u.-<u)  +  a;Cu;-u')  +  a;'Cur-u'OJ , •  •     •:•.• :    (!•) 

und  die  dritte  geht  über  in: 

r^ = (x.  -  x)  (ti,  -  uy  +  (x:  -  x')  (u:  -  u') + (xr  -  x'-)  c<-  u")  (to) 

und  man  kann  alle  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Projectionszahlen,  welche  sich  von  vom 
herein  auf  die  neuen  Axen  bezogen,  eben  so  gut  auch  auf  die  alten  Axen  beziehen,  weil  nach 
dem  in  Nr.  5.  Gesagten  die  Projectionszahlen  einer  Richtung  an  parallelen  und  gleichläufigen 
Projectipnssystemen  stets  ,die  gleichen  bleiben;  dann  aber  dracken  die  Gleichungen  (iS),  (19) 
und  (20)  den  Abstand  r  der  beiden  Puncte  0  und  Oi  von  einander  durch  lauter  Grössen  aus, 
die  dem  ursprünglichen  Coordinatensysteme  angehören,  so  dass  das  neue  Coordinatensystem  in 
ihnen  gar  nicht  mehr  zur  Sprache  kommt,  dessen  Einführung  also  nur  Mittel  zum  Zwecke  war. 

Wir  machen  hier  noch  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass  alle  Abstände  in  den  Glei- 
chungen der  vorigen  beiden  Nummern,  die  durch  r.oder  ri  bezeichnet  worden  sind,  immer  afo^  - 
solute  Längen  vorsiisteilen. haben  und  daher  stets  nur  positive  Zahlen  in  si4:h  aufuehmea  dürfen, 
wenn  die  Coordinatan  und  Projectionszahlen  durch  ihre  Vorzeichen  die  Lage  ,d6r  Pujocte  und 
diq. Seiten,  der  Richtuagei^  völlig  bestimmt  anzeigen  sollen,  wie.  a^  dm  .Betrachtungen  der  Nn  3. 
jind  Nr.  5^  unmittelbar  hervorgeht.  .Ausserdem  hat  man  noch  zu  beachten,  d<|&5.Jn  .allen  bis* 
herigen  Gleichungen  die  Richtungen,  welche  von  der  Coordinatenspitze  ausgehend  vo^ausgeseti^ 
worden  sind,  auch  von  jedem  andern  Puncte  ausgehend  gedacht  werden  können,  weil  parallele 
und  gleieMäafige  Richtungen  an  denselben  Axen  immer  die  gleichen  Projeotionszahlen  geben; 
irar  mUss  man  bei  so  allgemein  aufgefassten  Richtungen  unter  dem  Winkel,  den  «wei  von  ihnen 
•mit  einander  bflden,  wenn  diese  nicht  von  ein^m  und  demselben  Puncte  anshmfen,  den  ver* 
stehen,  welchen  zwei  mit  ihnen  parallele  und  gleichläufige,  die  von  einem  und  ctetnselben  Puncte 
ausgehen,  mit  einander  machen. 

20)  Die  Gleichungen  (9.  a.)  und  (9.  b.)  enthalten  einen  besondem  Fall  in  sich,  der  näher 
betrachtet  zu  werden  verdient.  Lässt  man  näfulich  die  Richtungen  AO  und  AO,,  welche  die 
Schenkel  des  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Winkels  6  bilden,  auf  einander  senkrecht 
stehen,  so  wird  cos 0  =  0,  und  jene  Gleichungen  gehen  über  in: 

o  =  ac  +  a'c;  +  a"c;'  =  ca,  +  c'a;  +  c"ar  (tt) 

und  sprechen  so  die  Bedingungen  aus,  welche  die  Projectionszahlen  zweier  Richtungen  erfüllen 
müssen,  wenn  beide  senkrecht  auf  einander  sldien  sollen.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  an- 
statt der  ProjectionsKaMen,  welche  der  einen  öder  der  andern  von  den  Jieidea  oben  erwähnten 
Rkhtungen  angehören,  ihre  zu  Anfang  der  Nr.  i8.  gegebenen  Werthe,  so  erhält  man  die  nach«- 
stehenden  Formen: 


Analytische  6««inetrie.  Absch.  I. 

a=au,  +  a'u:  +  a'.'u;'ci=cx,  +  c'x;  +  c"x;'  oder 
(M)    ^  0  =  c,  X  +  c' x' 4- ci' x"  =  a,  u -i- a,' u' 4- «r  u"  oder 

o=xu,+x'u;+x",u;'=ux,+u'x;+tt"x; 


4  • 


An  diese  Eigenschaft  zweier  senkrecht  auf  einander  stehender  Richtungen  lässt  sich  eine 
andere  knüpfen,  die  häufig  zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  benützt  werden  kann.  Sind  näm- 
lich a,  a',  a"  und  Hi  ,  aj ,  aj'  die  schieflen,  c,  c',  c"  und  c, ,  cj,  cj*  die  senkrechten  Projec- 
tionszahlen  zweier  in  dem  Puncte  A'  sich  schneidender  Richtungen  A'  0  und  A'  0^  an  den  Co- 
ordinatenaxen  AX,  AX',  AX''  und  stellt  A'P  eine  dritte  von  dem  gleich^en  Puncte  A'  mislau«- 
fende  Richtung  vor,  welche  auf  jeder  der  beiden  vorigen  senkrecht  steht,  und  deren  schiefe 
*  '  und  senkrechte.  Projectionszahlen  an  dea  gleichen  Axen  wir  durch  p,  p',  p"  und  <),  p',  ^)"  vor- 
stellen wollen,  so  ist  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (^21)  sowohl 

oz=:pc  +  p'c'  +  p"c"  oder  o  =  pa  +  p'a'  +  <>"a" 

als  auch 
o  =  pc,  +  p'c;4-p"c;'  oder  o  =  ^)a,+ J)' a;  +  ^)"a';. 
Eliminirt  man  aus  den  vordem  dieser  Gleichungen  successive  p"  und  p'  oder  aus  den  hintern 
p"  und  ^',  so  erhält  man  im  erstem  Falle: 

o  =  pCcc;'  — c"cO  +  p'Cc'c;'  — c"c:)und  o  =  pCcc;  — c'c,)  +  p"Cc"c;  — c'cr), 
im  andem  Falle  hingegen 

o  =  t)Caar  — a"aO  +  ^)'Ca'ar  — a"aO  und  o  =  ^)C«ai  — a'aO  +  ^>"(a"a:  — a'aO, 
und  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  in  der  Form  von  Proportionen  so  schreiben: 

tp:p':p"  =  (;c'cr  — c"cO:(o"c.  — ccOrCcc;  — c'c)  und 

^••^    •••• jt):p':p"=:Ca'a;'  — a"aO :(«"«!  — «aO:(aai—a' 8.); 

man  kann  also  aus  den  senkrechten  Projectionszahlen  zweier  Richtungen  Grössen  ableiten^  welche 
den  i^ehiefen  Projeetiönszahlen  der  auf  jenen  beiden  senkrechten  Richtung  proportional  sind,  und 
eben  so  kann  man  aus  den  schiefen  Projectionszahlen  jener  beiden  Richtungen  Grössen  herholen, 
welche  dien  senkrechten  Projectionszahlen  der  auf  diesen  beiden  senkrechten  Richtung  propor*- 
lional  sind. 

21}  Die  Richtungsgleichung. (11}  setzt  in  den  Stand,  die  schiefen  und  senkrechten  Projec* 

tionszahlen  einer  beliebigen'  Richtung  zu  finden,  so  wie  man  Grössen  kennt,  die  ihnen  propor^- 

iioiial  sind.    Das  dabei  einzuhaltende  Verfahren  besteht  in  Folgendeia     Stellen  a,  a',  a"  und  q, 

c',  c'^  die  zu  fiadenden  schiefen  und  senkrecbten  Projectionszahlen  vor  und  weiss  man,  da^ 

a:a':a"  =  m:m':m"  und  c:c':c"  =  n:n':n" 

ist,  wobei  m,  m',  m"  und  n,  n',  n''  bekannte  und  gegebene  Grössen  vorstellen,  so  kann  man 

setzen  ,  . 

(94)  a=m]u,   a'=:m'fi,   a"  =  m!V  u"^  c  =  ni/,    c'  =  n'r,   c"=:n"i/; 

und  es  bleiben  nun  nur  noch  die  beiden  Grössen  fi  und  v  zu  bestimmen  übrig ;  setzt  man  aber 

die  hier  für  a,  a',  a"  und   c,  c',  c"  gegebenen  Werlhe  in  die  Richlungsgleichung  fH},   so 

findet  man: 

■        1 

mn"+-m'n'-+-m"n'  -  '  \ 

setzt  man  hierauf  die  gleiohen  Werfhe  in  die  Gteichuiige»  «(12}  ein,  so  erhill.miHi: 

^_^_  m  +  m^cosW  +  m^^cosW^  _  m  cos  W  +  mH"  m"  cos  W"  _  m  cos  W  -f  m^  co>  W"  +  mf ' 

yi~  n  ~  n  ~  ä"  ' 


S»  3.  Nr.  22.  CeofdittftteBSysteiA.  2S 

«i4  ans  diesen  ffleiohuvgen  'in  Verbtndaog  mit  der  Vorigen  lassen  «ich  die  Gnkssea  u  und  v 
inim,  esiergiebt  siok  üDümlich: 

,_m  +  ita^c08W  +  m^^cosW^._mcosW  +  m^  +  m"o(>sW"_moosW^  +  *n^gosW^+in" 
^  ~   n(ian  +  m' n'  +  m"  n")    ~    »'  (m n  +  ra'  n'  +  in" n")  ~    n"  (lu n  +  m' n'  -h m"  n") 
und  , 

,  _  n  Qn  4-  m^  cos  W  +  m"  cos  WQ   '  _  n'  Qn  co^  W  +  m'  +  m"  cos  W")  "'  w^^   ^^ 

^  ""  mn  +  m'n+in"n'^  ~  mn  +  ra'n'  +  in"n"  ( 

_  n"  (m  cos  W^  +  m^  cos  W^^  +  m")  -' 
mn  +  m'n'  +  m"u" 
Man  ersieht  hieraus,  dass  sich  jeder  der  beiden  Werthc  fx  und  v  in  drei  verschiedenen  Formen 
darstellen  lässt,  und  dass  man  sie  durch  Aus;Kiehung  einer  Quadratwurzel  erbelU,.  der  man  eben 
so  wohl  das  Zeichen  +  wie  das  —  vorsetzen  kann.  .Dabei  geben  die,  zwischen  (24)  und 
(25.  a.)  stehenden  Gleichungen  zu  erkennen,  dass  das  Product  oder  der  Quotient  der  beiden 
zu  einander  gehörigen  Grössen  fi  und  v  ein  durch  die  Zahlen  m,  m',  m"  und  n,  n',  n''  gege- 
benes Resultat  liefern  müssen,  >  wodurch  das  der  einen  von  den  Grössen  fji  und  v  zu  gebende 
Vorzeichen  von  dem  der  andern  Grösse  gegebenen  Vorzeichen  abhängig  gemacht  wird.  Die 
^twas  unbequemen  Ausdrucke  (25.  a.)  werdeft^  sehr  einfech,  wenn  man  nicht  blps  weiss>  dass  . 

a:a';a"=m:m';m"         ., 
und 


v/ „^       _// 


c;p  ;c   =n:n  :n  ,    \ 


»•'>«■ 


jedes  für  sich  ist,  sondern  auch,  dass 

a :  a' :  a" :  c :  c' :  c"  =  m :  0)' :  m" :  n :  n' :  n'' 
ist,  d.  h.  wenn  die  Zahlen  m,  m\  m"  und  n,  n',  n"  die  Eigenschaft  besitze;a,  dass  nicht  blqs  die 
erstem  das  Verhältniss  der  scliiefen  und  die  .letztem  das  Verhältniss  der  senkrephten  Projec^ 
tionszahlen  unter  einander  hergeben,  sondern  auch  durch  m:n,  m':n',  m'':n"  ein  und  dasselbe 
Verhältniss  der  zu  einerlei  Axe  gehörigen  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  angezeigt 
wird.    In  diesem  PaBe  wfard  nämlioh  fiT=v  und  diess  2ieht  nadi  sieli 

n  =  m  +  Jn' cos  X  +  m'^  cos  X', 

n'  =  m  cos  X  +  m'  +  m"  cos  X", 

n"  =  Hioo8X'  +  m'cosX"H-m''   l  •         • 

und  /••••' f  .....>• .  (•&•  *•> 

1 

fi  =  V= ^ 

.(mn  +  m'n'  +  m"n"3*y 

' .  22)  Stellen  wieder  0 .  und  Ö,  zwei  in  der  Entfernung  r  liegende  Puncto  einer  Geraden 

vor,  und  sind  x,  x',  x"  und  x, ,  x,' ,  x,"  die  schiefen,  u,  u',  u"  und  u» ,  uj ,  uj'  die  senkrechten 

Coordinaten  dieser  Puncto  0  und  0,  an  den  Coordinatenaxen  AX,  AX',  AX";  stellen  ferner 

O  uad  Ol  zwti  in  der  Entfernung  t  liegende  Puncte  einer  andern  Geraden  vor,  uhd  sind  x,  x\ 

%"  und  Ur  xi ,  Xi  die  schiefen,  und  u,  u'^  u"  und  Ui,  u-, ,  m!'  die  senkrechten  Coordfauilen  der 

Puncte  O  und  Ol  an. den  gleichen  Axen:  so  drücken 

Xi  — X'    x,'  —  x'     xC  —  x"       ,  Ui  — u    uI  — u'     u'i'-^u" 
,   • ,  und : — ,  ^^5  

die  MUefen  lind  senkrechten  ProjectioDSfliaUen  dar  Richtung  0  0i^  dagegen 

Xi  —  x    xj  —  y'    Xi—f      ,  Ui  —  u    u[  —  u'    uI'— u" 
— - — ,  — - —  ,  und ,  — - — ,  
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die  der  Richtung  DD  an  den  Axen  AX,  AX',  AX''  aus.  Sind  nun  die  beiden  Richtan^ 
OOi  und  DDi  einander  parallel,  so  haben  ihre  auf  einerlei  Axe  bezogeaea  schiefen  oder  settkn 
rechten  Projectionszahlen^  den  Betrachtangen  der  Nr.  5.  gemäss,  einerlei  absolute  Werthc  und 
entweder  dasselbe  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen,  je  nachdem  die  beiden  parallelen  Rich- 
tungen gleichläufig  oder  gegenläufig  sind;  man  hat  daher 


r,-r     x,-x      xi  — r'     x,'  — x'      rr  — x"     xr  — x" 


und 


i"      «."      -."      .." 


Ui  —  u u,  —  u      Ui  — u Ui  — u       u;  -~u  u;  — u 


wenn  die  parallelen  Richtungen  0  0,  und  DDi  gleichläufig  sind,  hingegen 

X,  — X_      X|  — X       x[—f_      x[  —  x'       x7  —  x"_      xr  — x" 
t  r       '       r  r       '        t  r 

und 


u,  — u_      u,  — u       u\  —  u' u;  — u'       u['  —  u" ur  —  n" 

T  r       '        t  r       '         r  r 

wenn  die  beiden  parallelen  Richtungen  0  Oi  und  Sü  Di  gegenläufig  sind.  In  beiden  Fällen  aber  ist 

!X|  ~~~  X   '  Xi  ~~~  X     •  Xi  X    ■  '     Xi        X  I   Xi "—  X    I  X|   -^  X 

und 
U,  — U  :  U[  —  U'  :  uI'  — U"  =  u,  — U  :  uj  — u'  :  uI'  — u"; 
daher  wird  durch  diese  letztem  Gleichungen  (26}  eine  Eigenschaft  der  parallelen  llichtungen 
ausgesprochen,  gleichviel,  ob  diese  gleichläufig  oder  gegenläufig  sind.  Weiter  unten  \yird  es 
sich  zeigen,  dass  auch  umgekehrt  die  in  den  Gleichungen  (26)  ausgesprochene  Eigenschaft  der 
vier  Puncto  0,  0,  und  D,  D,  das  ParaHelsein  der  beiden  Richtungen  0  0,  und  DDi  nach  sicW 
zieht  *• 


<  I 


In  dem  besondem  Falle,  wo  die*  beiden  Puncto  Q  und  D  in  die  Spitze  A  des  Coordinaten*'' 

Systems  hinein  fallen  und  deswegen  die  beiden  parallelen  Richtungen  0  0,  und  D  D,  einer  und 

derselben  durch  die  Coordinaten^itze  gelegten  Ger^aden  angehören,  wird  x=:x'=:x"  =  o  und 

u  =  u'  =  u"=io  und  eben  so  x=x'  =  x"  =  o  und  u=:=u'  =  u"  =  o,  daher  nehmen  in  diesem 

•  besondem  Falle  die  Gleichungen  (26)  die  nachstehende  Fonji  an : 

X,  :  Xl  :  xi'  =  X,  :  x^  :  xj'  uttd  u,  :  uj  :  ur  =  Ui  :  u^  :  uj', 
und  geben  zu  erkennen,  dass  diä  den  drei  Coordinatenaxen  entsprechenden  schiefen  sowohl,  als 
senkrechten  Coordinaten  zweier  Puncto,   die  in  einer  durch  die  Coordinatenspilze  gelegten  Ge- 
raden liegen,  unter  einander  einerlei  Verhältniss  einhalten,  diese  beiden  Puncte  mögen  auf  der- 
selben  Seite  oder  ai^f  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Coordinalenspilzc  liegen.  ^ 

Da  in  diesem- besondem  Falle  die  Puncte  0  und  D  in  der.  Coordinatenspilze  untergegangen 
sind,  dfid  daher  nur  nocbdie  den  Puncten  O,  und  Dt  entsprechenden  Coordinaten  in  die  vor- 
stehenden Gleichungen  eingehen,  so  kann  man  diese  beiden  letztgenannten  Punote^  weil- sie  die- 
einzigen  in  das  Resultat  der  Betrachtungen  aufgenommenen  sind,  einfacher  durch  0  und  0,  vor- 
stellen und  ihre  Coordinaten  ebeniso  bezeichnen,  wie  es  vorher  bei  den  so  dargestellten  Puncten 
der  Fall  war;  dann  nefameii^die  vorstehenden  Gleiobohgen  die  ifoti^ende,  den  jetzigen« Umständed' 
angemessenere  Gestalt  an* 
(9i)  X, :  xl  :  XiZ=:\r,  x   :'x".und  u,  :  u,'  :  ur  =  u  t  u'  :  u".  - 


233  So  wie  un9  diein  Nh  15.^  Vorgenomiiieite  (Icutellele 'Verlegung^  der  Axen  von  Nutzen 
war,  so  wird  in  andern'  Fällen  die  BiijlUhruh|r  einies  fiebeit  Codrdinatehsyistems  mit  abgeänder»- 
ten  Axenrichtungen  dei^  Betrachtungeh  ^ehr  förderlich';  daim  alier  ist  Kif^  Eenntniss  der  allge- 
meinen Beziehungen,  die  zwischen  den  alten  und  den  neuen  Axenrichtungen  statt  finden,  unent- 
bfehrl/ch.'  Diese  Beziehungen  irifacheh  den  Gfegelistand  der  folgenden  Nummern  aus.    '      ^ 

Denkt  man  sich  dui'ch^die  Coordinat'enspitze  A  aiisser  den  drd  Axenrictitungen  AX,  AX*. 
AX"  noch  drei  neue  AT,'  AY'J  AT"  in  völlig  unbestimmter  Weise  gelegt  und  bezeichnet  min 
durch  A,A',  A"     die  schiefen  Projectionsverhaltnisse,  welche  die  rieue  Axenrichtung  AY  ah 

den  alten  Axen  AX,  AX',  A'X^,  '  ' 

Tfurch  A, ,  A;,  Ar*  die  Schiefen  Projectionsverhaltnisse,  welche  die  neue  Axenrichtung  AY*'än 

den  alten  Axen  AX,  AX',  AX", 
durch  Aa ,  Aj ,  A?  die  schlafen  Projectiörisverhiillnfsse,  wielche  die  neue  Axenrichtung  AY^  an 

'    '"  '•   den  alten  Axen  AX,  ATC;  AX«      '• 

liefert,  femer  "        ' 

durch  C,  C,  C"      die  senkrechten  Projectionsverhältnisse,  welche  die  neue  Axenrichtung  AY 

an  den  alten  Axen  AX,  AX',  AX^',  . 
durch  C,',  Cl,  CJ'    die  senkrechten  Projectionsverhältnisse,,  welche  die  neue  Axenrichtung  AY' 

an  den  alten,  Axen  A  X ,  A  X',  A  X", 
durch  Ca,  CJ, 'öi'    die  senkrechten  Projectionsverhältnisse,  welche  die  neue  Axenrichtung  AY'* 

an  den  alten  Axen  AX,  AX','ÄX'*  '    "  ^       '      '       "' 
^iebt,  so  fliiden  zwii^chen  diesen  Projeclibrtszahlen  sogleich,  Äeli  frühem  für  jede  Hichtüng  gül- 
tigen Gleichungen  gemäss,  die  folgenden  Relationen  statt:      '.    '/  , 
'     '  Etstlicli  Kefem  die  Gleichungen  C^^},  wenn  man  sie  nach  lind  nach  auf  die"  drei  Richtun- 
gen AY,  AY',  AY"  in  Anwendung  bringt,  folgende  Reliitionen: 

C  =A  +  A'cosW  +  A"cosW', 
■••-''    .."•'     •'     '  C-iüA'cos  W+A'i- A"cosW'"', 

C"  =  A  cos  W'-f  k  cos  W^"-f  A^ 


'  die"  drei  1 


>•  ■•  1:  '   I  ■■  f   .  •  .     '  ,       •  .    •  1 

"  1  »  » 

»••1       »F 


•  /  « 


C,  =  A.  +  A:  cos  W  +  AI'  ops  W.„ 

c;  =  A,,cos  w  4-  a;,+ Ar  cos  w\  \ ,  r.. , ., ,  ^ . .  ;*, . . , , ,{..,  ^>  (ß^y 


c;' = A,  cos  w'4.  /i{  cos  w".^  a;; 

••Ci^3:A,  +  A;cosW.4-A;'coaW',jk-    -•'■•.! 


1'  .1    •.  '  .      // 


.'.L   •    •   c;=E:AacoflW+A;'4-A;'c(j^wv 

C;'=:i:A,ctsiW':4^A;ca*W'^  +  A;'v 

Sodsnn.  liefert /die  fileichungi  (dl)v 'W^nn- man  sA»  inich.  und  nach'  auf  dieselben  drdi  RiohtilAg^ 

in  Anweiidhttg  l)rii^i'die  ioig^enden::       .^  «^  •               / 

-  •i'.ri   r  ■    •.,.':...    ■              .     l=r  AC^-jA' «?»+ A"  C",  i          "  .'    •-   ü...    "  i           •,  •-    liw 

.1 '■'•■•  '  '.■•;.■'-.  •'^ •'i='Ai«<i-<rA; c;'+ Are;', V., ;.;... .c.v; . '.''....' '^.\'J.j  (ts) 

•  !-  .'  /     M  •    .•...•!  4:=A»ea4f-A;'(X+A;'-€;'.-y  :  v  s  .i-  "       ••  .•  f     .  y-. 

Bnjlwh  ieHiäll' man '  nodk  aus  den  •  Gleiobungeft  (9.  a.  undb.},-  wenn  mm  sie-'neehmiMf  neck 
mf/die  UrUi  Winkel  Y  A Y'^  TA  ¥",  ¥^ A  rVin  imivieiidiinf  bringt/  iweMi«  die  neuewAxenrioh^ 
tUHges  A/Y,!:AiY'^:iAT"mit  iftnaAd^rf3fnaAhen^>>uhd'  di^.  im\^dk  ilede  ilrei  AxenwiiAel  vendeiferi 
des  vöfllgetf  CoQidhväemptkmi  Tärsohieden  ^MhkAhnte,  den  in  Mr.  44.  tKirigbftttirt^  BeKeieh'* 
nungen  analog,  durch  Wi,  W^,  Wi'  vof9WHe^"Wäitte*,odl£  drei  ndchsfeAeedbit :  r '^  ^  '  •  ' 
L  4 


AkMk.  L 


co»w.  =A  c,+ Ax  +A''cr=A,  c+ A:c+Arcr, 

CM)  { «•w;=Ac;+A'c;+A''C7=A,c+A;(r+A;c, 

cmvf7=A,c,+KCi  +Arcr=A.Ci+A;c;+A:cr. 


Die  OeichngCB  (2S),  (2S)  imd  (30)  atdoi  zwischai  dm  18  Ffojectimmdycw  A,  A', 
Ay  A|,  A|,  At,  A^j  A^,  A»  hhI  C,  C,  C,  C,  ,  (^,  C^,  C»,  C,,  C,  ■■d  da  fkn 
W.,  W;,  WT  fubeka  Beb^&omem  wmt^  omI  geben  «bdvck  n  erfcen»,  dus  sechs  tm 

wüHmhiiidi  gewaU  werdes  komen.  Die  Gkichsgca  (28}  nd  (29)  ii 


4  (afirfc—gen  Torhades  siad,  so  dass  tob  je  6  soicka  GroascB  av 
riifciBgiy  bleibeB  md  ds  solche  vrier  die  wiDkiiUich  a  waUeMlem  BeiJiMiinft  i  iliAe  «dge- 

»  ktem  M»  bw  daher  in  ADgcMaca  6  tob  jcwn  21  Bi  MwiwiiiHriiliB 
Befiehea  waUeB,  dannler  aber  aar  swd  tob  den  6  anf  cirie  ad  dfeseibe  RichlBBg  sich 


24)  DieselbeB  BeziehoBgeB,   wekhe  tob  den  beiiebigeB  attea  zb  dem  befidiigeB 
CoonÜBaleBsysSeBie  statt  fiadea,  fiadea,  wie  tob  selbst  ia  die  Aogea  sprmgt,  aBch  ricfcwarts 
aeaea  zb  dem  allea  statt;  bezeichBef  bhui  daher 

dBTch  B^V^Vr    die  schiereB  ProjectioiKTerhaltBisse,  wehte  die  dte  liiaiiihlBBt  AX  a  da 

aeaa  Axa  AT,  AF,  AF*, 
darch  B.,  K,  ^  die  schief«  I^roiectioBSTerhilbB^  wekhe  die  ake  Axearichta^  AX  a  da 

aeaa  Aza  AT,  AT',  AV, 
dnrdk  B, ,  B; ,  1^  die  schiefa ProjectioBSTerhältBisse,  wekhe  die  alle  liiaiiiMM^,  AS"  a  da 

acBa  Ajub  AT,  AF,  AT" 
liefert,  feraer 

dardi  D,  D",  D^   die  seBkrechia  FrojectioBBTcrhillaisse,  wekhe  dk  die  Axcarictea^  AX  a 

da  aaa  Aza  AT,  AF,  AT", 
darch  D,,  D^,  Dfdk  sedkrechia  ProjediOBSTerhallaisse,  wekhe  dk  alle  Azearichtai«  AT  a 

da  aaa  Am  AT,  AF,  AT", 
darch D,,  D;,  DTdk  sedoedda  ProjectioBSTerhillBisse,  wdche  dk  die  AzcarichliBV  AX"  a 

da  memat  Aza  AT,  AF,  AT" 

giebt,  so  fiadea  zwischa  dksa  Pko jecüoBSBahka  aad  Wiahehi  gcaa  dieselbea  BelatioBa  statt, 
wekhe  ia  da  Gkichaaga  (28),  (39)  aad  (30)  zwischa  da  Toriga  aaTgcsteOl  worda  siad, 
wad  BHB  kaa  dk  hkihci'  gehörigea  sbs  dca  dort^ca  eiaftch  dadaiih  abkäea,  dass  naa  B, 
D,  W.  ad  W  aastatt  A,  C,  W  aad  W,  hA  daaefta  AcccBia  ad  hideza  Teneha 
Aas  dkseai  Graade  wird  aach  dk  spezieBe  Aagabe  dkser  GkichaBgca  TöBg  iberifesaig, 
wir  begaigea  aas  aal  der  Bcaaerkaag,  dass  dk  ia  ikaea  nntiaaMiwIiB  seahrechtea 
tioBSzahka,  welche  aach  dea  ii  Nr.  61  gescheheacB  ftawiaBiMlM  iilinagni  akhls 
ab  dk  KosiBBse  der  Wiahd,  welche  dk  Bichta^gca,  woza  dk  ProjedioaszddeB  gehöra, 

I,  TOB  dca  ia  da  TorigcB 


kd,  welche  die  HirhlB^if  AX,  Ar,  AJT  ait  des  Am  AT,  Ar,  AT' 

TM  ftrer  RcAofo^e  afenel«,  iemem  gkkk  m«,  welefe  dw  IKiHb^i«  AT,  AT,  AT* 

dai  Axea  AX,  AX,  AX^  Udca    Hm.  Mint  §a. 


I 


c'i=D.,    c;=i:Dj,  ^c;=jd;'  5 ^m> 

C''  =  D,,       Cr=r:!);,       Ci'srD?   ) 
ist,  und  wird  dadurch  in  den  Stand  gesetzt,  aill^.  deir  iereiiligten  Gleichungen  dieser  und  der 

vorigen  Nummer  sogleich  neun  der  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  fortzusehaffen <      ; 

25}  Unter  den  unzählig  vielen,  an  ein  gi^gebeniss  Koordinatensystem  möglicher  Weise  zu 
kttllpfeffdeii  neven  STstemen  mit  ffemeinschttftKclier  Spttze  ist  eines  von  so  ausgezeiebneter  Be- 
Mhaffmlieil,  ^dass  wir  uns  veranlasst  finden,  ts'bes^ndeiD  mü  sH  'd^  Ausflihrtiohkdl,  die  ei 
iicaniieiii,  vor  A«gen<^u  legen.  Denken  irir  ttn^  ■  nsmücft  durch  <  die  ^pftze  A  dlM  ursprlliiglleiien, 
aus  den  drei  Axen  AX,  AX',  AX''  gebildeten  Coordinatensystems  drei  neue  Axen  AS,-  A^ST, 
AX''  so  gelegt,  dass  die  Af  seiilirecht  steht  auf  dei^^  Ebene  X' A X'^ -und  ,mit  AX  auf  dersel- 
ben Seite  dieser  Ebene  liegt,  femer  dass  die  AX'  senkrecht  steht  auf  d^  Ebene  XAX''  und 
mit  AX'  auf  derselben  JSeite  dieser  Ebene  liegt,  endli^  dass  die  AX"  /lenkrecht  steht  auf  der 
Ebene  XAX'  und  mit  AX"  auf  derselben  Seite  dieser  Ebene  liegt,  und  bezeichnen  wir 
durch  3(,  Sl',  91"    die  schiefen  Pr^jectionsverhSttnisse^  welche  die  Ricblu^  AX  an  den  Axen 

durch  9(1,  "01 ,  Si;"dte  schiefen  PröjectionSTerhttltnisäe,  Mrelclie  die  Richtung  A^T  an  dert  Axen 

AX,  AX',  AX", 

durch  Sil,  Sit,  fi'i  die. sdüefan  Rr<9Kti<»fSveifaUlHise, 'welche 'die  Bichtong  AX"  an  den  Axen 

AX,  AX',  AX'  " 

liefert,  ferner 

durch  S,  €',  S"     die  senkrechten  ProjeCtionsverhättiiisse,  welche  die  Hj^chtung  A£  an  den 

Axen-4X,'AX',  AX"»     ,.  .       '     i  •   '.,  ,     .  -    .  .^ 
durch  Si,  ^',  S!'  die  senkrechten  Projectionsverhfiltnisse,  welche  die  I^chtung  A3E'  an  den 

Axen  AX,  AX',  AX",  ,' 

durch  @a,  ^,  Q^'  die  senkrechten' Projec(ibn#r«ffaiiUnisKie;''welcli!e  die  ffichtung  kW  va.  den 

Axen  AX,  AX',  AX"    ,  '  '.'  ' 

giebt,  und  ausserdem  .noch.. den  ia  Nr.  14  eingeführten  Betfäobnungen  analog ■ '  "> 

durch  SB    den  Winkel,  welchen  die  Axe  A3^  mit  der  AS', 

durch  S93'   den  Winkel,  welchen  die  Axe-Ai*,  mit -der  A3i7,     '  ' 

durch  SB"  den  Winkel,  welchen  die  Axe  kH'  mit  der  AS" 

bildet,  so  hat  man  bei  diesem  l^esondem  neuen  Systeme,  in  welchem  die  Richtung  A  S  mit  denen 

AX'  und  AX",  die  AS*  mK  d«fieB  AX  und  AX",  «tndtich  ««  A^T  »^  denen  AX  und  AX' 

rechte  Winkel  macht:  ,' 

g' =!0,.g"=ro, «!=<»,  Cäo, 6,1=0^5^  =  0.    !  (M) 

Dadurch  gehen  die  Gleiphungen  (28)  für  dieses  besondere  Syste^  Über  in: 

•  ,  .€=«+'«' CO«. W  4-'SI"coVW', 

0  =  a  cos  w  +  r  +  a"  cos  ,w", 

"0  =  a  cos W  +  «'  cos W; -f''«",  1 

0  =a8i,+a;,coflW.4-a:'.co»w,(     '  :■.  .  .  :■    ■■:,^    •  ,. 

€1  =  a,  cos  w  +  a;  +  »;' cos  w",  > rs») 

0  .■=a.co8.w',-4-.«;  cpgw';+a",  •[ 

o  =a,+a;cosw+a;'cosW',    ' 
0 .  /:?:  a,  cos  w  +  a; + a;'  cos  w' , 
6;r=a,cosW'+a;co8W"+a;'.'       > 

4» 


9fi:  Anely tische  Oaomrtrie.  .r.   Abttch;  I* 

Die  Gleichungen  (29)  gehen  hier  über  in    .    n     :    ' 

CMd  .      .  Ertrag, .i=aieK,'i=8i;'6;'. 

Endlich  verwandehi  sich  die  GHeiobungen  (30)  Jiier  in: 
(M)    ..; j  co»©'=a*&^8l"6;', 

ioosaB":;=:a;(5;=;8i;'Q;;'. 

36)  Die  in  voriger  JNumnar  enthatteoen  Gleicbiingen  geben  00  einbche  RelalioneQ  >twischea 
den  in  ihnen  vorkommende«  GrösseA  an  die  Hand,  dass  es  nicht  schwer  hält,  die  einen  -darch  die 
andern  unmittelbar  darzustellen;,  wie  jetzl  geiseigt.  werden  soll.   Aus  den  Gleichungen. (34)  und 


(35)  erhult  man  obne  MUbe: 

^       cos  SB        ,«|i,_,  *  Qi^,_cos938 

C««)    •••••,••••  \^'="S"  '...?'- 61'.  «^--^ 


» , 


•    n 


Setzt  man  diese  (ttr  «,  «',  «",  8.»  5i;,  «r,  «,,81;,  «a  gefundenen  Ausdrücke  ki.dpe  iPlfi^ 
chungen  (33),  so  verwandeln  sich  diese  in: 

«  =  ^  +  |;casWeosffi+ ^  ces  W  oos  »', 

1*1  1' 

0   =  ^cosW+  ^cos5B4-  jrT.  cos  W"  cos  SB', 

1  1  1      ' 

0   =  ^cos  W'+  ^  cos  W"  cos  353  +  ^^cos SB*, 

"''  •  1     1 1      e 


;      I 


(    •  I 


1.       / 


0   i=|dosaB-f  ^oo»W+^,  cos  Woo«»", 

(»«)    <«:  =  |oo«Wco«flB  +  4  +  ^co«W"«osgB", 

0  =  4  cos  W  cos  SB  +  4  Obs  W -h  ^  cos  SB' V 

o   =a^oo»aö'+ ^cos.Wc<»sJHJ"4- ^cosW, 
0.  =  |>  c«s  W  coa  SB'  +  ^oos«J"  +  ^,  cosW", 

(S's  I  cos  W  cos  ®'  +  4  cos  W"oos  aB"+^. 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzte»  Gleichungen  4er  ersten  ^l  den  Gleichungen  (37)  ent* 

1  "1 

halteaen  Gruppe  einmal  g;  und  dann*  ^, ,  se  erhilt  man  folgende  zwei  Gleichungen : 

%  sin»  yV"  cos  SB' = cos  W  cos  V  —  cos  W, 
S  sin*  W"  cosa8=cos  W  eosW"  —  cosW; 


eliminirt  man  femer  aus  der  ersten  und  leftton  Gleichung  der  zweiWtk>ia  deiji  Gleichungen  (37} 
enthaltenen  Gruppe  einmal  -^  und  dann  -^ ,  so  erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen : 

~  Sin«  W  COS  SB"  =  COS  W  COS  W  —  COS  W'V 
^*  sin*  W  cos  SB  =  cos  W  cos  W"  —  cos  W  •' 


■^         •!(,        , 


elinripirt.,nian  endlidi/a^^  *dQn  beiden  erstign  GldifhifSigefi  der  dritte^  in  deq  Gieidpingen  (37) 
enthaltenen  Gruppe  einmal  -^  und  dann  jp,  so  erhält  man  folgende  zwei  Gletchun'j^en: 

-     •  -|7ßtn*WoosS8"=:cosWcosW'^cö(JW",  ^  •  •• 

^1-  .  . 


ff 


C9») 


^sin?.Wools.2B'2t±/eoflWcosW^-Kr€0«W'.  ,>.       '    <    , 

Multiplizirt  man  erstlich  die  zweite  der  im  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleichungs- 
paare enthaltenen  Gleichungen  mit  der  zweiten  Gleichung  im  zweiten.  Gleichungspaare,  Hj^^'~ 
auf  die  erste  der  Gleichungen  des  ersten  Paars  mit  der  zweiten  der  Gleichungen  des  fetzten 
Paars,  zuletzt  die  erste  der  Gleichungen  des  zweiten  Paars  mit  der  ersten  rfer  Gleiichungen  des  f '  • 
dritten  Paars,  und  zieht  man  in  jedem  der  drei  Fälle  -bi»  den  gevk)nnenen  RMUltatein  itte  Qtta^ 
dvatwnrzel  «US, -so  findet >tnan:  .  >;  *  , 

sin  W  sin  W"  cos  SB  =cos  W'cos  W"  — eosW 

sin  W  sin  W"  cos  fö'  =:  cos  W  cos  W"  —  cq«  W 

sinW  sinW  cos  305^^  =  cos  W  cos  W— cos  W", 
wobei  4g$  rechte  Yors^eiQheti  na^h  dem  Awaieben  der  Ouadcatwumel  dariafh .  zu  enUcbewiQa 
isV  dai»8  der  inJNr.  25.  angeordnelen  Stelliiilg  der  Axen  A^,  'AS\  AM"  zur  Folge  jC^S!,  (S^ 
sämmtlich  positive  Grössen  sind>  weshdb  den-  eben  genannten  Gleichudgapaareil  gM99S. 

co^  W' cos  W' — 7  cos  W    un4  cpsSB 

cos  W  cos  W'' —  cos  W  und  cos  aß'     . 

cosW  cosW  — rCosW"  und  cosSä^.' 
einerlei  Vorzeichen  in  sich. tragen  müssen,  was  die  .den  Gleichungen  (38)  gegebene  bestimmte 
Form  zur  FoFge  hat.  Diese  Gleichungen  dienen  zur  Aufsuchung'  der  Winkel  SB,  SSJ',  SB",  wenn 
die  W,  W,  W"  gegeben  sind.       '; 

Dividirt  man  dieselben  Paare  Von' Gleichungen, ^aüs  deren  SfuTtiplication  die  Gleichungen 
f38)  hervorgegangen  sindj"fn  einandfc^,  und  Äieht  aus  jedem  der  sO'  gewonnenen  Resultate  dl^ 
0«uidratwitrzel  aus,  i^ö  •fliidet  man:            '  •         :i  j'      .  j      . ' 

^'  g  _i»in'W^      g^_kinW       g^_s!rtW    '  '        '  '  ^ 

von  denen  jede  in  den  zwei  andern  enthalten  ist;'imd  wo  wieder  das  rechte  Vorzeichen  iti'^ 

so  eben  angezei^en  Weise  %raus  sieb  entscheiden  lässt,  dass  alle  einzeheri  in  diesen  Glei-        O 

ditingen  vorkommendeti  Grössen  positiv  sind«  .  . 

KuUpIilärt  man  jseitt  die  Glelohungen  (37}  in  der  Wiei^e:  dif^  .erste,  der  qr$4ten  Gitip^  m% 
S,  die  zweite  der  zweiten  Gruppe  mit  @i,  die  dritte  der  dritten  Gruppe  mit  ß^',  und  seta^l  in 
die  so  umgeänderten  Gleichungeniianstatt  der  aus  Syi^^  S^'  gobildetei0iiotiettten  ihreWerthe 
aus  den  Gleichungen  C39}|  Mr.  entstehen'  die  folgenden:         -  '  < 


f  i» 


Analytische  Creometrie.  Abscb*  h 

6»  ==1  +  ^?^  cos  W  cos  ffl  +  ?5Ljy,  cosW 

sinW  *    sinW  •     ' 

(S^=i+  ?!1^  cos  W  cos  833  +  ^!^^  cos  W"  cos  333", 
*    sinW  '    smW  ' 

.     (£''  =  1  +  -!5^-  cos  W  cos  SB'  +  ^^  cos  W"  cos  2B", 

welche  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

€*  sin'  W"  =  sin'  W"+  sin  W  sfn  W"  cos  W  cos  SB  +  sin  W  sin  W"  cos  W  cos  tB' ,    - 
S;*  sia'  W  ==;  5ia^  W  +  sin  W  sin  W"  cos  W  cos  SB  +  sin  W  sin  W  cos  W"  cos  SB", 
er  sin'  W  =  sin'  W  +  sin  W  sin  W"  cos  W  cos  SB'-f  sin  W  sin  W  cos  W"  cos  SB". 

Die  auf  der  rechten  Seite  dieser'  l^t^ten  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  sind  alle  drei  ein- 
ander gleich,  nämlich  gleich  dem  einen: 

1  _  cos'  W  —  cos'  W^  —  cos'  W^  +  2  cos  W  cos  W  cos  W", 

wie  man  sogleich  wahrnimmt,  wenn  man  in  jenen  1  —  cos'W,  1  —  cos'W,  1  —  cos'W"  fiir 
sin'W,  sin'W,  sin'W"  setzt,  und  mittelst  der  Gleichungen  (38)  aus  ihnen  cos  SB,  cos  SB', 
cosSij'^  wegschaflt    Setzt  man  daher 

(40)  .:1— cos'W  — cos'W  — cos'W"  +  2cosWcosW'cosW"  =  h'        ...  .  ..    . 

und'  verst^  saim  unter  h  den  aus  vorstehender  Gleichung  Tür  h  sich  ergebenden  poattiren 
Wurzelwerth,  so  geben  die  di-ei  unmittelbar  vor  dieser  stehenden  Gleichungen,  wj^^iinaa  9MB 
ihnen  die  Quadratwurzel  auszieht 

C4«  «--ir;,    e;=:JU,    (s:^=^  ^ 


sin  W"      ^  ~  sin.W  '      ^'^  ~  sin  W- ' 

in  welchen  in  der  Thal  h  einen  positiven  Werth  vorzustellen  hat,  da  slnW'',  sinW,  skiW  po^ 
sitive^rö^em  sind,  und  auch  €,  @,%  @^'  der  in  Nr.  25.  angeordneten  Stellung •  der  PofaitaxMi 
AX,  X^yki"  ö»  Folge  nur  positive  Werthe  haben  können.  .  •' ' 

Auf  den  gleichen  in  der  Gleichung  (40)  durch  h'  bea^eichneten  Ausdruck  stösst  man  wie- 
der, wenn  man  die  Gleichungen  (38)  qüadrirt  und  hierauf  der  Reihe  nach  von  sin'W  sin'W", 
sin' W  sin' W",!   sin'W  sin'W  abzieht,  wobei  man  fincJet: 

.    sin'  W  sin'  W'  sin'  SB  =  sin'  W  sin'  W"  —  (cos  W  cos  W"  —  cos  W' )'  /  . 

sin'  W  sin'  W'  sin'  SB'  =  sin'  W  sin'  W'  —  (cos  W  cos  W"  —  cos  W  )%      /  .  , 

,sin'  W  sin'  W  sin'  SB"  =  sin'  W  sin'  W  —  (cos  W  cos  W  —  cos  W")' .      ! 

Die  rechten  :Sei|ei|i  dieser  Gleichungen  gehen  <sänuntllch  in'  den  Ausdruck  über,  welcher. auf  iß% 
linken  Seite  der  Gleichung  (40)  steht,  wenn  man  die  in  ihnen  vorkommenden  Klammem  wegn 
schafft  und  sodann  die  Quadrati^  der  Sinuae  in  Quadrate  von  Ko^ipf^en  umwandelt;  setzt  man 
diesemnach  h'  an  die  Stelle  der  rechten  Seiten  in  den  drei  vorstehienden  G^ichungen,  und  zieht 
Ueri^uf  die  Quadratwurzel, fiqs,. so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

(4«)  j.    sinWsin.W"ainSBx:h  ,  sinWdinW"sin8B3'  =  h  ,  sinWsinWsin8B"=:h, 

wo  wieder  das  der  Quadratwurzel  beizugebende  Yorzdchen  auf  die  so  eben  angegebene  Weiao 
entsdii^en  wird.  Die  vwstehertdeii  Gleicbmigen  ziehen  aber  sogleich  noch  die  folgenden 
nach  'Sich:  "■        '    ""  •/..'..  '     ,  I.      ^ 

^     ^  SinW  ~  SinW  ~  «mW'T   sinWsinWsiB  W  ' 


$.  1,  Mr.  S7.  Coordinateasystem.  St 

(  '  Die  AHiSMlHIcke,  wlBlche  did  redilen  Seilen  der  drei,  denen  (42}  voningelfeDden  Ctletchungeii 
WUen,  von  welcken  wir  gesehen  haben,  dass  jeder  von  ihnen  dem  Ansdrueke  gldich  ist,  der 
inittdsl  der  Gleidning  (40)  gleich  h'  gesetzt  worden  ist,  lassen  sich  auf  i^e  Foiml  .bmgt% 
die  zur  legaritbniisdien  Berechnung  des  positiven  Werthes  h  sehr  bequem  ist  WtaideR  man 
Bämlidi  die  Diierenten  der  Quadrate,  welche  sie  dar^lien,  in  Producte,  und  dann  nach  voll- 
brachler,  sogleich  in  die  Augen  springender  Reduction  die  eirtstandenen  Summen  und  Differen- 
zen von  KosoMien  In  Pmducte  von  Sinusen  um,  so  giebt  jede  derselben: 

sm ^— g— ^- — .sm !-5 — ' .sm g-i .sm 5 T=^  -         (*^) 

Der  Werth  h  ist  nichts  anders,  als  der  Rauminhalt  eines  Parallelepipeds,  dessen  drei  zu- 
sammenstossende  Kanten  die  von  der  Projectionsspitze  A  aus  auf  dfe  drei  Coordinatenaxen 
A  X ,  A  X',  A  X"  aufgetragenen  Längeneinheiten  sind ;  denn  der  Rauminhalt  dieses  Parallelepi- 
peds wird  gefunden,  wenn  man  eine  seiner  Seitenflächen,  z.  B.  die  zwischen  den  Axen  A  X  und 
AX'  liegende,  deren  Inhalt  sin  W  ist,  mit  der  zu  ihr  gehörigen  Höhe  multiplizirt,  Welche  letztere 
der  Sinus  des  Winkels  ist,  den  die  Axe  AX"  mit  der  Ebene  XAX'  bildet,  oder  der  Kosinus 
des  Winkels,  den  die  Axe  AX"'  mit  der  Polaraxe  A3E"  einschliesst,  und  also  durch  ^  gege- 
ben wird.  Es  ist  soRich  der  Rauminhalt  des  gedachten  Parallelepipeds  <£'sinW  oder,  der 
dritten  Gleidiung  (41)  zur  Fofge,  h.  Dieser  Eigenschaft  wegen  werden  wir  der  Grösse  h  den 
Namen  Inhalt  des  Coordinatensystems  geben. 

Ein  groisser  TheQ  der  vorstehenden  Gleichungen  schliesst  sich  an  jene  Fonneln  an,  die  in 
der  sphärischen  Trigonometrie  zu  Tage  gefördert  werden,  so  wie  denn  überhaupt  auch  alle 
übrigen  Fonneln  dieses  Theils  der  Mathematik  leicht  aus  den  hier  gegebenen  Gleichungen  ab- 
geleitet werden  können.  Diess  kommt  daher,  dass  das  aus  den  Radien  A3F,  AX',  AX'^  hervor« 
gehende  sphärische  Dreieck  das  Polardreieck  von  dem  aus  den  Radien  AX,  AX',  AX"  hervor- 
gehenden ist.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  von  jetzt  an  das  aus  den  Axen  A  X,  A  X',  A  3E'' 
gebildete  Goordüiatensystem  das  Polarsystem  zu  dem  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebil- 
deten Coordinatensysteme  nennen,  so  wie  letzteres  dem  Polarsystem  gegenüber  das  Grund - 
System  heissen  soIL  Auch  wollen  wir  die  Axen  AX,  AX',  AX"  die  Polaraxen  und  die 
AX,  AX',  AX"  im  Gegensatee  die  G.rundaxen  nennen,  wobei  die  Paare  AX  und  AX,  AX' 
und  AX',  AX''  und  AX",  von  denen  jedes  die  beiden  gleich  accentuirten  Axen  in  sich  begreift, 
zusammengehörige  Grund-  und  Polaraxen  heissen  soBen.  Eben  so  werden  wir  des  leich- 
tem Ausdrucks,  halber  die  dem  Grundsys^me  zugehörigen  Coordinatenebenen  XAX',  XAX", 
X'AX"  die  Grund-Coordinatenebenen,  so  wie  die  dem  Polarsysteme  angehdrigen  X  A X*, 
XAX",  X'AX"  die  Polar-Coordinatenebenen  nennen,  wobei  wir  die  XAX'  und  XAX'  noch 
insbesondere  dadurch  bezeichnen  wollen,  dass  wir  sagen,  sie  liegen  der  Grundaxe  AX'',  oder 
auch  sie  liegen  der  Polaraxe  A X"  gegenüber,  und  eben  so  sagen  wir,  die  X A X"  und  XAX" 
liegen  der  GrundaXe  AX'  oder  auch  der  Polaraxe  AX'  gegenüber,  so  wie  die  X'AX"  und 
X'AX"  als  der  Grundaxe  AX  oder  der  Polaraxe  AX  gegenüber  liegende  Grund-  oder  Polar- 
Coordinatenebenen  bezeichnet  werden  sollen.  Die  Vereinigung  des  Grundsystems  mit  sei- 
nem Polarsystem  werden  wir  in  der  Folge  ein  vollständiges  oder  ein  Doppelsystem 
nennen. 

27}  Durch  die  Fonneln. der  vorigen  Nummer  ist  man  nun  in  den  Stand  gesetzt,  alle  auf 
das  Pobrsyslem  sich  beziehenden  Bestimmungsstücke  aus  den  zum  Grundsysteme  gehörigen 


M  Analjtisehe  Geometrie.  ikcL  l 

A)umwifik4!()ii  W,  W^^  W  hc^rzuhohm.  Vor  AHem  hat  mMn  nSmlich  miltebt  der  CSIeie&iiiig  (40) 
oitnr  iter  (44)  dim  Wi^rih  h  aurzanaclien,  dann  lassen  sieh  mil  iHfe  der  GteJchmge»  (4^)  die 
Avemrinkel  9S,  aSB\  flS''  des  Peiars)  sUmis,  und  Tennittekt  der  ddchtnigeii  (41)  die  Grössen  <l^ 
CE!  9  (lf^%  d,  b«  die  Winkel,  wekhe  ein  Paar  zusammengehöriger  Grand-  iind  Polaraxen  mü  ein« 
amier  machen,  finden,  zuletzt  aber  ergolnm  sich  aas  den  Gleichungen  (36),  wirtmiBan  ii  4ie^ 
selben  fbr  (£,  (£i,  (£^^  ihre  Wertbe  aus  den  Gleichungen  (41)  cinsetaA,  die  schiefen  Projeetmis«» 
zahlen ,  welche  die  Richtungen  der  Polaraxen  an  den  Grundaxen  geben.  Man  Smtei  so : 
^       siuW"  «'       sin  W  cos  SB  ^,,       sinWcesSSB^ 

a  =  _— ,  a  =  — fe—  V  ^= h '       ' 

,^       sin  W"  cos  SB         «,      sinW  ^„      sinW  cos»" 

(^•••)    {^*~ h '       T-^'h^    '  "',= E ' 

^  _  sin  W" CO«®'        ^,  _  sin W^  cos  SB"         ^,,_,  sin W 

odor  auch,  wenn  man  für  h  ««ine  durch  die  Gleichungen  0^2)  gegebenen  Werthe  einsetet:.-  / 

«__ i  ___!__      .«'—S^fiL®        „„_cotgSffi' 

~  »inVVttioW'  ~  »inyV'^iniZß  '  —  sinW"'.     '^  "^  «nW"  ' 

)fl,_cflte^    ,    -,,_•• 1  —  ^J ^^  cotgSB" 

(*»•  *•>    \  ^.'  ~  Kin  W'  ♦        '  ~  sin  VV'^suTSJ  ~  sin  W^an^"  :      '*'  ~    <iin  W  ' 

g,__cotggB;        _  cotg w      ««___  J L_  •       ^ 

'  ~    »in  W    ♦      '^'  ~    sin  W     '      ^'  ~  sin  W  sin  äß"  ~  sin  W"  sin  SB'  ' 

Ana  den  Gleichungen ' (45.  a.}' lassen  sich  unmittelbar  folgende' Relationen  ableiten*. 

n.«>      n,>^_sinW;.s,inW'sin^35         „,„,„      „,„,,,_  sin  W"  sin  W  (cos  SB  cos  SB'— cos  %"•) 

«'oi'^      M'^fli'      sinWsi^^V''rcosgBcos2B''  — cosSBO 

ni<«      Ol«'      'flinW'' SinW' (cos  SB  (OS  SB'  — cos  SB")       "    -ß/;/    ^r-or       sinW"$inWsin'SB* 


'  ''  fti^      or'  or-       ^'n ^  sin  W'  (cos  SB'  cos  3Ö"  —  cos  2ß)     . 

?li  — ! zi  ^ft  =:  '■  ■!  ! t      ■    -Tri — >\i  ^      .    ■>  ^>     /  '  / 

'  -    — ■•-    -    —  -        j^         .  ^^-^  '       ,111 


'     '  .  '    8t 

or  of       av  or  -^  «in  W  sin  W  (cos  $B  cos  SB"  —  cos  SOß:) 

»«.«r       or'o."      8inW"sinWf(OsSB'cos9B"  — cosSB)     «,„'«"  «,««,'       sinWsinWsin'SÖ"' 

Sil  Wi  —  8li  Äi  = ^-*  — j-f •■>■    ■■■•    ."■■•■^  >   Sil  21,'  —r  81,  8ri=S:  — :  ■'■    ■   .^i — :«-^— <; 

trügt  umn  nbor  die  Gleicdungcn  (38)  durch  weonsclscitigc  Vertauschung  der  Buchstaben  ^V  und 
SB  mil  einander  unter  BoiI)chnUung  der  ihnen  angehängten  Accente  und  Indexe  in  das  Polar- 
liystom  tü)er,  \Yodurch  sie  werden:      .  , 

sin  SB'  sin  SB"  co'sW  =  cosJffi'  cos  SB"—  cos  SB  ,  sin  2B  sin  SB"  cos  W'=cos  SB  cos  3Ö"  —  cos  2B'^ 

sin  SB  sin  SB' cos  W"  =:;  cos  SB  cos  SJB' —  cos  SB", 
so  uehiuim  durch  diese  die  vorigen  folgende  Gestalt  üi\: 

81 «;  -«'«.  =  Ji  sin  W"  sin  W  sin'  SB    ,    «"  «.  —  81 8i;'  =  ^^,  sin  W"  sin  W  sin  SB  sin  SB'  oes  W^ 
•  '  5i'5i;  -l'8r?|;=ism\V'sinWsin5BsinSB"cosW'; 


> '  I     •  1  I  > « 


%  %:hti  38.  )€oordiiMil«as:fBteigi.  M 

'.11  ,.'  ■::-  ^.Bfi.' 

»"«;  — ?l'a;'=i^smW'«inWsingB'sinaB"co8W;  ,„  j«.»j 

^     «,«;— a;8rj=ßSmW'f«nW'sin'IBslnS''(}0sW',    -  ,.  ' 

*      .        ,  •  n  •     -      . 

n  n      . 

und  gehen  nun  mit  Zuziehung  derer  (42)  in  folgende  über:  '  '  ' 

Audi  zeigen  'die  Gfeicfcungen  (45.  a.)  in  Terbindüng  mit  denen  (44),  inss  '       .     * 

■  .r  ^     -jj^"    '5j''..-    5{^-    ■  si;' _ «[;'  '  '  •'  ."''«i.  .•!^ 

28)  Ueberhaupt  aber,  so  wie  die  Axen  AX,  AX',  AX''  das  Polarsyslem  z«  4en  bvr  den 
Axen  AX,  AX%  AX^'-harvorgegaog^n  Grun^Hiy^teme  bilden,  so  geben  audi  titngekdirt  die 
Axen.AXy-  AX%  AX'  <htf  Poli^ysiem  her,  wenn  man  sich  unter  dem  Gmndsystem  das  aus 
den  Axen  AX,  AX'vi  AX''  gebildete  Ooiordinatißn^yfltem.  vorstellt;  4iiher  läs^t  $ieh  Jede  der  m 
den  beiden  vorigen  Nummoni  jHafgejtellten  Rddtionen  noch  auf  e^e^  andere  di^i^er  zweiten  Be- 
ziehung entsprechende  Weise  wiedergeben.  ,  '        '         «.  ■  h  .. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  auf  das  Polarsystem,  sidi  beziehenden  Gcösseo  durch  dieselben 
SMohcn  wie  4i)fr  eben  soaiif  «das.  Grundsystem  sieh  beziebendiaojimit  inia  lüntenMtbiede . jedoob^ 
dUis idift' jetffigeii  ZdichenMitiJaammem  umgeben  werden,  so  dnss  .  >v    : 

ßi^y{Vi')^{K!)i^^e  sehiefea  PrDjeotlonszaUeni  welchcK  die  Riobbing  AX  m  den  Auen  AX, 

(Sil),  (^0,  (%r)  die  schiefen  Projectionszahlen,  welche  die  Richtung- AX'  m  4ea  Att^n  AX^ 

AXVAX",         -I^C'^.  ^  ,-i     '•  •!'     ^    'r  •      -    ■• 

{%),  (9(;),  {^')  dif  scjiiefen  Proj^tionttahlen,  ii^ohe  die  Bicktüag  AX' lari  den  Axen. Ai^, 

AX',-AX"«  ;  '  *  .  .^•,-1  *:••  •,  .  .  .  r.  .  ,  ',  „^ 
liefert,  yoiMeUeHy  wd.bffdßi^  «»n^  dass  die  Qrtssea  6,  (£.,  (K  in.  ditn  beiderlei  Bä^ehtagietfk 
völlig  einerlei  Bedeutung  haben,,  vmd  dlussi  aUe*  iArigeift:  senkrechten  Projectionszahlen,  welche 
die  Axen  AX,  AX',  AX"  an  deti  Axe^  A3P;  AX',  AX"  gebea,  hier  wie.  dort  sämmtlich.null 
sind,  so  ergiebt  sich  aus  jeder,  in  den  vorigfepi  Kammern  aufgestellten  Gleichung  die  ihr  ent- 
sprechende hierher' gehörige  eitfSich  dadurcbi,:  ^iass  man  di^  Buchstaben  W  imd.fB<gßgeabeitifi 
mit  einander  vertai^sdM  und'  ^itgMck  an  4lie  Stelle  der  ichiefen  PUbjKcttonseäftlen  die  gleichen 
mit  Klammem  umgebene»  Zeibheniselzt,  ohfte  Im  den  Aeeeilten,  und  ladexen  irgend  etwas,  ab-p 
zuändem.  Wo  in  jeiHBn  ^Glei^uogan  d^  -Werth  b  airftrfH,  idainüAb  hier  der.' gesetzt  werden, 
w^her  iifihtaus  j^ieigi: durch! die  eben  «ogfizeigileVeHlwlerbng; ergiebt;  wir  werdeh  ihA^ld« 
woMer.'ZttmwYorBoliein  kommt ,( dujffeh  i  dewelben  ahet'  mil  Klammem  nttgebenoa  .Bbchslabenr  abo. 
durotb  i(h).'beiäseiDbnc»i4i  'S»  veiswiandebi  äidi  &  &  die  fiLoichun^eft  1(45. ' k)  Uer  in:i  l  »''i  i:  »^  :!< 
L  "  5 


^.4*    •>#   f 


I      .f 


(4«.  H.) 


ft4  Anirijtiffclwnfteolitetrie.  '    Al/scb.  h 


sm 


.„.  _  cotgW      ,-,„___  1;.  ■•'  ••i»-'__Jj___      C9r"\--  ''^^'gW 

^■"•^  ~  sin  SB'   '   ^^''  —  sin  W  sin  W  ~  sin  W"  sin  SB  '   ^   ' ''  ~  linW 

(«.)=^S-',  (a;)=5^r,  toW-:^ 


I ' 

•  *  •  •  *     ~_ « 


sin^    '   ^  '^~    sinäB    '   '  ''~  sihW'sinaß"  ~  sinW"sin2B" 
welche )  vergiiehen  mit  denidk^  \yora«6  5ie  hervoii^egfaiifefii  siady  Mgehde^  sehr  akififtche  ReU* 
tionen  an  die  Hand  geben: 

:..    ^      ((2l)  =  a,    (r)cosffi=z:a'cosW/  (rOcos5B'=a''.oos.W% 

'  /(?ia)cosg33'=aacosw\  (^;) cos 833;;=«; cos w",  {«;')=«;'. 

(.•>.*:  .  2djjyachdeih  in  den ' vorigen  Numtnerp.  die  Abhängigkeit  des  Polai^sySteips  von  dem  Gnind-^ 
I  System  .«ermittelt  worden  ist,  sind  wir  im  Stf^^le  die  Gleichungen  (12)  und  (^5},  wodurch  die 
'  senkrechten  Projectionszahlen'tmd  Ciorditiaten  durch  schiefe  dargestelit  werden,  mit  einer  Leich- 
tigkeit und  Kürze  aufzulösen,  die  nichts  zu  wUosc^hen  ,übrig  l^fsf,.  um  ,ao  zu  dfm  Gl^eiphujig^ji 
zu  gelangen,  durch  welche  die  schiefen  Projectionszahlen  und  Gf ordinalen  in  senkrechten  aus- 
gedrückt werden.  Hultiplicirt  me^  nändich  die  erste  der  Gleichungen  (12}  mit  Sl,  die  zweite 
mit  ^',  die  dritte  mit  Sl"'  und  addirt  die  drei  so  gewonnenen  neuen  Gleichungen  zu  einand0r| 
so  erhült  man:     ' 

©«  +  c'«'+e"a'*==ra(«4-rcosW  +  «''cosW')+a'(«lcosW+«'+«''cosWO    ''^ 

+  a"(«cosW'-f  «'cogW-f«^)  •  // 

vnd  diese  Gleichung  geht  mit  Zvziehttiig  derer  (33)  auf  der  Steile  über  inf      .  /  .' 


{  .:r    v.r  i^ 


^^ . r.    ■) 

r 

\z.-.~z'  :  ::. '. :  z..:: . "~ 7 


f^  a  =9t  e4-9'  c'+Sl"c".    Eben  Bo^'briiSlt  Man  nooh 

J  6;  a'  r=  «,  c + ä;  c'+  8i:'  c" 

■ii      -    •(Ca"Äi8l.c+.8i;c'-i-ai'cfV  ■...:■         VI.      ,.v.,.: 


(4*.  •.)    a;a'=Sl,  c  +  äic'+aC'c"  und 


Wenn  inafa"<dieselbeh  €ll«ichang«n  (It)  der  Reihe  nach  einmal'  niit<  91,',  M'i';  9^^  ein  tfndereS 
Mal  mit  31,,  %,  SU'  multiplixir«,  jedesmal  die  drei  erhaheneniftdMlMe*!  ad<bit  tthd'<daii«i'di^ 
Gleichan;^  (ßä)  zh'  Rathe  aieht  Setzt  man  in  dies«  drei  lettften  ^lotohungfen  aiktatt  ider-  a6( 
das  Polarsystem  sich  beziehenden  Grössen  ihre  Werthe  aus  den  Gleichu/igen'  ([41}  und  (45.  a.}, 
$6  WandeU  sie  sicAi  iitoi' in':'      '    •    •  u    ■     '  .-•   ..■• '.   \>'  ■   '»j>     ".;;    .  ':','      ,i'V 

f  h*  a  =  sin  W"  (c  sin  W"+  c'sin  W'cos  SB  +  C'sin  W  c6*  S' ) ' 

(«f.».)    ...: : j h»a'=: «in W"(o sin W'ods^B-hc'rinW'f C'sin Websiaj")'     ;'-    -         • 

f  h'*  a"=  sin  W  (c  sin  W'cos  W+  c'sin  W  cos  fB"+  c"siti  W) . ' 
A«f  ilie  gleiche  Weise  kann  mi^äd^  den  Gieiohüngien  (]i6}  die  «brer  folgenden  ablöten:  '''^'i' 

(«  X  aaÄn-f'Sl'tt'+Sr'o'S  "' 

(4S.  «.)    li..... ' .](Six'ht%n^-^,t'+Wa",    ■     "'  '     •       -.    ■ 

^v     ■   ■        ■  ((g'x"=a,u4*Äitt'-f  «;'u",  •  •'  ■ 

ans  denen  sidt,''Wie  so  eben  die  (47.  b.)  ans  (471  ai},  die  folgenden  ergeben: 

^fc*».=SHiW"(u'SiiiW"'+-u'8in.W'eb8SB  +  u''8inWcos»')  ■• 

(4».  ».) jVx'=:8inW''Ca8inW''cosflB+B'«lnW'+u"BinWco«ffi'0 

f  h»  x"  ==  sin  W  (u  sin  W"«»  SS'-f  u'sln  W'cos  aB"+ u^'feinW]) 
wodumfli  die  schiefen  Coordinaten'  jn>.Miikrechtett  ansgedrttekt  -Morden.  Diese  letzten  swei  Gmpi» 
pen:  von  CHeiehttngen  eiWt  man  noch  leichter  aus  denen  (47.  «}-  und  (47:  b.3,  wenn  man  in 

diesen  die  ProjectioBseahlen  durch  Cooqrdinaten  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (S)  ersetzt    ' 

.1 


.ßteUen.Xi,  x[..,  >Xh'  ttMl  u,^  u,' ,  «r  die  itohiefem  itnd  sdnbeohtenjCooiiiiiaten.eikesi'nMfen 
Punctes  0,  vor,  so  wie  x,  x',  x"  und  u,  u%  u''  die  des  Punctes  0,  so«  fall  ans  denselben 
Gründen:  /,*  ,  .        ,.  .   ,    :..  .,.     ,/  ■  ^    -     .  .  » .•• //  ,..>      r,  •. 

V  X, .si^sin  W"  (ü^i  # W'-f-  uisin W:^qsm  4?<.i5in W  cos  m  ) , 
h'x;  rssinW'  (u.sinW'cosaB  +u;siaW'-f  uI'sinWcosSB;'),  ,  ^ 

h»  xl'  =  sin  W  (u,  sin  W'cos  28'  +  ul  sin  W'cos  2Ö"+  uj'  sin  W  ) ; 
sieht  man  von  diesen  Gleichongeti-die  jdrei  iio#angiegMgei{ien  ilmen  ähnlichen  der  Reihe  nach  ab, 
so  kommt:  '  /  * 


(49«  c«) 


und  

h'Cx.  —X  )==sinW''[(u^-^u>siilW''+Cih'--^U:^siftW%oflaB+  ) 

h'  (x;  —  x' )  =  sin  W  [(u,  —  u)  sin  W'cos  2B  +  (ul  —  u)  sin  W'-j-  (V/  —  uT)  sin  W  cos  2B"]  [ 
h*(xr  — x")  =  sinW  [(u.-^u).sin,Wrtt»^'i:J^^tt;^u7i^ki W'cos äß''+ 

30}  Man  kann  den  Gleichungen  von  der  Form,  wie  die  (47.  ^.}  und  (48.  b.)  sind,  eine 
zwar  einfachere,  jedoch  minder  -  sytsiD^soi^fiealalt  gebons  .Dividirt  man  sie  nämlich  mit  h 
und  setzt  in  ihren  zwei  letzten  Gliedern  denjenigen  Werth  von  h  aus  den  Gleichungen  (42), 
w^fcher  den  gleieheh  Folafcoordinatenwitiker  in  ildti  trägt,  als  das  mit  h  dividirte  Glied,  so  lassen 
Sie  sich  s6' ^äireibenr*    ■"'•'■•:  ..,././,.;•  .!...:.!- 

r:-.    i-  ,',/hi^=i&.  — 5^  +  c'qpteSß4TjJr;f<HgM',<j.  .1  /■  ■ :.   m.    ..  ■•. 

I  ,  i  ,,,    „...    ha'==c;  ,-tj|-,...+..c«otg3Bf4T.p''«PtgP''iyw..^,.,.. ...'..i  (4*.  i».) 

...h    :    fca"=c'V^.r*:.ocfttg2B'+cfcotg,2B"  y  .„  ,    .  i  ,   ;; 


sin*W 


H  '.1    ' 


I  ■ 


,.  .:     ,  ■■  ..hx''  =  x'^— VL  -f  xcoteS¥B'+i  cptgaS?''.  1   .    .    j  1/  ,  . 

>  .     .  . 

.t(i  Es^iassoB  si«h  fie<;hi^ele  van  (den 'fhlh«rAi<GleJ^burtgiß]V  ^ iäh^^^^  Weisse' in ^nd^e'Oe-' 
stalten  bringen.  SO  igdken»  diei<61ächaiib||fefi  (6&)j' wetin  mflni<in<'»ie  ft^  di6  schietT^-'dnd  \<jei^-^ 
rechten  Projfigtiqns^fihlen  der  P^taraxQO  jh^e  Werfte  ^aüAf  den  jGrldl9iungßn.1(41j)  uAd  (45.  a.) 
einsetet^  bk(4>^üns[9V^  bei  dek  dtfei  ersteh  einer  jedeii'Gdupp^  stehet!  bieiÜtr)        '  ') 

h» = sin  W"  (sin  W"+  sin  W'cos  W  cos  SB  +  sin  W  cos  W'cos  SB' ) 


{    H      •  ^.> 


h' = sin  W'^  (sin  W''+  sin  W'cos  W  cos  Sß  +  sin  W  cos  W'cos  W  ) )  r  :)• » 

yj.u,  /.'  .b*^:iin.W'X*nW''cos  W'cos  aB'+ sin  W'cos  W''cosSB''+ sin  W)) 


(«•«.«&) 


SB^  Analytisdle  Geo«ietrie.  •     Abscb.  l 

wodurch  «ken  so  viele  neue'Aoadrttdce  fllr  h*'eriialten  werden,'  und'  aus  den  übrigtln  "findet 
■Hut  noch  ausserdem:  .  '  i       . 

0  =  sin  W'cos  W  +  sin  W  cos  SB  +  sin  W  cos  W'cos  SB' ,  :.'...• 

0  =  sin  W'cos  W  -p  sin  W  cos  SB'  -f  »m  W'  feos  W'cos  SB  , 
lo  =  sin  W  cos  W+  sim W'cos  SB  -f  sin  W  cos  W  cos  SB", 

(5«.  ».)    \o  =  sin  W  cos  W"-|- sin  WcbsaB"-f8«nW''cos  W'cos  SB  , 

1 0 = sin  W  cos  W  +  sin  W'cos  SB'  4-  sin  W  cos  W  cos  SB",  ' ' 

o  =  sinW  cos  W"-if-sinW  cos  aB"-f- sin  W'cos  W  cos  SB", 

welche  letztere  man  auch  so  sclireiben  kann: 

.    ■  .      ■  1. 

«iin'W" 

oa=.^g!!-ioo«W +cotg«B +cotgäB'cosW", 
0=  5ü^' eos  W  +.cotg  SB' -h  cotgr SB  cos  W,       ■     '• 
I«  =  !II^  cos  W  +  co«¥f  SB -f  eotj  SB''cos  W , 
\o  =  "'"  "   COS  W^-  cotg  SB '+  cotg  SB  eds  W , 
^ö  =  — — eoB  W  +  cofg  SB'  +-cotgr  Sö"cos  W  ,     . 

sin'  W 

Durch  diese  Gleichungen  ergeben  sich  neue  Fpnnen  nieht  nur  für.  h ,  spode^  es  lassen  sieb 
mit  ihrer  Hilfe  auch  die  meisten  frühern  Gleichungen  auf  unsäglich  viele  Ar^n  umwandelo,  wo^:, 
bei  es  nicht  immer  leicht  ist,  die  einen  dieser  Formen  in  den  andern  zu  erkennen;  aber  eben 
deswegen  thut  man  wohl,  sich  zttr  Regel  zu  machen,  bis  ans  Ehde  der  Rechnung  die  Zeichen 
für  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  der  Polaraxen  an  den  Grundaxen  beizube- 

«  -     *"  ,   halten,  und  erst*  ganz  zuletzt,  da  wo  man  es  fQr  nützlich' hält, '  anstatt  derselben  ihre  Werthe 
zu  setzen. 

31}  Es  ist  oben  zu  Ende  der  Nr.  14.  darauf  aiifmei;ksam  gemacht  worden,  dass  sowohl 
zwischen  den  drei  schiefen  als  zwischen  den  drei  senkrechten  Projectionszahlen  einer  jeiim 
Richtung  eine  gewisse  Abhängigkeit  statt  finden  müsse,  Mfelche  wir  jetzt  angeben  werden.  Setzt 
man  in  die  Gleichung  (11)  für  o,  c",  c^  ihre  dnrch  die  (Sleichungen  (12)  gegebenen  Werthe, 
so  findet  man: 

KAi  fßO  •       l==3a'.+  a''+a''*-f-2a'a'cosW'+2Äa''cosW'+2aV'cosW", 

welche  Gleichung  die  zwischen  den  drei  schiefen  Projectionszahlen  einer  jeden  Richtung  statt 
findende  Abhängigkeit  ausspricht.  Setzt  man  femer  in  die  Gleichung  (11}  für  a,  a',  a"  ihre 
durch  di^  Glfiichiiiigen  (47.  a«}  oder  (47.  b.}  oder  (49.:  a.}  gegebenen  Werthe^  so^-stössf  man 
auf  eine,  Gl^chang,  welche  sich  in  den  drei  nachstehenden  Formen  darbietet: 


> 

,  .1 


(»«.  «■) 


oder 


(M»  *»)     Vzzi  c'  sin'  W''+  c"  sin'  W+  c'f»  «n»  W  +  3  «  c'sin  W'sin  Wces  ®  •+•  2  c  c"sto  W'sin  W  cos  SB' 

•+ 2  c'c«8ta  Wsin  W  cos  SB" 


|.     .1  •  r 


* 

$.  -3^  üW  31.  •' ' :  CoordinatendyBteAi.  SV 

Von  wöldiMi  jede^  die 'Abhängigkeit  atiflsprlGht,  welche  zwischen  den  dvcü  (senkrechten  Projec*t 
tl5ntofthfeM  efiner^  b^lieiigfen  Riehteng'  statt  findet,  und-  die  drete  dieser  iM^i  Fonmeä.  kann  w& 
ZnikXvang  '4er  Gteichmigeh'  (45.  d.}  noch  m  verschiedene  andere  GestaitaniüborgefHbrt  werdem 
Aus  diesen*  GIeiehiing«ii  Msst  sich  entnelunen,  dasa  »solche  sdnefe  oder  sehkreifliteiPIro^ 
j^ctioAseahlen,  wietehe  in  4er  gteiehen  Aufeinanderfolge  emeilei  Verhdltnias  rn  einander  rauf** 
weisen,  paraUelen  Richtungen  angehören,  oder,  was  dasselbe  istfidass  solche  proportionale  Pro*** 
Jectionssahlen  immer  dem  Werthe  nach  gleich  sind^«  und  dabei'  entweder* 'einerlei  oder  die  gerade 
Mtgegengesetftten  Voveeiefaen  bentzen.  In  der  That  ^  stellen  neben  :dän  Ja.  den  Gleichuilgett;  (51} 
oder  (51^}  'Vorkömm^Meii  schiefen  und  senkrechten  ProjectkMisBaHIeD' a ,  a',  a''  und  c,  c',  c'% 
die  von  einer  beliebigen  Richtung  an  den  Axen  AX,.  AX%.AX"  geliefert  werden,- jua^  ^a', 
fi  9!'  oder  y  c ,  )« c%  vc"  Ute  schiefen  oder  senkrechte^  Pr6}ectionszahlen  irgend  einer  andern  x 
Richtung  an  den  gleichen  Axen  vor,  welche  letztere  den  vorigen  propoiHonal  sindv  so  inilssen 
die  Gleichungen  (5i}  oder  (52).  noch  bestehen  bleiben',  wenn  man  in  ihnen  /la,  ^a',  /la" 
oder  ye,  vc',  ve''  an  die  Stelle  von'a,  a^  a"  oder  c,'C',  c''  isetzt;  thui  man  diess'aber,  so 
verwandeln  sich  obige  Gleichungen  in  andere,  deren  linke  Seiten  ganz  die  gleichen  wie  zuvor 
bleiben,  und  deren  rechte  Seilen  die  votigen  ml  fjp  Kei  der  (51)  und  mit  r'  beitdenen  ([52)  ;  ^  : 
multipllzirt  sind.  •  Oividirt  iman  daher  die  letzteren  durch  die  entsprechenden  vorigen,  so  findet 
man  bei  denen  zu  (51)  gehörigen 

..       '      I,     .    .      #*'  =  *>    odiar.  y'=l 
bei  denen  zu  (52)  gehörigen;  es  kann  daher  sowohl  JU  als  v  nur  entweder  -|~>1   oder  — 1 
Isein,  und  Sonadh  haben  ^die  letaitem  t^rojectionszaMen  'Uiit  den  erstem'  «tets  eiiiarlei  id)solute 
'Werthe,  wäbrwd  sie  dem  VorMMien  nadi  ebenfalls  sämmtlich  mit  iehiander  übeüemstimmen^ 
etier  die  euien  'den  andern  gerade  entgegengeset^' sein  rnttssen.  "     .i . 

Die:  hier  eHHea^tie'  Eigenthühdichfteit  propoitkMialeri 'Projectionszahlen. fuhrt  nun  x«  der 
Einsicht,  dass  die  m  Nr.  22.  aufgesteüten  Gleichungen  (86)  i  oder  (27)  ein  untrügliches  Kenn- 
zeichi^n  ffarailder  Richtungen. sikd;  ideAn' dort  ist' darg^Aan'  worden,,  dass« jene «Oeiehfeingeh  statt 
Und^n,  wenn  Mcb  dieselben  auf  Piincte  O,  Oi,  D  und  C,  beziehen^  von  denc)n''dbe  Ound  0. 
irgend  äiner  Geradew,  di^O  und  D,  dagegen  einetr  «idem  dieser  patiiUelen 'Geraden  angehör!», 
tmd  jetzt^  kann  maitf' zeigen,  dato  v^ki  Gerade,  voh  denen  die  eine-  «diei«Puncte  O  und  0,>^  die 
andere  die  Puncte  D  und  Di  enthält,  parallel  sein  müssen,  wenn  die  dbeii  angeführten <Glei4- 
chungen  auf  sie  anwendbar  Sind.  -  Ist  nämlich    <  ,    .  .c?^) 

'    •   '      X|  — k  i%^x'  :  xr  — x"=2t,-r-»r:  rj  — r'-:  x{'  —  x"  oder« 
u,  — u  :  uj  — u'  :  u;'  — u"  =  U,  — U  :  u;  — u'  :  ui'  — u" 
für  jJGgend  zwei  Gerade -und  b^zeichhen  hier  wieder,  r  und  r  die  Abständö^  der  Puncto  0,  Oi 
und  JD,  Di  von  Ämnd^r/so  ist  auch  ;         ■  ;..•<.> 


I  - 


X,— X    jt;  — X'-  x;"— x'?"-    ri-^<r'    rl^t'.    ft--t"     ■    »1 

-  oder 


'  ■    ■;  •  r  r    ••  r  •         - »"  t-     *        t  •  ■         1  r  •'' 

..{,  '  u,  — u,,u;7-a'     ui'  — u7       u„— u     vi[  —  it"    W/  —  n 


'■■■«*  « 


und  dfii^  in  dieseii  lettlen  Gleiehuilgen  auftretenden  Quotienlm  shid-  den  >  Gleichungen'  (3)  zur 
Felge  dfe  schliefen  oder 'Seuhl-ecMen  Projectiohsiahlen  der  von  O  naeh  D,  und  von  D  nach  Di 
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hinzielenden  Richtungen  der  beiden  Geraden;  es  sind  also  die  diesen  beiden  Richtungen  zuge« 
hörigen  Projectionszahlen  einander  proportional,  somU  der  so  eben  erwiesenen  Eigenthüinlich- 
keit  solcher  Projectionszahlen  gemäss  ihrem  absoluten  Werthe  nach  gleich  und  ihren  Vorzeichen 
nach' enlw^er.  dieselben  oder  die  gerade  entgegengesetzten,  worauf;  die;  BetrachtungQQ  der 
Oin  di  sögieieh  zu  dem  Scbltiss  führen  y  dass  die  beiden  Genadeft  teinaoüder  pdraUel^UKKl  entwe^ 
der  gleichläiifig  öden  gegenläufig  sein  ttUssetL  •  Eben  soJässt  sich  darthun,  dass;  j^wei  rj^ttact^ 
weldhe  .die  Gleichungen  {27}  der  einen  oder  andern  Art  erfiiUeif,  mit  dmr  Coordinatenspitze  A 
in  einer  und  derselben  Geraden  liegien  infissen,  was  aberraueh:  schon  als  ein  besonderer  FaU  in 
dem!  eben  Gesagten 'enthalten  *ist^>     .'  ,    ■  .:  ... 

32}  Belzl  man  in.die<Gleichungehi  (51}:o.der  (S2}  Air  a,  a%  a''  oder  &,<«')!  o''; ihre  dur^eh 
die.  Gleichungea  (5}  gegebenen  'Werthe  ein,  so  verwandeln  sie<siobiiti  andere ,' welche  zeigen 
wie  sich  der  Abstand  eines  Fuaeles  von  der  Goordinatenspitze  Uos  duiHdi  desseoL.sckiißfe^  oder 
blos  doreh  detfsen  senkrechte  Co/Ordiaaten  sich  ausdrücken  lässt.*  Diti  (51}  nlMiQh,.giebt  -    .  , 

(M)  .  r*=xV+x'*  +  x'''  +  2xx'cosW  +  2xx''oosW'+2]tV'<co$W'.     .   i...     ,, 

die ' {02}  ^ingegeh  geben:  ..        .  ;    ,.| 

(A4,  b.)    h» r'pB tf  shi*W"+  u'».ski^ W'+  tt"1«m* W  +  2»u'm W'sin W^cos  Sß + 8  u u'.'sia W"«a W«gis  ajjf 

.  .. .,  -fiämVlin  W'sin  Woos\SB',' 

I 

oder  .  r .  .     •  i  I-  ^     .'■...      5  .  •  .1 

«jin'^W"  sin*W'  din'W 

C»4.  cO   h  r*  =  tf  ^^V^  +  «"  ^\^  +  ^''"  ^^'  +  2  u  u'cotg  SB  +  2  u  u"cotg  aß'+  2  u'u"cotg  SB", 

.u      .       ''.    >n  •     »n     .  ■   "  . ..    "•  .  t  •    j    '\  .      i')  '•  ! 

welche  Gliiiduingen : sich  auch  aus  der  (17}  ableiten  lassen^,   Eben  ißp  könnte  man: ^usM^or 
Gleichung.  (20}  andere  hcvholen^  durch  welehe  die  Entfertiung  J^eier  beliebiger  P,uncte  V9|i 
einander  blos  durch  ihre  schiefen  oder .  blos.  durch  ihre  senkrechten  CQprdinatQn  ausgedrückt 
worden.    Weil  aber  älk^solcheGleichuiigen  überhaupt  in  den. Anwendungesu/besi^riga^ 
gangen  werden^ -so  wollet  wir  auf,  diei$;elben  nicht  weiter  eingehen,  "  .    .       ■   >       ,;  .    ] 

'!  Aus  den  Gleichungen  (&3}  und  (54  a*  bisic;}  läsal  sich  folgern,  .dnss.  map.  jedesn^li  ein^ 
Richtung  auffinden  kami^  deren  schiefi^  e4er  senkrechte  ProjectionszaUen.  sich  2^11  einander.  VQf^i- 
hfilten  sollen,  wie. drei  beliebig  gegebene  reelle  positive  oder  negative  ZaWeiai  ^0.^  m'„  m''  oder 
B,  n'^  n-'.  Denn  sucht. man:  da,  wo  es  sich. um  schiete.PixigeGtions.^^ahlenNhajPi^eU,  einp  C|r<^f(^ 
H  ven  -der  BesohafTenheit' lauf,!  dass  .  .-      . .    '       .1     :     :  >  -n  ;.i«i> 

(M.  aO  m'  +  m"  +  m'"*  +  2  m  m'cos  W  +  2  m  m"cos  W\^  2  n^'|«"oQS}W"  =.ff  -  ,.  ,  .  ..  • , 
ist,  oder  da,  wo^es.  sich  um»  senkrechte  Projectioniszahlen  handelt,  einß  Grösse  ^  von  der  Be- 
schafTenheit,  dass         . :       ,;;  1  .    t       i' 

ist,  welche  letztere  Gleichung  ^ich  auch  lin- den  zwei  andern  Fonn^n  Sjßhreiben  lässt,  wie  sich 
der  Gleichung  (5i.\y  noch  die  beidön  andern  Formen  (54.  b^}  und  (5^4.  c.}  geben  Hessen, 

so  sind  im  erstem  Falle  ^,^\  ^    di^'  schiefen  und  im  »ndfcm  tf alle' ~^' -jr ,  -^   die  senk- 

r€«hten;  ProjeotlohfiZfehfeA  d6it;<ges»dUfirn/RiQht^^^^  man.  ieichf;)dAi:iifl^er)(Qiu^  .l^ann;»  d«^ 

sichJ  die  Zahlen  m  ^  m^iinkVi  edearuB ,.  ä',.  «'':. Jederzeit,  auf;  ewie  fc^eneinbeit  be^ieh^q,  la^eq, 
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mid' itiMi  iten  fmioiO  angebün  kann,*  dessen  scUefe  odrr  WKakretMe  CootJuiateiQi  ^dies^  Län^di 
sMdy'und'idiiBSMi  Etilfemüiig  von  derCdonffinateiispitee  lA  ideii^<)IeMihi]Bg«n.  ([53)«!ilnl^i(54)>  s«t 
Fo%e,  derfilr  H  oder  ^  aii^  ^en  GleicKang^n  (55.  a^}  odi^r/(5S/  k^-Sich  orff^eodß  positive 
Wertb  isi'    Uhter  >sblohea  UMtständea  hat  dann  abei»  die.Ifiohtun|/A(0>^  Geiiäwheit  dj^ttGleifi 

chungen  Cb')  die  schiefen  joder  senkreqhten  Projectionszfihlen  t:—  ,  "i  ^  ?    '  ir    oder'x-z» 


•  r    « 


(•ts   .-».  'S 


"^s  9  is:   >  welche  sich  wie  die  Zahlen >m ,< m',  m"  oder  n,  n',  rf'  verhauen,  bei  welchen 

stets  die  obern  oder  stets  die  untern  Vorzeichen  geBorntten  v^tevdes  müsseK^i  je  Inairiidett  dian 
für  H  oder.^  den  sielt  ergebenden  positiven  oder  negativen.  Werth/ nimmt,  wesshalb  AO  die 
gesuchte  'Richtung  ist.  •  Man  erhält  jederzeit  zwei  solche  Richtungen^,  dfe  einander  parallel  und 
gegählfeüfig' sind,  (Wie  1  man.  sogleidi  duraus  ersiehl,  «bss.jiian  aMtatt  dirtr  gegebenen t Zlihleii  dbeii 
60  got'an(fl(  lÄe  iiRt.demedtgeifengeMtKten  VdradcheQiveftehän  nühiHentikann.  ( .!  'uu'  r  .' <  . 
333  Die  Eigenschaften  des  Polarsystems  setzen  femer  in  den  Stand,  die  Coordinttktt  dnes 
Punctes  oder  die  Projectionszahlen  einer  Rkhtuüiig  ati  den  Pötaraxön  anzugeben,  wenn  die  des-  ^* 
selben  Punctes  oder  derselben  Richtung  an  den  Qrund^xen  bejiannt  sind.  Stellen  nämlich  a,  i\ 
d!'  und  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senkrechten  ProjectioQs^ahlen  einer  gegebenen  Richtung  ^n  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  vor,  und  stellen  wir  die  gleichartigen  trojectionszahlen  derselben' Rich- 
tung an  den  Axen  A3E,  AI',  AI"  iirt'  Geiste  der  in  Nr.  28.  eingeführten  Bezeichnungswei^^ 
durch  (a),  (a'),  (a")  und  (0),  (e'),  (c")  dar,  so  geht- ms  der: Gleichung'  (9.  a.  oder  b.)  hervor,  -•«  •• ;. 
erstlidh^  dftis   ■  .\  .-■'.■ .      •, :                             ••-..;:•'  „.•   •    t.,-, .  :•.»••  1  ^    »    h    ■ 

M  r.    ..•:  ......  :.  •-  ,(p)=.ea,    (c');7=.(5;,a^  =  (c'O :;? 6;' a''    .,.. ,  v:  u  .- .  (&•.•.) 

ifii,"wie'man  «^gleich '^einsiefat^  wenn  man  i^h  suotiesaive;  iMer  #>dea  Winkel  idenHtv  w(44i#n 
die«  gegeben«^  •Rioi^rig'  z^rst  mit  idier  Poianuce  > AX ,  dMli  piit  der  AI'  lind '  zuteilt  sät  der 
AI"  bildet,  deren  ^ösinuse  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  gegebenen  Richtung  an >, den 
PoläiiiXl^,  iilMt  dife  Abrdi  (c) ,  (o')y  (c")  beaeidfaneteil  Grössen  bind^  tmdj  erwägt, /ida$s  bei  jedem 
der''di*ei  Winkel 'die' 'seMefen  Projectionlszdilen.Ares  eiaenSditeftkels,  der  die  .gegebene. Riehrt 
lung  ist,  af'j  a%..a''  sind,  wührend  die  senkrechten  FrojeetionszaUen  «ifires  andern  Schenkels^  der 
hl  den'<d)^ei  atif  einander  folgenden  FäDeii  AJ ,  AI%  AS:'  ist^  and^n.  Axen  AX,i  A|X%  A  JC" 
denr  GlefcJiuVigeA  (32}' fur* Folge  ihn  ersten  Falle  S,  0,0, -«4  trideHn. Falle  o,i(S<^  Q'%  m 
letzten  Falle  0,  0,  S^'  sind.    Dieselbe  Gleichung  (9.  a.  od».A.}k  icfört.ab^«  nbchnitfaerdc»!. 

wlentan  'se^teleh  ieitisfeht,  v^enn  man  jene  Gleichung  aufxdasPoliMsysteoii  in  Anwendung  bringt» 
imdunt^r  ^'sdccessiVe^dio' Winkel  sich -denkt,  welcdie  idid  gegebene  Richtung  .snertSt  .»»it  der 
Gtundaxe  AX,  dahn-mit  d«r  AX'  und  zuletzt  mit  der lAX^Veiaschliesst,  der^  JKosinuse  4ia 
Grösken  e,  c' ,  c".  sitid,  und  erwagt,  da^s  bei  jedem' der  drei  Wiidiel  die 'SifÜiiefen  Projectjon^n 
zahlen  fMres  deinen  Schenkels,  der  die  giegcheneRichtuligilst,  ianideniPolaraxen.AI:,  AI'.,  ,AI'' 
4ie<<düi^tt '(»)')  (a'lf/  (a'^)  UezeicUneten  Grössen  sind,  ^äivdndt  dief  senle^dfatea  PrOjetiÜ^nAaM^Ueii 
ibt^es'  andeni  Schenkels,  der  jetzt  in  den  drei'  auf  einander  fol^criden  Fällen'  AX^iA^',  AX'' 
lH;  dein  in  Nr.  !28.  G^esttglen  g^emäss^,  ah  den^ PoMtaxen  AI ^^  AIT.,  lAI"  im  eMennFlattB.  6» 
0^0^/^  Mdem  Pdleio:^»(S/^  0 ,  im  dritten  FaiU  o,  of,  S;'Jwie  Ardrheif  Mnd./  .  m  ..  /  ., 
^'  Sfellen  ferner  x,  xf^,  «x"  nnd.u,  uS  u''  die  sdiiefoiiluitd  senki^eohlen  «Coordinatei^  irgend 
dilri^d  gegebbneh  Punctes^  aii  dienf  Axm  A'X,  AX'',  'AX"  v</t.im  SiMd  4e(r  wrhta  ^nvälwten 
Befeeichnung«wei9e ,  (x),i  (x'),  :(x")  und  (u),  {0'),  (u")  die  deüselbcta  Ptfnfctes  oH  dM.f^qlmraffen 
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Af ,  AS%  AX"  und  and  «osserdem  «,  at',  a''  und  c,  c%  cT'  die  scU^fen  mtti  »lAfferlilra 
Prejectioaszahlen  der  vira  der  OoordinatenqMtie  nadi  den  gegebene»  Pmcle  hiazielendeii  Rkk* 
long  an  den  Axen  AX,  AX",  AX",  $o  wie  la)^  (a')^  {sf'\  «id  tc})  tc'),  (c")  fäe  dersdhen 
Kchlnng  an  den  Pohraxen  \Sj  AT.  AT\  so  finden  zwisdieft  diesat  Projectiansiahleii  -He 
Gleichungen  (^d6.  a.  ibhI  b.}  statt  Es  ist  aber,  wenn  r  die  Entfernung  des  gegebenen  Pnnctes 
von  der  Coordinatenspitze  anseigt,  nach  Aussage  der  Gleichungen  ^5}: 


X         .       x'        -.       x" 


,    a'  =  ^,    n"=^    «d    cz=z 
r  r  r 

und  eben  so  hat  nun  an  deaa  Polarsvalenie: 

m 

[ik)=-—^    iaj=---,    taj=— -    und    \C)  = 


u 

7' 

#  ^^^ 

n' 

r 

r     0" 

r 

■ 

<u) 

r 

,    l,c'.' 

== 

r  ' 

* 

r 

C«^  «•) 


wefl  die  Entfernung  r  in  beides  PiDen  die  gleiche  UeibL  Setat  man  nnn  m  die  Gleidongen 
(^56.  a.  und  b.)  an  die  Stelle  der  dortigen  ProjeetionsEAlen  ihre  hier  gegebenett  Werthe^.  so 
erhilt  «h»: 

und 

(S9.M  u=6ix;,  u'=e;(x^  u''=g;'rx"^. 

Aus  den  Gleichungen  (56.  a.  und  b.])  und  (57.  a.  und  b.}  folgt  noch 

^^  ac  =  ia)tc),     a'c'=(a>c'j,      a"c"  =  u'Oic"j 

(S^M  XÄ=:(xW'u),    xV=(xjm'^,    xV=fx":Htt'0, 

d.  h.  das  Product  der  beiden  im  Grundsysteme  auf  eine  und  dieselbe  Axe  bezogOMli  sdMbm 
und  senkrechten  Projectionszahlen  einer  Richtung,  oder  der  zwei  Coordinaten  eines  Pnnctes  ist 
gleich  dem  Produete  aus  den  baden  im  Polursysleme  auf  die  mit  jener  Gnmdaxe  jaasaimne^ 
gehcHige  Polaraxe  bezogenen  ProjedwnszaUen  derselben  Sichtung,  oder  CoordiBaten  desselben 
Pmctes.  ..  - 

34)  Wir  kommen  jetat  tu  den  Formeln,  nodt  deren  Hilfe  sich  die  Uebertngnng  der  Kick*» 
tungen  und  Puncto  aus  einem  befiebigm  CoMriinatensysleme  in  ein  anderes  lieKebiges,  desaca 
Axen  gegen  die  vorigen  ganz  nach  Boiiciiefi  geneigt  sein  könneB,  beweriKStelligen  lässt,  wobei 
wir  den  rein  rechnenden  Weg  einschlagen  worden,  obgleich  sich  .die  hier  au  ethaltenden  Be*- 
i^ttltate  auch  wieder  mitlelst  des  .oben  angegdtenen  Projedionssatees  (8.  a.)  4>der  (8.  k)  in 
sfio'  einfacher  Weise  anfBadea  fassen. 

Zu  diesem  Ende  denken  wir  ans  einen  beliebigen  Punct  O  im  Räume,  dessen  Entfernung 
von  der  Coordinatenspilze  r  ist,  und  bezeichnen  dnrch  x,  x%  x''  die  schiefen,  dordk^Ui,  n-,«" 
die  senkrechten  Coordinaten  dieses  Pnnctes  an  dai  orsprüngUchen  Axen  AX,  AX\  AX\  a^ 
wie  durch  a,  a',  a''  die  schiefen,  darch  c,  c',  c*  die  senkrechten  Prejectionsziiilen,  wekhe 
die  von  der  Coordinateiispitze  A  nach  jenem  Puncte  O  hinzidende  Richtung  an  den  gkadien 
Axen  liefert;  femer  bezeichnen  wir  durch  y ,  y%  y"  die  schiefen,  dnreh  v,  v',  \Z  die  aenk<^, 
recMen  Coonünatco  dessdben  Punotes  an  den  nenen  Axen  A¥,  AY%  AY'',  so  wie  dnrdh 
b,  b\  b"  die  sehiefen,  dnrch  d,  d%  d''  die  senkreohten  ProjecÜonssahleo,  weiche  die  von^dei; 
Cooi^KnatenspÜze  A  nach  dem  beliebigen  Puncte  O  hin  zielende  Biriitang  AO  an  d»ei|  diesen 
tieuen  Axen  AY,  AY',  AI"  pebt  Diese  Bezeichnungen  angenommen,  ist  znfdg«  dfir.Glei^ 
chung  (IT),  wenn  man  diese  auf  daS'  uiS|Nrungliclie  System  in  Anweitduug  bringt  und  unter  0 
successire  die  Winkel  OAY,  OAY,  OAY"  versteht,  dem  Schenkel  AO  stete  die  schiefeas 
den  Schenkein  AY,  AY%  AY'-  hingegen  stets  die  senkrechten  PcojeclionszaUan  nertbeaend;  I 


c'=D.b+D;b'+D:'b''=:C'b+c;b'+c;b",[ («•.».) 


c" 
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d  =C  a+C'«'+C"a"=:D  a+D,  a'+D,a",) 

d'=C,a  +  C;a'+C:'a"=D'  a  +  D;  a'+DU",} (»••  ••) 

d"r=€,»+C;a'+Cra"=D"a  +  D;'a'+D;'a",* 
wobei  die  in  Nr.  23.  eingeführte  BeieiöhnnngBWAse  beibehalten  worden  ist^  und  die  dritten 
Ausdrücke  aus  den  zweiten  mittelst  der  Gleichungen  (31}  hergeholt  worden  sind.  Wendet 
man  dieselbe  Glekhung  (9.  a.  qder  k^auf  daa  neue  aus  den,Axen  AY,  AY,',  AY''  an,  so 
führt  sie,  wenn  man  unter  0  successive  die  Winkel  OAX,  OAX%  OAX"  versteht,  und  dem 
einen  Schenkel  A 0  dieser  Winkel  stets  die  schiefcii,  den  aadam  Schenkeln  A X ,  AX',  AX"' hin- 
gegen stets  die  senkrechten  Projcclionszahlen  zuertheilt,  auf  die  gleiche  Weise  zu  den  nachste- 
henden Resultaten:  »  -  j 

c  =D  b  +  D'b'+I)"b''=:C  b-f  C»  b'+Cab'',) 
=:D.b  +  D:b'+D;'b''  =  C'  b  +  CJ  b'+c;b",[ 
=  D,b  +  D;b'+D;'b"  =  C''b  +  Crb'+C?b",\ 

Man  whd  auf  den  ersten  Blick  gewähr  werden,  dassdie  Gleichungen  (59.  a.)  und  (59.  b.) 
durch  eine  wechselseitige  Vertauschung  der  den  beiderlei  Systemen  entsprechenden  ähnlich  ge- 
bildeten Grössen  in  einander  übergehen,  wovon  der  Grund  in  der  vollständige^  Gegenseitigkeit 
liegt,  die  zwischen  dem  ursprünglichen  und  dem  neuen  Systeme  statt  findet. 

Dieselben  Gleichungen  (9.  a.  oder  9.  b.}  liefern  aber  auch  noch,  wenn  man  sie  auf  das  ur- 
sprüngliche System  in  Anwendung  bringt  und  unter ^  successive  die  drei  Winkel  GAY,  GAYS 
GAY"  versteht,  ihrem  einen  Scheidtel  AO  aber  immer  die  senkfechten,  ihren  andern  Schenkeln       ^    " 
AY,  AY',  AY"  dagegen  immer  die  schiefen  Projectionszahlen  zuertheilt: 

d  =A  c  +  A'c'+.A"c",) 

d'=A;c+A;c'+Arc'',    (•••M 

d".=^A,c  +  A;c'+A;'c";) ^ '^ 

wendet  man  aber  dieselben  Gleichungen  (9,  a.  oder  9,  b,}  auf  daß  neue  Syst^  an,  und  versteht 
man  unter  0  successive  die  Winkel  O^X^  OAX',  OAX",  ihrem  einen  ScKenkel  A  0  stets  die 
senkrechten,  ihren  andern  Schenkeln  AX,  AX',  AX"  stets  die  schiefen  Projectionszahlen  zu- 
ertheilend,  so  kommt: 

c  =B  d  +  B'd'+B"d",) 

c:=B,d+B;d-iTBrd",[,... .:...,. cm.m 

c"=B.d+B;d'+B;'d",) 

und  es  zeigt  sich  zwischen  diesen  beiden  letzten  Gruppen  von  Gleichungen  wieder  dieselbe  enge. 
Verwandtschaft,  welche  wir  zwischen  den  beiden  vprig;^  wahrgenommen  haben.. 

{"ügt  man  s^u  den  Gleichungen  (47.  a.},  welche  aick  auf  das  ursprüngliche  System  bezie- 
hen, noch  dieselben  auf  das  neu  hiQzu  gekommene  System  bezogenen,  so  dass  man  hat: 

6  a  =«lc+Sl'c'4-«"c"    und    <£)  b  =S»  d  +  S'^i'+g^tf', 
^'a':;=:2l,c4-9i;c'-f  8i;'c"    und    3);  b' =  ».  d  +  »1  d'i- »r  d", 

«;^a"r=a,c+«;^'+ai;'e"  und  iD;'r=»»d.+  »;d'-h»i;dr'-, 

wobei  die  Orössen,  deren  Gmndiejchen  2)  oder  93  ist,  dasselbe  in  Bezug  auf  das  neu  hinzu- 
fekMUhtiie  vereinigte  Grund*-  uild  Poiarsysleln  vofslden,  was  die,  äderen  Grundzeichen  S  und 
Sl  ist,  in  Bezog  auf  da»  ursprttnglidie  vereinigte  dystemi  anzeigen,  nämlich  die'ProjectioncizakleUy 
irslohe  im  leuen  'Systeme'  dessen  Polaraxen  an  des^eA  Griindaxen  geben,  so  geben  diese  GM-^ 
chAngen,  Wenn  man  si^  successive  auf  die  RichtuHfen  AYy  AY%  AY^  «■•  ursprünglichen i und 
I.  6 
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auf  die  Richtungen  AX,  AX^,  AX"  oa  neli- hihctt^dtotamenen  vereinigten  Systeme  aufgefasst 
in  Anwendung  hringt,  die  folgenden: 

6  A  =?l  C +  «'€'  +  «"€"    and    3)  B  =»  D  H-»'D'+»"D" 

(E  A'  =81,  c  +  a: c + a:'  c  «nd  sx  f  =». d + »;  d'+ »."D" 
a;'A"=:8i,c+«;c'  +  a;'C"  und  j);'B"r=©»D+g3;D'+«;'D" 


iE  A,  ^a  c,+a'c;  +  a"c; 
6:A;^a.c.+si;c;+a;'C' 
a;'=«i,c.+«;cj+«;'ci' 


G  A,=8l  C,4-8l'(^  +  «"C;' 

e:A;=sr,c,+a;c;+cc 
(s;'  ^' = a,  c, + 8u  c; + a;-  c;' 


Und 
und 
und 

und 
und 
und 


2);  b;  =:».d,+»:d; +»;'d; 
2)rBr =»,D.  -f-  »;d: + »;'d: 


// 


// 


2)  b,=»d,+»'d;+»"d;' 

2):  b; =».».+ »;  d; + »r  d;* 
3);:  Bi' = 53.  p, + »;  d; + »;'  d 


a  • 


Multiplizirt  man  nun  einerseits  •  die  ersten  und  letzten  Seiten  der  Gleichungen  (59.  a.} 
der  Reihe  nach  zuerst  mit  ^,99',  9^",  sodann  mit  93,,  $;,  Sj'  und  zuletzt  mit  99,,.®;,  9;^ 
andererseits  die  ersten  und  dritten  Seiten  der  Gleichungen  (59.  b.)  zuerst  mit  91,  91',  31", 
hierauf  mit  Sl| ,  Sli ,  3(1"  und  zuletzt  mit  SI9 ,  31^,  %'i  und  addirt  jedesmal  die  drei  erhaltenen 
Resultate  zu  einander,  so  ^hält  man  Gleichungen,  welche  mit  Zuziehung  der  so  eben  angege- 
benen sogleich  übergehen  in: 

(b  =B  a  +  B,  a'H-B,a", 
(•i.M Jb'=B'aH-B;a'+B'aa", 

(b"=B"a  +  Bra'+B;'a",  '      , 

und 

(a  :;^A  b  +  A,  b'+A,b", 

Ci<i-liO    ■ • •••••    a'=A'b  +  A;b'+A;b", 

'a"  =  A"b  +  A;'b'+A;'b'' 

und  es  spiegelt  sich  abermals  in  den  beiden  Gruppen  (61.  a.  und  b.}  eine  vollständige  Gegen- 
seitigkeit ab,  indem  sich  die  eine  unmittelbar  aus  der  andern  ableiten  I&sst 

Bezeichnet  man  im  Sinne  der  spflter  in  Nr.  44.  allgemein  eingeführten  Bezeichnungsweise 
durch  (B) ,  (B*) ,  (F') ;  (B.) ,  (»[) ,  (BD ;  (B,) ,  (B;)  ,  (B;')  die  schiefen  Projectionszahlen, 
welche  die  zum  ursprünglichen  Grundsysteme,  dessen  Axcn  AX,  AX',  AX"  sind,  gehörigen 
Polaraxen  AX,  A£',  AS'^  lau  dem  neu  hinzugekommenen  Grundsysteme,  dessen  Axen  AY, 
AY',  AY"  sind,  geben,  und  multiplizirt  man  die  hintern  Gleichungen  (59.  a.}  ihrer  Ordnung 
nach  erstlich  mit  (B),  (B'),  (B"),  sodann  mit  (B,),  (BQ,  (BT)  und  zuletzt  mit  (B.),  (Bi), 
(B^'),  jedesmal  die  drei  Resultate  zu  einander  addirend,  so  findet  man: 
d(B)  +  d'(B0  +  d"(B'O  =  apD(B)  +  I)'(B')  +  D"(B'')]+a'[D.(B)  +  D;(B')  +  Dr(B^^^^ 

+  a-'  [D.  (B )  +  D;  (B-)  +  Dr  (B")] 
d  (BO  +  d'(B;)  +  d"  (B;')  =  a  [D  (B.)  +  D'  (BI)  +  D"  (B;')]  4  a'  [D.  (B.  )  +  D;  (BJ)  +  Dr  {b:  )] 

+  a"[D,(B,)  +  D;(B:)  +  D;'(B:')] 
d(B,)  +  d'(B;)+d"(B;')  =  a[D(B,)  +  B'(B;)+D"(Bn]  +*'  [D.  {B,)+D:  (ß;)  +  Dr(B;')] 

.  -fa"[D,(B.)  +  D;(B;)  +  D;'{B;')]- 
Es  SBid  aber  die  2u  a,  a',  a"  gehörigen  Factoren  ihrer  Ordnung  nach,  den  Gleidiingeii 
(9.  t.  und  b.}  zufolge,  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  die  Kosinuse  der  Winkel^  welche  düft 
Richtung  A£  mit  den  Richtungen  AX,  AX',  AX"  bildet^  in*  dar  zweiten  dieser  GleichungeB 
die  Kosinuse  der  Winkel^  welche  die  AiektuAg  AS'  mit  den  g4eichen  Richtungen  AX,  AX% 


\.t. 
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AX''  bildet,  in  der  dritten  dieser  Gleichungen  die  Kosinuse  der  Winkel,  welche  die  Riditaiq; 
AX"  mit  denselben  Axen  AX,  AX',  AX"  einschliesst,  und  lassen  sich  daher  in  jenen  auf 
einander  foig^enden  Gleichungen  in  Folge  der  Natur  der  Polaraxen  durch  €^o,o;o,Sl,o; 
0,0,  ^''ersetzen,  wodurch  jene  Gleichungen  werden 

6a=(B)d+(F)4l'+(B")d",  €:a'=(B.)d+(BI)<i'+(B;')<i".  «;'a"=(B.)4+gB;)d'+(K')d".   (M.  ».) 

Eben  so  erhält  man,  wenn  (^ ,  (yf) ,  (^") ;  (v/.) ,  {A[) ,  (^') ;  (^,) ,  {^,) ,  (^J')  die  schiefen 
Projectionszahlen  bezeichnen,  welche  die  zum  neu  hinzu  gekommenen  Grundsysteme,  dessen 
Axen  AY,  AY',  AY",sind,  gehörigen  Polaraxen  AJ),  Ag)',  A^"  an  dem  ursprünglichen 
Cimiidsysteine,  dessen  Axen  AX,  AX%  AX''  sivd,  liefen^  enUireder  durch  blqse  Vertausohung 
der  Systeme  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (62.  a.},  oder  durch  Multiplication  der  hintern 
Gleichungen  (59.  b.}  ihrer  Ordnung  nach  erstlioh  mit  (^,  (^'),  {-^'0,  sodaim  mil  (^,),  (^I)> 
(^')  pnd  :)uletzt  «lit  (^i) ,  (^2) ,  (u//)  und  jedei5ina1i^e  Addition  4ef  drei  isich  ergebenden  Re- 
sultate nbch  vollzogener  analoger  Bestimmung  der  in  den  entstandenen  Gleichungen  zu  b,  b% 
b"  gehörigen  Faotoiren:  I   '  /  i- 

3)b=(^)c+(.^')c'+{y>",  %V={^,)c+{J[)c'+{^:y\  D;'b"=(^,)c+(^Oc'+(-^nc",   (•»•  *•) 

womit  der  Cyclus  aller  Correlationen,  welche  zwischen  den  Projectionszahlen  der  Axen  eines 
Grundsystems  an  den  Axen  eines  andern  Grundsystems  statt  finden,  in  sich  abgeschlossen  ist. 

Man  kann  den  vorstehendßn  Gleichungen  eine  abgeänderte  Gestalt  geben,  wenn  man  sie  mit 
den  Gleichungen  (56.  a.  und  b.}  in  Verbindung  bringt.  Jene  Gleichungen  sind  nämlich,  wenn  man 
zu  ihnen  noch  die  fügt,  weldie  die  gleichen,  aber  aqf  das,  neue  System  übergetragenen  sind: 

(c)==6a,    (c')  =  e;a',    (c")  =  6;'a"    und    c=6(a),    c'=:e;'(a'),    c'-'^C  (O 
nebst.  .  ,  •  /       . 

(d)  =  Db,    (d')  =  2);b',    (d")  =  2);'b"    und    d=2)(b),    d'  =  D;(b'),    d"=iD;'(b'0 

worin  !&,  !Bj.,  S)»  die  Koskiuse  der  Winkel  vorstellen,  welche  die  zusammengehörigen .  Grunde 
und  Polaraxen  im  neuen  Systeme  mit  einander  machen  und  (b),  (b'),  (b")  und  (d),  (d'),  (d") 
die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  an  den.  Polaraxen  A^,  AS)%  A^"  des  neuen 
Systems  von  derselben  Richtung,  die  an  den  Grundaxen  AY,  AY',  AY"  des  neuen  Systems 
die  b,  b',  b"  und  d,  d',  d"  liefert. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich  nun  in  allen  ihnen  in  dieser  Nummer  vorangegan- 
genen an  die  Stelle  von  Schiefen  Pröjedtionszahlen,  welche  irgend  eine  Richtung  an  den  Ghuid- 
axen  giebt,  senkrechte  setzen,  die  von  derselben  Richtung  an  den  zu  den  Grundaxen  gehörigen 
Polaraxen-  geliefert  Werden,  und  umgekehrt  lassen  sich  senkrechte  an  den  Grundaxen  durch 
schiefe  an  den  Polaraxen  ersetzen,  wodurch  man  den  frühern  Gleichungen  allerhand  neue  For^ 
men  zu  geben  im  Stande  ist. 

35}  Behalten  wir  die  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer  sämmtlicfa  und  unveränderl  Jm!, 

m  denen  wh-  noch  «Igen  die  (x) ,  (x') ,  (x")  und  (u) ,  (u') ,  (u")  oder  (y) ,  (y') ,  (y")  und  (v) , 

(V) ,  (v") ,  welche  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  desjenigen  Punctes  an  den  Polär-^ 

axen  A3E,  AS',  A3E"  oder  A©,  Ag)',  A?)"  vorzustellen  haben,  der  an  den  Grundaxen  die 

l^eieh  bezeichneten,  aber  nicht  in  Klammern  eingeschlossenen  Coordinaten  liefert,  so  ist  den 

Gleichungen  (5)  zur  Folge  nicht  nur:  'ii     » 

X         /      x'        /,        x"  ,  u         ,       u'         „       tt" 

a=:— ,    a  =  -  ,     a  =—     und    c  =  — ,    c  =  — ,    c  =  — 
r  r  '  r  r'  r  '  ■  r 

6* 


L9ß,y 


tt 
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w  wie 

b  =  ^,    V=t^    r=?^'     und    d=-,    d'zn-,     d"=  - 
r  r  :    r  x  t  r 

sondern  auch: 

60  wie 

(b)=^l\    (b'j  =  ^\    (b")  =  ^^    und    (d)=^,     (d')=^\     (d")=^. 

Durch  die  hier  fttr  die  Projectisnszahlen  gelieferten  Werthe  verwandebi  sich  nun  die  Gleiehun» 
gen  (i9.  tu)  in: 

v=Cx+Cx'+C"x",     v'=c,K+c;x'+c;'x",    v"=cx+c;x'+c;'x" 

IM.«.)                  =Dx+D,x'+D,x",  =:iyx  +  DJx'+D;x",         =D"x  +  D;'x'-f  »"x", 

die  (59.  b.)  in: 

.^  ^  .                u= D  y  +  D'  /+  D'Y',  u' = D.  y  +  D;  y'+  Di'  y",      u"=  D,  y + D;  y'H-  DJ'  y" 

^•**^                  =Cy-|-C.y'+Cy",  rnC'y  +  C'y'+C;  y",         =  C"  y  +  Ci'y' +  G' y"; 

ferner  gehen  die  Gleichungen  (^60.  a.}  über  in : 

CM.  •.)                v  =  Au  +  AV+AV,  v'=:A.u  +  A;u'+ Aru",     v"  =  A,u  +  A;u'+A;'u", 

die  (60.  b.)  in: 

(M.  *•)                u = B V  +  B V+  B V,  u' = B. V  +  B; v'+  B^ v",      u''  =  B. v  +  B; v'+  BJ' v'; 

die  (61.  a.}  ftndern  sich  um  in: 

imm.  mO               y=Bx  +  B,x'+B,x",  y'=B'x  +  B;x'+B;x",      y"=B"x  +  Brx'+B;'x", 

die  (61.  b.)  in : 

CM.  M                x = A  y  +  A.  y'+  A,  /' ,  x' = A'y  +  A;  y'+  A;  y",      x"  =  A"y  +  AI Y+  A;'  y"; 

die  (62.  a.}  in:  . 

CM.  •.)  €x=(B)v+(B')v+(B'Ov",  <Ex'=(B.)v+(B;)v'+(B;')v^  6;'x"=(B,)v4.(B;)v'+(B;X, 
die  (62.  b.)  in : 

CM.*.)  35y=(^)u+(^)u'+(^")u",  2);y'=(^0u+(^:)u'+(^>",  ^W={-^^)^+{-^>'+{^^K; 
endlich  nehmen  immer  durch  die  gleiche  Substitution  die  Gleichungen  (63)  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

^(u)=6x,    (u')  =  €;x',    (u")  =  6;'x"    und    u  =  g(x),    u'  =  S;(xO,    u"  =  e;'(x") 

C«9)    •-<     ^^^^ 

/{v)  =  2)y,    (v')z=:a);y',    (v")  =  2);'y"    und    v  =  S)(y),    v'  =  2);(y'),    v"  =;:  3);' (y") , 

mittelst  welcher  man  den  vorigen  noch  mannigfaltig  andere  Formen  g^en  kann.  Es  verdient 
hier  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  wie  sämmtliche,  in  dieser  und  der  vorigen 
Nommer  aufgestellte  Gleichungen  bei  allem  Wechsel  doch  immer  gleich  einfach  bleiben. 

36}  Bevor  wir  zu  Formen  anderer  Art  übergehen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  aus  den 
frühem  Gleichungen  unendlich  viele  andere  ableiten  lassen,  und  auch  solche,  in  denen  schon 
die  in  Nr.  39.  sich  ergebenden  neuen  Formen  zum  Vorschein  kommen,  und  deren  Verhalten  zu 
andern  verwandten  angezeigt  wird.  Bezeichnen  a,  a',  a"  und  c,  c\  c"  die  schiefen  und  senk* 
rechten  Projectionszahlen  einer  Richtung  und  ai ,  a[ ,  ai'  und  c, ,  c| ,  cl'  die  einer  andern  Rich- 
tung in  dem  beliebigen  Coordinatensysteme,  dessen  Axen  AX,  AX\  AX"  sind,  so  hat  man 
nach  Anleitung  der  Gleichungen  (12}: 
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c  =a  +a'cößW  +  a"cosW',  c'  =  a  co*W  +  a'  +  a"cosW",  c'  =  a  coflW'+a'cosW"+a",) 

und  [   (••) 

c.  =  a.  +  «;  cos  W  +  «;'  cori  W,  ei  s=  a,  CO«  W  +  a;  +  «."cos  W",  c7  =  a,  cos  W'+  a;  cos  W"+  a;' J 

Multiplicirt  man  *di6  ersten  der  auf  erster  und  zweitet  Zeile  stehenden  Glelcbangen  (69}  mit 
Ci  und  c',  die  zweiten  mit  c,  und  c,  jedesmal  die  beiden  Resultate  von  einander  abziehend,  so 
erfadlt  man^:  ' 

c  c;  —  c,  c'  =  a  c;  —  a,  c'+  (a'c;  —  a;  c')  cos  W  +  (a^ci  —  al'  c')  cos  W ,  \ 
und  f («•«  Ä^) 

c  cj  —  c,  c'  =:  (a,  c  —  a  c,)  cos  W  +  aj  c  —  a'c,  +  (al'  c  —  a"c,)  cos  W"; ) 

multiplicirt  man  ferner  die  ersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (69} 
mit  c"  und  c",  die  dritten  mit  c,  und  c ,  so  geht  aus  der  Subtraclion  der  jedesmaligen  zwei 
Resultate  hervor: 

•  .  c"c,  —  c  er  =1:  a.  c"  —  a  c;'  +  (ai  c"—  a'c;'}  cos  W  +  (a','  c"— a"c;'}  cos  W ,) 

und  ! (90.  b.) 

c"c,  —  c  er  =  (a  e,  —  a,  c}  cos  W  +  (a'  c,  —  a;  c}  cos  W"  +  a'^  c.  —  a;'  c ;) 

multiplicirt  man  letztlich  die  zweiten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen 
(69}  mit  er  und  e",  die  dritten  mit  c|  und  c',  so  kommt  durch  Subtraction  der  jedesmaligen 
zwei  Resultate: 

c'cC  —  c;  c"=  (a  er  -^  a.  c"}  cos  W  +  a'cj'  —  ai  c"+  (a"c;'  —  ai'  c"}  cos  W"0 
und  [ (<io.  c.) 

c'cr  — c;c"=(a,c'  — «  c;}  oosW'  +  (a;c'  — a'c;}cosW"  +  a:'c'  — a"c; J 

In  den  letzten  drei  Paaren  von  Gleichungen  können  anstatt  der  in  ihnen  vorkommenden  Diife* 
renzen  überall  auch  Summen  geschrieben  werden,  weil  die  mit  einerlei  Voraeichen  nach  Weg- 
schafFung  der  Klammem  in  ihnen  vorhandenen  Theile  für  sich  auf  beiden  Seiten  einander 
gleich  sind. 

Man  kann  noch  auf  einem  andern  Wege  aus  denselben  Gleichungen  neue  id»ieiten.  Hulti* 
plicirt  man  nämlich  die  ersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden.  Gleichungen  (69} 
einmal  mit  a,  und  a ,  ein  andermal  mit  a^  und  a',  ein  drittesmal  mit  a^  und  a",  und  zieht  jedes- 
mal die  beiden  Resultate  von  einander  ab,  so  findet  man: 

a  c,  —  a,  c  =  (a  al  —  a'  a,}  cos  W  — ^  (a"a,  —  a  aj'}  cos  W, ) 

a  c,  —  a; c=:  —  (a a;  —  a, a'}  +  (a' aJ'  —  a'' aJ} cos W,     [ (ff.  a.) 

a"c,  —  a;'c = a"a.  —  a  a^  —  (a'ai'  —  a"aO  cos  W ;  ) 

multiplicirt  man  femer  die  zweiten  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (69} 
successive  mit  denselben  Grössen  wie  so  eben  die  ersten,  so  giebt  die  Subtraction  der  jedes- 
maligen zwei  Resultate  von  einander: 

a  cj  —  a,  c':=  a  a[  —  a'ai  —  (a"a,  —  a['  a}  cos  W",  ) 

a'c;  — a;c'=  — (aal  — a'aOcos W  +  (a'a;'  — a"aOcos W",[ (ft,  fc,) 

a"c;  — a;'c'=(a"a.  — aa;'}cosW  — (a'a;'  — a"aO;  ) 

endlich  liefert  dieselbe  Behandlung  der  dritten  Gleichungen: 

a  c;'  —  a,  c" = (a  a;  —  a'a, }  cos  W"—  (a"a,  —  a  a;'} ,  ^ 

a'c;'-a;c"  =  -(aa;-a'aOcosW'+(a'a;'-a"a;},  («•••) 

a"c;'  —  a;'c"=  (a"a.  —  a  a;'}  cos  W  —  (a'a;'  —  a"a;}  cos  W". ) 
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Setzt  man  mm  zuvörderst  dieWerthe  von  a<^'— a,c',  a'cj  —  a^c',  a"c|  —  aTc'  aas  (71.0.} 
in  die  erste  der  Gleichungen  (70,  a.)  oder  die  a,  c  —  a  c, ,  al  c  —  a'  c, ,  a"  c  —  a"  c,  aus  (71.  •.) 
in  die  zweite  der  Grieichungrcn  (70.  a.},  so 'findet  man  in  jedem  FaIle>!suB8cfast: 

cci  — cTcraCaa;  — a'a,)»n'.W  +  (a"a,^a  a;')(;oosW««sW'-,-,cosW"3      .  „ 

+  (a'  ai'  —  a"aO  (cois  W  cos  W'-^cps  iv' ) . 
Ebenso  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (70.  b.},  wenn  man  sie  mittelst  der  (71,  .0,3  «Mt^r 
(71.  a.)  umändert:  ,. 

c"c,  —  c  er  =  (a  a;  —  a'a.)  (cos  W  cos  W—  cos  W")  +  (a"a,  —  a  ai')  sin*  W 

+  (a'al' —  a"a;)  (cos  W'cos  W"— cos  W3 
und  aus  den  Gleichungen  (70.  c),  wenn  man  sie  mit  Hilfe  derer  (71.  c.}  oder  (71.  b.)  um- 
ändert: 
c'ci'  —  c"c;  =  (a  a;  —  a'a.)  (cos  W  cos  W"—  cos  W)  +  (a"a,  —  a  »[')  (cos  Wcos  W"— cos  W) 

+  (a'  al'—  a':a; )  sin*  W"; 
diese  letzten  drei  Gleichungen  gehen  aber  mit  Zuziehung  derer  (38}  erstlich  ttber  in: 

c  c;  —  c'  c,  =  siu  W  [ (a  aj  —  a'aj  sin  W .+  (a"a,  —  a  aj')  sin  Wcos  SB" 

+  (a'  a;'—  a"aO  sin  Wcos  SB'] , 

in.  «0    . . . , {  c"c,  —  c  c;'=,sin  W  [(a  al  —  a'a,)  sin  W  cos  SB"  -j-  («"a,  —  a  a;')  sin  W 

+  (a'ar  —  a"a;)  sin  Wcos  SB] , 

c'  c','—  c"c;  =  sin  W  [(a  a;  —  a'a.)  sin  W  cos  SB'  +  (a"a ,  —  a  al')  sinW'cosSß 

+  (a'a:'  — a"aOsinW"], 
sodann  kann  man  ihnen  noch  mit  Zuziehung  derer  {4äi  a.}  und  (41}  die  nachfolgende  Gestalt 
geben: 

(  (c  c;  -  c'  c. )  6;'=  V  Ka«:  -  a'a,}  m  +  (a"a.  -  a  ai'}  21;  +  (a'a."  -  a"a:}  «J  ,     . 
(W.  b.)    . . . .  {  (c"c,  -^  c  ci'}  6; = h*  [(«  alitr-  a'a,}  K  +  (a"a.  —  a  al'}  311  +  (a'a."  —  a"j^}  81.  ]  , 

{  (c'  ci'^  c"c; }  e  =  h'  [(a  a!  —  a'a,}  21"  +  (a"a,  —  a  al'}  W  +  (a'a;'  —  a"a;}  21  ] . 
37}  Wendet  man  die  Gleidiungen  (47.  a.}  auf  die  beidea  Richtungen  4er  vorigen  Nummer 
an,  so  geben  sie : 

/€a=2lc+2l'c'  +  Sl"c",    S;a'=8J.c +2i;c'  +  2K'c"»    ^'a"  =  2l,c +8i;c'  +  C©" 
(*»)    )     und 

( 6  a,  =  21  c,  +  2l'c:  +  2l"c;' ,    (§.',  a',=:%c,  +  %c',  +  W,'  c[' ,    S;'  a','  =  21,  c,  +  2i;  cj  +  2i;'  c',' . 
Durch  Multiplication  der  ersten  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (73}  mit 
a[  und  a'  oder  der  zweiten  mit  a.  und  a  und  jedesmalige  Subtraction  der  zwei  so  sich  erge- 
benden Resultate  findet  man :  . 

( 6  (a  ai  —  a'a,}  =  21  (c  a'.  —  a'c,}  +  21'  (c'aj  —  a'  cQ  +  21"  (c"a;  —  a'  c."} 

(M.  •.)    <     oder 

((5;(aa;  — a'aO=2r,Cac.  — a,c)  +  2i;Cac;-~a,c')  +  ar(acr  — a.c"); 
ferner  crgicbt  sich  aus  denselben  Gleichungen  dttrch  Multiplication  mit  al'  und  a",  oder  der 
dritten  mit  a»  und  a  und  darauf  folgende  Subtraction  der  jedesmaligen  zwei  Resultate 
/  6  (;a"a,  —  a  a^  =  Sl  (n'c,  —  a!'  c)  +  21'  (a^c;  —  aj'  c')  +  21"  Ca' V  —  ai'  c") 

(14.  b.)    l      oder 

/  e;'(a"a,~aa;')  =  2r,(;a,c— a  c,) +  21;  (a,  c' —  a  cj)  +  «;' (a,  c"  —  a  cO  ; 
■'  '  zuletzt  erhält  maa  durch  Multiplication  der  zweiten  mit  al'  und  a"  oder  der  dritten  mit  a'  und  a' 

und  darauf  folgende  Subtraction  der  zwei  sich  ergebenden  Resultate : 
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oder  [ 

6;'(a'a;'-a"a;)==«w(a'c,-a;c)  +  a;(a'c;-^a;0  +  a;'(Ä'cr- 

wo  in  den  drei  letzten  Pasireh  auch  überall  Summen  stehen  können  anstatt  der  Differenzen  aus 
dem  bei:  |]en  analogen  Gleichungen  (70}  angeführten  Grunde. 

Man  kann  aus  den  Gleichungen  (73)  noch  auf  eine  zweite  Art  andere  ableiten.  Multipli- 
cirt  man  nämlich  ihre  ersten  Gleichungen  einmal  mit  Cj  und  c,  ein  andermal  mit  c^  und  c',  ein 
drittesmal  mit  c\'  uiid  c"  und  zieht  jedesmal  die  beiden  Resultate  von  einander  ab,  so  kommt : 

g(ac,  —  a.c)  =  2l'(c'c.  — c;c  3  +  81" (c"c.  — crc),^ 


(M«  e.) 


(W«  a.) 


-c;c)+8i;'(c"c. -ci'c),) 

-c,c'}  +  a;'(c"c;-c-c'), 
—  c.c")  +  ?i;(c'cr— c;  c")J 


(M*  c.) 


c  a, 


a  c"  —  a,  c" 


ac, 
ihre 


6Cac:  — a,c')  =  2t  (ccl  — c'c,)  +  2l"Cc"c,' — cl'c'),, 
(S  (a  c." — a.  c")  =  St  (c  cJ'  —  c,  c")  +  21'  C«'  cl'  —  c"  d) ; ) 
ferner  Uefert-  dieselbe  Behausung  der  zweiten  jener  Gleichungen : 

e;  ca'c,  —  a;  c ) = a:  (c'c.  -^  c;  c ) + sir  cc"c,  -  er  c )  ) 

(S;(a'c;-a;c'}  =  2l.Ccc:-^c.c')  +  Sr:'Cc"c:-c;'c')      («».*.) 

6:  (a'c;'  —  a.'  c")  =  Sl,  (c  c['  —  c.  c")  +  8i;  (c'  c,"  —  c.'  c") ; ) 

endlich  liefert  die  gleiche  Behandlung  der  dritten  Gleichungen: 

6;'(a"c,  —  a;'c)  =  Si;(c'c 

.    (5;'(a"c;— a:'c')  =  Sl,(cc 

(5;'Ca"c;'  — a;'c")  =  Sl,(cc 

Setzt  man  nna  in  die  erste  der  Gleichungen  (74.  a.}  für  cai  —  a'c,  c'a,'  —  a'c|, 
ihre  Werthe  fuis  den  Gleichungen  (75.  b.},  oder  für  a  c,  —  a,  c ,  a  c[  —  a,  c 
Werthe  aus  den  Gleichungen  (75.  a.J,  so  eritält  man  in  beiden  Fällen: 

«:  6  (a  •;  —  a'a.) = (Sl  Sl,'  —  Sl'  Sl,)  (e  c[  —  c'c)  +  (81"  81.  —  Sl  8i;')  (c"c.  —  c  cj') 

+  (Sl' Sli' —  8l"Sl',)  (c'ci' —  c"c:) 

Eben  s«  findet  man,  wenn  man  in  die  erste  der  Gleichungen  (74  b.)  i^r  a"c,  —  aj'c ,  a"c[  —  a|'c', 
a"c" — «J'c"  ihre  Werthe  aus  denen  (75.  c),  oder  in  die  zweite  Gleichung  (74.  b.)  fiir  a,c — ac,, 
a,«' — ad,  8,c" — ac"  ihre  Werthe  aus  (T'5.  a.)  «etat: 

6r  (S  («"a,  —  a  al')  —  (81'  Sl,  —  Sl  Si;)  (c  c,'  —  c'c.)  +  (81  SU'  —  Sl"  Sl,)  (c"c,  —  c  c|') 

+ (8i"8i; — r  si;')  (c'cc — c"c;) 

und  setzt  man  in  die  erste  der  Gleichungen  (74.  c.)  für  öfc  —  a^c/,  aJV — a^'c,',  a^V-^a^c^ 
ihre  Werthe  aus  denen  (75.  c),  oder  in  die  zweite  Gleichung  (74.  b.)  fiir  a'c, — ajc,  a'cj — ajc', 
a'al' — cjc"  ihre  Werthe  aus  denen  (75.  b.),  so  kommt: 

6;  ^  (a'ar  —  a"aO  =  (21,  ?i;  —  %\  2(0  (c  d  —  c'c,)  +  (2ir  21^  --  «.  2I'0  (c^c.  —  oc;') 

+ (2i:  21;' -  9ir  210  (c'cr  -  c"co , 

die  drei  letzten  Gleichungen  aber  gehen,  wenn  man  an  die  Stelle  der  in  ihnen  vorkommenden, 
aus  den  schiefen  Projectionszahlen  der  Polaraxen  an  den  Grundaxen  gebildeten.  Ausdrücke  ihre 
Werthe  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (45.  c.)  einsetzt  und  auf  die  Gleichung  (41}  und  (42} 
Rücksichl  nimttit,  über  in: 

» 

(a  ai  —  c 

(a'  •;'  —  a"a; )  h» = (c  cl  —  c'c.)  cos  W'  +  (c"c.  —  c  c,")  cos  W  +  (c'cl'  —  c"c:) , ) 


i'  a, )  h'  =  (c  c'  —  c'c)  +  (c"c  —  c  cl')  cos  W"+  (c'c"  —  c"c')  cos  W',  \ 
I  ai')  h* = (c  o;  —  c'c)  cos  W"+  (c"c  —  c  d')  +  (c'd'  —  c"c;)  cos  W ,  [ 


(«•) 


tf 


tf 
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38)  Aus  den  Gleichungen  der  beiden  vorigen  Nummern  teisen  sich,  sowoW  durch  Ver- 
knüpfung derselben  unter  einander,  als  dadurch,  dass  man  für  die  Projectionszahlen  einer  oder 
mehrerer  Richtungen  nach  Anleitung  der  Nr.  44.  Coordinaten  in  ^t  einrührt,  unzählig  viele  neue 
ableiten,  bei  denen  wir  aber  nicht  verweilen  werden,  indem  wir  bei  deren  Aufstellung  eigent- 
lich keine  andeie  Absicht  hatten,  als  auf  den  ausserordentlichen  Reidithum  an  Formeln  aufmerk- 
sam zu  machen,  der  im  schiefwinkligen  Coordinatensystemc  liegt.  Dagegen  wollen  wir  aus  ihnen 
eine  Relation  herholen,  die  sich  auf  drei  von  einander  verschiedene  Richtungen  bezieht,  und 
von  besonderem  Interesse  ist.  Zu  diesem  Ende  seien  a» ,  a» ,  aj'  und  c, ,  c, ,  c"  die  schiefen 
und  senkrechten  Projectionszahlen. irgend  einer  dritten,  von  den  vorigen  beiden  verschiedenen 
Richtung,  so  gelten  für  sie  die  Gleichuugen: 

r  c,  =  a,  +  a;  cos  W  +  »;'  cos  W,  c;  =  a.  cos  W  +  a;  +  a;'  cos  W",  c;' = a,  cos  W'+  a;  cos W"+a; 
(«)    )     und 

/6a,=:2ic,+2i'c;  +  2i"c;',      6;a;=si.c,+2i;c;+r c? ,    sra;'=sr,c,+2i;c;+si;'c; 

wie  für  die  vorigen  beiden  Richtungen  die  Gleichungen  (69)  und  C''^).  Multiplicirt  man  nun 
die  Gleichungen  (76)  ihrer  Ordnung  nach  mit  ai',  ai,  a,  und  addirt  die  drei  Productenglei- 
chungen  zu  einander,  so  erhält  man  mit  Rücksichtsnahme  auf  die  Gleichungen  (77): 

h^  (a  a;  ai'  —  a  al'  a;  —  a'a,  aj'  +  a'ai'  a,  +  a"a.  a',  —  a"a;  a,)  = 

C  C'  ci'  —  C  Cl'  Cj  —  C'C,  Ci*^  +  C'cl'  Ca  +  c"c,  öi  —  c"cl  Ca  ; 

dieselbe  Gleichung  lässt  sich  aber  auch  aus  den  Gleichungen  (72.  b.)  oder  (72.  a.)  herholen. 
Die  zwei  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (78.  a.)  erscheinenden,  aus  den  schiefen  und  senk- 
rechten Projectionszahlen  der  drei  Richtungen  gebildeten  Ausdrücke  sind  von  völlig  gleichem 
Baue  und  unterscheiden  sich  von  einander  nur  dadurch,  dass  in  dem  einen  der  Buchstabe  a 
mit  denselben  Abzeichen  versehen  auftritt,  wo  in  dem  •  andern  der  Buchstabe  c  vorkommt. 
In  jedem  Gliede  dieser  Ausdrücke  kommt  derselbe  Buchstabe  dreimal  als  Factor  vor,  von  de- 
nen der  erste  keinen  Index  hat,  der  zweite  den  Index  1 ,  der  dritte  den  2  an  sich  trägt,  und 
die  einzelnen  Glieder  untwscheiden  sich  blos  dadurch,  von  einander,  dass  die  .Verbinduag  der 
Zahlen,  welche  die  Anzahl  der  jedem  ihrer  drei  F.actorcn  beigegebenen  Accente  aussprechen,; 
in  jedem  Gliede  zwar  immer  aus  den  Elementen  0,  1 ,  2  besteht,  in  den  auf  einander  folgen- 
den Gliedern  aber  die  wohlgeordneten  Complexionen  der  von  0,1,2  ausgehenden,  a^s  diesen 
drei  Elementen  gebildeten  Permutationsklasse  hergeben,  während  die  Vorzeichen,  welche  bei 
dem  ersten  und  zweiten  Gliede  +  und  —  sind,  in  je  zwei  folgenden  Gliedern  immer  die  um- 
gekehrten der  beiden  vorangegangenen  sind.  Bezeichnen  wir  jene  nach  dem  hier  angegebenen 
Gesetze  aus  den  Projectionszahlen  dreier  Richtungen  von  derselben  Art  gebildeten  Ausdrücke 

durch  [a] ,  wenn  er  die  schiefen  Projectionszahlen  in  sich  aufnimmt,  und  durch  [c],  wenn  er 
die  senkrechten  Projectionszahlen  in  sich  aufnimmt,  so  kann  man  die  Gleichung  (78.  a.)  ein- 
fach so  schreiben: 

Cw/b.)  h'[a]  =  [cj. 

» 

39)  Sind  AX,  AX",  AX"  die  Gnindaxen  eines  ursprünglich  vorhandenen  Coordinaten- 

systems,  und  AT,  AY',  AY"  die  von  einem  zu  dem  vorigen  neu  hinzngekommenen,  und  be- 
halten wir  in  Bezug  auf  diese  beiden  Systeme  hier  wieder  alle  die  Bezeichnungen  bei,  welche 
in  Nr.  23.  und  Nr.  24.  eingeführt  worden  sind,  so  finden  zwischen  den  schiefen  Projections- 
zahlen, welche  die  Axenrichtungx^n  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des  alten  geben,  und  die 
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dort  den  Bucbstil>en  A  zum  Grundzeichen  erhalten  heben,  und  zwischen  denen,  welche  die 
Axenrichtungen  des  alten  Systems  an  den  Axen  des  neuen  geben,  und  die  dort  den  Buchstaben 
B  zum  Grundzeichen  erhalten  haben,  Relationen  siptt,  welche  wir  jetzt  aufstellen  werden. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  Pünd  0  im  Räume  und  bezeichnen  wir  die  jschiefen  und 
senkrechten  Projectionszahlen  derjenigen  Richtung  AO,  welche  von  der,  beiden  Systemen  ge- 
meinschaftlichen Coordinatenspitze  A  nach  dem  Puncte  0  hinzielt,  durch  a,  a',  a''  und  c,  c', 
c'\  wenn  es  die  an  den  Axen  AX,  AX',  AX^'  gebildeten  sind;  und  durch  b,  b',  b"  und  d, 
d',  d",  wenn  es  die  an  den  Axen  AY,  AY',  AY"  gebildeten  sind,  so  liefert  diese  Richtung, 
eimnal  auf  das  erstere  und  ein  andermal  auf  das  letztere  System  bezogen,  nach  Anleitung  der 
Gleichungen  (6i.  a.}  und  (6i.  b.}  die  folgenden  Relationen:  : 

b  =B  a  +  B,a'+B,a")  (a  =A  b  +  A.  V+A,V\) 

b'=B'a  +  B;a'+B;a"[    und    ja' =A' b  +  A;  b'+ Ai  b",( (W) 

b"=B"a  +  B;V+B;rA")  fa"=A"b  +  Arb'+A;'b"J 

Lässt  man  nun  den  Punct  0  bei  diesen  auf  der  linken  Seite  stehenden  Gieiebtingen  successiv« 
in  die  Axen  A Y ,  AT',  AY"  faUen,  wobei  b  ,•  b',  b"  succegsive  die  Werthe  1 ,  0,  0;  0,  1 ,  0; 
0,  0,  1  und  a,  a',  a"  in  den  drei  auf  einander  folgenden  Fällen  die  Werthe  A,  A',  A";  Ai«  ,  •< 
A[ ,  Ar ;  As .  At  9  At'  annehmen ;  und  lässt  man  eben  so  den  Puncl  0  bei  diesen  auf  der  rech- 
ten  Seite  stehenden  Gleichungen  successive  in  die  Axen  AX,  AX',  AX"  fallen,  wobei  a,  a', 
9i"  successive  die  Werthe  1,  0,  Ö;  0,  1,0;  0,  0,  1  und  b,  b',  b''  in  den  drei  auf  einander 
folgenden  Fällen  die  Werthe  B,  B',  B';  B,,  B;,  B,";  B,,  B;,  B;'  annehmen,  so  gehen  dadurch 
lUe  GMdningen  (79)  in  folgende  drei  Gruppen  von  analogen  besonderli  Gleichungen  über: 

1=:B  A+B,A'+B,A"\  /1=:AB  +  A.B'+A,  B", 

o=b'a+b;a'+b;a"  J         1  o=a'b+a;b'+a;b", 
o=b"a+b;'a:  +B;'A"i         \o=a"b+a;'B'+ a^B"; 


0=B  A,+B,  A;  +B.  A;'[  ]Or=A  Bi+ A,B;+ A,  B7, 

i=b'a,+b;a;+b;a;')   und   /i=A'B.+A;B;+AiB;', >•,... -..  (m) 

o=b"a.+b;'a;  +B;'Är  [  |o=a"b,+ ArB;+ a;'b;'; 

o=B  a,+b.a;  +b,a;'1  /  o=rA  b,+a,b;+a,  b;', 

o=b'a,+b;a;+b;a;'  ]         I  or=A'B,+A;B;+A;  b;', 
1 = B"A,+ b;'a; + b;'a;'  j         [i=  a"b,+ ai'bh-  a;'  b;-  ; 

von  denen  aber '  die  auf  der  linken  und  rechten  Seite  stehenden  sich  hnmer  auf  eine  andere 
Richtung  AO  beziehen.  Sowohl  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Reihe  von  Gleichungen,  als 
die  auf  der  rechten  Seite  stehende  deckt  die  Relationen  auf,  welche  zwischen  den  Projections- 
zahlen, deren  Grundzeichen  der  Buchstabe  A  ist,  und  denen,  deren  Grundzeichen  der  Buchstabe 
B  ist,  statt  finden,  und  die  eine  Reihe  geht  aus  der  andern  hervor  durch  wechselseitige  Vertau- 
schung dieser  beiden  Buchstaben  mit  einander. 

Durch  Auflösung  sowohl  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  Reihe  von  Gleichungen,  in 
denen  man  die  Grössen  B,  B',  B"^  B, ,  Bi,  Bj',  B,,  B', ,  B"  als  Unbekannte  ansieht,  wie  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  Reihe  von  Gleiehungen,  in  welchen  man  die  Grössen  A,  A', 
A'^  At,  AI,  A|',  As,  A^,  A"  wie  Unbekannte  ansieht,  findet  man: 
L  7 


AMlyttoohe  Cta#metrie. 


Atock«  h 


(M.  •.) 


(M.  Ii.) 


(M) 


B  [A]  = 

A|  Aa  —  Ai  Aj     \ 

/  A  LBJ= 

BiB,  — JD,  JIj, 

B'[A]  = 

-(A'a;'-a"a;)  1 

l  A'[B]=. 

-CB'b;'-b"b;3, 

B"[A]- 

a'a;'— a"a;  | 

|A"IB]=: 

B'BI'     W'K; 

•  «•«••••• 


Ib,  [a]=-(a.a;'-a;'AO 
b;[a]=      aa;'— a"a, 

|b;'[a]=-caa;'-a"ao 


und 


a.[B]=-(b.b;'_b:'BO, 

A;[B]i=       BB?— B'B,, 

|a:'[b]=-(bb;'-b''bo; 


Ba  [A]  =  A|  Aj  —  A|  Aa 

b;[a]=— (aa;  —  a;a,) 
b;'[a]=     aa;— a'a, 

wenn  zur  Abkttrzimg 

A  A|  Aa  "~~  A  A|  Aa  ■~^"  A  A|  Aa  |*  A  Af  Aa  "^  A  A|  Aa  —  A  A|  Aa  — «>  1  J 


\ 


Aa  [B]  =         B,  Bi  —  BJ  Ba  , 

a;[B]=-cbb;-B'bo, 

A;'[B]=        BBI  — FB.; 


•  •  •  •  t  •  • 


und 


B  B;  BT  — B  BrB;  — F  B,  Br+ B' Br  B,  + B"B,  B;  — B"B:  B,=:  [B] 
gesetzt  wird,  wo  [A]  und  [B]  aus  den  Buchstaben  A  und  B  nach  demselben  Gesetze  gebil- 

det  sind ,  wie  [a]  in  voriger  Nammer  aus  dem  Buchstaben  a ,  weswegen  die  auf  der  rechtet 
und  linken  Seite  stehenden  Gleichungen  (81.  a.}  noch  immer  durch  wechselseitige  Yertaaschuiig 
der  Buchstaben  A  und  B  aus  einander  abgeleitet  werden  können. 

40}  Eliminirt  man  aus  den  ersten  beiden  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  Gleichungen 
(80}  die  Grösse  A",  so  kommt: 

B;=A(BB;-B'Ba)  +  A'CB.B;-B;Ba), 
oder  wenn  man  für  BB« — B'B,  und  B,B^  —  BIBa  ihre  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen 
(81.  a.}  gegebenen  Werthe  setzt: 

B;  =  (A'Aa  — AA;)[B], 
welche,  verglichen  mit  der  vorletzten  auf  der  linken  Seite  stehenden  Gleichung  (81.  a.},  liefert: 

[A][B]  =  1. 
Stellen,  der  in  Nr.  23.  und  Nr.  24.  eingeführten  Bezeichnungsweise  gemäss,  C,  C,  C"; 
C, ,  CJ,  CJ';  Ca,  Ci,  Ci'  die  senkrechten  Projectionszahlen  vor,  welche  die  Axenrichtungen 
A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  des  ursprünglichen  Systems  bilden,  und  stellen 
eben  so  D,  D',  D";  D,,  DI,  D,";  D»,  Di,  Di'  die  senkrechten  Projectionszahlen  vor,  welche 
die  Axenrichtungen  A  X ,  A  X',  A  X"  an  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  des  neu  eingpfübrten  Sy- 
stems liefern:  bezeichnen  wir  noch  ausserdem  durch 

[C]  und  {D] 
die  Ausdrücke,  welche  aus  den  Buchstaben  C  und  D  nach  demselben  Gesetze  gebildet  werden, 
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wie  der  in  Nr.  38.  durch  [c]  bezeichnete  Ausdruck  aus  dem  Buchstaben  c  hervorgegangen  U5t| 
und  durch  k  den  von  den  Axenwinkebi  W, ,  W| ,  wr  des  neu  eingeführten  Systems  gerade  so  ab- 
hängigen Ausdruck,  wie  der  h  von  den  Axenwinkebi  W,  W\  W"  des  ursprüngMchen  Syütemi, 
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&m  GfcfclwBiyen  (40}  oder  (43)  oder  (44)  gemäss,  abhftngigr  isl,  so  ist  in  Folge  der  für  je 
drei  Rkhtungen  m  ^em  beliebigen  CoordinaH^^ysteme  gültigen  Gleichung  (78.  b.)  in  Beeng 
der  drei  Riclitangen  AY,  AY',  AY''  an  dem  ursprünglichen  Coordinatensystem : 

h'[A]  =  [C],  CM-M 

bezüglich  der  drei  Riciitwigen  AX,  AX',  AX''  an  dem  neu  eingeitthrten  Coordinatensystem:  . 

k'ii]=[D]. 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichung 

dd:d;'— ddi'd;— d'd,d;'+d'd;'d,+d"D,d;— d"d;d,=[d],  c»»«m 

welche  die  Definition  des  Ausdrucks  [D]  ist,  an  die  Stelle  der  in  ihr  vorkommenden  senkrechten 
Projectionszahlen  ihre  durch  die  Gleichungen  (31}  gegebenen  Werthe  ein,  so  verwandelt  sie 
sich  in:  , 

cqcr— ccTc;— c'c,c;'  +  c'c;'c,+c''c,c;— c''c;c,=[i)], 

und  da  nach  der  Definition  des  Ausdrucks  [C] 

cc;c;'— ccrc;— c'c»c;'-f  c'c;'c,+c"c,c;— c"c;c,=:[C] 

ist,  so  zeigt  sie,  dass 

[C]=[D]  (M.  e.) 

ist 

Miiltiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (83.  a.}  und  (83.  b.}  mit  einander,  so  findet  man  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichungen  (82}  und  (83.  c.} : 

h*k'  =  [Cp  =  [D]'  CM.».) 

und  die  Yergleichung  der  Gleichungen  (83.  a.}  und  (83.  b.}  mit  der  Gleichung  (83.  jC.}  giebt 
auf  der  Stelle : 

tf[A]  =  k*[B],  (M.M 

und  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  (82}  Uefert: 

[A]'=^;    und    [Br=^;,  CM-e.) 

so  dass  jetzl  die  sämmtlichen  Grdssen  [A]%  [B]%  [C]%  [D]'  durch  die  beiden  h*  und  k*  dar-* 
gestellt  sind. 

S  3  3  3 

Da  dnrch  diese  letztem  Gleichungen  immer  nur  die  Quadrate  von  [A] ,  [C] ,  [B] ,  [D] 
gegeben  werden,  so  bleibt  das  Vorzeidien  dieser  Grössen  noch  unbestimmt;  es  geht  jedoch 
schon  jetzt  aus  den  Gleichungen  (83.  a.  bis  c}  hervor,  dass  diese  vier  Grössen  entweder 
sämmtlich  positive  oder  sänuntlich  negative  Werthe  haben  müssen;  bald  aber  werden  wir  die 
Regel  aufstellen,  wodurch  sich  entscheiden  lässt,  in  welchen  Fällen  die  positiven  und  in  welchen 
Fällen  die  negativen  Werthe  zu  nehmen  sind.  Uebrigens  bemerken  wir  noch,  dass  da  je  drei 
Richtungen,  die  von  einem  Punct  auslaufen  und  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  als 
die  Grundaxen  eines  neuen  Coordinatensystems  angesehen  werden  können,  auch  auf  sie  die 
Gleichungen  (84.  a.  bis  c.}  in  Anwendung  gebracht  werden  können.  . 

41}  Nachdem  wir  die  Gleichungen  kennen  gelernt  haben,  wodurch  die  schiefen  Projections- 
«iMeii  zwBiohen  den  Axenrichtüngen  zweier  unter  sich  veitundener  Grundsysteme,  von  einandet 
^M^ifif  gemocht  werden,  veelobe  in  ihrer  Art  das  sind,  was  die  Gleichungen  (31}  in  liemg 
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anf  jdidorechie  ProjealionssaUen,  Ideibl  an»  «r  Ersdiöpfung  dieses  fiegenstandes  wkM&  mehr 
W  A&n  ttbrif ,  als  die  Kenn^seichen  aufsusudieD,  in  weldien  Fällen  man  fiiur  die  durch  die  Glei- 
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chungen  (84.  a.)  und  (84.  c.)  gegebenen  Grössen  [A] ,  [BJ ,  [C] ,  [D]  ihre  in  jenen  Glei- 
chungen enthaltenen  positiven  oder  negativen  Werthe  zu  nehmen  habe.  Da  in  Nr.  40.  schon 
gezeigt  worden  ist,  dass  diese  vier  Grösiien  uater  sich  entweder  gteiohzeilig  positiv  oder  gieioh^ 
zeitig  negativ  sind,  so  sieht  man  ein,  dass  die  ganze  hier  vorliegende  Untersuchung  auf  die 
einer  einzigen  von  jenen  vier  Grössen  sich  beschränken  lässt 

Wir  wollen  hierzu  die  [A]  nehmen  und  für  unsem  Zweck  diese  Grösse  aus  den  vordem 
Gleichungen  (81.  a.)  herholen,  von  welchen  die  erste  giebt: 

•  A'  A"         A"  A' 

TAT  -f^I  -f*«   -'»I    ^1 

[A]= g 

Denkt  man  sich  an  die  Stelle  des  aus  den  Axen  AY,  AY',  AY"  gebildeten  Systems  ein 
anderes  gesetzt,  dessen  Axen  AX,  AYV  AY''  sind,  so  liefern  die  beid^i  letzten  Axen  AY', 
A  Y"  dieses  substituirten  neuen  Systems  an  dem  ursprünglichen  dieselben  Projectionszahlen,  wie 
die  zwei  letzten  Axen  des  vorigen  neuen  Systems,  an  dessen  Stelle  es  gesetzt  worden  ist,  da 
sie  von  denselben  zwei  Richtungen  an  dem  gleichen  Systeme  gebildet  werden;  es  haben  also 
diese  beiden  Systeme  die  auf  das  ursprüngliche  System  sich  beziehenden  Grössen  Ai ,  A. ,  A«' 
und  A, ,  Aa,  Aa'  mit  einander  gemein,  weswegen  die  Zähler  in  der  vorstehenden  Gleichung 

dieselben  bleiben,  man  mag  durch  sie  den  Werth  von  [A]  für  das  aus  den  Axen  AY,  AY' 
A  Y"  oder  für  das  aus  den  Axen  A  X ,  A  Y',  A  Y"  gebildete  neue  System  in  Bezug  auf  das 
ursprüngliche  bestimmen.    Wefl  aber  in  den  beiderlei  Fällen  B  eine  andere  Bedeutung  hat,  so 

mnss  das  substituirte  System  einen  andern  Werth  für  [A]  liefern,  als  der  ist,  den  das  aus  den 
Axen  AY,  AY',  AY"  gebildete  System  liefert,  weichen  neuen  Werth  wir  zum  Unterschied  vom 

vorigen  durch  [A]*  bezeichnen  woflen  und  es  ist: 

[A]»=A;A;'-^ArA;, 

weil  der  Werth  von  B  an  dem  aus  den  Axen  A  X ,  A  Y'  A  Y"  gebUdeten  neuen  Systeme  1  ist,  da 
die  dritte  Axe  des  substituirten  Systems  in  der  A  X  selber  liegt  Hieraus  folgt,  dass  die  Grössen 

[A}  und  [A]*  ZaUen  mit  demselben  oder  mit  entgegengesetzten  Vorzeidien  in  sich  tragen,  je 
nachdem  B  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist  Es  wird  aber  B  positiv  oder  negativ,  je  nach* 
den  AX  auf  der  positiven  od^  negativen  Seite  von  der  Coordinatenebene  Y'AY"  liegt,  d.  h. 
je  nachdem  AX  und  AY  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  Y'AY"  liegen; 

also  enthalten  die  zAvei  Grössen  [A]  und  [A]*  Zahlen  mit  einerlei  oder  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  in  sich,  je  nachdem  AX  und  AY  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 
von  Y'AY"  liegen. 

Wäre  man  bei  der  vorstehenden  Betrachtung,  anstatt  von  der  ersten  vordem  Gleichung 
(81.  a.}  auszugehen,  von  der  fünften  oder  von  der  neunten  ausgegangen  und  hätte  man  an- 
statt des  substituirten,  aus  den  Axen  AX,  AY',  AY"  gebildeten  neuen  Systems  das  aus  den 
Axen  AY',  AX',  AY"  oder  das  aus  den  Axen  AY,  AY',  AX"  gebildele  genommen,  so  hätte 

Man  völlig  auf  die  gleiche  Weise  gefunden,  dass  die  Grösse  [A] ,  wenn  sie  einwni  fär  4as 
«tts  AY,  AY',  AY"  und  ein  andennal  filr  das  ans  A  ¥,  AX',  AY"  smwnmeageselzte  Systm 
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itt  seiner  Verlüiü]tfung  mit  dem  arsprUi^lictaeA  Sytft^me  «nfgesiioht  wird,  in  beiden  FiUea  einerlei 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  anniinnt,  je  nackdein  die  Axen  AX'  und  AY'  auf  einerlei 
oder  auf  entgegengeaetzlen  Seiten  yoa  der  Ebene  Y  A  Y''  liegen,  und  eben  s<oi,  dasfi  die  Grösse 

[Ä]  ,  wenn  sie  einmal  fllr  das  aus  A  Y ,  A  Y',  A  Y",  ein  andermal  fiir  das  aus  A  Y ,  A  Y',  A  X" 
zusammengesetzte,  auf  das  ursprüngliche  System  bezogen,  aufgesucht  wird,  in  beiden  Fällen  ei- 
nerlei oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  je  nachdem  die  Axen  AX"  und  AY"  auf 
einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  YAY'  liegen.    Diese  diei  Fälle  ent^ 

halten  den  folgenden  einen  Satz  in  sich:  Der  in  [A]  enthaltene  absolute  VTcrlh  trägt,  wenn 
diese  Grösse  einmal  ftir  ein  beliebiges  System  Y  auf  ein  anderes  beliebiges  X  bezogen  und 
ein  andennal  für  dasjenige  auf  dieses  letztere  X  bezogene  System  Z ,  welches  zwei  Axen  von 
dem  Y  und  eine  von  diesem,  X  in  sich  aufnimmt,  aufgesucht  wird,  in  beiden  Fällen  dasselbe 
oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  an  sich,  je  nachdem  die  zwei  Axen,  deren  eine  das  Sy- 
stem Z  von  dem  X  in  sich  aufgenommen,  und  deren  andere  es  von  dem  Y  zurückgelassen  hat, 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  der  Ebene  liegen,  welche  durch  die  beiden 
Axen  hindurch  geht,  welche  das  System  Z  von  dem  Y  in  sich  aufgenottmen  hat.  Dieser  eine 
allgemeine  Satz  aber  trägt  an  zwei  mit  einander  verbundenen  beliebigefi  Systenüen  folgende  drei 
apecielle  ModiGcationen  in  sich. 

Die  aus  den  Axen  AY,  AT,  AT'  und  au5  denen  AX,  AY',  AT'  gebildeten  Systeme 
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liefern  an  dem  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX''  gebildeten  fiir  [A]  im  Allgemeinen  zweierlei 
Grössen,  deren  absolute  Werthe  einerlei  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  an  sich  tragen,  je 
nachdem  AX  und  AY  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  V^AY"  liegen,  wel- 
cher Satz  der  zuerst  so  eben  aufgefundene  war. 

Die  aus  den  Axen  A  X ,  A  Y',  A  Y"  und  aus  denen  A  X ,  A  X',  A  Y"  gebildeten  Systeme 

geben  an  dem  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebildeten  fiir  [A]  zweierlei  Grössen,  deren 
absolute  Werthe  entweder  einerlei  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  an  sich  tragen,  je  nach- 
dem AX'  und  AY'  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  XAY"  liegen,  welcher 
Satz  eine  blose  Wiederholung  des  ersten  in  einer  andern  Form  ist. 

Die  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  Y"  und  aus  denen  A  X ,  A  X',  A  X"  gebildeten  Systeme 

geben  an  dem  ans  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebiMeten  fUr  [A]  zweierlei  Grössen,  deren 
absolute  Werthe  entweder  einerlei  oder  entgegengesetzte  Vorzdohen  an  sich  tragen,  je  nachdem 
AX"  und  AY"  aof  eineriei  oder  auf  enlgegengesetzten  Seiten  von  XAX'  liegen,- weldier  Satz 
wieder  nur  eine  Wiederholung  des  ersten  oder  zweiten  in  einer  andern  Form  ist 

Nun  sind  aber  bei  jedem  Sysleme,  das,  als  neues  gedacht,  auf  sieh  selber  ab  ursprüng- 
liches gedachtes  bezogen  wird,  dieijenigen  sciiiefen  Projectionszahlen,  welche  den  Buchstaben  A 
zum  Grundzeichen  haben,  sämmttich  null  bis  auf  dfe  drei  A,  A^,  A4',  von  denen  jede  +1 
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wird ;  darum  wird  die  Grösse  [A]  bei  dem  auf  sich  selber  bezogenen  Systeme  -{- 1 ,  und  in 
Folge  dessen  lassen  sich  die  so  eben  ausgesprochenen  drei  besondern  Sätze  in  umgekehrter 
Ordnung  genommen  durch  Ancinanderknüpfung  auch  so  geben : 

a)  Die  Grösse  [A],  welche  das  System  AX,  AX',  AY"  an  dem  AX,  AX',  AX"  giebt, 
ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  AX"  und  AY"  auf  einerlei  oder  auf  entgegenge- 
setzter Seite  von  XAX'  liegen* 
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b)  Die  Grösse  [A],  weiche  das  System  AX,  AY\  AT"  an  dem  AX,  AX^  AX" 
ist  positiv,  wenn  AX"  und  A¥"  in  Vergleich  zo  XAX'  und  AX'  und  AY'  in  Vergleich 
zu  XAY''  beide  Paare  entweder  gleiclizeitig  auf  einerlei  oder  gleichzeitig  auf  entgegen^ 
gesetzter  Seite  von  der  bei  jedem  dieser  Paare  genannten  Ebene  liegen;  hingegen  ist 
jene  Grösse  negativ,  wenn  das  eine  von  diesen  beiden  Richtungspaaren  auf  einerlei,  das 
andere  auf  entgegengesetzter  Seite  der  bei  ihnen  genannten  Ebene  liegt 

c}  Die  Grösse  [A] ,  wdche  das  ans  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  gebild^  Systen  an  dem 
aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X''  gebildeten  liefert,  ist  positiv^  wenn  die  Stellung  der  Rich- 
tungspaare AX"  und  AY",  AX'  undAY',  AXund  AY  gegen  die  Ebenen  XAX',  XAY", 
Y'  A  Y"  so  ist,  dass  alle  drei  Paare  entweder  auf  einerlei  Seite,  oder  dass  eines  von  ihnen 
auf  einerlei,  die  zweiten  andern  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  der  ihnen  zugegebenen 
Ebene  liegen ;  hingegen  ist  jene  Grösse  negativ,  wenn  die  drei  genannten  Richtungspaare 
sämmtlich  auf  entgegengesetzter  Seite  ihrer  Ebene  liegen,  oder  wenn  zwei  davon  auf  ei- 
nerlei, das  dritte  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  der  ihnen  zugegebenen  Ebene  liegt. 

Die  hier  für  das  Positiysein  oder  für  das  Negativsein  der  Grösse  [A]  aufgefundenen  Kenii«- 
zeichen  lassen  sich,  ohne  dass  sie  aber  dadurch  selber  einfacher  würden,  noch  auf  einen  an- 
dern von  dem  vorigen,  sehr  verschiedenen  Ausdruck  dadurch  bringen,  dass  man  eine  ideelle 
Beziehung  der  beidep  Systeme  auf  einander  oder  auf  ein  unbestimmtes  DriRes  zur  Hufe  nimmt, 
wie  wir  jetzt  zeigen  werden.  Zuvor  bemerken  wir  jedoch,  dass  man  statt  der  in  a}  bis  c} 
aufgestellten  Kennzeichen  auch  die  nehmen  könnte,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  neuen 
Axen  in  anderer  Ordnung  successive  an  das  ursprüngliche  System  sich  anknüpfen  lässt,  wobei 
die  Axenpaare  AX"  und  AY",  AX'  und  AY',  AX  und  AY  anstatt  auf  die  Ebenen  XAX', 
XAY",  Y'AY"  immer  auf  andere,  nämUch:  XAX',  TAY",  X'AY";  YAY',  XAX",  X"AY'; 
XAr,  XAX",  Y'AY";  YAY',  X"A  Y,  XAX";  X'AY,  YAY",  X'AX";  und  zwar  immer  auf 
die  gleiche  Weise  bezogen  werden,  deren  Zusammenhang  unter  einander  leicht  unter  ein  Gesetz 
zu  bringen  ist. 

42}  Sieht  man  die  drei  Axen  eines  gegebenen  Coordinatensystems  als  unter  sich  fest  ver- 
bunden an,  so  dass  in  ihrer  gegenseitigen  Stellung  so  wenig  eine  Aenderung  vorfallen  kamt, 
wie  wenn  sie  die  Begrenzung  eines  festen  und  in  sich  unveränderlichen,  jedoch  beweglichen 
Körpers  ausmachten,  so  Msst  sich  die  Stellung  dieses  (Koordinatensystems  an  gewisse  äussere 
Bedingungen  knüpfen.  Stellt  nändich  0  einen  irgend  wo  im  Räume  unverrückbar  liegenden 
Punct,  und  OS  eine  von  diesem  Puncto  auslaufende  unveränderliche  Richtung  vor;  denken  wir 
uns  femer  unter  R  diejenige  nach  beiden  Seiten  hin  unbegrenzte  Gerade,  welche  mit  der  Rich^ 
tung  OS  zusamnen  fiUU,  und  unter  P  eine  bestimmte  von  den  unzählig  vielen  Ebenen,  die 
durch  die  Gerade  R  hindurch  gehen;  bezeichnen  wir  noch  ausserdem  durch  A  die  Spitze  irgend 
eines  gegebenen  Coordinatensystems  und  dnrch  AL,  AM,  AN  die  von  A  auslaufenden  drei 
Axen  desselben  Coordinatensystems,  welches  wir  uns  in  sich  fest,  sonst  aber  frei  beweglich 
vorstellen :  so  kann  man  immer  durch  Bewegung  des  Systems,  dessen  Spitze  A  in  den  Punct  0 
und  zugleich  dessen  eine  Axe  A  L  in  die  Richtung  0  S  so  bringen,  dass  diese  beiden  Richtun- 
gen eine  und  dieselbe  ausmachen,  worauf  man  es  noch  immer  in  seiner  Gewalt  hat,  ohne  die 
vorigen  Bestimmungen  wieder  aufzuheben,  durch  Drehung  des  Systems  um  die  Gerade  R,  wo. 
bei  die  Puncto  0  und  A,  L  und  S  (wenn  S  den  absoluten  Ort  des  Raumes  anzeigt,  in  wel- 
chem L  gerade  liegt)  in  einander  liegen  bleiben,  eine  der  Coordinatenebeneii  LAM  und  LAN 
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ml  der  Ebene  P  zusammen  faUen  zu  «lachen.  Madidem  aber  aueb  nooh  diese  letEtere  Bestim* 
sinng  geschehen  ist,  hat  das  System  eine  vollkommen  bestinunte  Stellung  im  Raolne  angenom-* 
men»  und  man  kann  an  dassefte  keine  neuen  Anforderungen  mehr  machen,  es  sei  denn,  daas 
man  sich  das  Coordinatensyslem  als  ein  verlnderliches  vorstdlen,  oder  die  yorigen  ihm  gege^ 
benen  Bestimmungen  wieder  aufheben  woHle.  Die  Bestimmung,  daas  z.  B.  die  Coordinatenebene 
liAM  in  der  Ebene  P  Ueg^  soll,  lässt  sich  auf  zweierlei  Arten  y^mrklidien,  wobei  diese 
Coordinatenebene,  nnd  mit  ihr  zngleich  auch  die  Coordinatenaxe  A  M,-  das  eine  Mal  auf  die  eine 
Seite  der  Geraden  S,  das  andere  Hai  auf  deren  andere  Seite  lu  liegen  konmiL  Hebt  man^ 
nachdem  die  Coordinatenaxe  A  M  in  die  Ebene  P  gebracht  worden  ist,  diese  Bestimmuiig  wieder 
auf,  so  lässt  sich  das  System  um  die  Gerade  R  drehen,  und  führt  man  diese  Drehung  stets  nach 
derselben  Seite  hin  aus,  so  gelangt  die  Ebene  LAM,  nachdem  sie  eineft  Wudcel  von  zwei 
Rechten  beschrieben  hat,  aufs  neue  in  die  Ebene  P,  Uegt  aber  jetzt  auf  der  andern  Seüe  von 
der  Geraden  R,  vmd  mit  ihr  zugleich  auch  die  Axe  AL.  In  dieser  neuai  Lage  befindet  sich 
die  dritte  Axe  A  N  nothwendig  aUf  der.  Seite  von  der  Ebene  P ,  welche  der  entgegengeaetzt 
ist,  auf  welcher  diese  Axe  bei  der  vorigen  Lage  der  Coordinatenebene  LAM  sich  brfand.  ABe 
diese  Umstände  sprechen  wir  in  folgender  W<^e  aus: 
Si^tz  1  Wenn  man  eine  der  Axen  des  Systems  in  die  Richtung  0  9  bringt  und  eine  zweite 
in  die  Ebene  P,  so  kann  diess  letztere  auf  zwei  Arten  geschehen,  wobei  diese  zweite 
Axe  einmal  auf  die  eine  Seite  der  Geraden  R,  und  das  andere  Mal  auf  deren  andere 
i.  .  Seite  zu  liegen  kommt,  und  es  liegt  die  dritte  Axe  des  Systems  in  den  beiden  Fäl- 
len nach  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  P  hin. 
Liegt  die  eine  Axe  AL  des  Systems  in  der  Richtung  OS  und  zugleich  die  andere  AM 
auf  einer  bestimmten  Seite  von  der  Geraden  R,  so  kann  man  an  das  System  keine  weitem 
AnCorderungen  mehr  machen ;  hebt  man  aber  die  Bestimmung,  dass  A  M  in  der  Ebene  P  liegen 
soll,  wieder  auf,  so  ertheilt  man  dem  Systeti  aufs  Neue  eine  Beweglichkeit  von  gewissem  Um- 
fange. Denkt  man  sich  mit  dem .  bisherigen  Coordinatensysteme  noch  eine  vierte  Richtung  A  G 
fest  vereinigt,  welche  senkrecht  auf  der  Coordinatenebene  LAM  steht,  und  deren  Punct  G  dem 
absofeiten  Ort  H  im  Baume  entspricht,  so  kann  man  das  Coordinatensystem  um  die  Gerade  0  H 
in  soleher  Weise  dr^en,  dass  A  und  G  in  den  Puncten  0  und  H  liegen  bleiben;  dann  bleibt 
auch  die  Coordinaten^ene  LAM  während  dieser  ganzen  Drehung  in  der  Ebene  P  liegen.  Durdi 
diese  Drehung  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  die  Axe  A  M  in  die  Richtung  0  S  überzufähr^,  und 
nachdem  dieses  geschehen  ist,  befindet  sich  nothwendigerweise  die  Axe  AL  des  Systems  in 
der  Ebene  P  auf  der  Seite  von  der  Geraden  R,  welche  der  entgegengesetzt  ist,  worauf  sich 
vor  der  Drehung  die  Axe  A  M  befand ,  wobei  die  <hitte  Axe  A  N  stets  aaf  der  Seite  von  der 
Ebene  P  liegen  bleibt,  auf  welcher  sie  schon  vor  der  Drehung  lag;  es  füllt  daher  die  dritte 
Axe  AN  stets  auf  dieselbe  Seite  von  der  Ebene  P,  man  mag  die  Axe  AL  in  die  Richtung 
0  S  und  die  Axe  A  M  in  die  Ebene  P ,  oder  umgekehrt  die  Axe  A  M  in  die  Richtung  0  S  und 
die  Axe  AL  in  die  Ebene  P  bringen,  wenn  man  nur  daf&r  sorgt,  dass  iin  erstem  Falle  die 
Axe  AM  und  im  andern  Falle  die  AL  auf  entgegengesetzte  SdtXe  der  Geraden  R  zu  liegen 
kommen.  Diese  Eigenschaft  lässt  sich  mit  Zuziehung  des  Salzes  i.  auch  so  aussprechen: 
Wenn  in  zweierlei  Verknüpfungen  des  Systems  mit  der  Ebene  P  von  der  an- 
gezeigten Art  bei  der  ersten  die  eine  Axe  des  Systems  in  die  Richtung  OS  und 
eine  andere  Axe  in  die  Ebene  P,  bei  der  zweiten  Verknüpfung  hingegen  diese 
letztere  Axe  in  die  Richtung  OS  und  die  erstere  in  die  Ebene  P  gebracht  wird, 
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so  liegen  die  dritten  Axen  des  Systems  in  den  beiderlei  Verknüpfungen  auf 
einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  P,  je  nachdem  die 
in  dieser  Ebene  ausserhalb  der  Richtung  OS  liegenden  Axen  in  den  beiden 
Verknüpfungen  auf  entgegengesetzten  oder  auf  einerlei  Seiten  von  der  Gera- 
den R  liegen.  Wir  werden  von  jetzt  an,  um  nicht  immer  die  zwei  Seiten  der  Geraden  R 
gleichzeitig  berücksichtigen  zu  müssen,  voraussetzen,  dass  die  ausserhalb  der  Richtung  OS  in 
die  Ebene  P  zu  legende  Axe  des  Systems  stets  auf  eine  und  dieselbe  Seile  von  der  Creraden 
R  gebracht  werde,  und  wir  wollen  die  Ordnung,  in  welcher  von  den  drei  Axen  des  Systems 
die  eine  in  die  Richtung  OS,  die  andere  in  die  Ebene  P,  jedoch  ausserhalb  der  Richtung OS^ 
die  dritte  endlich  ausserhalb  der  Ebene  P  zu  liegen  kommt,  einfach  dadurch  andeuten,  dass  wir 
die  Axen  in  derselben  Ordnung  anschre3>en  und  dadurch  die  der  Verknüpfung  angehörige  Auf«- 
eintinderfolge  der  Axen  bezeichnen.  So  steUen  also  Verknüpfungen ,  welche  den  Axenfolgen 
AL,  AM,  AN;  AM,  AN,  AL;  AN,  AL,  AM  entsprechen,  die  vor,  bei  welchen  der  Reihe 
nach  die  Axen  AL,  AM,  AN  in  die  Richtung  OS,  die  AM,  AN,  AL  ausserhalb  dieser 
Richtung  in  die  Ebene  P  gebracht  worden  sind,  und  dann  die  A N ,  A L ,  AM  ausserhalb  dieser 
Ebene  liegen;  und  eben  so  stellen  Verknüpfungen,  welche  den  Axenfolgen  AN,  AM,  AL; 
AM,  AL,  AN;  AL,AN,  AM  entsprechen,  die  vor,  bei  welchen  der  Reihe  nach  die  Axen 
AN,  AM,  AL  in  der  Richtung  OS,  die  AM,  AL,  AN  ausserhalb  dieser  Richtung  in  der 
Ebene  P ,  und  dann  die  A L ,  AN,  AM  ausserhalb  dieser  Ebene  liegen.  Mit  Hilfe  dieser  Dar- 
stelhmgsweise  und  in  Veii^indung  mit  der  vorhin  getroffenen  Uebereinkunft,  dtiss*  wir  die  in 
die  Ebene  P  ausserhalb  der  Richtung  OS  befindlichen  Axen  immer  nur  auf  eine  und  dieselbe 
Seite  von  der  Geraden  R  gebracht  wissen  wollen,  lässt  sich  nun  der  vorstehende,  mit  gesperrter 
Schrifl  gedrackte  Satz  auch  so  geben: 
Satz  2}  In  zwei  Verknüpfungen,  welche  den  Axenfolgen  A L  ^  AM,  AN  und  AM,  A L ,  AN, 
oderAM,  AN,  ALundAN,  AM,  AL,  oder  AN,  AL,  AMundAL,  AN,  AM 
entsprechen,  liegen  die  dritten  Axen  AN  oder  AL  oder  AM  stets  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  von  der  Ebene  P. 
Wenn  bei  der  Verknüpfung  des  Systems  mit  der  Ebene  P  eine  der  Axen  A  L  in  die  Rich- 
tung 0  S ,  eine  andere  A  M  in  die  Ebene  P  ausserhalb  der  Richtung  OS,  auf  der  dazu  be- 
stimmten Seite  von  der  Geraden  R  liegend,  gebracht  worden  ist,  und  dann  die  dritte  AN  aus- 
serhalb der  Ebene  P  liegt,  und  man  hebt  die  Bestimmung,  dass  A  M  in  der  Ebene  P  liegen  soll, 
wieder  auf,  wie  schon  vorhin  geschehen  ist,  so  kann  man  die  dem  Systeme  dadurch  theilweise 
wiedergegebene  Beweglichkeit  nodi  in  einer  von  der  vorigen  verschiedenen  Weise  zu  einer 
neuen  Verknüpfung  des  Systems  benützen.  Denkt  man  sich  nttmlich  unter  S  die  absolute  Stelle  des 
Raumes,  die  der  Punct  L  einnimmt,  so  kann  man  das  System  um  die  Gerade  OS  in  solcher 
Weise  drehen,  dass  die  Puncte  A  und  L  in  denen  0  und  S  liegen  bleiben  und  die  Coordina- 
tenebene  LAN  der  Ebene  P  nach  der  Seite  hin  zugeführt  wird,  wobei  die  Axe  AN,  nachdem 
sie  in  die  Ebene  P  gelangt  ist,  auf  der  Seite  von  der  Geraden  R  liegt,  auf  welche  wir  die  zwei- 
ten Axen  der  Systeme  bei  ihrer  Verknüpfung  zu  bringen  überein  gekommen  sind.  Wfihrend 
dieser  Drehung  tritt  die  Axe  AM  aus  der  Ebene  P  heraus  und  gelangt,  weil  sie  auf  derselben 
Seite  von  der  Geraden  R  liegt,  nach  welcher  die  Axe  AN  hingeführt  wird,  auf  die  Seite  von 
der  Ebene  P ,  welche  der  entgegengesetzt  ist,  auf  welcher  bisher  die  A  N  lag,  und  es  verharrt 
die  Axe  A  M  auf  dieser  enlg^rengesetzten  Seite  selbst  dann  noch,  nachdem  die  Axe  A  N  in  die 
Ebene  P  auf  der  vertangten  Seite  von  der  Geraden  R  übergegangen  ist,  in  welcher  Lage  wir 
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4m  System  festhalten  wcUeii,  um  sodann  eine  YerMndeite  Verknüpfung  des  Syiiteins  mit  der  Ebene 
P  hergestellt  zu  liahen.  Diese  neue  Verknüpfung  gehört  der  Axenfolge  A  L ,  AN,  AM  an,  wäh- 
rend die  Verknüpfung^  aus  welcher  sie  hervoi^egangen  ist,  der  Axenfolge  AL,  AM,  AN  an- 
gehört, und  da  sich  hörmsgestellt  hat,  dass  die  dritten  Axen  A  M  und  A  N  ih  diesen  zWei  Ver- 
knüpfungen auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  P  liegen,  so  Idsst  sieh  der  Schluss  ziehen, 
dtss  in  zweierlei  Verknüpfungen  der  mehrfach  beschriebenen  Art,  die  zu  Axen- 
folgen  gehören,  an<  deren  erster  Stelle  eine  und  dieselbe  Axe  sich  befindet, 
die   an  zweiter  und  dritter  Stelle  stehenden  Axen  aber  verwechselt  worden 
^ind,  nothwendigerweise  die  dritten  Axen  auf  entgegengesetzten  Seiten  von 
ider  Ebene  P  liegen.    Aus  dieser  Eigenschaft  geht  nun  in  Verbindung  mit  dem  Siatz  2)  sct«- 
gleich  der  felgende  neue  hervor: 
Satz  3}  In  den  cfareierlei  VerknUpfvngen  der  angezeigten  Art,  denen  die  Axenfolgen  AL, 
AM,  AN;  AM,  AN,  AL;  AN,  AL,  AM  angdiäaren,  sowohl,  als  in  denen,  wel- 
chen, die  Axenfolgen  AN,  AM,  AL;  AM,  AL,  AN;  AL,  AN,  AM  angehören, 
liegen  die  .dritten  Axen  immer  auf  einer  und  derselben  Seile  von  der  Ebene  P ,  die 
tber  bei  den  drei  letzten  die  entgegengesetzte  Seite  von.  der  ist,  auf  welcher  die 
dritten  Axen  der  drei  erstem  Verknüpfui^en  liegen. 
Denkt  man  sich  durch  die  drei  Puncto  L ,  M ,  N ,  welche  in  den  Axen  eines  Coordinaten^ 
ifstems  aussethdb  sein^  Spitze  Uegen,  einen  Kreis  beschrieben  in  der  Weise,  wie  die  neben- 
stehende.  Figur  versinnlicht : 

h  so  ttbetzeHgt  man  sich  bald;  dasa  man  zu  jeder  der  drei  Axenfolgen 

^4^^;::^^^^^"^^      AL,  BM,  AN;  am,  an,  AL;  an,  AL,  am  gelangt,  wenn  man 

"^^  ^        in. einer  und  deiseiben,  hier  durch  die  PCefle  angezeigten  Richtung 

A  .^l-( ^  M  den  Kieis  durcUäofl,  und  dabei  an  jede  Axe,  auf  die  man  stösst,  noch 

die  zwei  andern  in:  der  Qtdnung  sehreibt,  in  wdeher  man  später  zu 
ihnen  gelangt;  und  d>en  so  stösst  man  auf  jede  der  drei  andern 
Axenfolgen  AN,  AM,  AL;  AM,  AL,  AN;  AL,  AN^  AM,  wenn 
man  den  Kreis  in  der  en^^egengesetaten  Baditamg  dnrchläuft.  Bei  der  bis  an  diese  Nummer 
von  uns  stets  gebrauchten  Bezeichnungsweise  der  Axien,  wo  die  eine  von  der  andern  sich  durch 
die  Anaahl  der  ihrem  Buchstab^i  angehMügten  Aecente  unterscheidet,  und  die  drei  Axen  eines 
Systems  z.  B.  durch  AX,  AX',  AX""  vorgesCelli  werden,  sind  die  Axenfolgen,  auf  die  man 
beim  Durchlaufen  des  Kreises  in  der  einen  Richtung  stösst: 

A.  A, ,  A\.j  A  Ji.  ;  A.  A. ,  A\  ,  AJLl  A,A.  ,  A\j  A\j 

und  die,  auf  welche  man  beim  Durchlaufen  des  Kreises  in  der  andern  Richtung  stösst: 

AX",  AX';  AX;  AX',  AX,  AX';  AX,  AX",  AX'; 
die  zu  jenen  gehörige  Richtung  erifält  rmn  aber  dadtirch,  dass  mt^n,  von  der  ohne  Accent  ge- 
schriebenen Axe  ausgehend,  zu  den  zwei  andern  so  übergeht,  wie  deren  Anzahl  der  Aecente 
successive  steigt ;  die  zu  diesen  Axeitfolgen  gehörige  Richtung  erhält  man ,  indem  man ,  von 
der  nüt  den  meisten  Accenten  versehenen  Axe  ausgehend,  zu  den  zwei  andern  so  übergeht^ 
wie  deren  Anzahl  der  Aceeide  successive  filiU,  weshalb  wir  jene  die  steigenden,  diese  die 
fallenden  Axenfolgen  nennen  können.  Mit  Hilfe  dieser  Benennung  lässt  sich  dann  der  Satz  3. 

•    Satz  4)  In  verschiedenen  Verknüpfungen  eines  Systems  mit  der  Ebene  P  von  der  beschrie- 
4>enen  Art  liegt  die  dritte  Axe  inmier  auf  derselben  Seite  von  der  Ebene  P ,  wenn 
l  8 
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die  za  ihnen  gdiörigen  Axenfolgen  entweder  lauter  steigeiide  oder  lauter  faBende 
sind;   die  steigenden  und  die  fallenden  Axenfolgen  entsprecfaeiMleto  Verkattpfungen 
haben  aber  ihre  dritten  Axen  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  P  liegea 
43}  Stellen  wir  uns  jetzt  zwei  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  md  aus  denen  AY,  AY', 
AY"  zusammengesetzte  Coordinatensysteme  vor,  und  dmdcen  wir  uns  jedes  von  ihnen  in  der 
beschrid>enen  Weise  mit  der  Ebene  P  verknttpft,  (was  mit  einer  bestimmten  Yerknüpfangsweise 
der  beiden  Systeme  unter  sich  ohne  Zuziehung  der  Ebene  P  und  der  in  ihr  liegenden  IBchtuiig 
0  S  auf  Eins  hinausläuft),  so  liegen  dem  Satz  4.  zur  Folge  bei  jedor  steigenden  Axenfolge  die 
dritten  Axen  eines  jeden  Systems  für  sich  genommen  auf  der  einen  Seite  von  der  Ebene  P, 
bei  jeder  fallenden  Axenfolge  hingegen  auf  der  andern  Seite;  fallen  daher  die  dritten  Axen  bei 
steigenden  Axenfolgen  auf  dieselbe  Seite  von  der  Ebene  P,  man  mag  YerknttpCuigen  mü  dem 
emen  oder  mit  dem  andern  der  beiden  Systeme  vornehmen,  so  thun  es  auch  die  dritten  Axen 
hei  fallenden  Axenfolgen  in.  den  beiden  Systemen,  nur  dass  die  Seite  die  entgegengesetzte  von 
der  vorigen  ist,  und  eben  so  kommen  die  dritten  Axen  in  beiden  Systemen  bei  steigenden  und 
fallenden  Axenfolgen  immer  nur  gidchzeitig  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  der  Ebene  P  zu 
liegen.  Wir  sagen  nun  von  zwei  Systemen,  deren  dritte  Axen  bei  allen  zu  gleichnamigen  Axen^ 
folgen  gehörigen  Yerknüpfungen  auf  dieselbe  Seite  von  der  Ebene  P  fallen,  sie  besitzen  untar 
sich  einen  ähnlichen  Axenlauf,  fallen  hingegen  die  dritten  Axen  der  beiden  Systeme  bei 
idlen  zu  gleichnamigen  Axenfolgen  gehörigen  Yerknüpfungen  auf  entgegengesetzte  Seitra  von 
der  Ebene  P,  so  sagen  wir,  die  beiden  Systeme  besitzen  unter  sich  einen  nnähn liehen  Axen- 
lauf.   Es  folgt  aber  aus  diesem  Begriffe  des  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  es  in  zwei- 
eriei  Coordinatensystemen  mit  Betziehung  des  Satzes  4.  ohne  alle  Schwierigkeit  das  nachste- 
hende Yerhalten  dreier  Coordinatensysteme  zu  einander  in  Bezug  auf  deren  relativen  Axenlauf: 
Satz  5}  Zwei  Coordinatensysteme  haben,  verglidien  mit  einander,  einen  ähnlichen  Axenlauf, 
wenn  ein  drittes  System,  verglichen  mit  jedem  der  zwei  ersten,  beide  Male  einen 
ähnlichen  oder  beide  Male  einen  unähnlichen  Axenlauf  zeigt;  und  es  haben  die  zwei 
ersten  Systeme  einen  unähnlichen  Axenlauf,  wenn  das  dritte,  verglichen  mit  dem  ei- 
nen der  zwei  ersten,  einen  ähnlidien,  und,  verglichen  mit  dem  andern  dieser  beides, 
einen  unähnlichen  Axenlauf  zeigt 
Mit  Hilfe  dieses  letzten  Satzes,  der  in  seinen  beiden  Theilen  offenbar  auch  eine  Unikehnnig 
gestattet,  lassen  sich  nun  die  in  Nr.  41.  unter  a},  b}  und  c}  für  das  Positivsein  oder  Negativ- 

s 

seid  der  Grösse  [A]  angegebenen  Kennzeichen  auf  folgende  Art  dem  Ausdruck  nach  sehr  kurz 
zusammen  fassen : 

8 

Satz  6}  Die  zu  zwei  beliebigen  Systemen  gehörige  Grösse  [A]  ist  ehie  positive  oder  ne- 
gative Zahl,  je  nachdem  die  zwei  Systeme,  an  welchen  sie  sich  bildet,  einen  ähnli- 
chen oder  unähnlichen  Axenlauf  uater  sich  zeigen. 

Um  die  volle  Uebereinstimmung  des  so  aüsgesprodienen  Kennzeichens  mit  den  drei  oben 
in  Nr.  41.  unter  a},  b}  und  c)  erhaltenen  um  so  klarer  vor  Augen  legen  zu  kömien,  wollen 
wir  jene  einzeln  hier  unter  dem  gleichen  Buchstaben  wieder  zur  Sprache  bringen. 
.    a}  Die  oben  unter  diesem  Buchstaben  betrachteten,  aus  den  Axen  AX,  AX',  AY''  und  aut 
denen  A  X ,  A  X',  A  X"  zusammengesetzten  zwei  Systeme  haben  schon  der  Definition  nach 
einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf,  je  nachdem  die  Axen  AX"  und  A  Y"  auf  einer- 
lei oder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  der  Ebene  X  A  X'  liegen,  wie  sogleich  in  die  Augen 
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sprmgft,  wetft  maa  sich  ak  Ebene  P  die  ditfch  XAX'  hindurch  felegte  vorstellt^  und  als 
RiebUiog  OS  eine  der  Richtungen  AX  oder  AX';  und  utugekidirt  zieht  das  Liegpen  der 
Axen  AX"  und  AY"  an^  einerlei  oder  entgegengesetzter  Seite  von  der  Ebene  XAX'  den 
ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  in  den  beiden  Systemen  nach  sich.  Eben  deswegen 
aber  lässt  sich  der  oben  unter  a}  mitgetheilte  Satz  auch  in  der  Form  des  Satzes  6«  aus* 
sprechen.  —  Zugleich  folgt  hieraus^  dass  bei  zwei  ßo  von  einander  abhängigen  Systemen 
der  Ausdruck: 
„Diese  Systeme  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf^ 

mit  dem: 
„Die  in  diesen  Systemen  ausser  einander  liegenden  Axen  befinden  sich  auf  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzter Seite  von  der  jenen  Systemen  gemeinschafllichen  Coordinatenebene  ^ 
völlig  einerlei  Bedeutung  habe. 

b}  Die  Beurtheilung  der  zwei  oben  nnter  diesem  Buchstaben  betrachteten,  ans  den  Axen  A  X, 
A  Y',  A  Y"  und  aus  denen  A  X ,  A  X',  A  X''  zusammengesetzten  Systeme  lässt  sich  mittelst 
emes  dritten  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  Y"  gebildeten  Systems  auf  zwei  Beurtheilungen 
von  der  unter  a)  geschehenen  Art  zurückfüly-en.  Da  nämlich  dieses  dritte  System  mit 
dem  zweiten  die  Coordinatenebene  XAX'  gemein,  während  die  Axen  AX"  und  AY'"  aus- 
einander liegen,  hingegen  mit  dem  ersten  bei  aussereinander  liegenden  Axen  AX'  und 
AY'  die  Ebene  XAY"  gemein  hat,  so  hat  nach  dem  so  eben  in  a^  Gesagten  der  Aus- 
druck : 

„Die  Axen  AX"  und  AY'',  AX'  und  AY'  liegen  gleichzeitig  entweder  auf  einerlei  oder  auf 

entgegengesetzter  Seite  respective  von  der  Ebene  XAX',  XAY''^ 
einerlei  Bedeutung  mit  dem: 

„  Das  dritte  System  hat,  verglichen  mit  jedem  der  zwei  ersten,  beide  Male  einen  ähnlichen  oder 

unähnlichen  Axenlauf^, 

und  dieser  letztere  Ausdruck  hat  wieder  in  Gemässheit  des  Satzes  5.  einerlei  Bedeutung 
mit  dem: 

„Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf.'^    • 
Ebenso  hat  der  Ausdruck: 

„Von  den  Axenpaaren  AX"  und  AY",  AX'  und  AY'  liegt  das  eine  auf  einerlei,  das  andere  auf 

entgegengesetzter  Seite  respective  von  der  Ebene  XAX',  XAY"'' 
einerlei  Bedeutung  mit  dem: 

„Das  dritte  System  hat,  verglichen  mit  dem  einen  der  zwei  ersten,  einen  ähnlichen,  und  ver- 
glichen mit  dem  andern  dieser  beiden,  einen  unähnlichen  Axenlauf,* 

und  dieser  letztere  Ausdruck  hat  wieder  in  Gemässheit  des  Satzes  5.  einerlei  Bedeutung 
mit  dem: 

„Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenlauf." 

Hiermit  ist  aber  die  vollkommene  Uebereinstimmung  des  oben  in  Nr.  41.  unter  b)  mitge- 
theilten  Satzes  mit  dem  hier  aufgestellten  Satze  6}  ausser  Zweifel  gestellt. 

c}  DiQ  Beurtheilung  der  zwei  oben  unter  dmem  Buchstoben  betrachteten,  aus  den  Axen  AY^ 
AY',  AY"  und  aus  denen  AX,  AX',  AX"  zusammengesetzten  Systeme  lässt  skh  aus 
den  beiden  hier  unter  a}  uad  b)  geschehenen  BeurtheihiBgeB  zusanunensetaen,  wenn  man 
in  die  Betrachtung  ein  drittes,  aus  den  Axen  AX^  AY',  AY"  gebildetes  aufnimmt    Da 

8* 
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nindich  dieses  dritte,  Tergiiclien  mit  dem  ersten,  sieh  in  dem  Falle  a}  befindet,  so  hat 
in  Folge  der  dort  am  Ende  angegebenen  gleichbedealenden  Ausdrücke  der  Ansdmck: 
,,Die  zum  ersten  und  dritten  Systeme  gehörigen  Axen  AX  nnd  AY  liegen  auf  eineriei  oder 
auf  en^egengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  Y'  A  Y"  ** 

*  eineriei  Bedeutung  mit  dem: 
,,Das  erste  und  dritte  System  haben  unter  sich  einen  fthnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf.^ 
Da  femer  dasselbe  dritte  System,  verglichen  mit  dem  zweiten,  sich  in  dem  Falle  b}  be- 
findet, wobei  sogar  alle  Bezeichnungen  völlig  ungeändert  bleiben,  so  finden  zwischen  die- 
sen beiden  Systemen  die  so  eben  unter  b}  angegebenen  Beziehungen  hier  noch  ganz  so 
wie  dort  statt;  daher  ist  der  Ausdruck: 
„Die  Axenpaare  AX'"  und  AT\  AX  und  AY'  liegen  gleichzeitig  entweder  auf  einerlei  oder 
auf  entgegengesetzter  Seite  respective  von  der  Ebene  XAX',  XAY"" 

gleichbedeutend  mit  dem: 
„Das  zweite  und  dritte  System  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf,^ 

und  der  Ausdruck: 
„Von  den  Axenpaaren  AX^'  und  AY",  AX'  und  AY'  liegt  das  eine  auf  eineriei,  das  andere 
auf  entgegengesetzter  Seite  respective  von  der  Ebene  XAX',  XAY"" 

ist  gleichbedeutend  mit  dem: 
„Das  zweite  und  dritte  System  haben  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenlauf.^ 

Dem  Satz  5}  zur  Folge  hat  der  Ausdruck: 
„Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf*^ 

eineriei  Bedeutung  hat  mit  dem: 
„Das  dritte  System  hat,  verglichen  mit  den  zwei  ersten,  in  beiden  Fällen  einen  ähnlichen  oder 
in  beiden  Fällen  einen  unähnlichen  Axenlauf,^ 

so  wie  der: 
„Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenlauf,^ 

einerlei  Bedeutung  hat  mit  dem: 
„Das  dritte  System  hat,  verglichen  mit  dem  einen  der  zwei  ersten  Systeme,  einen  ähnlichen, 
mit  dem  andern  einen  unähnlichen  Axenlauf;^ 

diese  zwei  Paare  gleichbedeutender  Ausdrücke  nehmen  aber  unter  Berücksichtigung  der 
ihnen  vorangegangenen  die  folgende  Form  an,  nämlich  der  Ausdruck: 
„Das  erste  und  zweite  System  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf," 

hat  einerlei  Bedeutung  mit  den  folgenden  alternative  unter  sich  verbundenen : 
„Die  Axenpaare  AX"  und  AY'',  AX'  und  AY',  AX  und  AY  liegen  sämmtlich  auf  einerlei 
Seite  respective  von  ihrer  Ebene  XAX',  X A  Y",  Y' A  Y";  oder  AX"  und  A  Y",  AX'  und  A  Y'  lie- 
gen auf  entgegengesetzter  Seite  respective  von  den  Ebenen  X  A  X",  X  A  Y",  dagegen  A  X  und 
AY  auf  derselben  Seite;  oder  AX"  und  AY"  auf  derselben  Seite  von  XAX',  AX'  und  AY' 
auf  entgegengesetzter  Seite  von  XAY",  so  wie  auch  AX  und  AY  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  Y'A  Y";  oder  A  X"  und  A  Y"  auf  entgegengesetzter  Seite  von  XAX',  A  X'  und  A  Y'  auf  der- 
selben Seite  von  X  A  Y",  dann  aber  A  X  und  A  Y  wieder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  Y'  A  Y" , " 

und  der  Ausdruck: 
„Das  erste  und  zweite  System  haben  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenlauf^ 

hat  einerlei  Bedeutung  mit  den  ausschliessungsweise  unter  sich  verbundenen: 
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I,  Die  A^cenpaare  A  X'"  nd  A  Y",  A  X'  und  A  Y%  A  X  und  A  Y  liegen  sflmmtlich  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  respeclive  von  ihrer  Ebene  XÄX',  XAY",  Y'AY'';  oder  AX"  und  AY",  AX' 
und  A  Y'  liegen  auf  derselben  Seite  respeetive  von  ihrer  Ebene  X  A  X',  X  A  Y'',  und  A  X  und 
A  Y  wieder  auf  entgegengesetzter  Seile  von  Y'  A  Y";  oder  A  X"  und  A  Y"  liegen  auf  derselben 
Seite  von  XAX',  AX'  und  AY'  dagegen  auf  entgegengesetzter  Seite  von  XAY'',  dann  aber 
AX  und  AY  auf  derselben  Seite  von  Y'AY";  oder  AX"  und  AY"  liegen  auf  entgegengesetz- 
ter Seite  von  X  A  X',  A  X'  und  A  Y'  auf  derselben  Seite  von  X  A  Y",  zugleich  aber  auch  A  X 
und  AY  auf  derselben  Seite  von  Y'AY".* 

Eine  genauere  Betrachtung  der  alternative,  unter  sich  verbundenen  Ausdrücke  zeigt  indes- 
sen, dass  sie  in  ihrer  Aufeinanderfolge  völlig  die  gleichen  Kennzeichen  in  sich  tragen, 

welche  in  Nr.  41.  unter  c)   das  Positivsein  oder  Negativsein  der  Grösse  [A]  bekunden; 
und  da  diese  unter  sich  alternative  verbundenen  Ausdrücke  einerlei  mit  den  ihnen  unmit- 
telbar voranstehenden  sind,  so   ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  der  in  Nr.  41.  unter  c} 
aufgestellte  Satz  völlig  genau  durch  den  Satz  6.  wiedergegeben  wird. 
Wir  bemerken  schliesslich  noch,   dass  eine  an  den  zweien  Axen  vorgenommene  Vertau- 
schung, was  nichts  anders  sagt,  als,  dass  die  Namen  zweier  Axen  des  Systems  mit  einander 
verwechselt  werden,  alle  steigenden  Axenfolgen  in  fallende,  und  umgekehrt  diese  in  jene  ver- 
wandelt ;  wird  daher  eine  solche  Vertauschung  gleichzeitig  an  jedem  der  beiden  auf  einander 
bezogenen  Systeme  vorgenommen,  so  bleibt  der  relative  Axenhuif  in  beiden  Systemen  ähnlich 
oder  unähnlich,  je  nachdem  er  das  eine  oder  andere  zuvor  schon  war,  er  kehrt  sich  dagegen 
dem  Satz  2}  zur  Folge  um  und  wird  unähnlich,  wenn  er  zuvor  ähnlich  war,  ähnlich,  wenn  er 
zuvor  unähnlich  war,  jedesmal,  wenn  eine  Vertauschung  der  angezeigten  Art  nur  an  dem  einen 
der  beiden  Systeme  vorgenommen  wird.   Deswegen  hat  man  es  immer  bei  der  Einführung  neuer 

s 

Axen  in  seiner  Gewalt,  sie  so  zu  bezeichnen,  dass  die  Grösse  [A]  eine  positive  Zahl  wird 
Unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  dann  die  Gleichungen  (S4.  a.}  und  (84.  c.}  stets  so 
schreiben : 

[C]  =  [D]  =  hk      und    [A]=^,    m=l.  CW> 

Aufistfllug  der  zwlscken  zwei  Doppelsystenen  eiutretendeii  Correlatione d. 

44}  Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  Mos  solche  Beziehungen  aufgefasst,  welche  zwi- 
schen den  Axen  zweier  einfacher  Systeme  statt  finden,  wobei  das  zweite  System  entweder  das 
Polarsystem  des  erstem  oder  auch  ein  von  diesem  völlig  unabhängiges  sein  konnte.  Denkt 
man  sich  aber  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  auf  einander  bezogenen  Systeme  \on  einander  un- 
abhängig gedacht  werden,  zu  jedem  noch  sein  Polarsystem  hinzugefügt,  so  hat  man  zwei  Paare 
von  Systemen,  und  es  stehen  die  Systeme  eines  jeden  Paares  in  dem  Verhältniss  von  Grund- 
und  Polarsystem  zu  einander,  zwischen  denen  die  oben  fUr  das  Polarsystem  aufgestellten  For- 
meln gültig  bleiben,  während  jedes  System  des  einen  Paares  in  Verbindung  mit  jedem  Systeme 
des  andern  Paares  aufgefasst  in  dem  Verhältnisse  von  zwei  unabhängigen  Systemen  zu  einander 
stehen,  für  welche  die  an  zwei  beliebigen  Grundsystemen  aufgefundenen  Relationen  Gültigkeit 
behalten.  So  stellen  sich  vier  Paare  von  beliebigen  Systemen  unserer  Anschauung  dar,  die  je- 
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doch  unter  sich  in  einem  besUmmten  Zusammeohfioge  aleheti,  weshalb  auch  die  Axenbesiehungeii 
der  verschiedenen  Paare  in  besümniter  Abhängigkeit  von  einander  stehen  müssen.  Die  Corre«- 
lationsformeln,  in  denen  sich  diese  Abhängigkeit  ausspricht,  aufzustellen,  ist  die  Aufgabe  dieses 
Paragraphen. 

Die  grosse  Mannigfaltigkeit  von  je  zwei  Systemen,  welche  dabei  mit  einander  verglichen 
werden  können,  macht  eine  feste  Bezeichnung  zum  wesentlichen  Erfordeniiss,  in  Bezug  auf 
welche  wir  folgende  Anordnungen  treffen.  Bei  jedem  ursprünglich  einzeln  vorhandenen  Dop*^ 
pelsysteme,  worunter  wir  die  Verbindung  eines  beliebigen  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  ge- 
bildeten Systems  mit  seinem  aus  den  Axen  A  £ ,  A  X',  A  H"  gebildeten  Poiarsystem  verstehen, 
welches  später  in  Verbindung  mit  einem  neu  hinzugedachten  Doppelsystome,  dessen  Grundaxen 
durch  AY,  AY',  AY"  und  dessen  Polaraxen  durch  A^,  Ag)',  Ag)"  vorgestellt  werden,  be- 
trachtet wird,  behalten  wir  hinsichtlich  der  Beziehungen  zwischen  den  Axen  des  ursprünglichen 
Grundsystems  und  des  neu  hinzugekommenen  Grundsystems  die  Bezeichnungen  der  Nr.  23.  und 
Nr.  24.  unverändert  bei,  wollen  wir  aber  die  analogen  Axenbeziehungen  zwischen  den  beiden 
Polarsystemen  derselben  zwei  Doppelsysteme  vor  die  Augen  führen,  so  setzen  wir  blos  an  die 
Stelle  der  dortigen  lateinischen  Buchstaben  A,  B,  C,  D  jetzt  die  griechischen  A^  ß ^  Py  J ^ 
während  die  beigefügten  Accente  und  Indexe  in  beiden  die  analoge  Bedeutung  annehmen,  so 
dass  also  durch 

iA    A    A" '    A     Ä    A' '    A     A'     A") 

I  r> '    Ti/'    T>//     Tj* '   n     w'     r>"    rv  '    r>M  ^^  Schiefen  Projectionszahlen  bezeichnet  wer- 

\B  ^    JtS ^   H  l    ij, ,   iii ,   -n I  ;    1^2 ,    -»2 ,   i^3  ] 

(A9)     A5)'    AS5")  (AS     AS'     AS"  ) 

den,  welche  die  Polaraxen  j^^  ^  ^j,'  ^^„  j  .»  denen  j^^^'   ^^,;  ^^^„j  üefern, 

und  durch 

^'  ^'  ^/    ^i  '  ^'  ^''    ^"  ^"  '^i\  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  die 

Polaraxen  |  .  j      .  x'     a  I"  <  ""      "^"  1 A  9)     A  9»'    A  9)"  1  ^^^^^  Wollen  wir  dagegen  die 

analogen  Beziehungen  bezeichnen,  welche  zwischen  den  Grundaxen  des  einen  Doppelsystems  und 
den  Polaraxen  des  andern  Doppelsystems  bestehen,  so  werden  wir  im  Geiste  einer  schon  früher 
gebrauchten  Bezeichnungsweise  dazu  die  vorigen  Zeichen  benützen,  diese  aber  mit  Klammem 
umgeben,  und  zwar  nehmen  wir  zu  diesen  neuen  Zeichen  im  Sinne  der  schon  oben  gebrauch- 
ten Bezeichnungsweise  immer  die  Buchstaben,  welche  genommen  werden  mUssten,  wenn  dasje- 
nige der  beiden  Systeme,  an  welchem  die  Projectionszahlen  der  Axen  des  andern  aufgefasst 
werden,  von  derselben  Art,  wie  dieses  andere  wäre,  d.  h.  das  Grundsystem,  wenn  dieses  das 
Grundsystem,  oder  das'  Polarsystem,  wenn  dieses  das  Polarsystem  ist.  Diesem  nach  bezeichnen 
wir  durch 

(A)  ,  (A')  ,  (A")  ;    (A.)  ,  (AI)  ,  (AD  ;    (A,) ,  (A;)  ,  (A;')  \ 
(A),  {A'),  (A");    (A,),  Mi),  (AJ);    {^.),  {A[),  (Apf    ^.       ,.  ^      Projectionszahlen, 

(B)  ,  (B')  ,  (B")  ;    (B.)  ,  (BO  ,   (BC)  ;    (B.)  ,  (BJ)  ,  (B;V  •" 
(ß),  (B-),  (iB");    (B.),  (Bi),   (Ä');    (B,),  (B;),  (K) 

AY,  AY',  AY'j  UX,  AS',  Af') 

welche dieGrund-odcrPolaraxcnM®'  ^^'^^^"\sin(\cn?o\aT-oAeTGmndnxm  |^'  ^'  ^^, 

I  AX,  AX',  AX "  (  )  A9,  AD ,  A  9 

AS,  AJ',  AX")  (aY,  A\',  AY' 


L"" 


iff, 


rff 


// 


"l 


!•  S.  Na  45.  Doppelsysteme. 

geben,  und  durch 

(C) ,  (C)  ,  (C") ;  (C) ,  (CO  ,  (Q  ;  (C.) ,  (Q  ,  (Q  i 

(-T),  (r)',  (O;  (r,)  ,  (FQ,  (H');  (^«)>  (^«)  >  (i^O  V  di« senkrechten Proiectionszahtfin  welche 
(D) ,  (DO  ,  (D'^) ;  (D.) ,  (Di) ,  (DD  ;  (D,) ,  (Di) ,  (D;')  (  <»•«  ««'^re^^Men  r rojecuonszemen,  wetohe 

(^},  (^),  (^');  (^.),  (^0,  (^D;  (^a),  (^0,  (^O) 

i  AY,  AY',  AY''\  /AI,  AI',  AS 

die  Grund--  oder  Polaraxen  v  *  v '  a  v*'   a  v^//  «» «Icn  Polar-  oder  Grundaxen  <  .  «. '   .  «.,'    .  «.„ 

jAx,  aä,  aä  (  jAg,  Ag,  AS  i 

(A3E,  A3r,  Ar)  fAY,  AY',  AY' 

liefern.    Fügen  wir  »i  diesen  Bezeichnungen  noch  die  schon  oben  festgestelllen,  womach 
(W,  W,  W)  ..     ,         .  ,  ,  (XAX',  XAX",  X' AX"  iin  ursprünglichen  L      ^     . 

|w„W;,Wr!  ^''  A-^^"^»«^^»  JyAY',  YAY-,  Y'AY-  im  neu  hingekommenen r^^^^y^*^""^' 

J®, »',  m  di,  Axenwinkd  !^  ^^''  *^^"'  ^'  ^*"  ""  ursprünglichen  )  poiarsvsteme 

J2B„®;,»;'j  '*'^  ^'"'^"'^"^  |g)Ag)',  »Ar,  2)' Ar  im  neu  hinzugekommenen  j  ^^''^^'^y^*^*"'' 

und 

,  f  den  Inhalt  des  |      ^     ®  f  Grundsystems ,  {),{)  den  Inhalt  des  )  ^    ^         1  Polar- 

kj  1  neuen  j  '  (W)  (neuen  j 

Systems  bezeichnen,  so  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  aus  den  oben  zwischen  den  Axen  zweier 
Grundsysteme  aurgestellten  Relationen  unmittelbar  die  zu  entnehmen,  welche  sich  auf  irgend  zwei 
von  den  Systemen  beziehen,  die  im  ursprünglichen  und  im  neu  hinzugekommenen  Systeme  ent*- 
haken  sind^ 

453  Um  die  wichtigsten  von  den  so  entstehenden  Gleichungen  zu  Tage  zu  fördern,  be- 
merken wir,  dass  so  wie  in  BetreiF  der  beiden  Grundsysteme  den  Gleichungen  (31}  zur  Folge 

c=D,  c'=D, ,  c"=D, ,  c.=D',  c;=d;,  c;'=d;,  c,=d",  c;=Dr,  c;'=d;' 

ist,  eben  so  in  BetreiT  der  beiden  Polarsysteme, 

r=zjj  r'rz^,,  F'=^»,  r^'=:z/i,  n^Jiy  r, =z/',  ri=j!f\  ri=:z/;',  ri'=-^', 

imd  im  Zusammenhalt  des  ursprünglichen  Polarsystems  mit  dem  neuen  Grundsysteme 

(C)=(^,  (C')=(^.),  (C")=(^.),  (C.)=(^),  {c;)=(^),  (q')=(^.),  {c,)={J"),}  («•••.) 

(c;)=:{^'),{cr)=(^;), 

80  wie  im  Zusammenhalt  des  ursprünglichen  Grundsystems  mit  dem  neuen  Polarsystem 

(D)=(r),  (D')=(r.),  (D")=(r,),  (D.)=(r),  (DO=(r;),  (D;')=(r,),  (D,)=(r'), 

m={n,  (D;')=(n') 

wird. 

Wendet  man  die  anf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (63}  auf  die  drei  neuen  Axcn- 
richtungen  an,  so  wie  die  auf  zweiter  Zeile  stehenden  auf  die  drei  ursprünglichen  Axcnrichtun- 
gen,  so  erhält  man  im  ersten  Falle: 

(C)=eA,    (C')  =  6;A',    (C")  =  (K'A"    und    C=6(A),    C'  =  6:(A'),    C"  =  e;'(A"), 

(c,)=eA.,  (c;)=6:a;,  (c;')=6;'a:'  und  c,=6(a,),  c:=e:(Ä:),  c['=(s:{A':), 
(c,)=SA.,  (c;)=6:a;,  (c;')=6;'a;'  und  c=6(a,),  c;=:S:(a;),  c;' = e;' (a;') , 

dagegen  im  andern  Falle 

/D)  =  !DB,  {D')  =  D;B',  (D")  =  I>rB"    und    D  =D(B),   D'=3);(B'),  D"=S>;'(B"), 

(D,)=2)B„  (d:)=3);b:,  (Dr)=2);'B;'  und  d.=2)(b.),  d;=d;(b:),  D;'=a);'(Br), 
(Do=2)B„  (Dy=!D;B;,  (d;'j=3);'b;'  und  d,=S)(b,),  d;=3);(b;),  d;'=S);'(b;'), 


M 


Aaalytische  Oeometrie. 


Almck.  L 


C99*2^0    \und  hieraus  eriiält  man  durch  gegenseitige  Verwechselung  der  Grund-  und  Polarsysteme  in 

jedem  Doppelsystem,  wobei  @,  @;,  ^'  und  2),  !})i,  fD^'  dieselben  bleiben: 


C«) 


6;'^"  und  r 

-(<'   und   r, 
jfi   und  r. 


so  wie 


(//)  =  DB  ,  (//')  =  2):B',  (^')  =  2>;'B"  und  ^  =2)(B),  ^r=2);(B'),  J" 

(^,)=a)B,,  (^)=2>;jb;,  (^')=2);'jb:'  und  ^.=<d(b.),  ^=2>;(b:),  -«/:': 
\(z/,)=S)B„  (/f,)=2);B;,  (zr,')=2);'fl;'  und  z/,=2>(b,)»  ^.=3):(ß',), ./,': 

welche  Gleichungen  (^86.  a.  und  b.}  sich  in  folgende  vereinigen  lassen: 


2);'(b;'), 


,C  =D  =:S(A) 
C,=D'=e(A,): 

C,=D"=6(A,) 

^.  =  ^  =  S(^.) 


SA 
(SA, 
SA, 


3)(B),      C'  = 

d;(B'),   c;  = 
:3>;'(B''),  c;  = 

:2)(B),   r= 

=  2)  B  ,    (C) 

=d:b',  (CO 

=  35;'B",  (C) 


d; 
d; 


6:(A') 

61  (AO 

6;  (a;) 
6:  (^,) 


2)(B,),  C": 

2);'(b:'),  c;': 

:D(B.),  r': 

:!t>;(B;),  IT' 

3);'{b:'),  r 


D,: 

d;: 


^  (A") 

6;'(a:') 
6;'  (a;-) 


2)(B) 

2);(b;) 
:  d;'(b;') 


6;'(^'): 

6;'(^:'): 

e;'(^;')=2);'(B;'); 


3)  (B,)  , 

35;{b;)  , 


=  (//.)  =«IA'  = 


(F) 
(F') 


2)B 
2)B. 
S)B, 


(D') 
(»0 

(d;) 


■in 
■in 


«lA' 

s:a;: 
6;  a; 

2)1  B' 

2);b; 
d:b;: 


2>B,,  (C") 

3);b;,  (o 
35;'b;',  (c;') 


6;^,  (DD 


in 


S;'  A": 

^  kr- 


3>;'  b" 
2);'  b;' 
2>;'b;' 


:2)B„ 

:I»;b;, 


46')  Zu  den  Gleichungen  der  vorigen  Nummer  fügen  wir  noch  die,  welche  denen  fSl.  a.} 

an  den  beiden  Grundsystemen  entsprechen.  Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  für  [A]  und  [B] 
ihre  aus  den  Gleichungen  (84.  c.}  entnommenen  Werthe,  so  nehmen  sie  die  nachstehende 
Form  an: 


+  kB=h(A;A;'— ai'a; 

q:kB'=hCA'A;'— A"a; 

±kB"=h(A'A:'— a"a; 


(»9.  lu) 


+  kB, 
+kB: 
+  kB;' 

+  kB, 
+kB; 
±kB; 


ht:A,A;' 

h(A  a;' 
hCA  a;' 

h(A,A; 
;hCAA; 
:hCAA: 


A|   Aa 

A"A, 
A"A, 


A|  Aj 

A' A, 
A' A, 


+hA=k(^;B;'— bi'b; 

q:hA'=k(TB'B;'— B'B; 
±hA"=k(B'B;'— B"B,' 


+hA, 

±hA: 

+  hA; 


und    /  +hA,= 


±hA, 
+hA; 

^+hA 


fr 


k(B,B 
k(BB 
k(BB;' 

kCB.B; 

k(^B; 
;k(3B: 


K'B 

B'B, 

B"B. 

BI  B, 
B'B, 
B'  B, 


und  diese  gestalten  sich  an  den  beiden  Polarsystemen  in  folgende  um: 


f.  Ü.  Nr.  4§. 


ltofp«kiysteBie. 


+(k)B  =(h)  c^,jt:  -jti^j , 

+(k)  F  =:(h)  (^  j:;—jf'jt;) , 
+ (k)  F'=  (b)  iuf  j::  -^'Jd'f 

+ (k)  B, = (h)  Qji,  a; — jf:A;) , 

±  (k)  Ä = 0»)  (^  uC  -  u<"  ^0 . 

+ (k)  K'=  (h)  iA  A:  -  A'  A,-) ; 

+  (k)B,=(fc)C^.^  — ^  u#0, 
+  (k)  F,=(h)  C^  -<«  —  ^  ^0 , 

±(k)F'=(k)(^ -^  — ^  ^.). 


i(h)  ^  =;(k)  CB;  B;'  -  BI'FO . 


+Oi)ur=(k 
i(h)uf'=(k: 

q:(h)^,=(k: 

luid    /±(h)^=(k 

q:(h)^'=(k 

±(h)^,=(k: 
+(h)^.=(k 

±(h)^'=(k: 


(FBi'-F'FO, 
(B'Ä'-F'BO; 

fßi  BJ'  —  JBI'  J?» j , 

(BÄ'-F'B,),) CM.M 

(BBT-FB.); 

( J?i  Bi  —  Bi  Bj)  9 

(bb;-fbo, 

CBB[-RBO-J 


Fuhrt  man  in  die  Gleichungen  (88.  a.}  «nslalt  der  beiden  Gmndsysteme  einmal  die  zwei  ein, 
deren  eines. das  vrspi^lngliche  Gnuidsrfstem  wd  deren  anderes  das  nene  Polarsystem  ist,  ein 
andermal  die  zwei,  deren  eines  das  nene  CSnindsystem  und  deren  anderes  das  ursprüngliche 
Polarsystem  ist,  so  findet  man  im  einen  FaHe: 


±  (k)  (B)  =  h  [{A.)  {A')  -  {A')  (A)-] , 
+ (k)  (B')  =  h  [(^)  {Ai)  -  (A-)  (^.)] , 
+ (k)  (F') = h  [{A)  W  -  {A)  {A}-] ; 

+ (k)  (BO  =:  h  HA,)  {Ai)  -  (4')  (^.)] , 
±(k)(B.')  =Vi{A)  {A:)-{A'){A^-\, 
+ (k)  (BD = h  M  (-^D  -  {^')  U)]  i 

±  (k)  (B^  =  h  [U)  (^.)  -  (^)  (^,)] , 
+  (k)  (B;)  =  h  [(^  (u/,)  -  (A)  {A^-\ , 
+  (k)(B;')=h[(^  (.^  -{A)  M.)]  , 

und  im  andern  Falte: 

±  k  (B)  =  (h)  [(AI)  (a;-)  -  (AD  (a;)]  , 

+  k(B')  =(h)[(A')(A;')-(Al(A;)l, 
+ k  (F-) = (h)  [(A')  ( A;-)  -  (A")  (A;)]  ; 


(B.)=(h)[(A.)(A;')-(A;')(A,)], 
±k  (F)  =  (h)  [(A)  (A;')  -  (A")  (A,)] , 
+ k  (F) = (h)  [(A)  (AD  -  (A")  (A.)]  ; 

+ k  (B,)  =  (h)  [(A.)  (A;)  ~  (AO  (A,)] , 
+ k  (F)  =  (h)  [(A)  (A-,)  -  (A')  (A,)] , 
±k(F')  =  (h)C(A)  (Ai)  -(A')  (A.)]  , 


+  h  (^  =  (k)  [(Bi)  (B;')  -  (BD  (B;)]  , 
HF  h  (^)  =  (k)  [(B')  (B;')  -  (B") «)] . 

±  h  {A') = (k)  [(B')  (BD  -  (BD  ^0] ; 

+h  (A.)  =(k)  [(B.)  (B;-)  -  (BD  (B.)] , 

«>d   ( ±h(A,)  =(k) [(B)  (b;')- (Br')(B,)] , 

4:h(.^')=(k)[(B)  (BD-(BD(B.)]; 

+ h  (A,)  =  (k)  [(B.)  (B;)  -  (Bi)  (B.)] , 

+h(^,)  =:(k)[(B)  (B;)  -  (B')  (B,)] , 

y  ^  +h(^,')=(k)[(B)  (B:)  -(B')  (B.)]  , 

±  (b)  (A)  =:  k  [(F)  (F')  -  (F')  (F)]  , 
4:(h)(A')  =k[(F)(F')-(B")(B;)], 
±(h)(AD=k[(F)(F')-(B")(F)); 

+ (h)  (A.)  =  k  [(B.)  (F')  -  (FO  (B,)] , 

und    /  +  (h)  (AO  =  k  [(B)  (F')  -  (F')  (F)]", 

+ (h)  (AD = k  [(B)  (F')  -  (F')  (B.)] ; 

±(h)('A,)  =k[(B.)  (F)  -(F)  (B,)] , 

q:(h)(A;)  =k[(B)  (F)  -(F)  (B.)], 

\  ±(b)(AD=k[(B)  (F)  -(B')  (B.)]  . 


•  • 


(M.«.) 


<»9,«.) 


ErwSgt  man,  dass  im  Sinne  des  Gleidnmgen  (Ai") 
1»      _     (h) 


a= 


süTW^'  ~  sSÜg*  ' 


g' ___]!__  JIlL       ff-. b__     (b) 

^~  stnW  —  sin  SB"    *»  "*  sinW  "  iSTB 


und 


'^*~sinWJ~-5Ä" 


'^'~*sinW,  ""sinaB, 


^~5nWr"~sml^' 

ist,  und  setzt  man. in  die  Gleichungen  (87)  fttr  S,  @i,  ^'  und  !£),  ^',,  ^','  ihre  hier  gege- 
benen Werthe  em,  von  den  beiden  jedesmal  den  nehmend,  dessen  Bestandtbeile  sich  auf  das- 
I.  '  9 


AliftlyHErche  Qtfimetrle. 


^  kVsiA.  t. 


\  •:(  «•  •'  ) 


i-^  .*      l 


'.U  fÄ»> 


selbe  System  beziehen,  an  dessen  Aken  die  neben  jenen  Grössen- stehenden  [Jchiereii  Projections- 
zahlen  pioh  bilden,  (nämlich  auf  (hs  Grunjsystem  6dtt  auf  das  Pölarsy^tetn,  je  nachdem  die 
Projecli*nsiah!en ' die  Grundzeichen  A,  B,  (X^),  (B)  ideir  A^  B ^  (A),  (B)  an  siöh  tragen),  so 
verwandeln  sich  die  eben  genannten  Gleichingen  in :  *  .     v 


•       ■ 


■ 

/ 


•  I  •  •  •  f  • 


0     '^n-^  (h)(Ä)  _  (k)(B) 
^    *"*^  *       imW  ■*"  sin J!qr  * 


v  — D-  _  MAO  ^  (k)  (B.)  : 

~   '  "^  smW        smW  * 

_f>'  -1  (»«)(A^0  -  (fc)  (B«)  ■■ 

-^'  "^  sin  SB  "~sin9B;" 


\ff 


r     _n^'_:(h>{A.)  _(k)(B2       p,   _^/   _l(h)(A;)  _(k)(B.7- 


sin  S ",  ~  sin  3Q;  , 


'  sin  SB'  ~  Ein  Sß; 

u,  _ir,  _  ^.^^  —sin aß;  ' 


C   =D"    = 


_  (h)  (A,)  _  (k)  (B") 


sinäö" 


sinSGB, 


,  -a-  tiDT  =; 


(h)(A;) 


sm 


(k)(Br) 
sin 


1 


c;'  =ix' 


(h)(A;')  _  (kKBr)'- . 
sinSß  -'sinir  ' 


r  =ij   = 


^  h(^  _k.(B) 
sinW'^sinW:'  * 


sinW         .sinW, 
r'  — ^     _h(-^')_  k(ig.)  . 


BinWI' 


P   _•  -^    _  liU)  _  k(g)        p,  ^.y    _j  li(^)   _  k(JB?) 


SinW 


sifeW; 


SinW 


BinW; 


i 


(C)  =  (^  = 


hA 


sibW" 


^Jk) 
'    sin 


/  y 


(C\-(yf\-       hA.       _     (k)F, 


sinW        smW, 

r"  J^  >  _  k(-^0  _  k(Br)  . 
X,  ^^,   —  lürW  — SinW,   ' 


.rwfy)-'  hA'    _'(k)J8.   " 
^^^/   ^^V  —  SinW'  ~  sinSBr  ' 

ic>"\—iiy4\ k  A     (k)  J»   . 

/p^'v,^/  ^n "Ai     _  W  /'s    . 

(^H^^'^-IHTW  =ÜHW' 


SinW 


sin 


*< 


S.  .91,  ün  46. 


.  )   I 


m9P9l^¥*t«i«e.- 


(D)=(r)  = 


kB    ^  ^)A\ 
sinW,"  ~  smaSB"'' 


^ 


^»■)=(^)==s-SW 


sin  W,  ~  sinSB" 

kB:     _  (h)^ 

sinW; •  ~  sin Sr 


(d;)=(i:i;)  = 


I 


sm'W^ 


(^')=<^')^.^;=-s«^ 


f 


I  - 


I  I 


Multi{)Kzirt  man  nun  jede  der  jn  dep  Gleichungen  J(88.'a,  bis  d.*)  vorkommenden  Projeetiois- 
zahlen,  welche  ^uf  deren,  rechten  Seijen  innerhalb  dei*  mit  Klammern  umgebenen  zusammenge- 
setzten Factoren  vorkommen,  init  dem  ausserhalb  der  Klammern  stehenden  Factor,  daftir  diesen 
zum  Nenner  machend,  und  setzt  dann  in  jene  Gleichungen  an  die  Stelle  der  mit  demgeminiltefl 
Factor  im^tiplicirten  Pn^actionssablen .  deren  aus  den  *  Gleichungen  (S9i)  ,  sid^  ergebenden 
Werthei  zugleiclf  aber  auch  anstatt  der  in  jenen  Gleichungeil  auf  (deren  Ijfiker  9f\ie  i^tehenden 
Producta ^re  aus  denselben  Gleichungen .^(89}  er|nomme|ien  Werthe  .  ein ,  190.,  ye^wanc^ln 
sich,  vv^enn  man  zu  gleicher  Zeit  beachtet,  tiass  im  S)nne  der  Gleichungen  (42}  ; 

\     '  h  =;:  sin  W  sin  W  sin  5®"=  sin  W  sin  W'sin  2B'=  sin  W'  sin  W'sin  SB  ,      ^ 
;     '  (h)=;=sinSBsiaSQ3'sinW"=sinSBsin2B''siriW'=sia2i3'^^^  , 

k  =sinW,sinW;sina5:'=sin.W,sinW:'*n2B;==sinW;sinW:Wffi^^  "  . 

(k)r=sta2B,siaSaKsinWr=shite,sin5ffiI'/inW;==sin  ^    '    \ 

ist,  die  (86.  a.)  in:  •     •        i    • 


I  7  .4.«:^ 


4  ii 


+  (D)-  sinWrsin3B'^=(C:)(Cn-(Cr)(C;), 

^:  (D')  sin.  w;  sin  2B'-=.(c;)  (c;')  -  (n  (cy , .] 

+  (Dl  sin  W,  sin  SB''^?  CC!)  (CO  —  (C")  (CQ ; 

qifD,)  •  sin  Wt'sin  W  ^  fC.)  (C/)  --  (Q  (C,) , 
+(IX)  sin  W;  sin  W  =  (C)  '(Cr/)  -  (C")(C,)  ,\  und 
q:  (DJ')  sfn  W{  sin  SB' ^(C)  (CD  —  (C")  (C.)  ;j 

±{j),)  si«w;:sin2B  ==:.(c.)(c;),  -.(Ci)  (c,),l 

4:(D;)  sinW;§inaä5  =(CJ  (Q  —  (C)  (C,), 
+ (D;-)  sin  W.  sin  SP  .=  (C)  (C)  _.(C:)  .{C} ',, 

^e<8&  b.}  in: 

±{j)  sin äBi'sin w"=(r;)(rD -(no  (H) ,> 

l^-iJ-)  sin2Bt  sinW"=(r)(rj')— (r")(n), 

+(^.)  sin2ß;'sinw'=(r,)  (r,')-(r,")(r.)  J 
±(^O.sinaB;sinW'=(r) (r;')-(r')(i\) ,>  mi 
x{4;')s<»3ß,«nw'=(r)  (r;')-(n(r,)i 


■±  (C)  sin  w"sih  2ß:'=  (DI)  (d;') — (ö;')  (d;)  , 

+  (C)  sin  W'.SM»  3B;'=  (DO  (Dl')  -  (D")  (D;)  , 
(C"),3io  W  .sin  2ß;'=^  (D'J  (DD  -.  (I)")  (DO  i, 

1+  (C.)  slnWsin  3B; = (D,)  (DJ')  -  (IK')  (Di)  J 

'+  (C)  Sil»  W  »irt  ®J = (D)  (Di')  —  (D")  (D,)  ,\    (••.  •.) 

ff^CT)  siri  W  sin  2B;=i  (D)'  (DJ')  —  (D^')  (D,)  jl 

fi:(C^  sinW"sinaB.=(D,)  (Dy  -.(D.')  (D.) ,' 
+  (Ci)  sin  W  sin  30.=  (D)  (D;)  -  (D')  (D,) , .) 
±(C;')sinW  sinäB,  =:j;Dj  (D.')  -(D')  (D^  ; 

,±{r)  sln2B"sin\vr=(^)(^')— (^')(^ ,\ 

^ar)  sin2B'STnWr±=(^)(^,')— (■■^(^.), 

+(r')sinaEß  sinW;'=:(^') {JT) -(^( JQ  ;1 
b;(r,)  siiiSB"»nW:  ;=:(^0  (.<^.')-(^i')(4») J 

jb(r:)  8iiisaj'8inw:=(^)  (^;')— (^f^'x^,), 

l+(r;')pina[8  8i»i.w:=(^)  .(^,')-(</")(4^,)i  ji 

9» 


(••.  h.) 


AudylfaAe  fiCMtetrie. 


AbMk.  t 


••> 


«.) 


ir,)  (ro 
(r)  (r,) 

in  (IT) 


-(rt)(r.),i 
-(r)(r.)J 


(±(^,)nlBrniW= 
+(//,)  sin  S;8nW= 
+(z/nn>9B,saW=: 

«e  CS&  c:)  ia: 

+!)'»■»;  «in  fB"=rJ7- 

+ir«ii  ».■■»'=  rrr- 
+D;«mfB;«ia«'=r  rr- 

+ DTrin  ».  OB  » = r  JT- 
+D,  an  9B;'sm  9B  =  F,  r;- 

+i>;flnfB;sm9B  =r  r;- 

+]);'8in9B.nnS=rr;- 

die  (8a  d.)  in: 

+^  rinWI'Mn  W": 
qi^anW^nnW 
.sinW 


1+  (A)  nn  «^A  W. = (J,)  (/f,)  _  (^.)(^.), 
f  4:(r,)  «n  »  «n  W, = (//)  (^.)  -  (/f  )(^,), 
V±(r/)«n«  «inW.=(^  (^)—(^)  (//.); 


irr., 
rr,, 
rr.; 

rr.; 


+  raiB 


*_i. 


W^sinWI 
WnnW; 
WsinW; 


w_ 


/# 


ud 


r*' 


Ly_ 


c;cr- 
ccr— 
ccr— 


crc;, 

C'CJ; 


4:z/,8inW:'8inW' 
+  ^fflnW:8inW' 
4:z^'«inW,sinW' 

+  ^,8inW;'sinW 
4:/r,sinW;>inW 
±^'naW,8inW 


:c.cr 

:C  er 

:c  cr- 

=c.  c;- 
==€  c;— 
=c  c;— 


C"C„ 
C"C.; 

cic, 

C^  Ci;  y 


und 


+r.  onW'sinW; 
+r:anW'nnW:: 
^  ITsin  W  sin  W^ : 

+r,«inW''ainW,: 
4:r,sinW'sinW,: 
+r,'8inWnnW.: 

+C  sinfB'nnaB:':: 

q:C8inS'nnfBr=: 
+C"sinfBnn9B;'= 

+ C;  sin  SB' «in  SB; = 
qiOinS  sinS;= 


:D'I);'- 

:D'd;'- 

:D  m'- 
:DDr- 

D.  d;- 

D  m- 

D  d;- 


d"d:; 
DrD., 

D"D„ 
D'D.; 

d;d„ 

D'D., 
D'  D. ; 


+C,8inS"sinS, 
4:C;sinSB'sin9B, 


+  Cr«in»  sin 99.  =  ^  JT,— 


In  den  Gleidiungen  einer  jeden  der  Tarstehaiden  Gmppen,  welche  ein  doppeltes  Voneidien 
in  rieh  anfgenoinmen  haben,  mnss  überall  entweder  das  obere  oder  das  nntere  genonnnen  wer- 
den, je  nachdem  die  beiden  Coordinalensystenie,  worauf  sie  sich  bexiehen,  unter  rieh  einen  ähn- 
lichen oder  unühnlichen  Axenfamf  haben,  und  da  eine  ganz  einfache  Betrachtung  ausser  Zweifel 
sldit,  dass  jedes  aus  d^i  beiden  Doppelsystemen  herausgehobene  Paar  von  einxelnen  Systemen 
in  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Auenlauf  hat,  so  wie  es  ein  einziges  von  diesen  Paaren 
fhut,  so  hat  man  in  allen  jenen  Gleiehnngai  gleichzeitig  nur  die  obern  oder  nur  die  untern 
von  den  doppelten  Vorzeichen  zu  nehmen,  und  ob  die  einen  oder  andern,  weiss  man,  sobidd 
man  hinsichtlich  eines  einzigen  von  jenen  Paaren  einfacher  Systeme  rieh  überzeugt  hat,  ob  die- 
ses in  sich  einmi  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  hat  Eben  deswegen  hat  man  es  da» 
wo  zu  einem  vorhandaien  Systeme  ein  neues  unbestimmtes  hinzugefügt  wird,  schon  durdi  die 
Benennung  der  neuen  Axen  in  seiner  Gewalt,  in  jenen  Gleichungen  nach  Bdieben  die  obern 
oder  untern  Vorzeichen  eintreten  zu  lassen«  Wir  werden  in  solchen  Fällen  in  der  Regd  die 
Bezeichnung  der  neuen  Axen  so  gewählt  voraussetzen,  dass  in  den  erwähnten  Gleichungen  die 
4ri)em  Vorzeichen  genommen  werden  mflssen. 

Wir  haben  die  Gletchnngen  (86.  a.}  bis  (90.  d.)  in  einem  eigenen  Paragraphen  zusauH 
mengest^t,  da  sie  den  wichtigsten  Thefl  des  Apparates  bilden,  den  der  analytische  Geometer, 


{.  4.  Nn  47.  BeMmd«*  UfebteBgea  mmd  Pnncte.  M 

wdcher  Mfaie  UnlennuAHngM  «m  MUePiriiikKgeii  Sytlenie  forlfllhren  will,  be^ilien  nuiM,  weil 
er  ohne  ihn  bei  «Der  GesdiicUiddieit  sich  doch  mAt  frei  bewegen  küiiiite,  vielmehr  an  gar 
viele»  Steileii  wie  von  einen  Neu  imiitridct  sieh  fllMeii  nttnle.  Milleist  dieser  CHeidmiigea, 
welche  lehren,  wie  «rii  die  in  den  verschiedenen  einfcehen  Systemen  der  beiden  DeppdsysleaM 
möglichen  ProjecKonszaMen  in  einander  ttbeifUiren  lassen,  kann  man  fasi  aBe  firttheni,  ond  u»* 
besondere  die  so'  wichtigen  Uebertragangsformeki,  welche  von  (59.  a.)  bis  (62.  b.)  stehen,  anf 
die  mannigfaltigste  Weise  abfinden!. 

J.  4. 

Besondere  Ugci  der  Uchtugei  oder  Puete« 

47)  Indem  wir  jetit  den  besonderen  Lagen  der  Richtnngen  und  Puncto  im  beliebigen  Coor«» 
dinatensysteine  unsere  Aufmerksamkeit  schenken,  machen  wir  darauf  aufmeiksam,  dass  jede  der 
Gmndaxen  sowohl  als  der  Pobraxen  eines  Coordinatensystems  sich  von  der  andern,  unserer 
bisherigen  Bezeichnungsweise  zur  Folge,  in  Nichts  unterscheidet,  als  dass  dem  Buchstaben,  der 
in  ihrem  Zeichen  nodi  ausser  der  CoordinatenspitBe  A  vorkommt,  eine  anctere  Anzahl  von  Ac* 
centen  beigelegt  wird,  während  die  zusammengdidrigen  found"-  und  Polaraxen  Accente  in  glei« 
dier  Anzahl  an  sich  tragen;  alle  auf  eine  der  Axen  sich  beziehenden  Projectionszahlen  oder 
Coordinaten  aber  tragen  in  ihrem  Zeichen  eben  so  viele  Accente  wie  diese  Axen,  wfihrend  ihr 
Gruttdzeidien  bei  jeder  der  drei  Axen  einer  jeden  Art  stets  das  glefehe  bleibt  Da  wo  in  die 
Betrachtung  neben  dem  bereits  vorhandenen  noch  ein  zweites,  als  neu  hinzugekommen  gedach- 
tes, Coordinatensystem  aufgenommen  wird,  lassen  wir  die  gleiche  Bezeichnungsweise  auch  bei 
diesem  noch  fortbestehen,  und  wenn  die  Axen  des  einen  Systems  hinsichdJch  ihrer  Richtungen 
auf  die  Axen  des  andern  Systems  bezogen  werden  sollen,  geben  wir  allen  dd>ei  auftretenden 
Projectionszahlen  einerlei  Grundzeichen  mil  Accenten  in  solcher  Anzahl,  als  die  Axe,  worauf 
sie  sich  beziehen,  hat;  ausserdem  hängen  wir  aber  noch  diesem  Grundzeichen  diejenige  Zahl 
als  Index  an,  welche  die  Anzriil  der  Accente  von  derjenigen  Axe  ausspricht,  deren  Sichtung 
auf  das  andere  System  bezogen  wird.  Es  ist  eine  nothwendige  Folge  von  dieser  Bezeichnungs- 
weise, dass  jedes  Resultat,  an  welchem  die  eine  Axe  des  Systems  einen  andern  Anthefl  mmmt» 
als  die  beiden  andern,  oder  da,  wo  gleidizeit^  mehrere  Systeme  in  die  Betrachtung  aufgenom- 
men werden,  die  mit  gleichen  Abzeidien  versehenen  ^es  jeden  Systems  einen  andern  Antheil, 
als  die  zwei  mil  anderen  Abzeichen  versehenen,  wfihrend  diese  letztem  an  der  Untersuchung 
einen  vöBig  gleichen  Antheil  nehmen,  einfach  dadurch  in  dasjenige  Resultat  Übergefldurt  wer-> 
den  kann,  welches  man  erhielte,  wenn  der  ungleichmfisstge  Antheil  an  der  Untersuchung  auf 
eine  andere  Axe  übergetragen  würde,  dass  man  die  Zahlen  der,  diesen  beiderlei  Axen  ent«* 
sprechenden  Accente  oder  Indexe  wechselseitig  in  allen  vorkommenden  Zeichen  mit  einander 
vertauscht.  Um  in  einem  solchen  Falle  die  Art  der  Vertauschung  kurz  anzeigen  zu  können, 
werden  wir  sie  eine  Vertauschung  der  ersten  Art  nennen,  wenn  bei  allen  Zeichen,  wo 
sich  kein  Accent  vorfindet,  emer  und,  wo  sich  einer  vorfindet,  keiner  gesetzt  werden  soll,  oder, 
wenn  die  gleiche  Verwechselung  bei  solchen  Zeichen,  die  Indexe  in  sich  aufnehmen,  auch  auf 
die  Zahlen  0  und  1  der  Indexe  sich  zu  erstrecken  hat;  hingegen  werden  wir  sie  eine  Vertau- 
schuttg  der  zweiten  Art  nennen,  wenn  bei  allen  Zeichen,  die  keinen  Accent  haben,  zweie, 
und  bei  allen  solchen  Zeichen,  die  zwei  Accente  an  sich  tragen,  keiner  gesetzt  werden  soll, 
oder,  wenn  die  gleiche  Verwechsehuig  bei  solchen  Zeichen,  die  Indexe  in  sieh  aufndnnen,  auf 


die  Indexzahten  0  und  2  sich  au  erstveoken  hat;  oadlirti  werdas  wir  mt  ein«:  V^er&ausckunf 
dej  dritten  Art  nennen,  wenn  überall,  wo  die  Zeichen  einen  Aocent  habdti^  «vreie,  wU  wo 
die  Zeichen  zweie  haben,  einer  gesetatwerdM-^oU,  oder,  wenn  die  gletehe  VerweidiacdvTif  bei 
solcben  Zeichen,  die  Indexe  in  sich'  tragen^. auf . die  Indexsahlen  1  iind  2  isieh  2ii  evattediea  .hat 
D«bci  werden  wir  aagen^  die  Venlaiutehung  i^et  an  den  Acißentea,iOdar  nft  den  IiM^üncii^  oder  an 
beide»  zugleich  vorzunälnnen,  je  nachdem  die  Verwechgelong  sieh  Mos  tiber.  die  Aücente,  ;odeff 
blos  über  die  Indexe,  oder  über  beide  zugleich  erstrecken  saU« 

Bei  diesen  dreierlei  Vertauschungsarten  hat  man  jedoch,  wenn  man  nicht  zu  falschen  Re- 
sultaten gelangen  will,  auf  jene  Abweichungen  ebi  besonderes  Augenmerk  zu  richten,  welche 
Folgen  der  für  Axenwinkel  eifigefuhrten  besond<srn.Bez;cichnungswei^  sind.  Die  Axenwinkel 
W ,  W,  W"  z.  B.  müssten  nämlich  im  Sinne  der  allgemeinen  Bezeichnungsweise  eigentlich  im- 
mer durch  XAX',  XAX",  X'AX",  vorgestellt  werden,  und  dies^e  gehen  ^urcb  eine  Yertau- 
schung  der  ersten  Art  in  X'AX,  X'AX",  XAX"  od^  W,  W",  W  über,  bei  einer  Vertäu^ 
schung  der  rweiten  Art  in  X"AX',  X'-AX,  X'AX  odeu  W",  W,  W,  bei  einer-  Vertauscbung 
der  dritten  Art  in  XAX",  XAX',  X'AX'  oder  WV  W,  W\  Man  darf  daher  bei  den  hie« 
angezeigten  AbUndeningen  nie  übersehen^  da«s  eine  Vertauschuhg  der  .ei:$tea  Art 
-•  '  W  in  W'    und    W"  in  W      ,       .     . 

umwandelt ,  wäbreod  sie  W  u!nverändert  lässt^  daas  eine  Yertauscbung  der  zweiten  Art 

W  in  W"  -und    W"  in  W       .  .    > 

umwandelt,  während  sie  W  ungieändert  läfist;  endlich  dass  einie  Yertauscbung  der  ddtten  Art; 

W  in  W  wid.  W  in  W 
umwandelt,  während  sie  W"  ung^ndert  fortbesteherj  lässt,  woraus  man  aieht^  daas  nur  Jbei  ^eir^ 
ner  Vertanschnng  der  zweiten  Art  auch  die  gleiche  an  den  Accenten  der  Axenwinkel  vorgcn 
nommen  werden  darf,  dass  hingegen  bei  einer  Vertsuschung  ,der  ersten  Art  die  Aceente.  der 
Axenwinkel  eine  Yertauscbung  <der  dritten  Art  erfahren  müssen,  und.  umgekehrt  bei  einer  Yer«t 
täuschuiig  der  dritten  Art  eine  der  ersten  Art,  Dits  Aehnlicbe  gilt  natluiich  ^uch  eben  so.  \oji 
den  Axennrinkeln  W,,  W|,  \f[\  wi3lche  dem  neu  eingerührten  Systeme  angehören,,  und  \an 
denen  9B,  90',  äB''  oder  9Bi,  ^I,  SS," <,  welche  den^u  diesen  Grundsystemen  gehörigeiy  Po* 
larsystemen  (^tsprechen. 

Die  Bekanntscheft  mit  den  hier  angeregten  Yertauschungsarteü)  und  insbesondere  die  Lejch« 
^gkeit,  womit  man  die  Umstände,  wodurch  die  eine  oder  die  andere  herbeigeiTührt  wird,  zu  J|^e- 

« 

urlheilen  im  Stande  ist,  sind  für  die  analyliscjie  Geometrie  im  beliebigen  Coordinatei^systeme 
von  besonderer  Widiügkeit,  weil  inan  durch  sie  in  den  Stand  gesetzt Avird,  die  Anzahl. aUer 
Formeln  auf  weniger  als  ein  Drittheil  derselben  zu  beschränken,  was  hier,  wo  ohnehin,  ein  so 
grosser  Pormenreichthum  herrscht,: eine  keineswegs  m  verachtende  Erleichterung^  verschaflt. 

48)  Wir  haben  oben  in  Nr.  14.  gesehen,  dass,  wenn  x,  x',  x"  und  x, ,  xj,  xj'  die  schio- 
fen,  u,  u',  u"  und  u, ,  uj,  uj'  die  senkrechten  Coordinalcn  zweier  Puncte  0  und  Ö,  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  und  man  durch  a,  ä',*  ä"  die  schiefe^  durch  c,  c',  c"  die  senk- 
rechten Projeclionszahlen  der  von  0  nach  0,  hinzielenden  Richtung  an  denselben  Axen,  so  wie 
durch  r  die  Enlfcrnung  der  beiden  Puncte  0  und  0,  von  einander  bezeichnet,  stets  sei: 


ff        ff  ..       ..  /      ../  ff      .,'/ 


=  a ,    —  =:  a  ,    =^  a      und     nr  c , »—  rr  o  ,   — — — -    sn  c 

r  '        r  r  r  r  '        r 

Lieg»!  nun  die  beiden  Puncte  0  und  0. 


i  .«s 


4'  '4.  KK  48.  Besonder!^  üiehttingieii  vird  Puncte.  Vt 

*•  •   V)  in  def  ttem  Artindi^teme- arigeMrigfen  CoordlnatcÄ^  so  ist  flir  jeden  dieser 

Puncte  de^seii  zur  Axe  AX  gehdrig^e  sdikfe  Coordinale  noll,  d.  h.  es  ist  ;x:£=:0  und  x,'=:3:0^ 
was  a  =  0  zur  Folge  hat;  es  ist  also  die  schiefe  Projectionszahl,  welche  eine  in  der  Coordi* 
natenebene  X'AX"  liegende  Richtung  an  der  Axef  AX  giebt,  immer  null.  Es  wird  aber  diese 
ProjectionszaM,  wie  die  erstfe  der  in»  Eingang  dieser  Nummer  mitgetheillen  Gleichungen  zeigt, 
tiieht  Mo^  dann'nuU,  wenn  x=:r;0  und  x,^r:0  ist,  sondern  schon,  wenn  nur  xr=rxi  ist,  und 
(Hess  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden  Pünete-  0  und  Ö,  in  einer  Ebehe  liege»,  die  mit  der  Ooor*- 
dinatenebene  X'AX''  parallel  19nft,  oder,  was  dasselbe  sagt,-  wenn  die  duroh  0  und  0|  gehende 
Richtung  mit  der  genannten  Coordinatenebene . parallel  ist;'  und  tniigekelirt  zieht  acro  ifie  aiN- 
dere  Gleichung  x=:Xi  nach  sich,  und  diese  letztere  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Puncte  0  und 
Ol  in  einer  mit  der  Coordinatenebene  X'AX"  parallelen  Ebene  liegen,  o^er  dass  die  durch  Q 
und  Qi  (»indurch  gehende  Richtung  ^it  dieser  Coordinatenebene  parallel  sei.    Es  ist  mithin 

a  =  0  (8i.li.) 

das  vollständige  Kennzeichen,  dass  die  Richtung,  auf  welche  sich  die  in  dieser  Gleichung  auf- 
tretende Projeclfonszahl  bezieht,  mit  der  Coordiriatenebene  X'A  X"  parallel  laufe,  so  wie  umge-  '  *     -  •'  • 
kehrt  dl6  Gleichung  (91.   a.)  alle  Rosidtate  in  sich  sddiesst  j    welche  die  mit  X'AX"  pa- 
Tällele  Lage  der  in  der  Gleichung  enthaltenen  Richtung  nach  sich  zieht.  t>ürefa'  diese  Gleichung 
nimmt'  aber  die  allgemdne  Richtungsgleichnng  (H)  hier  dte  besondere  Gestalt 

l=a'c'+a"c"  (•i.bO 

an,  und  di^  Gleichungen  (12}  gehen  durch  sie  über  in: 

c  =  a'cos  W  rf  a"cos  W ,    c'=  a'+  a"coi?  W",    c"=  a'cos  W"+a",  (•!•  «.) 

während  durch  sie  die  Gleichungen  (47.  a.}  sich  verwandeln  in: 

o=?ic+?i'c'+av, .  8;ft'=:Si,c+?i;c'+si;v',  (EV'=«,c+si;c'+si;'c",         i'C9u«o 

von.  welchen  letasterea  die  erßte  eine  Abhängigkeit  anzeigt,  die  zwischen  .den.  zu  einer  solchen 
Richtung  gehörigen  senkrechten  Projectionszahlen  statt  findet,  wie  die  (91.  a.)  es  für  die,  sobie*- 
JTdn  PTöjeeCionstoUen  tbut.  Eliminirt  nim  aus  ^n  Gleichungen,  (91.  d.}  die  Grösse  c^  üo  fin- 
d#t/]nan:        ... 

«eia'—caai— «'«Oc'+(8isi;'— «"«Oc"  und  8i®'a"=(sia;— si'a,)c'H-(a[8i;'— «"«o^^" 

und   diese   nehmen  unter  Beiziehung  der  für  das  Polarsystem  erhaltenen  Relationen  (41)  und 

(45.  a.  bis  c.)  die  einfachere  Fonh 

"'  a'sin'W"=c'— c"cosW"    und    a"sin*W"=c"— c'co/W^'  (St.  e.) 

"ah,  welche  letztere  sich  noch  bequemer  aus  denen  (91.  c.)  herholen  lassen.    Liegen  hingegen 

"die  beiden  Purtcle  0  und  0, 

IT)  in  der  dein  Polarsysteme  zugehörigen  Coordinatenebene  S'A  X",  so  ist  für  jeden  die- 
ser Puncte  dessen  zur  Grundaxe  AX  gehörige  senkrechte  Coordinate  null,  d.  h.  es  ist  urrO 
und  u,  =  0,'was  c=:0  zur  Folge  hat;  es  ist  also  die  senfcrechte  Projectionszahl,  welche  eine 
in  der  Polarcoordinatencbene  JTA  3E"  liegende  Riehtüng  an  der  Grundaxe  A  X  giebt,  immer  null. 
Diese  Projectionszahl  wird  aber,  wie  die  vierte  von  den  im  Eingang  zu  dieser  Nummer  mitge- 
"ttieiften  Gleichungen  zeigt,  nicht  nur  ftmn  null,  wenn  u=:0  und  U|=^0  ist,  sondern  schon, 
wenn  u  =  u,  ist,  und  diess  JSt  der  FaH,  wenn  die  beiden  Puncte  0  uiid  0,  in  einer  mit  der 
I'A  I"  parallelen  Ebene  liegen,  oder,  was  das  Gleiche  sagt,  wenn  die  durch  0  und  0,  hindurch 
gehende  Rlchtiing  mit  der  genannten  Pelarcoördinätenebene  paralle)  länfl;  ulid  umgekehrt  zieht 
die  Gleichung  e=:0  die  andere  u=Ui  nach  sich,  und  diese  letztere  giebt  zu  eritennen,  dass 


TS  Analytisebe  Oeonetrie.  Abscliu  I. 

die  Puncle  0  und  0«  in  einer  mil  der  X'AS"  parallelen  El>6ne  liegm,  oder  daM  die  dnrch  0 
und  Ot  hmdiirch  gehende  Richtung   mit  dieser  Polarcoordinatenebene  parallel  lauüe.     Es  ist 
mithin 
(•t.  wU)  0=0 

daa  voUstfindige  Kennzeichen,  dass  die  Richtung,  worauf  «ich  die  in  dieser  Gleidiuiig  auftretende 
ProjectionszaU  bezieht,  mit  der  Polarcoordinatenebene  BE'AX"  parallel  laufe,  so  wie  umgekehrt 
die  Gleichung  (92.  a.)  alle  Resultate  in  sich  schMesst,  welche  die  mit  X'AS"  pardlele  Lage 
der  in  der  Gleichung  enthaltenen  Richtung  nach  sich  zieht.  Durch  diese  Gleichung  wird  aber 
die  attgemeine  Richtungsgleichung  (11}  wieder: 

(•t.M  l=aV+aV; 

die  Gleichungen  (12}  gehen  durch  sie  über  in: 
(•»•  e.)     0  =  a  +  a'cos  W  +  a"cos  W,    c'=  a  cos W  +  a'+  a'cos W",    c"=  a  cos  W'+  a'cos  W"+  a", 

während  die  (47.  a.}  sich  verwandeln  in: 

(M. «.)  6a=8i'c'+8iv',  e;a'=8i:c'+?i;'c",  (KV'= «; c'+ a;'c". 

Die  erste  der  Gleichungen  (92.  c}  giebt  eine  Abhängigkeit  zu  erkennen,  welche  zwischen  den 
schiefen  Projectionszahlen  einer  solchen  Richtung  statt  findet,  und  ist  für  diese  schiefen  Projec^ 
tionszahlen,  was  die  (92.  a,}  für  die  senkrechten  ist.  Eliminirt  mtm  mit  ihrer  UMe  die  Grösse 
a  aus  den  beiden  andern  Gleichungen,  so  findet  man  unter  Beiziehung  der  Gleichungen  (38} 

c'=  sin  W  (a'sin  W  —  a'sin  W'cos  SB"} ,    c"=  sin  W'(a"sin  W—  a'sin  W  coS  «"} , 

'    denen  man  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (45.  a.}  und  (41}  die  andere  Form  geben 
kann: 
C*«.  «0  c '=  h  sin  W  (8i;'a'—  SK  a"} ,    c"=:  h  sin  W  (8i;  a"—  »i'a'} , 

welche  letztem  Gleichungen  man  auch  umnittelbar  aus  den  zweitletzten  CHeichungen  (92.  d.} 
herholen  kann. 

Wire  die  Richtung  nickt,  wie  in  1}  oder  D}  angenommen  worden  ist,  nut  dmr  Grund-  oder 
Polarcoordinatenebene  X'A  X''  oder  X'A  dt"  parallel,  sondern  wäre  sie  mit  der  X  A  X'"  oder  S  A  di'\ 
oder  mit  der  XAX"  oder  XAS'  parallel,  so  erhielte  man  die  hierher  gdiörigen  Formeln  ans 
den  in  1}  oder  11}  angegebenen  durch  eine  Yertauschung  der  ersten  oder  zweiten  Art  In  allen 
diesen  Formeln  kann  man  übrigens  auch  an  die  Stelle  der  Projectionszahlen  mittetet  der  im 
Eingang  zu  dieser  Nummer  mitgetbeilten  Gleichungen  die  Differenzen  von  den  gleichartigen 
Coordinaten  zweier  Puncte  setzen,  durch  die  eine  solche  Richtung  hindurch  geht,  und  aus  die- 
sen Differenzen  verschwinden  die  Coordinaten  des  einen  Punctes,  wenn  derselbe  in  der  Coor- 
diaatenspitze  liegt,  d«  h.  wenn  jene  Richtung  in  einer  der  genannten  Grund-  oder  Polarooordi- 
natenebenen  liegt  und  zugleidi  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch  geht. 

Wenn  eine  Richtung  parallel  mit  der  Gruodcoordinatenebene  X'AX''  läuft,  so  steht  sie  auch 
senkrecht  auf  der  Polaraxe  AX^  und  sie  sieht  senkrecht  auf  der  Grundaxe  AX,  wenn  sie  pa- 
rallel mit  der  Polarcoordinatenebene  X'AX"  läuft,  wekhe  zwei  Sätze  auch  umgekehrt  werden 
können;  daher  sind  die  in  dieser  Nummer  enäialtenen  auch  noch  bei  solchen  Richtungen  an- 
wendbar, welche  senkrecht  auf  einer  der  Grund-  oder  Polaraxen  stehen. 

49}  Fassen  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  von  einem  beliebigen  Puncte  0  nach  einem 
andern  beliebigen  0,  htageliende  Richtung  0  Oi  ins  Aiig«,  .und  lassen  wir  die  dort  ekigefUhrten 
Bezeichnungen  hier  wieder  gelten;  bedingen  wir  aber  die  Lage  dieser  Richtung  dahin. 


$;  4.  Nr^  49.  BesmiteM' RteUittte^en  mM  Puncte.  n 


I)  dass  sie  auft  dei^'Gninckse  AS  panillel  sem* solly  boi iUht  die»^:  wei'jeMidiä  Riditung 
00|  f(M¥Qhl;inil  der  Coordhiatenbbflne'XAX-,  als  mit  derXAX"  ponllel  Uuft,  den  En^dmitii«* 
sen  der  vorigen  Nummer  gemäss  die  beiden  CUeidiuiigeii  . 

-•     a'rrrO    umi    a^'a=iO    .    .        ■  '.'  (»S.  a«) 

nach  flick,  ifcowie  vmgekAh  das  gleichzeilige  Bestehe»  dieie^  beideR  GtldcKungen  das  Parallele 
seiB  d^  RSchtung,  auf  weloke.sieh  die  GleiMningeh  beliehen^  mil  äerAxe^AX  rar. Folge  hat! 
Durch  diese  Gleichungen  geht  aber  die  allgenleine  Richtungsgleichung  (II3  über  in:  4  •;  »<     - 

'  sljtfcac,    •.'...•  ••'  •:   (•••  li«) 

die  fileichtingea  (12)  werd«ft  ihnen  genassr  >    -*' 

c:t=a,    c'=:a'cosW,'    ^"tracosW-     ''  '"'    (•••••) 

und  die  Gleichungen  (47.  a.)  verwandeln  sich  durch  sie  in: 

(Sa=ac+8iv+8i'V',  o=a[,c+8r;c'+8irc",  o=5r,c+a;,c'+a;y',        .  tosJ^i) 

von  welchen  die  zwei  letzten,  jene  Abhengigkeiten  aussprechen,  \^elche  zwischen  den  senkrech- 
ten Projectionszahlen  einer  so  bedingten  Richtung  statt  finden,  und  in  Bezi^  auf  die  senkrech- 
ten Projectionszahlen  dasselbe  sind,  was  die  (9^.  a.)  in  Bezug  auf  die  .schiefen.  Eliminirt  mai)  .  .  v 
aus  der  ersten  Gleichung  (^93.  d.}  die  GrQSsen  c'  un4  c",  Oder  c  und  c'V  oder  c  und  q\  so 
gelai^igt  man  wieder  zu  den  Gleichifngen  (93.  cQ.  Die  Gleichung  (93»  b,}  in  Verbindung  mit 
der  erstpif  (93.  c.)  zeigt,  dass.ia  diesem  Falle    , 

a=c=4:l  .    .    (•&.••) 

ist,  wo. für  a.  und  c.zu  gleicher  Zeit  entweder  das  Yorzeichen  +  oder  das  ^  genommen  ,wer-: 
den  muss. 

Bedingt  man  aber  die  Richtung  OOi  dahin 

II)  dass  sie  mit  der  Polaraxe  A  S ,  oder  j^leichzeitig  mit  den  Polarcoordfnatenebenen  dcAdc'    *   '  *  * 
und  XAX''  parsüQiel  sein  soll^  so  zieht  diess,  den  Ergebniai^en  der  vorige^  Nuivan^  .gifpl^^fSf,  die 
beiden  Gleichungen 

c'=0    und    c"=0  •      ,   ..  («A.».) 

nach  sich,  so  wie  umgekehrt  das  gleic^itige  B.estQhen  dieser  zwei  ,G|ei^h^ngen ..dps  Parallef-r 
sein  der  Richtung»  auf  welche  sich  die  Gleichungen  b^^ißhen,  mit  der  Ppl^raxe  A3E  zur  .Folge 
hat.    Durch  diese  beiden  Gleichungen. geht  die  allgemeine  Ri|Dhtungsgleichung.,j(li3  über  in: 

die  Gleichungen  (12)  werden  ihnen  gemäss:         :  <     ..^.  ^ 

c  =  a  +  a'cosW  +  a"cosW',    0  =  a.cos  W  +  a'-f  ^"cos  W;;    0  =  fcpsW'+a'cosW"+a",      i9^:ß^ 
und  die  Gleichungen  (47.  a.)  verwandeln, sich ;dyrdi  sie  i^i:  ,  . 

Sa=?lc,    6;a'=«,c,    6;V'=8l.c.       .  fP^r^^ 

Die  zwei  letzten  der  (Gleichungen  (94.  c.)  sprechen  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  schiefen  "  '  ^ 
PrDjMtioaiisBBUm  einer  sdlöhen  Richtuig  aus^  und  sind  in  Bäsug  auf  schiefe  däs^  was  die  (94.  a.) 
in  B^ang  >äuf  seiikreditie^  Projectionftudden  sihd  Blimimiil;  man  ntitlel|t»{der  swei 'tetatbn  61ei^ 
ohungwi  (94.  e.)  %aus  der<arsten  die  Grössen*  a'^und  «>'  öder*  die  a  und  a"  oder  dfe-  a  und  a', 
so  stösst  man  unter  Berücksichtigung  der  Tür  das  Polarsystem  erhaltenen  Relationen  wieder  avf 
die  Gleicbqigea  (94  d.>  Die  GkMnmg  (94.  b.)  in  Veiinndong  mit  der  «rslen  (94/dO  lie« 
iait,  weit-ä^Calge  der  GWchirfigeA  (34)  Slfisl  ist:     i  ' 

■    ■  ä=:4*ft'  "und'  ca=+S,.  1  -^  - '  (SA*  e.) 

mro  )'m  beiden'  Fällen  ealweder  nur  das «iolwr^  oder  mm  das^  untefe  Vorzeichen  zu' ^nehmen  ist  • 
L  10 


'Die  EMAzeichen  dar  pardl6len> Lajg^e  der  lUchUing^  00,  mtt  der  Pfriaraxe  ArX'  odet-A£'' 
efgeben  i;ich  aus  den  Ybrel^henden  durch  eine  Vertanschnng  der  eniten  oder  zweiten  Art. 
Bedingt  man  femer  die  Richtung  0  Oi  dahin, 

(.     «      *  m.  a.)  dass  sie  gleichzeitig  parallel  mit  den  nieht  zusammengehörigen  Grund-  und  Polar- 

eoordinatenbbenen  XAX'  und  X'A3P%  od^,  wltK  dasselbe  sagt,  pandlel  »t  deren  DurchsGkmtt 
laufen  soll,  so  zieht  difess,  dea  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer,  gemäss^  die  beiden  Gleidmngea 

(•5.  ••)  a"=0    und    c=(> 

(  i'  nach  sich,  so  wie  umgekehrt  das  gleichzeitige  Beiktehen  dieser  zwei  Gleichungen  das  Parallel- 

sein der  Richtung,  auf  welche  sich  die  Gleichungen  beziehen,  mit  dem  Durchschnitt  der  zwei 
Ebenen  XAX'  und  FAX"  zur  Folge  hat  Diwch  diese  beiden  Gleichungen  geht  die  allgemeine 
Richtungsgleichung  (11)  über  in: 

M:h.}  l=aV, 

die  Gleichungen  (^12)  werden  ihnen  gemäss: 

(95.  ••)  •      0  =  a  +  a'cosW,    c'=acosW-fa%    c"=  a  cos  W'+ a'cos  W", 

und  die  Gleichungen  (47.  a.}  verwandeln  sich  durch  sie  in: 

(05. d.)  '  (5ä=:8i'c'+8iv',  s; a'=  ?i; c'+ «; v,  o=a;c'+a;v'. 

* 

Die  erste  der  Gleichungen  (95.  c,')  giebt  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  schiefen,  die  letzte 
der  Gleichungen  (95.  d.}  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  senkrechten  Projectionszahlen  einer 
solchen  Richtung  zu  erkennen,  und  diese  Abhängigkeiten  sind  wesentlich  dieselben,  wie  die  in 
(95.  a.)  von  den  Projectionszahlen  der  entgegengesetzten  Art  ausgesprochenen.  Sucht  man  aus 
deh  Gleichungen  (95.  c.)  oder  (95.  d.)  in  Verbindung  mit  der  (95.  b.)  alle  der  Richtung  00, 
angehörigen  Projectionszahlen  auf,  so  findet  man: 

(M.  ••)  a=:+cotgW,    a'i^zi+^j-^    und    c"=:±sinW'cosaB",    c'=qp8iaW 

wo  tiberall  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen  zu  nehmen  sind.  Hätte  man  hingegen 
die  Richtung  OOi  dahin  bedingt, 

m.  b}  dass  sie  gleichzeitig  parallel  mit  den  wechselnden  Grund-  und  Polarcoordinaten- 
ebenen  X'AX"  und  £AX\  oder  parallel  mit  deren  Durchschnitt  werden  soll,  so  ergeben  sich 
die  hierher  gehörigen  Formeln  aus  denen  in  III.  a}  durch  eine  gleichzeitig  über  die  Grund- 
und  Polaraxen  sich  erstreckende  Vertauschung  der  zweiten  Art;  sie  sind  nämlich: 

(•A.  «.)  a  =  0    und    c"=0, 

(•*./».)  l=aV, 

CM<r)  c  =  a'cosVr  +  a"cosW',    cTzr 8^+ a"cos W",    0  =  a'cosW''+a", 

C0S.  j.)  o=ac+8iv,  s;a'=8i.c+8i;c',  s;v=9r,c+a;c', 

(•Ä.e.)  a"=+cotgW",    a  — HF^j^-    ™d    c  — +  sinW'cosSB,    c'=+sinW':, 

wo  die  gleichbezeichneten,  mit  analogen  Buchslaben  versehenen  Gleiohungszeidhen  in  beiden 
Fällen  die  einander  entsprechenden  Gleichungen  bezeichnen,  und  es  darf  auch  in  diesen  Glei«^ 
chungen  wieder  nur  entweder  überall,  das  obere  oder  überall  das  untere  Vorzeichen  genommen 
wer^n. 

Würde  man  an  die  Riehtang  0  0,  die  Bedingung  steUen,  dass  sie  gleichzeilig  puifaUel  lau»» 

fen  soll  mit  den  Ebenen  XAX'  und  XAT  oder  mil  denen  XAX"  und  3PA£',  se  bekäme  mau 

^  die  hierher  gehörigen  Formeln  durch  eine  Vertausdiung  der  ersten  Art  im  erstem  Falle  der 

Fonnehi  in  UL  a} ,  im  andern  Falle  der  in  IIL  b)  enthaltenen ;  oder  iierlangte  man  von  jener 


{ ,"•     ♦  I   ' 
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Skahliuig,  49ßs  «e  mit  den  Ebnieii  X^AX'  mAdi'Adi'''odeTmi  denen  X^AXT  tmdiS AS''  pa^ 
yalel*  laufen  sofl^  so  ergäben  sich  die  ^daiiiD  gehdrifCAiPöriteiB«  im  erstoi' falle  aus  den  in 
BI.  a}v  ioi'  andern  FaHtf  atts  den  in  IIL  b)  enÜnlMien  düroh  >eme  TertaniMiMAig!  der  drillen 

Art  •     ".'.•".!)•    '  f« '  •         -j  1       •     I 

Bedingt  man  ^pdlicb  die  Biejitung  0  0,  dahiA,        f    yr       ,    n    ;. 

IV)  dass  sie  gleichzeitig  mit  den  ^(usamwe«  geb9rig^n.,6ninfi*.  und  EolarcoprdviAl^qej[).epß|i 

X'AX"  und  3ikJc\  oder,  was  dasselbe  sagt,  mit  dar^n  Durchschnitt; .^'paralldl  laufen  soll,  so 

zieht  diess,  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer  gemäss,  (|ie  beiden. Glßichun^eii  ,{ 

a:;=:0    und    c^O  (•••  ••) 

nach  sich,  so  wie  umgekehrt  das  gleichzeitige  Besteben  dieser  zwei  Gleichungen  das  Parallel- 
sein der  Bichtung,  auf  welche;  sich  diese iGi^ich.ungen  beziehen,  mit  d^m.Dur<;hschnitt  der  Ebe- 
nen X'AX"  und  X'AS''  zur  Folgf  jjat^  Durch  diese  beiden; Gleichungen  geht  die  allgeraeiijjf 
Bichtungsgleichung  (\i^  über  in:       .      ,  ^    •    . 

1  — ye'-f- a'V,  ^  /  (••.*.) 

die  Gleichungen  (12)  werden  ihnen  zufolge:  ^  .  •  '  /    -    -■- 

O  =  a'cos W  +  a"cos W,    c'=a''+  a''cos W",    c"=  a'cos W+' a"  r    (•••'«•) 

und  die  Gleichungen  (^47.  a.)  verwandeki  sich  durch  sie  in: 

o=:äv+a"c",  6;a'=2i:c''+?r;'c",  6;v'=si;c'+2i;'c".  (m.  do 

Die  erste  der  Gleichungen  (96.  c.)  giebt  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  schiefen  Prbjections- 
zahlen  einer  solchen  Bichtung  zii  erkennen,  welche  mit  dem  übereinkömmt,  wa^  die  zweite 
Gleichung  (96.  a.)  von  den  senkrechten .  Projectionszahlen  einer  solchen  Bichtung  aussägt ,  *  ühd 
ähnlich  verhalten  sich  die  ersten  Gleichungen  (96.  a.)  und  (96.  d.)  zu  einander.  Man  kann  so- 
wohl aus  den  Gleichungen  (96.  c.)  wie  ans  denen  (96;  d.)  dre  sämmtlichen  der  Biehtüng  Oü» 
angehörigen  Projectionszahlen  finden  und  erhält  so:  '  '*  " 

a  =  — jj—  ,    a  =  —     „        und    c  =  —  cotg  SB  ,    c  =  —  zj  cotgSB ,  !.•••  ••  J 

U  .11  U ,        .  H 

wo  der  Kürze  wegen  "  ^  .      i 

sin'W"— h'=ff  .     .  > {9^.m.^ 

gesetzt  worden  ist,  und  |Ur  H  19.  alleqi/  diesen  Gleichungen  entweder  nur  sein  positiver  oder 
nur  sein  negativer  Wurzelwerth  genommen  werden  darf. 

Hätte  man  von  der  Bichtung  OOi'veiiaiigt,  dass  sie  fleiohzeitig  mit  den  Ebenen  XAX'f 
vmä  £AX",  oder  mit  deHenXAX'  undXA3£'  patallel  >  laufen  soil^  so  erhält  man  di^  dahiii  ge^ 
hörigen.  Formeln  aus  den  vorstebeMen,  im  ersVen  Falte:  dnrdhei^  V^rtausohung  der  ersten 
Art)  im  I  andern  Falle  durch  eine  Vertauschung  der  zweiten  Art,  wobei  man  indessen  nic^htüber^ 
sehen  darf,  dass  diese  Vertauschnng  sich  auch  über  die  neu  eingeführte  Grösse  H  zu  erstrecken 
hat,  und  dass  die  Bedeutung  von  HT  und  rf"  durteh  die  fcleidi^^pgen 

sin^W'— V'i^iflf*,   -sin'W  — h^'=H"'*  (•••  SO 

gegebeM  wird,  -nach  dem,  was  in  Ifn  47.  lilx^r  die  Yerandbrungeii  gesagt  worden ÜBt,  die  den 
Axenwinkeln  aus  solchen  Vertauschungen  entspringen.      ,  ..     , 

50)  Wir  Verlassen  diese  Stelle  nicht,  ohne  zuvor  auf  die  sehr  verschiedenen  Formen  auf- 
merksam gemacht  zu  haben ,  unter  denerf  ]dle  Aüsdrücke|  H ,  H',  und  H"  sich  zeigen  können, 
und  die  an  Mannigfaltigkeit  denen  des  Ausdrücklich,'  det  in  den  Gleichungen  (40),  (42),  (44) 
und  (50;  ä.).  ia  sehr  ieersQ{nddener:4}nfe(taIt<«ioH  ^gt,  nichtb  nadigebeiiL  Dabei  kbnnen  wdr  tau 
auf  den  einen  Ausdruck  H  beschränken,  M  die  BTiimd  H"  aus  diesem  sich  durch  eine  blose 
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Veitaiisdittiigi  dei^  e^fen!;oder  sweiteti  Arf  entndhinen  lassen,  «ad  selbst  da  smd  wir  geamm* 
gien,  bar  einige  V(hi  seinen  ndf  liehen  Fomen  anzugseben.  Setat  man  m  der  Gieiehmig  (96.  ty 
wodurch  der.  AMsdnu^k  H'  bestiihmt  worden  ist,  filr  h'  seinen  dupoh  die  «rste  der  Gkichiingen 
(50.  a.}  gegebenen  Werth,  so  findet  man: 

1—  sin  W"  (sin  W'cos  W  cosIb  +  sin  W  cos  Wcos  «T) = ff, 
welcher  mit  Zuasiehnng  der  Gleichungen  (38}  übergeht  in: 
cos'  W + cos*  W—  2  cos  W  cos  W'cos  W"=  W. 

Dividirt  man  die  IT  bestimmende  Gleichung  (96.  f.}  mit  h*,  wodurch  sie  wird 

sin' W^^  ff 

h'  h' 

und  setzt  man  auf  der  linken  Seite  dieser  letzten  Gleichung  fiir  h^,  den  Gleichungen  (42)  ge- 
mäss, einmal  sin*W"sin'W'sin'SB,  ein  andermal  sin'WsIn'Wsin'Sr,  so  kommt: 

h»- 


^(Jm  -'^'w')  =  swGra-  -««'w)=ip. 


sin*  W 
(W*  Ib«)    ^      welche  nach  einer  leicht  anzubringenden  Uinfonnung  wircl : 

sin'W  '^     »        '  -'      sm*W^    ^  -^ 

Ferner  ist: 

j[  h*  cotg' SB  +  sin' W'cos' W'=  h' cotg*  ©'+ sin' W'cos*  W  =  IP 

(99*  ••) i     oder  . 

(  sin'  W"  (sin'  W'cos'  SB  -|-  cos»  W)  =  sin'  W"  (sjn'  W  cos'  30'+  cos'  W)  =  H' , 

Yß^  man  sogleich  einsieht ,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  Dir  sin  W  sin  W  cos  äB  und 
sinWsinWcosSß'  ihre  durch  die  Gleichungen  (42}  gegebenen  Werthe  setzt.  Femer  kann 
man  deu  Ausdruck  ff  noch  durch  die  folgenden  Gleichungen  darstellen : 

^^J^gg..  (cotg  28  cotg  2B'-  cos  W  cos  W'} = IT, 
(•9«ji0    {     oder  « 

k  sin  SB"  (     cJ     c^.  —  sm  W  sin  W^—W, 
VsmäBsmäS}  y 

von  denen  die  letzte  aus  der  vor  ihr  stehenden  dadurch  hervorgeht,  dass  man  in  dieser  für 

cos  W  cos  W^  seinen  durch  die  letzte  ffleichnng  (38}  gegebenen  Werth  einsetzt ,   «nd  filr 

cos  SB  cos  993/  seinen  aus  derselben  auf  das  Polarsystem  übergetragenen  Gleichung  sni  erhal«* 

tenden  Werth;  um  aber  die  Richtigkeit  dieser  letzten.  Gleichung  einzusehen,  sdireibe  man  ihre 

linke  Seite  so : 

,    .  ««,,  4--sinWsinW'sinaBsinS\ 

und  setze  in  diesea  Atudruck,  den  GIdchungen  (42)  ^emMss,  Atr  sin  W  sin  W  und  sin  W'tin  ffi 

den  Quotienten  -: — ^„ ,  so  wird  er  mit  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichungen  (43) : 

.  sin'W'— h' 

%BW"sinWsinaB" 

und  dieser  geht  nun  mittelst  eines  Blidies  auf  die  Gleidiuigen  (42)  sogleich  iiker  in : 

sin'W"— h% 
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was  eben  der  Ausdruck  H'  ist    SchliessUdi  wollen  wir  noch  die  Gleichungen 

sin*W^  '  h* 

^l^^cosWcosW ^,  colg  588  cotg  333'=^ 

cos\r'  '     cosW      ^  ^' 

0 

und 

sin*W 


T^CcosWcosW— $inWsinW'cosaBcoß3B')=H» 


cos  W 

mitthenepy  von  denen  sich  die  eine  leicht  in  die  andere  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (42} 
überführen  lässt,  und  deren  Richtigkeit  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  man  in  der  letzten 
für  sinW'sinWcosaB'  und  sin  W'sinW'cos  SB  deren  Werthe  aus  den  Gleichungen  (38)  schreibt. 
Mlinche  von  den  hier  für  W  gegebenen  Formen  liegen  so  weit  von  einander  ab,  dass  die  un* 
mitteftare  Ueberiiihnmg  der  einen  m  die  andere  nicht  ohne  einige  Schwierigkeit  geschehen  kton. 

5i}  Wir  haben  in  der  Nr.  48.  die  Sigenthümlichkeitbn  der  Projectionszahlen  einer  Rich- 
tung 0  Ol ,  die  mit  emer  der  Grund^  oder  Polarcoordinatenebenen  parallel  likifl,  kennen  ge- 
lernt; jetzt  wollen  wir  die^  Relationen  aufsuchen,  welche  zwischen  den  Projectionszahlen  der 
Richtung  OOj  statt  finden  müssen,  wenn  diese  in  irgend  einer  bestimmt  gegebenen  Ebene  lie- 
fen oder  damit  parallel  laufen  soll.    Ist  die  Lage  dieser  Ebene 

1}  durch  zwei  nicht  parallele  Richtungen  gegeben,  deren  schiefe  und  senkrechte,  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  des  Coordinatensystems  sich  bildende,  Projectionszahlen  bei  der  einen 
durch  A ,  A',  A"  und  C,  C,  C",  bei  der  andern  durch  A, ,  AI ,  AI'  und  C, ,  CJ ,  d'  bezeichnet 
werden  sollen,  und  denken  wir  uns  durch  die  Coordinatenspitze  A  drei  neue  Axen  AY,  AY', 
AY''  gelegt,  von  welchen  die  beiden  ersten  AY  und  AY'  den  zwei  gegebeneif  Richtungen 
parallel  und  gleichläufig  sind  und  deswegen  an  ^en  Axen  AX,  AX',  AX"  dieselben  Projec- 
tionszahlen, wie  diese  beiden  Richtungen  selber,  geben,  während  whr  die  ProjectionszaUea  der 
dritten  Axe  AY"  an  d^n  gleichen  Axen  AJ^,  AX',  AX"  4arch  A,,  A;,  A»  und  C,,  C;,  C" 
vorstellen  wollen,  so  ist  unsere  Aufgabe  auf  die  andere  zurückgerührt,  diejenige  Richtung  0  Oi 
zu  bestimmen,  welche  ui|t  der  Coordinatenebene  YAY'  des  neu  hinzugefügten  Coordinaten- 
systems parallel  läuft.  Bezeichnet  man  nun  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen, 
welche  die  Richtung  OOi  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  des  ursprünglichen  Systems  giebt, 
durch  a,  a',  ä"  und  c,  c',  c"  und  die,  welche  sie  an  den  Axen  A Y,  AY',  AY"  des  neu  hin- 
zugekommenen Systems  giebt,  durch  b,  h',  b"  und  d,  d',  d",  so  finden  zwischen  diesen  Pro- 
jectionszahlen, welche  dieselbe  Richtung  OOi  an  den  zweierlei  Coordinatensystemen  giebt,  die 
oben  in  (61.  a.)  und  (62.  b.}  mitgetheilten  dritten  Gleichungen  statt,  so  dass  man  hat: 

b"=B"a  +  B;'a'+B;'a"    und    ^',y=:{A,)c  +  (ä',)c'+iA',')c'\ 

wenn  hier  wie  dort  B",  B,",  B«'  die  schiefen  Projectionszahlen,  welche  die  Axen  AX,  AX^  AX" 
an  der  Axe  AY"  des  neu  hinzugekonuj^^nen  Systems  geben,  und  {At),  (^),  {J^)  die  anzei- 
gen, welche  die  zur  Axe  AY"  gehörige, Polaraxe  A^"  im  neu  hinzugekommenen  Systeme  an 
den  Axen  AX,  AX',  AX"  des  ursprüngliehen  Systems  giebt.  Wefl  nun  den  Ei|nebnissea  der 
Nr.  48.  zur  Folge,  wenn  man  diese  auf  das  neue  System  überträgt^  b"=:  0  das  Parallelsein  d^ 
Richtung  00|  mit  der  Coordinatenebene  YAY'  zur  Fplge  hat  und  umgehehrt  Folge  von  ihm 
ist,  so  zeigen  die  zwei  vorstehenden  Gleichungen,  dass  sowohl 

0=B"a  +  B;'a'+B;'a"    als    0=(^,)c  +  (^.)c'+(.^')c" 

die  mdyliMlien  AusdrOdte  fttr  das  ParaDelsein  der  Ri^^htung  00,  mit  der  Codrdinatend^ene 
YAY',  sMaoh  auch  mit  der  Ebene  sind,  die  durch  die  beiden  Richtungen  geht,  welche  durdi 
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die  I^rojectkmsxiliiM  A,  A',  A'  oder  C,  £\  (T  m«  A.,  A:,  AT  dder  C,  C,  C 
siad  Ab  diesen  Oeidiinifeii  Tenaissl  mm  die  sovt  gewdhnlirhf  Beaprocüit  der  FonM%  die 
■HUI  ihneii  jedoch  Mgendemiassea  in  xwei&dler  Art  MüHbrilrn  fcMii.  Es  ist  ■ladii  h  cisleas 
zafolee  der  ktntersten  you  den  61ekiiai^;eii,  weiche  der  letatea  ni  (ST)  ealkalleBea  Gn^pe 
ai^hören : 

in\z=i:'B",    ir,.=:!ErBr,    «JTj=5)CBr, 

und  setzt  man  die  Uerans  for  B^,  Bf,  V^  äA  ergebenden  Wertke  in  die  Tordere  der  ror- 
stehenden  GleichiingeB,  so  wird  sie  eine  andere,  und  man  erliaU  im  Vereine  nit  der  liinlem: 

(M.a.)  0=,r..a  +  ir»»a  +  iJTja'    oder    0=.^^  c+^^,)c'+u/;ic'; 

welche  nm  vöffig  recijprt>ke  Formen  hah«i  md  fcmeinschafUieh  anssa^en,  da»  die  RidiMf 
00,  senkrecht  sieht  aof  der  Folaraxe  A^\  and  dMber  in  einer  Ebern  Scft»  die  mi  den  he»- 
den  gegebenen  Rirhlnngen  paraHel  Ünft;  sodann  ist  xweMens  znfo^e  der  — Ifrrtm  von  den 
Gleichnngen,  welche  der  zweiten  in  (89.  a.}  oittailenen  Gmpjpe  angehören : 

,,      hi^,)  ^       h»^,)         ^      huÄTi 


sinW  '       '       smW  ' 
und  setzt  man  die  hieraas  für  \Az),  i^t,  \^)  sich  ergebenden  Werthe  in  die  hintere  der  g»* 
Manien  Gleichangen,  so  wird  diese  eine  andere,  wdche  im  Vereine  ont  der  vordem  die  zwei 
nachstehenden  Gleichmgen  liefert: 

0=B"a  +  B;V+KV    oder    Orrr^'csinW+^c'smW+zilV'sinW, 

in  denen  zwar  die  Reciprodlat  der  Formen  noch  nichl  Tollstim^  hergestellt  ist^  es  aber  wird, 
wenn  man  in  dieseften  for  TT,  B^%  BT  ihre  ans  den  Tordem  Gletcfaangen  (^88.  a.)  mid  fir 
^'sin1\'**',  ^smW,  ^'srnW  ihre  ans  den  Tordern  CHeichangen  f90.  d.}  entnommenen  Werfte 
einsetzt,  wodurch  man  flbidet: 

C  0= OVA:  —  A-'AO  a  +  (A^A.  —  A  AD  a  +  (A  A;  —  A'A,)  a" 
h.>    )     nnd 

ErTüIll  die  Richtung  00|  eine  tou  diesen  zwei  Bedingungen,  so  läuft  sie  mit  der  gegebenen 
Ebene  paraDel  und  umgekehrt,  läuft  die  Richtung  OOi  mit  der  gegebenen  Ebene  paraOei,  so 
findet  jede  der  zwei  vorstehenden  Gleichungen  statt  Es  wird  zwar  eine  Ebene  durch  zwei 
nicht  parallele  Riehtungen  nur  dann  völlig  bestimmt,  wenn  man  noch  einen  Punct  von  ihr 
kennt,  durch  den  man  sich  dann  Jene  beiden  Richtungen  hindurch  gehend  denken  kann,  ausser- 
dem ist  die  Ebene  nur  ihrer  Richtung  nach  gegeben,  was  indessen  hier  auf  die  ff r  timmang 
der  Bichtnng  00,  keinen  Einfluss  hat    Wird  ' 

nf)  die  Lage  der  Ebene,  mit  welcher  die  Kichlung  O  0|  parallel  sein  soD,  nicht  Anrch  zwei 
Richiai^en  bestinmit,  sondern  durdi  zwei  gegebene  Ptancte,  deren  schiefe  Coordinafen  x«,  xf, 
xT  tind  Xz,  x^T  siT,  md  deren  senkrechte  Ceordimrten  n, ,  i^,  n^  nnd  n«.  uZ,  oT  sind,  onl 
dnrch  eine  Bichtong,  deren  schiefe  nnd  seiArechte  Prejecfionszahlen  A ,  A',  A"  nnd  C ,  C,  C 
nnd,  and  stellt  r  die  Entfernung  der  zwei  gegebenen  Ptacte  von  einander  vor,  so  sind  d^n 
hn  Eingänge  za  Nr.  48.  gegebenen  Gleichungen  zur  Folge 

X,— X,     x;— x;     xT— x;^  ^^  o«— p»     <—<     <—< 

r'r'-r  r'r'r 

die  achiefea  nnd  seniurechtefi  nrojectionszaUen  der  dorch  ^e  beiden  gefcbenen  Pmmte  himlaiA 
f ehcndea  Bichlaagj  man  hat  sonach  ausser  jener  einen  unmittelbar  gcgehctten  Rifhinng  'imeh 


$.  4*  Nr.  53.  BesMdcm  IttehtAtrgeD  iiitd  Puncte.  79 

die  zweite,  deren  ProjcctionszaUen  hier  iMtlalbar 'erhalten  werden  sM,  denen  p&rallel  die  ge« 
suchte  Ebene  liegen  mms,  dureh  welche  diese  Ehene  bestimmt  ist.  Setzt  man  diesem  gemäss 
in  die  Gleichungen  (98.  b.)  für  A, ,  Ai ,  A['  und  Gi ,  C^ ,  €['  die  hier  erhaltenen  Projections^ 
zahlen,  wodurch  jene  Gleichungen  werden : 

0  =  [A'  (x;'-  xO  -  A"  (x;  -  xQ]  a  +  [A"  (x,  -  x.)  -  A  (xi'-  xQ]  a' 

+  [A.  (x;-x;)-AXx,-;c.)]a' 
und 

0 = [c  (< — <)  -  c"  (u;  -  uö]<; + [C"  (u,  -  uo  -  c  (u;'  -  uO]  c' 

+  [c  (;u;_uO-C'Cu,-uO]c", 

so  giebt  jede  von  diesen  den  analytischen  Ausdruck  her,  welcher  gleichbedeutend  ist  dem  Pa- 
rallelsein der  Richtung  0  0,  mit  einer  Ebene,  die  der  Richtung,  deren  Projectionszahlen  A ,  A', 
A"  oder  C,  C,  ,C"  sind,  parallel  läuft  und  zugleich  durch  die  zwei  Puncte  geht,  deren  Coor- 
dinaten  x, ,  xj,  x,"'  oder  u, ,  uj,  uj'  und  Xj,  xi,  xj'  oder  u,,  ui,  Ua'  sind. 

Wird  endlich 

IIT)  die  Lage  der  Ebene,  mit  welcher  die  Richtung  0  Oi  pardlel  sein  soll,  durch  die  zwei 
in  11}  bezeichneten  Puncte  und  noch  ausserdem  dureh  einen  dritten  Punct,  dessen  schiefe  und 
senkrechte  Coordinaten  x»,  x^,  Xt'und  u«,  u.,  u^  sein  mögen^ gegeben,  und  bezeichnet  r,  die 
Entfemmig  dieses  Punctes  von  demjenigen  der  beiden  andern,  dessen  Coordinalen  Xi^  x^,  x^ 
und  Ui ,  ui ,  tt'/  sind,  so  stellen 

X,— X,     x's— x;     x;'— xr  ^^j  u,— u,     u;— u;     uj'— ur 


r,       '        r,      '         r,  r,       '        r,       '         r, 

die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  derjenigen  Richtung  vor,  die  durch  diesen  an- 
dern und  den  bezeichneten  dritten  Punct  geht;  man  kann  daher  die  Ebene  auch  als  durch  diese 
Richtung  und  durch  die  beiden  vorigen  Puncte  bestimmt  ansehen,  weshalb  man  die  den  jetzigen 
Umständen  entsprechenden  Bedingungsgleichungen  aus  den  vorigen  erhalten  wird,  wenn  man  in 
diesen  für  A ,  A',  A"*  oder  C ,  C,  C*  die  hier  angegebenen  Projectionszahlen  setzt.  Dadurch 
verwandeln  sie  sich  in: 

0=[CA;-x0Cx;'-xO-Cxr-xOCx;-x;3]a+[Cx;'-xO(x,-x0-Cx,-x0Cxr-x;^^^^^ 

+[Cx,-xO  Cx;-xO-(x;-xOCx,-xO]a" 

und 

0==[Cu;-u0K-üO-K-«OC«i-«0]c+[Cur-ur)C"^-u0-(u3-u0K^ 

'  +[c».-«oc«;-«o-w-«oC"^-uO]c", 

von  denen  jede  der  analytische  Ausdruck  für  das  ParaUelsein  der  Richtung  0  Oi  mit  der  Ebene 
ist,  die  durch  die  drei  Puncte  gegeben  wird,  deren  Cöordinaten  Xj,  x{,  xi'  oder  Ui,  u[,  u^ 
und  Xt,  Xa,  Xft  oder  Ut,  u»,  u^'  und  x»,  xi,  x^'  oder  u,,  u^,  Us  sind. 

In  dem  Falle,  wo  die  gegehjene  Ebene  durch  die  Coordinatenspitze  A  hindurch  geht,  kann 
man  diese  Spitze,  deren  Coordinaten  sämmtlich  null  sind,  zu  einem  der  in  II}  oder  Ilf)  gege- 
benen Puncte  nehmen,  wodurch  dann  die  Gleichungen  (98,  c.}  oder  (98.  d.}  in  andere  viel 
einfachere  übergehen. 

52}  Man  kann  sich  immer  die  Richtung  0  Oi  und  die  zwei  gegebenen,  deren  Projections- 
zahlen in  den  Gleichungen  (98.  b.}  vorkomme,  durch  einen  gemeinschaiMicheD  t^mct  Mqdurch 
gehend  denken,  weil  statt  jeder  der  gegebenen  jede  andere  mit  ihr  parallele  genontonen  werden 
kann,  dann  aber  liegen  sie  nothwendig  alle  drei  in  einer  und  derselben  Ebene,  und  umgekehrt, 
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€fa^  »»«ier  »iii*  amler?  •7-*m!iiii2iff  •>*.>»  ainiit  «rf^Ji^iL  *>  ist  •lie^rjf 

«iT'ti  Ili!tit:mir4iu  i*^lb!»t  w*>fln  rRi^  Y<}ci  eines  z^^otnisMiLiriLLiieii  fmiL-t  ^iKsir^htdiai 


jinen 
•jtier 
4eT 


Tir- 


tiiT- 


r  1 


&  uit  BBt  liticai.  4it^  Bt^iin^rnic^Ieiüftinmr^n  aii&n:>C^Iläa,  in  wek&i»n  iat§  Xerkmii 
cntfiait«»  isC  »tas»  ein  P^zmrc  in  ^iner  p^z^rstish^n  Ej^hi^  ii<tz^«  lienn  3feeil«^a  x. ,  Si^  sj'  tue  ic'tiitf^ 
fiknu  B, .  ii(' «  bT  ili^  i4*9krHt:fiUA  C*}oriÜKit«ia  emes  x-^^^Mh^iim  fumtaf:»  >iieä«*T  Ebeae  vor,  iteiLem 
fesacr  X  ^  X.',  x''  *cLe  i«:äLei'^a»  a .  ilV  n '  lüi^  j«^iikrei!iileii  0>«fruiii;AteA  too  irn^mi  eüuaiB  aniüim 
B  <iif>!i*^r  Eh*^e  ärtr*^«'*^  Piiiurte  V'^r.  io  Iie*it  iti*^  linriii  «üe  xw'Ä  gi^manfa'm  Pimi:Cie  ^^aemitf 
ftEüatant^  mniwtfTiffiir  ün  iii?n«^tLen  EZhme.  weütiaib  »{er^  Pro;»^!tit)itficiflien  eine  von  iten  Qe»* 
•fimac'Mi  «iw  Tr.  5  L  b*tfneiüc'?n  nuL't.^^Mi.  we{«:fee  ab«^.  lÜe^  kuuit  4av'>a  ab*  ifnrA  wvk&e  Be- 
itJmmnTun'n^'H'ftf"  »^^  Ej**ne  i^iL'jt  ^^ri^bea  bt  ^m  süui  ao«?r.  w^nm  r  ifie  Eidf*^nmni^  Afr 
htädett  io  «cio.  b«^trai!iu-^a  Pfeift«'  T,n  eoKBitier  vorstellt,  luf  •'♦r?  <fer  in  En^nv?  m  ^r.  -t> 
GnttiJiiurtn 
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>o=:  n  c^—o-h  r  i>'— i"  -^  rr  cy—jn  a»f 

*0z^  ^r  Tu B,  j -f-  .^.  Tu' ^^J  -f-    -/Tta" Ui"^». 

i  0=CAAr— A'AO(i— i)+(A'Jk— AA.>  1— 0^(A Jk.— A Jl.K^  — O 
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die  (9S.  c.}  verwandein  sich  in: 

0  =  [A' (xi'- x'O- A" (x; - xj)] (x - x.)  +  [A" Cx, - x.) - A (x;'- xj^} (x- x^  >^ 

+ [A  (x;  -  x;)  -  A'Cx,-  X.  yicx"- xT) 

und 

0= [C  K-  «D  -  C"  (u;  -  ui)]  Cu  -  u.)  +  [C  (u,  -  n.)  -  C  K-  uO]  (u'-  uO 

+  [C  (u;-uO-C'C«,-oO](n"-ur), 

endlich  nehmen  die  Gleichungen  ^98.  d.}  die  nachstehende  Fonu  an: 

0 = [(xj  -  jO  (x;-—  x;')  -  (xr-  xio  (x;  _  xo]  c^  -  x.) 
+ [K-  xiocx.-  x.)  -  (x.  -  X, )  (x;'-x:')]  Cx'-x:) 
+ [C*.  -  x.)  Cx;  -  xo  -  (x;  -  x; )  (x,  -  X,)]  (x"-x;') 

und 

0 = [Cu;  -  uO  K-  "O  -  «  -  «.")  (»i  -  "0]  C«  -  «.) 
+  [K-  uiocu,  _  u,)  -  Cu.  -  u.)  c«;'  -ulO]  Cu'-  oO 

+ [(".  -  «0  («i  - «.')  -  C"i  -  »0  («.  -«0]  (o"-n:'> 

t 

Die  Aussagen  Ton  allen  diesmi  verschiedenen  Gleichungen  sind  identisch  mil  der,  dass  ein  Panct, 
dessen  Coordinaten  an  den  Axen  A  X ,  A  X^  A  X'  durch  x ,  x',  x"  oder  n ,  Vl%  n"  vof^esteltt 
werden,  in  emer  gegebenen  Ebene  liege,  aber  die  (iOO.  a.)  setet  voraus,  dass  die  Ebene  durch 
eine  auf  ihr  senkrecj^  Ricfalong,  die  (100.  b.},  dass  die  Ebene  durch  zwei  in  ihr  Kegende  oder 
mit  ihr  parallele  Richtungen,  die  (100.  c),  dass  die  Ebene  durch  eine  solche  Richtung  und 
2wei  Dl  der  Ebene  liegende  Pimcte,  die  (103.  d.)  endlich,  dass  die  Ebene  durch  drei  solche 
Puncto  gegeben  werde. 

Geht  die  Ebene  durch  die  Coordinatenspitze  A,  so  kann  man  diese  Spitze  als  einen  der 
in  ihr  liegenden  Puncto  nehinen,  wodurch  die  voistehenden  Gleichungen  um  Vieles  einfacher 
werden,  besonders  wenn  man  denjenigen  Punct  dazu  auserwählt,  dessen  Coordinaten  in  ihnen 
am  häufigsten  vorkommen,  weil  dann  diese  alle  nuH  werden. 

54}  In  der  Nr.  49.  haben  wir  die  Projectionszahlen  einer  Richtung  0  Oi  zu  finden  gelernt, 
welche  mit  dem  Durchschnitt  zweier  Coordinatenebenen,  von  denen  jede  eben  sowohl  dem 
Grundsysteme,  wie  auch  dem  Polarsysteme  angehören  kann,  parallel  läuft;  jetzt  wollen  wir  die 
Projectionszahlen  der  Richtung  0  0,  aufsuchen,  wenn  diese  mit  dem  Durchschnitt  von  irgend 
zwei  gegebenen  sich  schneidenden  Ebenen  parallel  laufen  soll.  Bedenkt  man,  dass  eine  Rich- 
tung, die  mit  dem  Durchschnitt  zweier  Ebenen  parallel  laufen  soll,  gleichzeitig  mit  jeder  von  diesen 
Ebenen  parallel  laufen  müsse,  und  dass  jede  dieser  zwei  Eigenschaften  die  andere  nach  sich 
zieht,  mithin  beide  von  völlig  gleichem  Umfange  sind,  so  Überzeugt  man  sich,  dass  die  ver- 
langte Richtung  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Ebenen  eine  von  den  in  Nr.  5L  aufgestellten 
Gleichungen  befriedigen  muss,  nnd  dass  sie  die  verlangte  ist,  so  wie  sie  diess  thut  Smd  dem- 
nach A ,  A',  A"  nnd  A, ,  A;  ,  a;'  die  schiefm,  C,  (T,  C"  und  C, ,  C; ,  C['  die  senkrechten  Pro* 
jectionszahlen,  wdche  zwei  in  der  einen  Ebene  liegende  md  sich  schneidende  Richtungen  an 
den  Axen  AX,  AX",  AX'^  des  ursprünglichen  Coordinatensystems  geben,  und  bezekdinen  a, 
a',  a"  und  aj ,  a| ,  aj'  als  schiefe,  c ,  c',  c"  und  c, ,  c| ,  ci'  als  senkrechte  Projectionszahlen,  das 
Gleiche  in  Bezug  auf  zwei  in  der  andern  Ebene  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen,  nnd 
denkt  man  sich  den  beiden  erstem  Richtungen  parallel  nnd  gleicUllafig  zwei  Richlmgen  AT 
nnd  AY^  die  von  der  Coordinatenspilee  A  auslaufen,  und  eben  soldie  zwei  den  beiden  andern 
Mchtungen  pafuHele  und  gletehlinfige  Ay,  Ay^,  so  MMen  die  AY,  AY'  mit  einer  dritten  Ridi^- 
L  II 
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lang  AY",  die  mit  ihnen  niclit  in  einer  und  derselben  Ebene  liegt,  ein  »weites  GoordintAensjv 
stem,  und  eben  so  bilden  die  Ay,  Ay'  mit  irgend  einer  dritten  Ay'',  die  mit  ihnen  nicht  in 
einer  usd  derselben  Ebene  liegt,  ein  drittes  Coordinalensystem.  Bezeichnen  nun  B",  B^,  B« 
die  schiefen  Projectionszahlen,  welche  die  urspränglichen  Axen  AX,  AX',  AX"  an  der  dritten 
Axe  AY"  des  zweiten  Systems  geben,  sowie  b",  b^j  bi'  die,  welche  dieselben  ursprünglichen 
Axen  an  der  dritten  Axe  Ay"  des  dritten  Systems  geben;  bezeichnen  femer  (^a),  (^2),  (-rfi'j 
und  (0(3),  (ai),  («5')  die  schiefen  Projectionszahlen,  welche  die  den  dritten  Axen  AY"  und  Ay" 
im  zweiten  und  dritten  System  entsprechenden  Polaraxen,  d.  h.  die  zwei  anf  den  beiden  Ebenen, 
mit  deren  Durchscluiitt  die  Richtung  0  0,  parallel  laufen  soll^  senkrechten  Richtungen  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  des  ursprünglichen  Systems  geben,  so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Rieh* 
tung  0  0,  mit  der  ersten  Ebene  parallel  läuft,  den  Gleichungen  (98.  a.}  zur  Folge  enthalten  in : 

( 0 = (r,)  a, + (r,)  a; + (r;)  a;'  oder  0 = (^,)  c, + (^;)  c; + (^;')  c;'; 

(tot.  a«) )     und  eben  so  ist  in 

(  0  =  {r.)  a,  +  (/O-a;  +  in')  ai'  oder  0=:(a,)  c,  +  («;)  c',  +  («;')  c;' 
die  Bedingung  enthalten,  dass  die  Richtung  ÖO,  mit  der  zweiten  Ebene  parallel  läuft,  wenn 
83,  a«,  83'  die  schiefen,  c«,  c,,  (^  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  verlangten  Richtung 
00,  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  vorstellen,  und  die  Grundzeichen  (r,)  und  (73)  den  senk- 
rechten, sowie  die  Grundzeichen  (At)  und  (e^,)  den  schiefen  Projectionszahlen  angehören,  wddie 
die  auf  der  einen  oder  andern  Ebene  senkrecht  stehende  Gerade  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
giebt.  Je  eine  von  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (101.  a.)  giebt  in  Yerbindimg 
mit  je  einer  von  den  auf  zweiter  Zeäe  stehenden  das  Kennzeichen  her,  dass  die  Richtung  0  0| 
mit  jeder  der  beiden  Ebenen,  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  ihrem  Durchschnitte  parallel  Uüft 
Hätte  man  die  Bedingung,  dass  die  gesuchte  Richtung  mit  jeder  der  zwei  gegebenen  Ebenen  parallel 
laufen  soll,  anstatt  durch  die  Gleichungen  (98.  a.)  durch  (98.  b.)  ausgedrückt,  so  hätte  man 

erhalten : 

I  0 = (A'Ar-  A"AO  a3  +  (A"A.  -  A  A;')  a',  +  (A  A;  -  A'A,)  a: 

(tot.  b.) <       o4er 

( 0 = (C'  er — c"co  c, + (C"  c. — c  er)  c; + (c  c;  —  c  c.)  c;' 

in  Bezug  auf  die  eine  Ebene  und 

[  0  =  (a'a,"—  a"aO  a»  +  (a"a.  —  a  a,")  a;  +  (a  al  —  a  a,)  a 
(tot«   c.)  )     oder 

/  0  Z=  (c'cr—  C"c;)  Ca  +  (C"C,  --  C  cD  ci  +  (c  cI  —  c'c,)  C 

in  Bezug  auf  die  zweite  Ebene,  welche  Gleichungen  die  Stelle  der  vorigen  zu  vertreten  haben^ 
wenn  die  Ebenen  durch  zwei  m  ihnen  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen  gegeben  sind. 

Wären  aber  die  beiden  sich  schneidenden  Ebenen  dadurch  gegeben  worden,  dass  an  die 
Stelle  von  einer  dar  sie  bestimmenden  Richtungen  zwei  in  dieser  Richtung  liegende  Puncto  darüh 
ihre  Coordinaten  gegeben  worden  wären,  so  müsste  man  die  Projectionszahlen  dieser  Richtung 
iiurch  die  Coordinaten  der  zwei  Puncto  ausdrücken  und  diese  Ausdrücke  an  die  Stelle  der  Pro-r 
jectionszahlen  dieser.  Richtung  in  diejenige  der  Gleichungen  (101.  b.)  und  (101.  c.)  einsetzen, 
welche  der  Ebene  angehört,  in  der  die  gegebenen  Puncto  liegen,  und  eben  so  müsste  man  ver- 
fahren, wenn  auch  noch  eine  andere  oder  gar  alle  Richtungen  durch  zwei,  ihrer  Puncto  goge-r 
ben  wären,  was  immer  mit  Hilfe,  der  Gleichungen  (3)  auf  dieselbe  leichte  Weise  g^«;hehen  kann, 
wie  schon  mehnnals  in  11)  und  III}  der  Kr.  51.  gezeigt  worden  ist  Um  dabei  die  AniaU  der 
gegebenen  FuneCeniohtunnöthiger  Weise*  zu  ivennehren,  wird  es  gut  sein»  da,  wo  es  geschehe 
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kaoMn,  bei  jeder  einzelnen  Hicbtaing  immer  den  PtncI,  in  welchem  mehrere  Richtungen  zuram- 
iMriaüfen,  zu  einem  der  §regebenen  zn  nehmen,  weil  so  die  Anzahl  der  in  die  CHeidiangen 
eingehenden  Puncte  verringert  wird.  Es  wird  zwar  die  Lage  zweier  Ebenen  durch  vier  Pmcte 
bestimmt,  von  denen  zwei  im  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  und  je  einer  in  diesen  Ebenen 
ausserhalb  des  Durchschnitts  liegen;  hier  aber,  wo  der  Durchschnitt  als  nicht  gegeben  ange- 
nommen wird,  hat  man  die  Lage  der  beiden  Ebenen  im  Allgemeinen  als  durch  sechs  Puncte 
bestimmt  aufzufassen,  von  denen  je  drei  in  einer  der  beiden  Ebenen  liegen.  In  dem  besondem 
Falle,  wo  die  zwei  gegebenen  Ebenen  beide  oder  auch  nur  eine  von  ihnen  durch  die  Projec- 
tionsspitze  A  hindurch  gehen,  werden  solche  Gleichungen  viel  einfacher,  wenn  man  die  Spitze 
A  zu  dem  Puncte  macht,  von  welchem  alle  gegebenen  Richtungen  oder  doch  deren  Hälfte  aus- 
laufen, weil  dann,  im  Falle  die  Richtungen  durch  Puncte  gegeben  sind,  die  Coordinaten  dieser 
Spitze,  welche  sämmtlich  null  sind,  als  dem  gegebenen  Puncte  zugehörig  angesehen  werden 
können,  wodurch  eine  Vereinfachung  der  Gleichung  einer  jeden  Ebene  bewirkt  wird,  von  wel- 
cher Puncte  gegeben  sind. 

55}  Es  ist  nun  leicht,  die  Bedingungsgleichungen  anzugeben,  in  welchen  das  Merkmal  ent- 
halten ist,  dass  ein  Punct  im  Durchnitt  der  beiden  in  der  vorigen  Nummer  gegebenen  Ebenen 
liege.  Sind  nämlich  x, ,  xl ,  x'/  und  u, ,  ui ,  ui'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von 
einem  gegebenen  Puncte  dieses  Durchschnitts  und  stellen  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  die  Coordi- 
naten von  irgend  einem  andern  unbestimmt  gelassenen  Punct  desselben  Durchschnitts  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  vor,  so  ist,  wenn  r  die  Entfernung  dieser  beiden  Puncte  von  einander 
bezeichnet,  den  im  Eingang  zu  Nr.  48.  gegebenen  Gleichungen  zur  Folge 

X  —  X,  x'  —  x[        ,       x" — x'i         „         ,    u  —  u,  u' — u[        ,    u"  —  uI' 

=z:a  ,    =a  ,    — » — '  =ia      und    •  =:c, =:c  ,  =c  , 

r  r  '  r  r  r  r 

vorausgesetzt,  dass  a,  a',  a"  und  c,  c\  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  der 
Richtung  bedeuten,  die  von  dem  ersten  der  zwei  genannten  Puncte  aus  durch  den  andern  hin- 
durch geht;  es  gehören  aber  diese  Projectionszahlen  nicht  Mos  dieser  Richtung,  sondern  auch 
jeder  mit  ihr  parallelen  und  gleichläufigen  an,  und  stellen  daher  im  Allgemeinen  die  von  einer 
mit  dem  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen  parallelen  Richtung,  also  dasselbe  vor,  was  in  den  Glei- 
chungen der  vorigen  Nummer  durch  dieselben  Zeichen  vorgestellt  worden  ist.  Setzt  man  nun 
für  diese  Projectionszahlen  ihre  hier  gegebenen  Werthe  in  jene  Gleichungen  ein,  so  werden 
die  ClOi.  a.) : 

o=(A)(x-x.>f  (r,)Cx'-x;)+(r;')(x"-xr)  und  o=:(..<,)(u-w.)-f(-^;)(u -u;)+(-^;')Cu"-u;') 

oder 
0=(y,)(x-x.)  +  (/,)(x'-x;)  +  (y;')(x"-x;')  und  0= ((«.)  Cu-uO+  («;)  (u -u;)  -hK)  (u"-uO 
md  die  (101.  h.)  verwandefai  sidi  in: 

0= (A'A;'-^ A"A:) (x - x,)  +  CA"A, - A ad (x'^  xJ)  +  (A A; - AA,) Cx"- xD  oder) 

o=ccxr— c'cocu— uo+(C"c.— cc;')(u'— u;)+(cc;— c'C,)(tt"— uD       j  "  ^^'  ^^ 

sowie  die  (101.  c.)  in: 

0 = (a'ar-  a"aO  (x  -  x.)  +  (ü'%  H-  a  a;')  (x'-  xj)  +  (a  ai  -  a'aj  (x"-  xj')  oder )  ' 

o=(c'cr-c"c;)(u-uO  +  (c"c.+ccOCu'-u;3+(cc;-c'cOCu"-ur3,      j ^*®'*  *•* 

und  jeder  Punct,  dessen  Coordinaten  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  ein  auf  jede  der  beiden  Ebenen 
Bezug  nehiAendes  Paar  ven  (Seaen  flleichungen  erflUlen^  liegt  in  der  Otirchsehoiltalinie  (tot  zwsei 
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g^egebenen  Bbeilen,  oder  mit  andern  Worten  in  der  RichUing,  die  theilfi  dnreh  die  Koeffizienleit 
der  Gldehungen,  theils  durch  den  Punct,  dessen  Coordinaten  x, ,  x,',  x\'  od^  u, ,  ui,  Ut'  sind^ 
gegeben  ist 

56)  Da  die  zwei  Richtungen,  wodurch  in  Nr.  51.  die  Lage  einer  Ebene  gegeben  worden 
ist,  auf  unzählig  viele  Arten  genommen  werden  können,  indem  sie  keine  andere  Bedingung  zu 
erfüllen  brauchen  als  die,  dass  sie  beide  in  jener  Ebene  liegen  und  sich  schneiden,  so  kann 
man  oft  durch  eine  zweckmässige  Wahl  derselben  die  eine  oder  die  andere  der  Gleichungen 
(101.  b.)  oder  (102.  b.)  beträchtlich  einfacher  werden  lassen.  So  kann  man  für  die  Richtung, 
deren  Projectionszahlen  dort  durch  A ,  A',  A"  oder  C ,  C,  C"  vorgestellt  worden  sind ,  den 
Durchschnitt  von  einer  der  Coordinatenebenen  des  Grundsystems  oder  auch  des  Polarsystems 
mit  der  gegebenen  Ebene  nehmen,  wo  dann  im  erstem  Falle  A  =  0  oder  A'=0  oder  A"=0 
wird,  je  nachdem  man  den  Durchschnitt  mit  der  Ebene  X'AX"  oder  XAX"  oder  XAX'  dazu 
nimmt,  und  im  andern  Falle  wird  C  =  0  oder  C'=  0  oder  (?'=  0 ,  je  nachdem  man  den  Durch- 
schnitt an  der  Ebene  X'AX"  oder  SAS"  oder  3f  AI'  dazu  wählt  Das  Gleiche  gilt  auch  von 
der  andern  Richtung,  deren  Projectionszahlen  dort  durch  Ai ,  AJ,  AJ'  oder  C»,  Ci,  CJ'  ange- 
deutet worden  sind,  nur  dass  man  für  die  zweite  nicht  denselben  Durchschnitt  nehmen  darf» 
den  man  schon  für  die  erste  verbraucht  hat  In  dem  besondern  Falle,  wo  die  gegebene  Ebene 
mit  einer  der  Coordinatenebenen  parallel  läuft,  giebt  diese  mit  ihr  zwar  keinen  Durchschnitt, 
aber  dann  geben  nothwendiger  Weise  die  beiden  andern  Coordinatenebenert  mit  der  gegebenen 
Ebene  einen  Durchschnitt,  so  dass  man  immer  wieder  für  obige  beide  Richtungen  solche  Durch- 
schnitte nehmen  kann. 

Eine  noch  freiere  Wahl  steht  offen  bei  den  in  Nr.  54.  besprochenen  Richtungen;  denn  da 
diese  Richtungen  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen  haben,  als  die,  dass  sie  nicht  parallel  mit 
dem  Durchschnitt  der  zwei  Ebenen  seien  und  dass  jede  in  der  Ebene  liegen  bleibe,  zu  deren 
Lagenbestimmung  sie  dient,  so  können  dazu  wie  in  dem  Falle  einer  einzigen  Ebene  die  Durch- 
schnitte dieser  Ebenen  mit  einer  der  Grund-  oder  Polar -Coordinatenebenen,  falls  diese  nicht 
parallel  mit  dem  Durchschnitt  der  beiden  gegebenen  Ebenen  ist,  genommen  werden,  wodurch 
eine  von  den  Projectionszahlen  einer  jeden  solchen  Richtung  null  wird.  Weil  aber  die  gesuchte 
Richtung  0  0,  hier  lediglich  von  dem  Durchschnitt  der  zwei  gegebenen  Ebenen  abhängt  und 
unzählig  viele  Paare  von  Ebenen  den  gleichen  Durchschnitt  liefern  können,  so  erhält  man  da- 
durch für  die  Wahl  der  zwei  fraglichen  Richtungen  einen  noch  grossem  Spielraum  als  zuvor. 
Man  kann  sich  von  dem  Umfange,  in  welchem  hier  eine  geschickte  Wahl  der  gegebenen  Kich«- 
tungen  zur  Vereinfachung  der  Gleichungen  beitragen  kann,  den  besten  Begriff  machen,  wenn 
man  erwägt,  dass  man  zu  den  Axen  AY'  und  AY"  des  in  Nr.  54.  neu  eingeführten  Systems 
auch  zwei  Axen  des  urspiünglichen  Systems  und  zwar  sowoU  Gruild^  als  Potaraxen  nehmen 
kann,  wenn  nur  keine  von  ihnen  mit  dem  Durchschnitt  der  gegebenen  Ebenen  parrilel  IMt 
Wählt  man  hierfür  z.  B.  die  beiden  Grundaxen  AX',  AX",  so  wird  A,  =  0,  A;=1  ,  A;'=0 
und  A,=0,  Ai=0,  Ai'  =  l  und  dann  nimmt  das  erste  Paar  der  Gleichungen  (101.  b.)  oder 
(102.  b.)  die  Gestalt 

0=Aa'— A'a    und    0=Aa"— A"a 
oder 

0=A(x'— x;)  — A'(x  — x.)    und    0  =  A(x"— xi')- A"(x  — x,) 

tn;  wfiUt  man  aber  hierfür  s.  B.  die  beiden  Polaraxen  AX'  und  kli'\  so  wird  C,=rO,  G;=<S^ 
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Cr  =  0  und  Ca=0,  C;=30,  Ca  =@;',  wodunsh  das  zweite  Paar  der  Gleichungen  (lOi.  b.) 

oder  (102.  b.)  die  Gestalt 

0=Cc'— C'c    und    0  =  Cc"— C"c 
oder 

0  =  C(u'— uO  — C'Cu  — u.)    und    0=CCu"— ur}  — C"(u  — u») 

anninunt  Dabei  hat  man  sich  in  allen  vordern  von  diesen  Gleichungen  unter  A ,  A'  und  C,  C 
der  in  Nr.  54.  imd  Nr.  55.  gemachten  Bemerkung  gemäss  die  £u  irgend  einer  in  der  Ebene 
Y  A  X"  oder  Y  A  dl"  liegenden  Richtung  gehörigen  Projectionszahlen  zu  denken ,  so  wie  unter 
A ,  A''  und  C ,  C  in  den  hintern  Gleichungen  die  zu  irgend  einer  in  der  Ebene  Y  A  X'  oder  Y  A  X' 
liegenden  Richtung  gehörigen.  Ueber  die  Vereinfachungen  der  so  ent^henden  Gleichungen 
werden  spätere,  eigens  über  gerade  Linien  angestellte  Betrachtungen  noch  mehr  Licht  verbreiten. 

§.  5. 

Besondere  Arten  der  Goordinatensystene. 

57}  Bis  daher  haben  wir  den  drei  Axen  der  betrachteten  Coordinafensysteme  eine  völlig 
beliebige  Stellung  gegen  einander  eingeräumt;  jetzt  aber  wollen  wir  die  Besonderheiten  in  Er- 
wägung ziehen,  welche  den  allgemeinen  Formeln  daraus  erwachsen,  dass  jenen  drei  Axen  eine 
besondere  Stellung  gegen  einander  angewiesen  wird.  Zuvörderst  wollen  wir  dasjenige  beson- 
dere System  ins  Auge  fassen,  in  welchem  eine  Axe  senkrecht  auf  den  beiden  andern  steht,  und 
dieses  ein  gegen  diese  Axe  senkrechtes  System  nennen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Axe 
AX''  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AX  und  AX'  stehe,  so  verwandeln  sich  dadurch  die 
beiden  Axenwinkel  W  und  W"  in  rechte  Winkel,  deren  Kosinuse  versdiwinden  und  deren  Si-  -  * 
nuse  der  Einheit  gleich  sind,  so  dass  man  also  in  diesem  seidcrechten  Systeme 

cösW'=0,  cosW"=0    und    si»W'=l ,  sinW"=l  (t#s) 

hat,  während  in  ihm  cosW  und  sinW  noch  mit  dem  Winkel  W  sich  abändernde  Werthe  ha- 
ben können.  Den  besondem  Gleichungen  (103}  gemäss  nehmen  in  diesem  Systeme  die  meisten 
früheren  allgemeinen  Gleichungen  besondere  Formen  an,  welche  wir  nun  näher  ins  Auge  fas- 
sen wollen.  Den  Gleichungen  (103}  zur  Folge  verwandeln  sich  bei  diesem  senkrechten  Systeme 
die  Gleichungen  (38}  in: 

cosgB  =  — cosW,  sin W cos 833'=  0,  sin W cos 355"=  0 , 
welche  zeigen,  dass  in  ihm  SB  der  Nebenwinkel  von  W,  also  sin  W  =  sin  SB  ist,  S93'  und  SS"  , 
aber  rechte  Winkel  werden,  welches  letztere  zu  erkennen  giebt,  dass  auch  das  zu  dem  bisher 
betrachteten  Systeme  gehörige  Polarsystem,  dessen  Axen  A£,  AX\  A3^"  sind,  ein  senkrechtes 
ist,  in  welchem  die  Axe  AS"  senkrecht  auf  den  beiden  A£  und  ABT  steht.    Deshalb  verwan- 
debi  sich  bei  ihm  >die  drei  Gleichungen  (42}  in  die  eine 

h  =  sinW  '(M4.M 

und  die  Gleichungen  (41}  geben 

e=8inW,    (K=«nW,    6;'  =  !,  (M4. 1i.> 

0owie  die  (45.  a.} 

«,=0,  a;=:o,  a;'=:i. 
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Ferner  gehen  bei  diesem  Systeme  die  Gleichungen  (12)  über  m: 
(tos.  •.)  c\=  a  +  a'cos  W ,    c'=  a  cos  W  +  a' ,    c"=  a" 

und  die  (47.  a.)  nehmen  in  Folge  der  Gleichungen  (104.  b.  und  c.)  die  nachfolgende  Ge-' 

stalt  an: 
(ins.  !••)  a  sin'  W  =:  c  —  c'cos  W  ,     a'sin'  W  =  c' —  c  cos  W  ,     a"=i:  c", 

in  welchen  man  auch  x,  x',  x"  an  die  Stelle  von  a,  a",  a"  und  u,  u',  u''  an  die  Stelle  von 
c,  c',  c"  den  Gleichungen  (15.  a.)  und  (48.  a.}  gemäss  setzen  kann. 

Ist  bei  zwei  auf  einander  bezogenen,  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  und  aus  denen  AY, 
AY',  AY"  zusammengesetzten  Systemen  das  erstere  ein  senkrechtes,  in  welchem  die  Axe  AX" 
senkrecht  auf  den  zwei  andern  AX  und  AX'  steht  und  daher  die  Polaraxe  AX"  mit  der  Grund- 
axe  A  X"  zusammenrallt,  so  sind  alle  gleichnamigen  Projectionszahlen,  welche  diese  letzten  zwei 
Axen  an  den  Axen  des  zweiten  Systems  liefern,  bei  beiden  dieselben,  man  hat  daher  in  Gc- 
mässheit  der  in  Nr.  23.,  Nr.  24.  und  Nr.  44.  festgesetzten  Bezeichnungen: 

r«oM  «.1       (Ba=(JB.),  b;=(b;),  b;'=(b;');  d,=(^,),  d;=:(z/;),  d;'=(^;); 
iiM.  a.i  ....  i^^^^B^)  ^  jb;=(b;)  ,  K'=(b;')  ;  ^a=(i)a) ,  ^/;=:(d;)  ,  zi;'=(D;') ; 

femer  ist  die  schiefe  Projectionszahl,  welche  irgend  eine  Richtung  an  der  Axe  AX"  in  dem 
senkrechten  Systeme  liefert,  der  senkrechten  Projectionszahl  gleich,  welche  dieselbe  Richtung 
an  derselben  Axe  giebt,  daher  hat  man  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Axen  des  zweiten  Dop- 
pelsystems in  Gemässheit  der  gleichen  Bezeichnungen: 

fA"=c",  a;'=c;',  a;'=c;';  (^")=(ro,  (^n=(r;'),  (^;:)=(r;'), 

(tlM.  1k)  . . . .  <     und  auch  noch 

[A"=r\  .^'=r;',  A;=r;i  (A")=(C"),  (An=(c;'),  (a;')  =(€;'), 

r 

;  weil,  wenn  die  Axe  AX"  senkrecht  auf  den  zwei  andern  AX  und  AX'  steht,  nothwendig  auch 
die  AX"  senkrecht  auf  denen  AX  und  AX'  steht,  somit  das  zu  dem  ersten  Grundsystem  ge- 
hörige Polarsystem  in  Bezug  auf  dessen  Axe  A  X"  ein  senkrechtes  ist.  —  Ist  hingegen  bei  den 
zwei  auf  einander  bezogenen  Systemen  das  letztere  aus  den  Axen  AY,  AY',  AY"  zusammen- 
gesetzte ein  senkrechtes,  dessen  Axe  A  Y"  senkrecht  auf  den  zwei  andern  A  Y  und  A  Y'  steht, 
so  gelten  Tür  dieses  die  den  Formen  (106.  a.  und  b.}  analogen  Gleichungen,  man  erhält  näm- 
lich statt  der  (106.  a.)  die: 

\.^    ^       (A,=(^.),  a;=(^;),  a;'=(^;);  c,=(r,),  c;=(n),  c;'=(r;); 
*■*•••••■*  ••••M,=(A.),  ^;=(a;),  ^';=(ä;'j;  a=(c.),  r;=(c;),  r;'=(c;') , 

und  an  die  Stelle  derer  (106.  b.)  treten  die : 

rB"=D",  Br=D;',  b;'=d;5  (B")=(^"),  (b:')=(z^;'),  .(J5i')=(^;') 

Ct0«.«.) <      und  die: 

JB"=./',  b;=^;',  f;=z/;';  (B-jr^cD"),  (b;')=(d;'),  (b;')=(d;'). 

Durch  die  hier  angezeigten,  bei  einem  senkrechten  Coordinatensysteme  eintretenden  beson- 

dem  Beziehungen  zwischen  den  Projectionszahlen,  welche  seine  und  die  Axen  eines  mit  ihm 

verbundenen  beliebigea  Systems  wechselseitig  an  einander  geben,  kann  man  in  einem  solchen 

\'  '  • '  -    '  Falle  den  oben  aufgestellten  ganz  allgemeinen  Gleichungen,  in  welchen  solche  Projec^nszahlen 

auftrelen,  mannigfach  abgeänderte  Gestaiteii  geben,  welche  einzeln  aufzuführen  wir  unterlassen; 
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nur  einige  weniife  ymi  itoi^n.  wollen  wir,  weil  sie  eine  oft  wiedarkehrende  Anwendung  in  der 
BewegungäielHre  finden,  hier  aiederschraben.  bt  niuüich  blo$  das  aus  den  Axen  AX,  AX', 
AX"  zttsammenfesetste  System  in  Bezug  auf  seine  Axe  AX''  ein  sciriorechtes  und  setaen  wi? 
dann  in  den  dritten  hintern  Gleichungen  (68.  a.}  einer  jeden  Gruppe  den  Relationen  (106.  b.) 
nur  Folge  C",  C,  C;'  oder  D, ,  D; ,  Di'  filr  A',  A;',  A;'  und  xugleidi  der  Gleichung  (104.  a.) 
gemüss  sinW  fttr  h,  so  verwandehi  sich  diesdben  in: 

+D,smW=k(B'Br— B'^BQ  ,  +D;sinW  =  k(B"B,  — BB;')  ,  +D';sinW=k(BB;~B'BO;  (iOt.  ä.) 

ist  hingegen  blos  das  aus  den  Axen  AY,  AY',  AY''  zusammengesetzte  System  in  Bezug  auf 
seine  Axe  AY"  ein  senkrechtes  und  setzen  wir  dieser  Voraussetzung  gemäss  in  den  dritten  ,. 
vordem  Gleichungen  (88.  a.)  einer  jeden  Gruppe  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (106.  d) 
D",  D;',  D;'  öder  C, ,  C; ,  C;  filr  B",  Bi",  B;'  und  zugleidi  der  auf  das  jetzige  senkrechte  Sy- 
stem übergetragenen  Gleichung  (104.  9u)  zur  Folge  sinW,  filr  k,  so  verwanden  sich  die- 
selben in: 

±C,sinW,  =  h(A'A;'— A"A;),  +C;sinW,=h(A"A.— AAD,  +C;'sinW,=h(AA:— A'A.),  (f*i;1iO 

Femer  erhält  man,  wenn  nian  in  die  lelzten  drei  vordem  Gleichungen  (90.  d.},  den  letzten  drei 
Relationen  (106«  a.)  zur  Folge ,  (Da),  (D^),.  (Ds')  für  ^2,  ^^,  J'^  setzt,  und  hierauf  wieder 
iDBs,  2>;b;,  2);'B;'  .anstatt  (D,),  (D;),  (D;')  nach  Aussage  der  Gleichungen  (87),  und  beachtet, 
dass  2)sinWr=3>:8inW;  =  2);'sinW,=k  ist: 

+kBaSinW=:C,C;  — C;C,,    4:kB;sinW=:CC;  — CC,,    +kB;'sinW  =  CC;  — C'C,        (I09.  ••) 

und  eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Relationen  (106.  c.}  zur  Folge  in  die  hintern  Glei- 
chungen (90.  c.)  (C),  (C;),  (C;')  für  r^y  r:t>  r;', setzt,  und  hierauf  wieder  SA,,  SIA;,  ^  K' 
für  (C,),  (CJ),  (Ci')  nach  Aussage  der  Gleichungen  (87),  und  beachtet,  dass  SsinW"=:SIsinW' 
=  (5;'sinW  =  h  ist: 

+hA,sinW,  =  D,D;— D;Di  ,     q:hA;sinW,=DD;  — D'D»  ,    4:hA;'sirtW,  =  DD;  — D'D.  ,  (toi  d.) 

von  deiien  die  (107,  c.}  wahr  ist,  wenn  Mos  das  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebildete 
System  ein  an  der  Axe  AX"  senkrechtes  ist,  die  (107.  d.)  hingegen,  wenn  blos  die  Axe  AY" 
mit  denen  A  Y  und  AY'  rechte  Winkel  bildet.  Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  Projeclions- 
zahlen,  deren  Gmndzeichen  C  ist,  durch  solche  ersetzen,  deren  Gmndzeichen  D  ist,  und  nmge- 
kehrt  die  mit  dem  Gmndzeichen  D  durch  andere  mit  dem  Grandzeichon  C.  Auf  solche  Weise 
werden  die  Gleichungen  (107.  c): 

+  kB,sinW=D'Dr— D:D",    If  kB;sinW  =  DD;'— D.D",    +kB;'sinW  =  DD:  — D,D'       (t09.  e.) 

und  die  Gleichung  (107.  d.}  geht  über  in: 

±  h  A,  sin  %  =  C  er—  C;  C",    +  h  A;  sin  W,  =  C  C—  C.  C",    +  h  A;'sin  W,  =  C  C;  —  C,  C.       (to«.  f.) 

Es  giebt  das  senkrechte  System  noch  zu  andern  diesen  ähnlichen  Gleichungen  Anlass,  die  wir 

indessen  weglassen,  da  sie  entweder  schon  in  den  vorigen  enthalten  sind,  oder  durch  ein  gan^ 

ähnliches  Verfahren  sich  erhalten  lassen. 

•  •  •  . 

58}  Das  senkredite  Coordinatensystem  blesitzt  noch  eine  andere  EigenthümUchkeit,  von  doi* 
ein  häufiger  Gebrauch  gemacht  wird,  und  die  wir  daher  nicht  unberücksichtigt  lassen  dürfen. 
Steht  aü&lidi  tn  deöi  CoonttnateBsyäteme,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"<sind,  die  eine  Axe 
jkX"  senkreeht  auf  dea  zwei  aaidera  AX  und  AX%  wo  dann  bei  i^oi  die- GteichttOf en  (103J 
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statt  finden,  und  werden  an  diesem  Systeme  Mos  solche  Puncte  und  Bickluigai  ontenmolit,  die 
in  der  Ebene  X  A  X'  liegen,  so  befinden  sich  diese  Puncte  und  Richtungen  alle  in  dem  Nr.  48. 
I.  betrachteten  Falle,  und  zwar  schon,  wenn  die  Richtungen  auch  nur  parallel  mit  der  Ebene 
XAX'  liegen:  es  gelten  daher  Tür  solche  Puncte  und  Richtungen  alle  die  dort  mitgetheilten 
Gleichungen,  nur  muss  an  den  Accenten  eine  Vertauschung  der  zweiten  Art  vorgenommen 
werden,  weil  hier  die  Ebere  XAX'  gewählt  worden  ist,  während  dort  die  X'AX''  in  Betradi- 
tung  kam.  Man  hat  daher  mit  Berücksichtigung  der  hier  statt  findenden  Gleichungen  (]103}  in 
Bezug  auf  jede  mit  der  Ebene  X  A  X'  parallele  Richtung : 

(  a"=::c"=0    und  in  Folge  dessen    l  =  ac  +  a'c'; 

'•••^••^  jc  =  a  +  a  cosW  ,    c'=:acos W  +  a';    asin'^Wz^c  — c'cosW  ,    a'sin*W  =  c'  — ccosW, 

und  in  Bezug  auf  jeden  in  der  Ebene  XAX'  liegenden  Pnnct  liefern  die  Gleichungen  (17), 
04),  (15.  a.)  und  (48.  b.),  da  für  ihn  x"=u"=20  ist, 

(  r'=ixu  +  xV,    r  =  au  +  a'u'=cx+cV 

t*^^**>  jn=:x  +  x'cosW  ,    u'=xcosW  +  x';    xsin*W  =  u  — u'cosW  ,    x'sin'W  =  u  — ucosW  , 

wenn  x,  x',  li'  die  schiefen,  u,  u',  u"  die  senkrechten  Coordinaten  dieses  Punctes,  r  seine 
Entfernung  von  der  Coordinatenspitze,  und  a,  a'  die  schiefen,  c,  c'  die  senkrechten  Projec» 
tionszahlen  der  von  der  Coordinatenspitze  nach  diesen  Punct  hinlaufenden  Richtung  an  den  Axen 
AX  und  AX'  vorstellen.  Denkt  man  sich  zu  diesem  einen  Puncte  noch  einen  zweiten,  dessen 
Coordinaten  wir  wie  bei  dein  ersten,  nur  dass  den  Zeichen  noch  der  Index  1  angehängt  wird,  an- 
deuten werden,  so  ist  in  Bezug  auf  diese  zwei  Puncte,  wenn  a ,  a'  die  schiefen,  c ,  c'  die  senk- 
rechten Projectionszahlen  der  vom  ersten  Puncte  nach  dem  zweiten  hinlaufenden  Richtung  und 
r  den  Abstand  der  beiden  Puncte  von  einander  anzeigen,  erstlich  den  Gleichungen  (3)  ge- 
mäss 

X,  —  X  xl  —  x'        ,      u,  —  u  ul  —  u'        , 

(t08.  ••)  ' =a  , =a';    -? =c  ,     -^ =c', 

V  ^  r  r  r  r 

x" x"  u" u" 

indem  die  dortigen  dritten  Gleichungen  von  jeder  Art  — ^ =  c"  und  -^ mc  hier  zu- 
folge der  ersten  Gleichungen  (108.  a.  und  b.)  verloren  gehen;  und  sodann  noch  im  Sinne  der 
Gleichungen  (20),  (19),  (15.  b.)  und  (48.  c,  oder  d.): 

r'  =  (x,-x)(u.-u)  +  (x;-x')(u;-u'), 

r=a(u,-u)  +  a'(u:-uO  =  c(x.-x)  +  c'(x;-xO; 
y^wm.  «.j  ^  u,  — u  =  x,  — x  +  (x;  — x')cosW  ,    uj  — u'=(x.  — x)cos W +x;  — x'; 

(x,  — x)sin'W  =  u.  — u  — (u;  — u')cosW  ,    (xl  — x')sin»W  =  u;  — u'— (u.  — u)cos W; 

ferner  bleiben  an  diesem  Systeme  die  von  Richtungen  und  Puncten,  die  nicht  schon  zugleich 
mit  dem  Systeme  gegeben  sind,  unabhängigen  Gleichungen: 

sin  W'=  sin  W"=  sin  SB'=  sin  SQB"=  1  ,    sin  W  =  sin  SB  ,    cos  W  =  —  cos  SB ; 
^     h  =  sinW,    6=6;  =  sinW  ,    S;'  =  l; 

^a=a;=^,  8i.=:a'=-coigw ,    a"=«r,  =  ar=a;  =  o,    a;'=i 

wahr,  welche  schon  in  der  vorigen  Nmnmer  angegeben  worden  sind  und  mit  deren  HOfe  sich  Glei«* 
chungen,  wie  die  (48.  a.,  b.)  oder  (48.  c,  d.)  sind,  den  jetzigen  Umständen  gemäss  v^indem  lasse«. 
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Denkt  man  sich  neben  dem  biriier  betrachteten  Systeme  noch  ein  zweites,  aas  den  Axen 
A  Y ,  A  Y',  A  Y"  zusammengesetztes ,  dessen  Ebene  Y  A  Y'  mit  der  X  A  X'  des  vorigen  in  eine 
imd  dieselbe  Ebene  fällt,  und  dessen  Axe  AY''  aenkrecht  auf  seinen  beiden  andern  AY  und 
A  Y'  steht,  so  fallen  alle  Puncte,  die  in  der  Ebene  X  A  X'  liegen,  auch  in  die  Y  A  Y',  und  Rich- 
tungen, die  mit  der  Ebene  XAX'  parallel  sind,  laufen  auch  mit  der  Y AY'  parallel;  daher  blei* 
ben  alle  vorstehenden  Gleichungen  auch  noch  an  diesem  zweiten  Systeme  wahr,  wobei  wir  wie 
immer  zum  Unterschiede  die  Grundzeichen  W. ,  k ,  !£) ,  SB ,  b ,  d ,  y ,  v  an  die  Stelle  derer  W , 
h,€,  Sl,a,  c,x,u  setzen  werden,  während  dieselben  Abzeichen  an  beiden  dieselben 
Beziehungen  zu  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y''  und  A  X ,  A  X',  A  X"  sammt  deren  Polaraxen  an- 
zeigen sollen.  Behalten  wir  zwischen  diesen  zwei  besondem  Systemen  alle  die  Bezeichnungen 
wieder  bei,  welche  in  Nr.  23.  fiir  zwei  allgemeine  festgesetzt  worden  sind,  so  hat  man,  weil 
AX"  und  AY'"  mit  einander  parallel  laufen,  und  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen 
(106.  e.)  zur  Folge  cosW'=cosW''=0  ist,  bezüglich  der  Richtung  ^Y''  an  dem  Systeme 
AX,  AX',  AX"  nach  Aussage  der  Gleichungen  (93.  a.  und  c.}: 

A,  =  0  ,    A;  =  0    und    C,  =  0  ,    C;=:0  ,    so  wie  A;'=C;'=4:1  {ßmm.  ».) 

nach  Aussage  der  Gleichung  (93.  e.},  während  bezüglich  der  Richtung  AX''  an  dem  Systeme 
AY,  AY',  AY"  in  analoger  Weise  ist: 

B,=0  ,    B;=0   und   D,=0  ,    D;=0  ,    sowie     K=D'^=±l;  itmm.%.^ 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  genommen  werden  muss,  je  nachdem 
die  parallelen  Richtungen  AX"  und  AY"  nach  einerlei  oder  nach  entgegengesetzter  Seite  des 
Raumes  hinzielen;  ferner  finden  zwischen  zwei  so  beschaffenen  Systemen,  wo  zwei  Axen  des 
einen  immer  in  einer  Coordinatenebene  des  andern  liegen,  wenn  man  die  ersten  Gleichungen 
(108.  a.}  auf  diese  Axen  in  Anwendong  bringt,  noch  folgende  Werthbestimmungen  statt : 

A"=Ar=C"=rC|"=0    und    B"=B;'=D"=Dr=0.  (!••.  c.) 

Da  die  zu  den  zwei  hier  betrachteten  Grundsystemen  gehörigen  Polarsysteme  wieder  in  dem 
Falle  sich  befinden,  dass  ihre  Axen  AX"  und  A^",  welche  mit  denen  AX"  und  AY"  zusam- 
men fallen,  senkrecht  auf  der  Ebene  stehen,  in  welcher  X  A  X'  und  Y  A  Y'  liegen,  während  ihre 
Coordinatenebenen  X  A  X'  und  S)  A  S)'  in  die  gleiche  Ebene  fallen,  so  bleiben  zwischen  je  zweien, 
aus  diesen  Doppelsystemen  herausgehobenen  einfachen  Systemen  wieder  die,  denen  unter  (109.  a. 
bis  c.}  gegebenen  analogen  Beziehungen  wahr;  diese  Gleichungen  finden  daher  noch  statt,  wenn 
man  statt  der  Grundzeichen  A,B,C,Ddieu4,B,r*,^  setzt,  oder  auch  diese  oder  jene  mit 
Klammem  umgiebt  Diesen  Bestimmungen  gemäss  gehen  nun  die  in  Nr.  34.  mitgetheilt^  Glei«- 
chungen  für  Richtungen,  die  mit  der  durch  XAX'  gelegten  Ebene  parallel  bufen,  für  welche 
der  ersten  Gleichung  (108.  a.)  zur  Folge  immer  a"=c"=0  ist,  über  in: 

d=Ca  +  C'a'=DaH-D,a',    tf^C.a  +  CIa'mD'a  +  DU'  und 
c=Db+D'b'=Cb  +  C|b',    c'=D,b-f-D;b'=CT>  +  C:b'; 

d=Ac  +  A'c',    d'=A.c  +  A;c'    und    c=Bd  +  B'd',    c'=B,  d  +  B;d';  )(i#9.4.) 

b=:Ba  +  B,a',    b'=B'a+B;a'    und    a=Ab+A|b',    a'=A'b  +  A;b'; 

asinW=(B)d+(B')d',  a'sinW=(J5,)d+(B;)d'  und  b  sinW,=(.^)c+(^')c',  b'sinW,=(^,)c+(^;)c; 

und  die  in  Nn  35.  gegebenen  gdhen  für  Puncte,  die  in  der  Ebene  XAX'  liegen,  in  die  über, 
welche  sich  aus  denen  (109.  d.}  ergeben,  wenn  mm  an  die  Stelle  von  a ,  b ,  c ,  d  und  a',  b', 
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e*,  «f  treten  lässt  z ,  y ,  n ,  v  und  x',  y',  ■',  V,  welche  wir  dien  deswegen  nidit  hennsclirei- 
ben  braudien. 

Berttcksiditigt  man  scldiesslidi,  dass  bei  den  hier  vorgeführten  besondem  Doppelsystemen 
famt  der  ersten  der  auf  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (IQ6.  e.} 

(11«.  a.)  h=sinW  ,    (h)=sin9B    und    k=sinW,  ,    (k)  =  sin®, 

ist,  and  kraft  der  übrigen  auf  derselben  Zeile  stehenden 

(tl«.».)  €=6;=sinW  ,    (S;'=l    und    !D  =  !r);  =  sinW,  ,    2);'=1, 

so  gelangt  man  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (109.  a.  bis  c.},  und  die  auf  diese  folgende 
Verallgemeinerung  beachtend,  zu  der  Einsicht,  dass  die  Gleichungen  (ßT)  an  unsem  jetzigen 
zwei  Doppelsystemen  fär  Richtungen,  die  in  der  Ebene  XAX'  liegen,  sich  verwandeln  in: 

C    =0     =^(A)  sinW  =  (B)  sinW.  ,    C   =D,    =(A')  sinW=(B,)  sinW,, 
C,  =D'    =(A,)  SinW  =  (B')  sin W,  ,    d   =D.'    r=(A;)  sinW={B;)  sinW,; 

r   =::J    =:{J[)  smYf =(B)  BinW,  y  r  =J,   =(uäf)sinW  =  (B.)sinW,, 

r,  =:J'  =  (.^,) sin Wr=(JB') SinW,  ,  Fi  ■=J',   =  (^) sin W  =  (Bi) sin W, ; 

(IM.  «.)  ....  l  ^^^  =(J)=z  A  sinW=  B  sinW,  ,  {C')={J,)=  A'  sinW=  B,  sinW,, 

(C)=(^)=  A,  sinW=  R  SinW,  ,  (C;)=(z^)=  Ai  sinW=  R,  sinWj; 

(D)  =(r)  =  B   8inW,=  ui  SinW  ,    (D')=(r,)  =  B'  sinW,=  Jl,  sinW  , 
(D,)=(r)=  B,  sinW,=  ^'  SinW  ,    (D[)={r,)z=  V,  sinW,= -<  sinW  ; 

femer  dass  die  Gleichungen  (SS.  a.  bis  b.}  hier  die  folgende  Form  annehmen: 

+B  sin  W,=A;  sin  W  ,    +B'  sin  W,=A'  sin  W, 
qpB,  sin  W,=A,  sin  W  »    ±B;  sin  W,=A  sin  W; 

±B  sin  SB,=^  sin  SB  ,  +R  sin  aB,=^  sin  SB, 

+  Bt  sin  SSB,=^,  sm  SB  ,  ±Ri  sin  ^,=2uä  sin  SB; 

Ctt«.  40 \±(ß)  sinaB,=(..^sinW  ,  +(B')  sinaB,=(^)sinW, 

+  (B,)  sin  SB,  =  (^,)  SinW  ,  ±(ß[)  sin2B,=(.^  sinW; 

±  (B)  sin  W,  =  (AI)  sin  SB  ,    +  (R)  sin  W,  =  (A')  sin  SB , 
+(B,)sinW,  =  (A.)  sinaB  ,    +(B:)sinW,=:(A)  sinSB; 

wobei  noch  zu  bemeriien  ist  erstlich,  dass  von  den  doppdten  Vorzeichen  immer  nur  die 
obem  oder  nur  die  untem  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  die  zwei  Systeme  bei  gleidier  Rich- 
tung der  senkrechten  Axen  einen  ahnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  haben,  während  die 
Vorzeichen  im  Gegenfalle  umgekdirt  zu  nehmen  sind;  zweitens,  dass  in  allen  diesen  Glei- 
chungen sin  SB  =  sin  W  und  sin  SB,  =  sin  W,  ist,  als  die  allgemeine  Eigenschaft  senkrechter  Sy- 
steme, welche  schon  in  der  vorigen  Nummer  angezeigt  worden  ist;  drittens,  dass  aus  den 
letzten  unter  jedem  Buchstaben  stehenden  Gleichungen  noch  die  folgenden  Gleichungen  sich 
ergeben : 

+  sinW,  =  (AA;  — A'A,)sinW  ,  +sinW  =  (BB;  — B'B.)sinW,; 

.±sinSB,=  (^^— ^.^OsinSB,  +sinSB=CBB;— FÄDsinSB.; 

***••  *'' )  ±  «in  SB,=  l(A)  (^  -  {A)  (^.)]  sin  W ,  ±  sin  W  =  [(B)  (Bl)  -  (B')  (B,)]  sin  SB, ; 

+ sin  W, = [(A)  (AO  -  (A')  (AO]  sin  SB ,  +  sin  ffl = [(B)  (BQ-  («')  (»>)]  ^  W, ; 
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endieh,  dass  die  Gleichungen  (^90.  a.  bis  d.}  hier  werden: 

+  (D)=(CO,    +(D')=(C'),    +(DO=(CO,    +(D;)=(C) 

+(z/)=(r:),  +(^')=(r),  q:(./.)=(ro,  +(^)=(r) 
+  D=r;,  4:D'=r,  +0.  =r.  ,  +D;  =  r 
+  ^  =  c;  ,  +  zi'  =  c  ,  +  ^,  =  c. ,  +  ^  =  c 

während  die  letzten  unter  jedem  der  hier  angezogenen  Buchstaben  stehenden  Gleichungen  hier 
noch  die  geben: 

+  sin  W.  sin  SB = (C)  (C;)  —  (C)  (C.)  ,    ±  sin  W  sin  2B| = (D)  (DO  —  (D')  (D.)  , 

+  sinaB,sinW  =  {r)(r;)-(r)(r,),    +sin2BsinW,=(^)(z/;)-(^')(^,),.  .  „      . 

+sinaB.singB=2  rr;  —  r  r,  ,  +sinw,sinw=D  d;  — D'  D,  ,^ "^     ""'^ 

+  sinW,sinW=  C  C;   —  C    C,  ,    +singB,sinaB=  J  J\  —  /f  J,  y 

in  welchen  wiederum  sin  SB  =  sin  W  und  sin  SBi  =:  sin  W,  genommen  werden  darf.  Diess  be« 
rücksichtigend  gewahrt  man,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (^110.  e.}  inKlam« 

<sin  W 

mem  eingeschlossenen  Ausdrücke  bei  den  vordem  immer  den  Quotienten  +    .       ',  bei  den 

sin  V^ 
hintern  den  +  ^^^^  darstellen,  und  dass  die  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (110.  g.) 

stehenden*  Ansdrücke  stets  dem  Producte  +sinWsinW|  gleich  sind,  wo  hier,  wie  überall,  hin- 
sichtlich der  doppelten  Vorzeichen  die  vorhin  gegebene  Regel  beachtet  werden  muss.  Bei  nä- 
herer Untersnchung  der  hier  erhaltenen  Gleichungen  wird  man  leicht  gewahr,  dass  die  (110.  d.} 
schon  in  denen  (HO.  c.)  und  (IIQ.  f.}  enthalten  sind,  so  wie  umgekehrt  die  (HO.  f.}  mittelst 
der  (110.  c.)  aus  denen  (HO.  d.)  hervor  geholt  werden  können,  wie  denn  auch  die  (110.  e.) 
und  (HO.  g.}  mittelst  derer  (HO.  c.}  sich  in  einander  überfuhren  lassen. 

Geht  man  die  in  dieser  Nummer  erhaltenen  Gleichungen  einzeln  durch,  so  wird  man  ge- 
wahr, dass  mit  Ausnahme  der  in  (108.  e.^  enthaltenen: 


=1,  a;'=i ,  a"=o,  sr,=o ,  8j;'=o ,  a;=o 

und  der  in  (109.  a.  bis  c.}  enthaltenen  alle  die  Grössen  verschwunden  sind,  welche  auf  die 
senkrechte  Axe  AX''  oder  AY''  irgend  einen  Bezug  haben;  man  kann  daher  in  solchen  Sy- 
stemen, so  lange  sie  blos  zur  Untersnchung  von  solchen  Richtungen  und  Pnncten,  die  in  der  ge- 
meinschaftlichen Coordinatenebene  liegen,  benutzt  werden,  die  dritten  Axen  AX",  AY"  gams 
ausser  Spiel  lassen  und  die  Systeme  so  auffassen,  als  wären  sie  blos  aus  den  Axen  AX  und 
AX',  AY  und  A Y'  zusammengesetzt  So  aufgefasste  Coordinatensysteme,  welche  indessen  nur  da 
eine  Anwendung  finden  können,  wo  alle  in  die  Untersuchung  eingehenden  Puncto  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegen  und  alle  darin  eingehenden  Richtungen  ebenfalls  in  dieser  Ebene  liegen  oder 
doch  mit  ihr  parallel  laufen,  und  deren  zwei  Axen  üi  dieser  Ebene  liegen  müssen,  werden  wir  in 
der  Folge  ebene  Systeme  nennen,  während  die  aus  drei  Axen  bestehenden  zum  Unterschied  von 
diesen  räumliche  oder  körperliche  Systeme  heissen  sollen.  Umgekehrt  kann  man  in  jedem 
Augenblicke,  wenn  der  Hinzutritt  von  Puncten  oder  Richtungen,  die  nicht  mehr  die  vorausgesetzte 
Eigenschaft  besitzen,  es  nöthig  machen  sollte,  ebene  Systeme  wieder  als  räumliche  ansehen, 
deren  dritte  Axe  auf  den  zwei  andern,  das  ebene  System  bildenden,  senkrecht  steht;  dann  aber 
imiss  man  statt  der  in  dieser  Nummer  stehenden  besondem  Gleichungen  die  früher  gegebenen 
äHgtmeincn  nehmen,  und  in  diesen  die  eben  erst  berührten  Ausnahme -Gleiohungen,  weiebe  im 
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ebenen  Systeme  gar  nicht  in  Betrachtung  konunen  können,  wieder  zur  Geltung  kommen  lasseiL 
So  behalten  dann  alle  am  ebenen  Systeme  aufgefundenen  Resultate  an  dem  statt  seiner  einge* 
führten  senkrechten  räumlichen  noch  ihre  volle  Gültigkeit,  was  aber  nicht  mehr  der  Fall  wäre, 
so  wie  die  dritte  Axe  des  räumlichen  Systems  nicht  mehr  senkrecht  auf  den  beiden  andern, 
welche  zuvor  dem  ebenen  Systeme  angehörten,  stehend  angenommen  würde.  Ja  sogar  der  Be- 
griff von  Coordinate  lässt  sich  unter  solchen  Umständen  von  der  dritten  Axe  AX''  völlig  un- 
abhängig machen  und  im  ebenen  Systeme  darstellen;  denn  da  hier  blos  Coordinaten  an  den 
Grundaxen  AX,  AX'  zur  Sprache  kommen  und  diese  im  senkrechten  Systeme  durch  Ebenen 
abgeschnitten  werden,  welche  durch  die  Puncto  gehen,  -  und  welche  hier  immer  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  ebenen  Systems  stehen  und  entweder  den  Axen  AX,  AX'  parallel  laufen  oder  auf 
denselben  senkrecht  stehen,  so  lassen  sich  eben  so  gut  dafür  auch  Linien  substituiren,  die 
durch  die  Puncto  gehen  und  den  Axen  AX,  AX'  parallel  laufen  oder  auf  ihnen  senkrecht 
stehen,  aus  dem  Grunde,  weil  diese  Puncte  immer  nur  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  sel- 
ber liegen. 

59}  Bilden  in  dem  senkrechten  Systeme,  dessen  eine  Axe  senkrecht  auf  den  zwei  andern 
steht,  auch  noch  diese  beiden  andern  Axen  einen  rechten  Winkel  mit  einander,  so  macht  in 
dem  so  beschaffenen  Systeme  jede  Axe  mit  den  zwei  andern  rechte  Winkel,  weshalb  wir  das 
so  ins  Besondere  gezogene  senkrechte  System  ein  rechtwinkliges  nennen  wollen.  In  dem 
rechtwinkligen  Systeme  ist  seiner  Definition  zur  Folge 

(iti.a.)  sinW=sinW'=sinW"=l  ,    cosW  =  cosW'=cosW"=0, 

wenn  seine  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  und  W,  W',  W"  die  Winkel  XAX',  XAX",  X'AX" 
bedeuten.  Weil  im  rechtwinkligen  System  schon  jede  Axe  senkrecht  auf  den  beiden  andern  steht, 
so  hat  es  kein  Polarsystem,  oder  besser  gesagt,  es  ist  selber  sein  Polarsystem,  weshalb  bei  ihm 
die  Winkel,  welche  im  schiefwinkligen  Systeme  durch  SB,  3B',  SB"  bezeichnet  worden  sind, 
keine  andern  als  die  W,  W',  W"  sind,  und  man  daher  diese  letztem  mit  den  erstem  in  den 
Gleichungen  (^111.  a.}  vertauschen  kann.  Darum  gehen  bei  ihm  die  Gleichungen  (42),  (41} 
und  (36}  über  in: 

_  ^  _  _  (h=(h)=i,  ?i=?i;=a;'=<5=6;=s;'=i. 

^■"*  ••' |8i,=a'=2i,=a"=8i;=8i:'=o. 

Die  fUr  jegliche  Richtungen  und  Puncte  gültigen  Gleichungen  (12}  und  (15.  a.}  sowohl,  als 
die  (49.  a.}  und  (49.  b.}  verwandeln  sich  diesen  Bestimmungen  gemäss  in: 

a  =  c,    a'=:c',    a"=ö"    und    x=u,    x'=u',    x"=u", 

wie  denn  in  der  That  die  beiderlei  Projectionszahlen  und  Coordinaten  in  diesem  Systeme  die 
Natur  der  senkrechten  annehmen ;  eben  deswegen  fällt  aber  in  diesem  Systeme  der  Unterschied 
zwischen  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  oder  Projectionszahlen  ganz  weg,  und  deren 
doppelte  Bezeichnungsweise  wird  völlig  überflüssig,  so  dass  wir  in  der  Folge  die  sämmtlichen 
Projectionszahlen  blos  durch  c,  c',  c",  die  sämmtlichen  Coordinaten  blos  durch  u,  u',  u"  vor- 
stellen und  das  Beiwort  schief  oder  senkrecht  weglassen  können.  Thun  wir  diess,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (11},  (17}  und  (14}  die  nachstehende  Form  an:  ^ 

(fii.cO  l=c'  +  c'*+c"',    r»=u'  +  u"  +  u"',    r  =  cu  +  cV+c"u", 

wenn  u,  u',  u"  die  Coordinaten  von  irgend  einem  Puncte,  r  dessen  absohite  Bntfemuiig  von 
der  Coordinatenspitze  A ,  und  c ,  c',  c"  die  Projectionszahlen  bedeuten,  welche  die  von  A  nadi 
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diesem  Puncle  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  giebt.  Die  Gleichungen 
(9.  a.  und  b.},  (20)  und  (18)  werden  hier: 

cos  (?  =  c  c,  +  c'c;  +  c"cr ,    r'  =  (u.  —  u)»  +  (u;  —  u')'  +  (ul'—  u")' ) 

und    rcos^zzrcCu,  — u)  +  c'(u;  — u')  +  c"Cur— u"),j (tM.  *•) 

wenn  die  mit  dem  Index  1  versehenen  Zeichen  einem  andern  Puncte  und  der  von  der  Coordi- 
natenspitze  nach  ihm  hinzielenden  Richtung  angehören,  und  9  den  Winkel  bezeichnet,  welchen 
die  beiden  so  entstehenden  Richtungen  mit  einander  machen,  r  aber  die  absolute  Entfernung 
der  beiden  Puncte  von  einander  vorstellt 

Denkt  man  sich  mit  dem  einen  bisher  betrachteten  rechtwinkligen  Coordinatensystem  noch 
ein  zweites  rechtwinkliges  verbunden,  dessen  Axen  AY,  AY',  AY"  sind,  und  bezeichnet  man 
die  Coordinaten  eines  Punctes  und  die  Projectionszahlen  einer  Richtung  an  diesem  Systeme  eben 
so  wie  die  an  dem  vorigen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  statt  der  Grundzeichnn  c,  u 
die  d,  V  setzt,  so  bleiben  die  Gleichungen  (111.  a.  bis  c.)  auch  noch  an  dem  zweiten  Systeme 
wahr,  wenn  man  in  ihnen  statt  der  einen  Grundzeichen  die  andern  nimmt  Was  femer  die  für 
allgemeine  Doppelsysteme  in  Nr.  44.  aufgestellten  Zeichen  betriflfl,  wodurch  die  Projections- 
zahlen der  Axen  eines  jeden  einfachen  Systems  in  einem  der  zwei  Doppelsysteme  an  den  Axen 
eines  zum  andern  Doppelsystem  gehörigen  einfachen  Systems  von  einander  unterschieden  wer- 
den, so  hat  man  zunächst  zu  bedenken,  dass  bei  zwei  rechtvnnkligen  Systemen  kein  Polarsystem 
von  seinem  Grundsystem  verschieden  ist,  indem  die  gleich  accentuirten  Axen  beider  in  einander 
liegen,  und  dass  daher  die  mit  gleichen  Abzeichen  versehenen  die  gleichen  sind,  sie  mögen  ei- 
nem der  Grundzeichen  A,  A^  (B),  (B)  oder  einem  der  Grundzeichen  B,  J3,  (A),  (A)^  so 
wie  auch  einem  der  Grundzeichen  C,  P,  (D),  {J)  oder  einem  der  Grundzeichen  D,  J  ^  (C), 
(F)  angehören,  und  dass  eben  deshalb  die  drei  letzten  von  je  vieren  der  hier  neben  einander 
geschriebenen  durch  das  erste  ersetzt  werden  kann,  so  dass  blos  die  A ,  B ,  C ,  D  beibehalten 
zu  werden  brauchen;  bedenkt  man  ferner,  dass  am  rechtwinkligen  Systeme  die  schiefen  und 
senkrechten  Projectionszahlen  in  einander  übergehen,  und  dass  daher  die  mit  gleichen  Abzeichen 
versehenen  die  gleichen  sind,  sie  mögen  das  Grundzeichen  A,  B  oder  das  C,  D  an  sich  tra- 
gen: so  sieht  man  ein,  dass  man  hier  mit  den  zwei  letztem  allein  ausreicht,  wenn  die  mit  ver- 
schiedenen Abzeichen  versehenen  in  der  Bedeutung  genommen  werden,  die  ihnen  in  Nr.  23.  und 
24  gegeben  worden  ist,  und  selbst  zwischen  diesen  finden  noch  die  schon  in  den  Gleichungen 
(31)  ausgesprochenen  Abhängigkeiten  statt;  es  ist  nämlich: 

C  =D,    C'=D.,    C'=:D,;) 

c.=D',  c;=d;,  cr=:D;;[ (üt.©.) 

c,.=D",  c;=Dr,  c;'=d;',) 

so  dass  sich  die  sämmtlLchen  Projectionszahlen  blos  durch  die  mit  dem  Grundzeichen  C  verse*- 
henen  ersetzen  lassen.  In  die  Gleicbungen  (111.  e.)  gehen  auch  alle  in  (86.^  a.  und  b.)  und 
(87)  aufgestellten  über,  so  wie  sich  umgekehrt  aus  diesen  letztern  der  Uebergang  der  ver- 
schiedenen Projectionszahlen  in  eini^der  aUeiten  lässt  Die  angezeigten  Uebergänge  und  die 
Gleichungen  (111.  e.)  berücksichtigend,  ziehen  sich  immer  je  vier  von  den  in  (59.  a.  und  b.) 
bis  (62.  a.  und  b.)  mitgetheilten  Gleidmgen  in  eine  einzige  zusammen,  und  das  Gleiche  gilt 
auch  von  den  (64.  a.  und  b.)  bis  (67.  a.  und  b.)  aufgestellten.  Die  erstem  rednciren  sich  im 
Ganzen  anf : 
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c=cd+Qir+c.dr,  c^iCd+crd'+qd'',  c"=c"ii+c;'d'+c;'d"; 

Citi«  &> (     die  ander«  aaf : 

T=c«+(ru'+(rE',  Y'=Ctt+GE+c;v',  v'=c.E+c;tt+c;'a''; 
ez=Ct+c,v'+c,v'',  EnzCT+qT+cXv",  ■''=(rw+crv+c;'V'. 

EndUeli  seiieii  skä  die  voa  (^88.  a.  Ms  d)  vmI  toh  (90.  a.  bis  d.}  stehenden  16  AggregMe 
Ton  je  nenn  Gleichongen  in  ein  eimiges  soldtes  Aggr^at  msannMn,  nanriidi  auf  das  folgende: 

Ctifl. s.) ]4:(r=c,cr— crc.,  +c;=cc;'— (rc,,  qpc;=cc;'— cc,, 

f+(r=c,c;— crc,  +cr=cc;— cc,,  +c;'=cc;— cc., 

nnd  es  ist,  Mrie  immer,  Ton  den  do^dten  Yoneidien  übendl  nmr  das  obere  oder  nur  das  nn- 
lere  m  nehmen,  je  nachdem  die  zwei  rechtwinkligen  Systeme,  anf  welche  sich  dieselben  be- 
sehen, unter  sieb  einen  ihnbchen  oder  nnihntirhen  Axenlanf  besitzen. 

Da  im  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  die  sdiiefen  Projectionszahlen  einer  Richtung  sich 
nicht  wnAr  von  den  senkrechten  derselben  Richtung  untoscheiden  lassen,  und  also  dieselben 
Zahlen  n ,  n ,  n**,  wekhe  das  Teihaltm  der  senkrechten  Projectionszahlen  c ,  c\  c"  einer  Rich- 
tung zu  einand«'  anzeigen,  zugleich  auch  das  der  sdüefen  Projectionszahlen  zu  einander  aus- 
sprechen, so  tritt  im  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  stets  der  in  Nr.  21.  hinter  der  Glet- 
chnng  (2a.  a.)  besprochene  Fall  ein;  es  ist  nindich  in  Bezug  auf  jede  Richtung  bei  diesem 
Systeme  nicht  nur: 

#  #»  0  0»        0  00  0  00 

a:a:a    :c:c:c    =m:m:m    :n:n:n, 
sondern  mmi  hat  H»ch  ülierdiess  bei 


0      0 


0       0 


so  wie  amrh 

a=c  ,     a  =  c  ,     a=:c 

zu  m^nen,  wesUb  bei  Am  die  letzte  CBeicte^r  (25.  k)  in  Bezug  arf  jede  Richtm^ 

1 

(r  +  n-'  +  u'^* 
wird,  und  in  Folge  dessen  Uefem  bei  ftm  die  Gleichuflgen  (24}: 


Cttl*^)      a=c= -^    a=c  = j,    a=c 


■" 

•* 


(n*  +  n'*  +  n''3^  (n^+u^  +  n-^)«  (n'  +  n^  +  n"'}' 

welche  zeigen,  wie  sich  die  Kosinuse  der  Winket,  die  irgend  eine  Richtung  mit  den  drei  Axen 
eines  rechtwinkfigen  Coordinalensystems  bildet,  finden  lassen,  wenn  drei  Zahlen  gegeben  sind, 
die  unier  sich  diescften  Yerhdtnisse  wie  |ene  drei  Kosinnse  einhalten. 

in  dieser  Nummer  aiad  aüe  zmn  rechtwink%en  Coordinalensysteuie  efforderhchfln  GruBd- 
gkichmigen  auTgesteOt  worden,  deren  Anuahl,  verglichen  mit  der  beim  schiefwmkiigen  Coordi- 
natensysteme erhaftenen,  nuaaerordenllich  gering  isL  Dagegen  gtebt  diese  Vergleichung  zu  er- 
kennen, dass  der  lau  dMscr  vielen  Gkkhmagen  bst  durchweg  eben  so  einfach  ist,  wie  da* 

die  srnSer  nocb  folgenden  Anwendungen  der  vielen  Gfeichungcn  des  schief- 


Ansdrücke  sich  mcht  sowohl  unter  einander  zu  einem  unformlichett  Klumpen 
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als  vielmehr,  wie  im  Contrelaiize  die  Personenpaare,  sich  mit  einander  verbinden  und  wieder 
von  einander  ablösen,  um  nirgends  eine,  scheinbar  unvermeidliche,  Verwirrung  entstehen  zu 
lassen.  Die  Behandlung  am  schiefwinkligen  Systeme  stellt  noch  entschiedener,  als  die  am  recht-- 
vnnkligen,  an  den  Arbeiter  die  Forderung,  dass  er  seinen  Gegenstand  scharf  überblicke  und  im 
Zügel  halte;  sie  verlangt  mit  einem  Worte  einen  gewandtem  Rechner,  bildet  ihn  aber  auch. 


$.  6. 

Besünmuig  der  Projeetioufn  durch  Coordinates. 

60)  In  einem  schiefwinkligen  Coordinatensysteme  bildet  jede  seiner  Grundaxen  mit  der  ihr 
gegenüberliegenden  Grund- Coordinatenebene  ein  schiefes  Projectionssystem,  und  mit  der  ihr 
gegenüberliegenden  Polar- Coordinatenebene  ein  senkrechtes  Projectionssystem.  Eben  so  bfldet 
jede  seiner  Polaraxen  mit  der  ihr  gegenüberliegenden  Polar- Coordinatenebene  ein  schiefes,  und 
mit  der  dieser  entsprechenden  Grund -Coordinatenebene  eiiy  senkrechtes  Projectionssystem.  Es 
liegen  also  in  jedem  schiefwinkligen  Doppelsysteme  zwölf  Projectionssysteme,  von  denen  die 
eüie  Hälfte  senkrechte,  die  andere  Hälfte  schiefe  sind ;  man  kann  indessen  die  Anzahl  der  Pro- 
jectionssysteme noch  viel  grösser  werden  lassen,  wenn  man  auch  solche  Ebenen,  die  durch  eine 
Grundaxe  und  eine  Polaraxe  hindurch  gehen,  als  Projectioasebenen  ins  Auge  fassen,  und  zu 
Projectionsaxen  auch  die  Durchschnitte  einer  Grund- Coordinatenebene  und  einer  Polar- Coordi- 
natenebene nehmen  will.  Wir  beschränken  uns  aber  hier  auf  die  Betrachtung  von  Projections- 
Systemen  der  ersten  Art 

Bleiben  wir  zunächst  bei  demjenigen  schiefen  Projectionssysteme  stehen,  dessen  Axe  die 
Grund  -  Coordinatenaxe  AX'',  und  dessen  Ebene  die  Grund -Coordinatenebene  XAX'  ist,  und 
betrachten  wir  in  diesem  Projectionssysteme  irgend  einen  Punct  0,  dessen  schiefe  und  senk- 
rechte Coordinaten  an  den  Grandaxen  A  X ,  A  X',  A  X"  durch  x ,  x',  x''  und  u ,  u',  u''  bezeich- 
net werden  sollen,  so  ist  den  oben  ($.  1.  Nr.  2.}  gegebenen  Definitionen  zur  Folge  x"  die 
zur  Projectionsaxe  AX"  gehörige  Ordinate  des  Punctes  0  in  diesem  Projectionssysteme,  und 
die  Projectton  P  des  Punctes  0  auf  die  Projectionsebene  X  A  X'  hat  im  Coordinatensysteme  die 
schiefen  Coordinaten  x,  x',  0,  wdl  diese  Projection,  der  oben  ($.  1.  Nr.  8.}  von  ihr  gege- 
benen Definition  gemäss,  in  der  Ebene  XAX'  und  zugleich  in  der  Geraden  liegt,  die  durch  den 
Punct  0  parallel  mit  der  Axe  AX''  läuft.  Was  aber  in  Beziehung  auf  diesen  einen  Punct  0 
gesagt  worden  ist,  gut  eben  so  von  jedem  andern;  seine  zur  Projectionsaxe  AX''  gehörige 
Ordinate  ist  immer  dessen  schiefe  Coordinate  an  der  Axe  AX"  im  Coordinatensysteme  und 
seine  Projection  auf  die  Projectionsebene  XAX'  giebt  immer  im  Coordinatensysteme  an  den 
Axen  AX  und  AX'  dieselben  schiefen  Coordinaten  wie  er  selber,  an  der  Axe  AX"  aber  lie- 
fert sie  die  schiefe  Coordinate  Null,  da  sie  in  der  Ebene  XAX'  liegt  Wenn  also  x,  x',  x"' 
und  u,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  von 
irgend  einem  Puncto  0  sind,  dessen  Projection  auf  die  Ebene  XAX'  längs  der  Axe  AX"  wir 

durch  P  bezeichnen,  so  sind 

X,    x',    0 

die  schiefen  Coordinaten  der  Projection  P  an  den  gleichen  Axen ;  aus  den  scUefen  Coordinaten 
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eines  Pimctes  lassen  sich  aber  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (15.  a.}  dessen  senkrechte  finden. 
So  werden  die  des  Punctes  0  durch  die  ffleichungen 

(IM.  ••)  u  =  X  +  x'cos  W  +  x"cos  W ,    u'=  x  cos  W  +  x'+  x"cos  W" ,    u"=  X  cos  W'+  X  cos  W"+  x" 

dargestellt,  die  der  Projection  P  hingegen  werden,  wenn  man  sie  durch  u,  u',  u"  bezeichnet, 
weil  ihre  zur  Axe  AX"  gehörige  schiefe  Coordinate  null  ist,  durch: 

(fit.  fc.)  u  =  X  +  x'cos  W  ,    u'=  X  cos  W  +  x' ,    u"=  X  cos  W'+  x'cos  W", 

und  zieht  man  die  Gleichungen  (112.  a.  und  b.}  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

(iM.cO  u  — u  =  x"cosW',    u'— u'=x"cosW",    u"—u"=x", 

woraus  sich  wieder  die  Grössen  u,  u',  u"  durch  Coordinaten  darstellen  lassen.  Stellt  nun  q 
die  Entfernung  der  Projection  P  von  der  Spitze  A ,  d.  h.  die  Länge  der  zu  P  gehörigen  Speiche 
vor,  und  a,  a',  a";  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  der  Speichenrich- 
tung AP,  so  ist  der  Gleichung  (17}  gemäss: 

(US.  •.">  ß'=:xu  +  x'u' 

und  den  Gleichungen  (5)  zur  Folge  hat  man: 

(tiS.  *.)  a=:  -  ,    a'=  -  ,    a"=0    und    c=  -  ,    c'=  "'       c"=  -   , 

Q  Q  Q  Q  Q 

setzt  man  aber  in  die  Gleichung  (113.  a.)  für  U  und  u'  einmal  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen 
(112.  b.)  ein,  ein  andermal  ihre  aus  den  Gleichungen  (112.  c.)  entnommenen  Werthe,  so  er- 
hält man: 
Cti».  e.)  e'  =  X*  +  x'^  +  2 X x'cos  W    oder    Q^  =  xn  +  xV—  x" (u"—  x") , 

und  die  letzten  drei  Gleichungen  (113.  b.}  werden  durch  das  gleiche  Verfahren: 


\ 


x  + x'cos  W        ,      xcosW  +  x'        ,,      X  cos  W+ x'cos  W 
C=:  — ■ ,     c=  ■ —  ,     c'=: : 

Q  Q  Q 


Citt.  *•) <'      oder 

^         u— x'cosW        ,_  u'— .x"cosW"        .,_u"— X 


/•= 


Q  Q  Q 

Bedeuten  jetzt  a ,  a',  a"  die  schiefen,  c ,  c',  c"  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  Strah- 
lenrichtung A  0  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X",  und  stellt  r  die  Entfernung  des  Punctes  0  von 
der  Spitze  A,  d.  h.  die  Länge  des  zu  0  gehörigen  Strahles,  vor,  so  ist  in  Gemässheit  der 

Gleichungen  (5} : 

x        ,      x'        ,,      x"        -  u        ,      u'         ,,      u" 

%.  j  rrr  rr  r 

und  hierdurch  werden  die  Gleichungen  (113.  d.),  wenn  man  in  sie  für  x,  x',  x"  und  u,  u',  u" 
ihre  aus  den  Gleichungen  (114.  a.)  sich  ergebenden  Werthe  einsetzt: 

_  (a  +  a^cosW)r        ._  (acosW  +  a'jr        ,,_  (acosW'+a'cosW")r 

Q  Q  Q 

(tl4.  k.) \     oder 

(c  — a"cosW'3r        ,      fc'— a"cosW")r        „      (;c"_a'Or 

Q  Q  Q 

welche  nur  der  Form  nach  von  denen  (^113.  d.}  ra^chieden  sind. 
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* 

Me^GlmliiuigiQii-  (113.  e.}  lehren  die  Lange  der  ameiii  beliebigen  Puncto  O.  adHgehSrigen 
S|leicbe  «B  detoifn.  Coefdlimten  finden,  ao  wie  die  CMeidninlfen  (113.  d)  die  Biehliing  dieMr 
S^eidhe" ans  den  GeemÜRaten  des  Pwietes  0 ,  oder  die  (114.  b.)  woii  dessen. SlndUenpöcttuAg'  AO 
aoHiide*  biaseiu  Um  nun  nocih  die  Grösse  des  Speid^nwiäkels  in  allgemeinsler  Wieise  su  er«^ 
bidten,  sei;  A2>  irgend  eine  von  A  anslaufende,  in  der  Projecttonsebene  XAX'  liegierida  Bichr 
Inng,  «nf  wekke  idie  Läge'  der  Speidienricfatongen  benogen  'werden  aoll,  nttd  d«»  a4^  (C'  'seien 
die  schiefen^  c^^  c«,  C  die  senkrechten  Projeotionszahlen,  welche  diese  Richtung  AZ  aA'  dsli 
Axen  AX,  AX',  AX"  des  Goordinatensystems  liefert,  so  ist  ersäich,  weil  die  Ridktung  AZ  id 
diu*  Goordinalenebene  X AXT  liegt, 

und  da  auch,  d^n  Gleichungen  (liS.  b.}  zur  Folge,  a"=::0  ist,  so  liefert,  wenn  W  die  Grösse 
des  Winkels  bezeichnet,  den  die  Speichenrichtung  AP  mit  der  beliebigen,  in  der  Projeclions- 
^ebene  angenommenen  Richtung  AZ  bildet,  die , GleiQhmng . (9.  m  oder  b.)  nyr  Bestimmang  di% 
ses  Winkels  die  nachstehenden  Angaben: 

cos  w  =r  Co  Ä  +  c'o  a'    oder    cos  w  =  a,  t  +  ai  c',  Cti*«  li») 

'      '  -      .  .      -i 

wovon  die  erstere  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (113.  b.}  imd  (114.  a.)  wird: 

cosw— ^'"""^^^"^^    oder    9osw=  ^^^^^^^^^  ,  \f M.  e.> 

Q  Q  / 

die  letztere  dagegen  mit  Zuziehung  derer  (113.  d.}  und  (114.  a.},  werin  man  zu  gleicher  Zeit 

die  auf  die  Richtung  AZ  angewandten  Gleichungen  (112.  b.}  zur  HiUe  nimmt:  i  ' ' 

■    '  '  ttoU  +  aU'— Cx"        ,  (a.c+a;c'— c;V)r  -   •» 

cosw= J— ^p und    cosw=  ^^ -^—— ^  .  (1«.  #.) 

Durch  die  Gleichungen  (115.  c.  und  d.)  wird  der  Kosinus  des  fiuf  die  Richtung.  AZ  bezogenen, 
zum.Puocte  0  gehörigen  Speichenwinkels  von  den  Coordinatoji  des  Punctes  O^'Oder  theilweis^ 
von  ihnen  und  theilweise  von  den  Projectionszahlen  der  Strahlenrichtung' AO  abhängig  g;emach^;  / 

weil  aber  der  Kosinus  eines  Winkels  es  unbestimmt  lässt,  ob  dieser  Winkel  ein  hohler  x>4?r  ein 
erhabener  sei,  so  lassen  die  vorstehenden  Gleichungen  es  unentscbieden,  ob  die  Speiche  napb 
der .  einen  oder  nach  der  andern  Seite  von  der  Richtung  A  Z  hinliege.  Diese  Unbestimmtheit 
fallt  indessen  weg,  w^nn  man  die  Speichenrichtung  nicht  blos  auf  die,  eine  Richtung  AZ,  son- 
dern gleichzeitig  auch  noch  auf  eine  zweite  AZ'  bezieht,  die  von  der  AZ  verschieden  .isl,  aber, 
wie  diese»  in  der  Projectionsebene  XAX'  liegt.  Solche  zwei  Richti^pgen  AZ  und  AZ'  kann 
man  sich  auf  mehr  als  eine  Art  durch  das  Coordinatensystem  selber  angeben  lassen.  So  wird, 
wenn,  man  die  Axe  AX  zur.  Richtung  AZ  und  die  Axe  ^X  zur,  Richtung  AZ'  wäjilt,  bei 

a,=:l  ,    a;=0  ,    Co  =  l  ,    c;  =  cosW.,    ct  =  cosW'  . 
und  Äei  dieser: 

•    /   »'       .^     aoi=0  ,    a;=:ijl  ,    Co=crfsW  ,    (iit^l-,    C=oosW'^  -  ( 

Ilaher  Ündet  man,  bei  den  vordem  Formen  stehen  bleibend: 

x  +  x'cosW       .  '      '    u  — iWW' 

Yfzz: — ! oder    ces^wfci --•-^ — .    '    ^  * 


cos 

Q  Q 

und 


,    '   XO0SW-+X'        j  'v       U'~X"C06W"1       .    •    )   ..;)•.::•.-    '   ;. 

cosw=:  : odeir    cosw:;^ ,) 
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wobei  w  den  auf  die  Rioktong  AX ,  w'  dein  auf  die  RichUng  AX'  sich  bogieiunldeil  fipcfehen- 
Winkel  vorsteHt  Wie  se  eben  die  Dorchsebnilte  der  Grand-^Coordinatenebenen  X  AX'^nMl  X^A  J^ 
faüt  der  Projtctionftebene  XAX'  zu  ddd  Richtangen  AZ  und  AZ'  genonkmen  woMen  -siod,  |0 
hüte- man  auch  die  Durchscfanitle  der  Polar-Coordmatenebene  SAdl"  und  dcki'^  mit  der  Pvo«* 
jectionsebeoe  XAX'  dazu  wählen  können;  dann  wäre  bei  der  ersten  nodi  die'  Bestimman^ 
c^szsO,  bis  der  andern  noch  die  Bestimmung  c«=0  zu  der  a«=0  hinzugekemnen,  wodnffck 
di^  (Srössen  a« ,  a^ ,  a»  und  c, ,  c« ,  c»'  in  den  beideh  Fällen  völlig  bestimmte  g^^vorden  wärM 
in  d^r  Weise,  wie  es  bei  der  Betrachtung  besonderer  Richtungen  gezeigtf  wo^rden  ist  Man 
hätte  den  dortigen  Formeln  entsprechend  in  Bezug  auf  die  jetzige  Richtung. AZ,  wenn  man  m 
nach  derselben  Seite  hinzielen  lässt,  auf  welcher  AX  liegt: 

ao=^jjp^,    a;  =  -^^    und    Co  =  sinW  ,    c;=0  ,    C=  -  sin W"cos So- 
und in  Bezug  auf  die  Jetzige  Richtung  A  Z' ,  wenn  man  diese  nach  dertolben  Seite  hinzielen 
lässt,  auf  welcher  AS'  liegt: 

0,  =  —^?^,     a:=-r^    und    Co=0  ,    c;  =  sinW  ,    c;:=  —  sin W'cos 3B" 
sm  W  sm  W  .  .  . 

setzen  mttssen,  und  demgemäss  erhalten: 

xSinW       ,  u  —  u'cos  W  +  ^'sin  W  sin  Wcos  SB' 

cosw= oder    cosw=: 


Q       ,  ßsinW 

CIM«  fO (und 

,     x'sinW       ,  /    —  ucosW  +  u'+x"sinWsinW'cosaB" 

cos  w=  oder    cos  w  = ' — r-«? — » 

Q  ^smW 

wo  wieder  w  den  auf  die  Richtung  A  Z ,  w'  den  auf  die  Richtung  A  T  sich  beziehenden  Spei- 
chehwinkel  vorstellt.  Diese  zwei  Beispiele  mögen  genügen,  zu  zeigen,  wie  die  Richtungen  AZ 
und  AZ'  in  sehr  verschiedener  Weise  durch  das  Coordinatensystem  selber  vorgezeichnet  wer- 
den  können. 

6I3  Fassen  wir  jetzt  dasjenige  senkrechte  Projectionssyslem  ins  Auge,  dessen  Axe  die 
Polaraxe  A  X"  und  dessen  Ebene  die  Gnind-Coordinatenebene  X  A  X'  ist,  so  sieht  man  sogleich 
ein,  dass  alte  in  der  vorigen  Nummer  erhaltenen  Resultate  auch  bei  diesem  Projectionssysteme 
noch  Gültigkeit  behalten  werden,  wenn  man  es  als  aus  dem  Coordinatensystem,  dessen  Axen 
AX,  AX'  und  AS''  sind,  hervorgegangen  ansieht.  Da  indessen  dieses  Coordinatensystem  nicht 
das  ursprünglich  gegebene,  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebildete  ist,  so  müssen  wir  jenes 
als  ein  zu  diesem  neu  hinzugekommenes  auffassen,  dessen  Axen  wir  im  Allgemeinen  durch 
AY,  AY',  AY"  tu  bezeichnen  gewohnt  sind  und  auch  hier  wieder  so  bezeichnen  werden. 
Projiciren  wir  nun  in  diesem  neuen  Systeme  irgend  einen  Punct  0  parallel  mit  der  Axtf  A'IP 
auf  die  Ebene  YAY'',  und  bezeichnen  wir  wieder  durch  P  den  Punct,  in  welchem  die.  Ebene 
YAY'  von  der  durch  0  hindurch  mit  der  Axe  A Y"  parallel  gezogenen  Geraden  getroffen  wird; 
bezeichnen  wir  femer  durch  y ,  y',.  y"  und  v ,  v',  v"  die  schieC^n  und  senkrechten  Coosdinatep 
des  Punctes  0  an  diesem  neuen  Systeme,  während  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  die  desselben  Punctes 
an  den  Axen  AX,  i^X',  AX^'  vorstdSen- sollen,  so  sind 

...  '  y,  y'    und    0 

die  schiefen  Coordinatett  des  Punctes  P  an  den  Axeii  AY,  AY'  und  AY",  während  wur  die 
senkrechten  Coordinaten  des  Punctes  P  an  den  Axen  AY,  A Y',  AY"  durch  )),  t)',  t)"  anzeigen 

w 

I 
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wteden;  .OU  AjK&hruU»!  ¥AY,  YAY",  Y'AT^  in;diei(eiii.ii^den  Byslei^,  wikhe  im  AI%e^ 
meinen  durch  W, ,  W!,  WC  von  uns  bezeichnet  zu  \rarden  igS/^gthj  sind K  AX"^^  XAB^'',  XkVi 
weil  AY  und  AY'  eins  sind  4nH  AX  imd  AX'^  während  AY''  lnii,d^r  Polaraxe  AX"  zusam-  « 
iiwnftpi,  ,]i^  da  die  Polaraxe. A3?''  auf  den  bei4en  ,i(^ndaxen  AX  und  AX'  senkjre^hl  ste^t^ 
so  werden  die  Axenwinkel  des  neuen  Systemes  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt:      ■..,  .^ 

daher  verwandeln  sich  an  diesem  neuen  Systeme  die  Gleichungen  (112.  a.)  in: 


*  2 


-  I     •  -,1 


v=y-f-y'cosW  ,    v'=:yco8W  +  y',    v"=:y."  .,  (IM.  «.) 

und  .die  (112>  b.}  werden  jetzt: 

■»rry  +  y'cosW  ,    tt'=ycosW  +  y',    Vi^O  ,  •'  '  '  («M.  ^.) 

und  anstatt  derer  (112.  c.)  findet  man:  '  '  .  ' 

;,  ;  v-tt  =  0,    v'-»'=0,    v"-V'-y",  ..       •       (11«.  y.) 

qnd  es  ist  die.  Ordinate,  des  Piinctes  0  an  dei&  jetzigen  Projecliqiisfiysteme  y''  oder  v".  $telH 
nun  q  die  £ntfe]rni|ng  de9  Punctes  P  von  der  Projecäonsspitae  A-  od^r  daie  Mnge  der  «u  die«» 
ser  Projection  P  gehörigen  Speiphe  yor,  und  bdzeichnfn  wk  Aoob  durah  h.^  bV  V'  und  b,  V% 
V  die  schiefen  ,^nd  senkrechten  Projectionszsihlen,  welche  die  Speichenrichtung  AP  an  den 
neuen  Axen  AY,  AY'   AY"  giebt,  so  hat  man  hier: 

und 

b=  i  ,    b'=  I  , .  r=0    und    i>=  -  ,   .b'=  1  ,    b"=  -  =0  U»-  A) 

gana  in  derselbeiw  Weise,  wie  sich  voriihi  die  Glöichungen  (113.  a.)  und  (113.  b.)  ergeben 
'iMben,  und  diese' leCzimi  nehmen,  weil  den  (aeichnhg«n'(112.  ß.  und  y.)  zur  Folge  tfi^v,' 
t>'7=:v'  UH^  t?"=^0  ist,  die  folgende  Ges|talt  an: 

und,      .    ..  •    •  ,  .      .    / 

b=I,    b'=^,    r=0    und    b=^,    b'=-,    b"=0.  (ii».  *.) 

Auch  ist  hier  wieder  den  Gleichungen  (114.  a.)  .analog,  wenn  b,  b',  b"  und  d,  d',  d"  die 
schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  der  Strahlenrichtung  AO  an  den  neuen  Axen  AY, 
A Y',  A Y"  vorstellen ,  und  r  die  Entfemüng  des  Punctes  0  von  der  Spitze  A  ist :  {-t  r,  4    ) 

b=  ^  ,    b'=  I  ,    b"=  ^    und    d=  -  ,    d'=  ^  ,    d"=  ~  (im.  «.i 

und  diese  Gleichungen,  vergli(Aen  mit  denen  (113.  ^.),  zeigen,  dliss 

.      r  '  b'r  dt*        •      d'r  '  •*   *' -^ 

b=b-,    b;=  — ,    b"=0    und    b=—  >    b'=  — ,    b"c=0  (tt4- /?.) 

ist.  Bezeichnen  wir  endlich  durch  bo ,  b'o ,  bj'  uhd  b«^ ,  bi ,  K  die  schiefen  und  senkrechten 
UrojecUonszable^  wel^  .irgend,  eine  dmck  A  hiuduiv^  gebeade  und  i«  der  Ebene. XAX'  .^der 
Y^Y.'.liege^di^  Richtung  AZ  an  den  Axen  AY,  AY',  AY'  liefert,  und  dujcch  w  den  Wink4 
welchen  (tieae  Richtnng.nut  der  SpeicheiirichtQQg  AP  bildet,  so  ist  erstlich 

13* 
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weit  die  RichtMg  AZ  k  der  Ebene  TAY'  liägt  und  di0  Axe  AT'  auf  diesem  Biene  bMm 
redil  Hebt«  tnd  in  Folge  dessen  findet  man 

iMMB.  flJ)  cosw=b,6+*i6'    oder    coswsrbob  +  bib'  •  '  '        - 

oder,  wenn  man  tdr  b,  b'  und  b,  b'  ihre  in  den  Gleichungen  (113.  d.}  angegebenen  Werthe 
setzt: 

T  v'  V  v' 

(IM«  y.)  cos w  =  be  -  +bi  —    oder    cos w=bo  -  +  bi  -  . 

Q  Q  Q  Q 

Nachdem  so  die  Länge  und  Richtung  der  zum  Puncto  0  gehörigen  Speiche,  so  wie  der  Win- 
^  kel,  den  diese  Speichennchtung  mit  einer  beliebigen  in  der  Ebene  X  A  X'  angenommenen  Rich- 

tung bildet,  in  Coordinaten  des  Punctes  0  an  den  Axen  AY,  AY',  AY''  aufgefunden  wbrdoi 
.  ^  .  ^  ^  ist,  hat  man  nur  noch  die  Beziehungen  auf  die  Axen  AY,  AY',  AY"  in  Beziehungen  auf  die 
Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  überzutragen,  um  auch  das  jetzige  Projectionssystem  unmittelbar  an  4a$ 
ursprünglich  gegebene  Coordinatensystem  angeknüpft  zu  haben.  Diese  Uebertragung  geschieht 
aber  mittelst  der  früher  ($.  2.  Nr.  34.  und  35.}  mitgetheilten  Relationen,  wobei  die  dortigen 
Zeichen- hier  specielte  Bedeutungen  annehmen,  der  besondem  Stellung  gemfiss,  die  den  neuen 
Axen  zu  den  alten  angewiesen  worden  ist  Da  nämlich  hier  die  Axe  AT  mit  der  AX,  so 
wie  die  AY'  mit  der  AX'  zusammenflMt,  so  ist  in  unserm  Falle: 

rA  =  l,    A'=:0  ,    A"=0    und    A|  =  0  ,    AJrirl  ,    A;'=0 

(f  !••  «0 /und 

/B=l,    B'=0,    B"=0    und    B,  =0  ,    B:  =  1,    B;'=0, 

und,  weil  die  Axe  AY"  mit  der  Polaraxe  AX"  zusammenfallt,  hat  man  femer: 

(IM.».)  A,=%,  a;=2i;,  A;'=:a;', 

woraus  sich  die  Grössen  B,,  B',,  K  mit  Hilfe  der  Gleicliungen  (81.  a*}  ergeben;  da  näialich 
die  zwei  hier  auf  einander  bezogenen  Coordinatensysteme  offenbar  einen  ähnlichen  Axenlanl* 

s        k 
besitzen,  so  ist  kraft  der  Gleichungen  (85)  [A]=  r  oder  weil  hier,  wo  die  Axe  AT'  senk- 

'  s        sinW 

recht  auf  den  beiden  andern  A  Y  und  A  Y'  steht,  k  =  sinYAY'=sinW  ist,  [A]=: — r — ?  wel- 

(         •  »1 

ches  den  Relationen  (41}  znr  Folge  [A]  =:  ;=;;  giebt,    und   nun  werden  die  auf  der  linken 

Seite  stehenden  letzten  drei  Gleichungen  (81.  a.}: 

(ii«.e.)  B.=-8i,s;',  B;=-a;e;',  b;'=:6;'. 

In  Folge  dieser  besondern  Werthe  geben  aber  die  obigen  Gleichungen  (60.  a.}  und  (61.  a.}: 

d=c,  d'=c',  d"=a,c+a;c'+a;'c"  und 

b  =  a~«.S;'a",    h'  =  a'--3i;6;'a",    b"=€;V' 
(ttt.  ••)  ...    (     and  die  (64.  a,)  und  (65.  a.)  geben  auf  dieselbe  Weise : 

'    '    '  N=u,  v'=:u',  v''=a,u+a;u'+a;v'  und 

y=x-a,s;'x",  y'=x'-a;s;'x"  y"=6;v', 

woraus  folgt,  dass  die  Ordinate  des  Punictes  0  ah  dem  jetzigen  Projectionssysteme  auch  darett 
di'x"  dargestellt  werden  kann,  Wenn  x"  dessen  schiefe  Coordinate  an  der  Axe  AX^  iin  ur- 
sprünglich gegebenen  Coordinatensysteme  rorstellt  Diese  Gleichungen,  welche  in  Belüg  auf 
jeden  Punct  und  auf  jede  von  A  aus  nach  ihm  hinzielende  Richtung  Gültigkeit  behalten,  nehmen 


I" 
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«ne  noch  einfachere  Ctestalt  an,  wenn  der  Pnuct  eder  die  Richtiuig  in  der  Ebene  X  A  X'  liegt, 
weil  fUr  solche  x!'t:zO  der  a"=0  wird;  daher  ist  bezüglich  der  Richtung  Ay ,  wenn  a,  <i\  a' 
und  c,  c\  C  ihre  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  an  den  Axen  AX,  AX',  AX' 
vorstellen:.  .    '  \ 

b=c  ,     b'=c',     b"=a,c+2i;c'+2i;V'    und     b=a,     b'=a' ,    b"=0  (IM.  b.) 

und  eben  so  hat  man  bezüglich  der  Richtung  A  Z ;  wenn  Oo ,  a« ,  o!l  und  c« ,  C^ ,  t'i  deren 
schiefe  und  senkrechte  Projectionszahlen  an  den  Axen  AX,  AX\  AX''  anzeigen: 

i).=c.,  b;=c;,  b;'=sj,c,+a;c;+si;'c  und  b.=:a, ,  b;=a; ,  b';=o.       (nt. «.) 

Setzt  man  jetzt  die  Werthe  von  y  >  y'  und  v ,  v'  aus  den  swei  letzten  Zeilen  der  Gleichungen 
(^117.  a.}  in  die  Gleichung  (113.  y^  ein,  so  findet  man: 

e' = u  (X — a.  6;'x")  +  u'  (x'—  «;  (gv) , 

welche  Gleichung  mit  Znziehimg  der  dritten  in  (46.  a.}  angegebenen  übergeht  in: 

p^  =  u  X  +  u'x'-  X"  (Sr  x"-  u") .  {%vu  «•) 

Durch  die  gleiche  Substitution  werden  die  61eiohiHigeB«(llä  j.),  wenn  man  su  gleicher  Zeil 
für  b,  b',  b'  und  b,  b',  b"  ihre  in  den  Gleichuigen  (117.  d.)  enthallmen  Werthe  einsetzt: 

md  > (i«.  e.) 

nnd  die  (115.  /.}  werden  in  F(rfge  der  gleichen  StAsNtotton,  wenn  man  gleichzeitig  fttr  b« ,  bo 
und  b, ,  bo  ihre  in  den  Gleichungen  (1  <  5.  e.)  enthdtenen  Werthe  einsetst : 

CoX  +  c;x'+c;V'       ,                    a.u  +  aU' 
cos  w  = — ' — = — - —    oder    cos  w  =  -^— ^ •  {IM.  f.) 

Die  Gleichungen  (117.  f.}  lassen  auch  hier  wieder  unentschieden,  ob  die  Speichenrichtung 
AP  auf  der  einen  oder  andern  Seite  von  der  Richtung  AZ  liegt,  und  es  lässt  sich  diese  Un- 
bestimmtheit dadurch  venneiden,  dass  man  zu  der  einen  Richtung  A  Z  hoch  eine  zweite  von  ihr 
verschiedene  AZ',  welche  in  der  Ebene  XAX''  liegend  angenommen  wird,  gesellt.  Lässt  man 
diese  beiden  Richtungen  AZ  und  AZ'  mit  den  Axen  AX  und  AX''  zusaimnenfallen,  so  dass 
a«,  a«  und  c, ,  c«  in  den  beiden  Fallen  die  ihnen  vor  den  Gleichungen  (115.  e.)  angewiesenen 
besondem  Werthe  annehmen,  so  nehmen  dadurch  die  Gleichungen  (117.  f.}  die  nachstehenden 
besondern  Formen  an: 

X— a,(yr£"+(x'-2i;6;'x")cosw     .  u 

cosw= ^^ -^ ^ oder    cosw=  - 

q  Q 

und  } (tM.  m*y 

.    (x~a,(5;v')cosw+x'— aiSiv     .  ,    u' 

cos  y/^=z  ^ ^—2 — :i ! LI2 —    oder    cos  w=  —  : 

Q  Q 

wfthlt  man  aber  zu  den  beiden  Richtungen  A  Z  und  A  Z'  die,  in  welchen  die  Ebene  X  A  X'  von 
denPoiar-Goordinatenebenen£A3f''  uim1£'A£''  dwrchfichnitten  wird,  so  dass  cu,  a«  und'c«)  c^ 
in  den  beiden  Fällen  die  ihnen  vor  den  ßlei^hungenr  (115*  Q  asgewAeaeoen  besondem  Werthe 
annehmen,  so  nehmen  die  Gleichungen  (117.  t)  die  folgenden  besondom  Formen  an: 


IM  Amdytteche  Geoaietrie»  Abschi  h 

cosw=  ^= oder    cosw= r-ur — 

Q  QsmW 

f  IM.  M.1 i-  <      Md 

^             ^                              ^           ,      (x'— 2i;e;V')sinW  ,                ,      —  ucosW  +  u' 

cos  w=  ^^ ^ oder    cos  w=: .  ,-,' —  , 

Q  QsmW 

wo  immer  w  den  auf  die  Richtung  AZ,  w'  den  auf  die  Richtung  AZ'  sich  beziehenden  Spei- 
chenwinkel bezeichnet. 

62}  Den  beiden  vorigen  Projectionssystemen ,  deren  Projectionsebene  jedesmal  mit  der 
Grund -Coordinatenebene  XAX'  zusammenfiel,  während  dieser  Projectionsebene  das  eine  Mal 
die  Grundaxe  AX",  das  andere  Mal  die  Polaraxe  AX"  als  Projectionsaxe  beigegeben  war, 
schliessen  sich  zwei  andere  an,  deren  Projectionsebene  jedesmal  die  Polar- Coordinatenebene 
£A3E'  ist,  während  dieser  Projectionsebene  das  eine  Mal  die  Polaraxe  AX'',  das  andere  Mal 
die  Grundaxe  AX''  als  Projectionsaxe  beigegeben  wird.  Diese  beiden  letztem  Projectionssy^ 
Sterne  gehen  aus  den  zwei  vorangegangenen  durch  eine  wechselseitige  Yertauschung  der  Grund- 
'  '  und  Polaraxen  mit  einander  hervor,  wobei  die  Abzeichen  keiner  Veränderung  unterliegen;  daher 
ergeben  sich  die  den  zwei  neuen  Projeotionssystemen  zugehörigen  Resultate  ans  den  zuvor  er^ 
haltenen  sehr  einfech  durch  die  folgende  Betrachtung.  Weil  nämlidi  die  zwei  neuen  Projeo^ 
tionssysteme  in  die  zwei  vorigen  übergehen,  wenn  man  die  Polaraxen  des  Coordinatensystems 
als  Grundaxen  und  umgekehrt  die  Grundaxen  als  Polaraxen  ansieht,  so  lassen  sich  auf  die  zwei 
neuen  Projectionssysteme  die  vorigen  Formeln  einfach  dadurch  anwendbar  machen,  dass  maa 
alle  Beziehungen  zum  Grundsysteme  in  Beziehungen  zum  Polarsysteme  umkehrt,  also  dadurch, 
dass  man  im  Sinne  der  in  Nr.  33.  eingeführten  Bezeichnungen  alle  auf  die  Grundaxen  sich  be- 
ziehenden. Bezeichnungen  Yon  Coordinaten  oder  Projeotionszahljen.  mit  Klanuaern  umgiebfc,  wsa 
den  dortigen  Gleichungen  (56.  a.  und  b.}  und  (57.  a.  und  b.}  gemäss  keine  andere  Folge  bat» 
als  dass  an  die  Stelle  der  senkrechten  Coordinaten  oder  Projectionszahlen  an  den  Axen  AX, 
'  ■  AX',  AX""  die  mit  @,  6(,  (Si  multiplicirten  schiefen  an  den  gleichen  Axen,  und  an  die  SteOe 

der  schiefen  die  mit  6, ,  ß. ,  (S^  dividirten  senkrechten  treten,  wobei  man  indessen  zu  beachten 
hat,  dass  die  Grössen  @,  SI,  ^  selber  so  wie  die  ^,  r  und  w  sich  während  dieser  Um- 
Wandlung  nicht  verändern,  die  Axenwinkcl  W ,  W,  W"  verwandeln  sich  dabei  in  SB ,  SB',  SB", 
so  wie  diese  in  jene,  und  die  mit  dem  Grundzeichen  $(  versehenen  Grössen  nehmen  andere 
Werthe  an,  die  sich  aus  den  Gleichungen  (45.  a.  oder  b.)  durch  wechselseitige  Vertau^chung 
der  Grundzeichen  W  und  SB  mit  einander  ergeben  und  eben  die  sind,  welche  in  den  Gleichun- 
gen (46.  a.}  stehen,  so  dass  wir  sie  unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  hier  wie  dort 
dadurch  bezeichnen  können,  dass  wir  die  zum  Grundzeichen  9  gehörigen  mit  Klammern  um- 
geben.   Auf  diese  Weise  erhält  man: 

a}  fllr  dep  Fall,  dass  XAX'  zur  Projectionsebene  und  ki"  zur  Projectionsaxe  genommen 

wird,  welcher  dem  in  Nr.  60.  behandelten  analog  ist,  und  in  welchem  die  Ordinate  eines  be- 

u" 
liebigen  Punctes  (x")  oder  ^,  wird,  aus  den  Gleidiungen  (113.  b.): 

Ctt^  ••)  c=  -  ,    c'=  ?-  ,    c"=0    und    a=  -  ,    a'=:  -  ,    a"=:  -  , 

9  9  Q  9  Q 

wenn  q  die  in  dem  jetzigen  Projectionssysteme  zum  Puncto  0 ,  dessen  schiefe  und  seiJtrechte 

Coordinaten  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  wieder  x,  x',  x"  und  u,  ü',  u"  sind,  gehörige 

Speichenlänge  und  a ,  a\  a"  und  c ,  c\  c"  die  schief)bn  und  senkrechten  Projectionszahlen  ihrer 
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Skhtiulg  an  dctt  gldobe&'Axen  AX,  AX%  AX'',  t^  x\  x"  die  schiefen  Ooerdinaten  der.  Pro^ 
jeclioa  P  des  Punctes  in  dem  jetzigen  Projectionssysteute  an  denselben  Axen  vorsteilen;  fener 
aus  den  Gleichungen  (113.  a}: 

p»=J  +  ^+2||,cosaB    oder    p'  =  xn  +  xV-u"(x''- ^.)  CttS.«.) 

und  aus  denen  (113.  d}: 

(>«a=|  +  ^cosaB  ,     p6;a'=|cosSB+^  ,        P  <5;'a"=  |  cos  SB'4- |,  cos  SB" 
oder 
(>(5a  =  (Sx- ^.cosSB',    p(5;o'=«:x'- jpcos2B'%    p 6;'a"=  S;V'— gj;  , 


die  sich  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (41}  und  (45.  a.}  auch  so  schreiben  lassen: 

e(pa=u+u'S8i',  e(K'a'=u(5;a,+n',  p€;'a"=ua,+u'a; 

^  ^ ^    „//  ♦•«  ,     ,     ,,  a«  a"-^  ^/    ..//  *   •   / (its«  «•) 

ea=x  —  u  g^  ,         pa=x  — u  ^,  ,  pa  ^rx — u  g^a  > 

endlich  gehen  die  ersten  Gleichungen  (115.  c.  und  d.)  über  in: 


a,u  +  Q;u'       ,                     c,x  +  c;x'— a;V' 
cos  w  =  ^ — • oder    cos  w  =  -^ — ^— ^ = —  .  (tts.  4«) 

Lässt  man  die  Richtung  AZ  einmal  in  die  Polaraxe  AX,  das  andere  Mal  in  <fie  Polaraxe  A£' 
fallen  y  so  wird  im  ersten  Falle 

a.=z%  ,    a;=a[',    <»;'=«"    und    c.  =  6,    c;=;:0  ,    C=:0, 
im  andern  Falle 

ao=a. ,  a;=a;,  a;'=ar  und  co=o,  c;=s;,  c=o; 

daher  werden  die  Gleichungen  (118.  d.}  das  eine  Mal: 

«u  +  av       ,                     6x  — a"u" 
cosw= ' !     oder    cosw=  

e  P 

das  andere  Mal:  \  *  •  • ftt9*  eO 

,    a,u+a;u'     ,       ^  ,_(£;x'-a;v' 

cosw=  -^ — ■ — ■ —    oder    cosw=::i  -^ , 

Q  Q 

wo  w  den  Speichenwinkel  mit  der  Polaraxe  Af,  w'  den  mit  der  Polaraxe  A S'  vorstellt;  nimmt 
,man  zur  Richtung  AZ  einmal  die,  in  welcher  die  Polarebene  X  AX'  von  der  Grundebene  XAX'', 
ein  ander  Mal  die,  in  welcher  die  Ebene  XAX'  von  der  X'AX"  geschnitten  wird,  so  werden 
dadurch  die  Grössen  a«,  Oo,  a«'  und  c«,  Co,  C  bestimmt,  man  hat  nämlich  im  ersten  Falle 
(S«  4.  Nr.  49.},  wenn  die  Durchschnittsrichtung  mit  AX  nach  einerlei  Seite  hinzielend  aufge- 
fasst  wird: 

^•^iSrvP'    «•=^'    ^'  —  ~^KW'    ^'^'*    Co=sinW',    c;=-si|iW"cösSB,    C=Ö,'  • 

im  andern  Falle  dagegen,  wenn  die  Durchschnittsrichtung  mit  A  X'  nach  einerlei  Seite  hinzielend 
angeaomneA.wird?  . 

a.— 0,,a;=gj^,  ,    a':=z-^^,    und    ^,=-sinW'costß,   ('.rrsinW",  c;'=0, 


a#I  AnalytiBdie  fieomeirte.  .:'i  Afesch.  .|; 

und  itt  Folge  dieser  beflondern  Werthe  nehmen  die  GReickufigen  (14&  d.}  die  nachstebulnik 
Fonn  an: 

u  ,  xsinW— x'sinW'oosaB  +  ü'^calffW' 

cos  w  =  — r-vif,    oder    cos  w  = r-! 2 — 

^smW  (D    . 

<tis.  f.) /und: 

,  u'  .  ,      —  xsinW'cosaB  +  x'sinW"+u"cotffW" 

cos w=:  — T-^TTT,    oder    cos w  = i-—- ^-h— 1 ,-J35 ^ 

Q  smW  ^ 

* 

wo  wie  ia.den  Gleichiingen  {118.  f.}  w  auf  die  in  der  Ebene  XAX",  w'  dagegen  auf  die  in 
der  Ebene  X'AX""  liegende  Richtung  AZ  sich  bezieht.    Sodann  erhält  man: 

b)  für  den  Fall;  dass  X  A  3E'  zur  Projectionsebene  und  A  X'  zur  Projectionsaxe  genommen 
wird,  welcher  dem  in  Nr.  61.  behandelten  analog  ist,  und  in  welchem  die  Ordinate  eines  be- 
liebigen Punctos  0  jetzt -Si' (x")  oder  u"  wird,  ans  der  Gleichang*  (117.  d.): 

(!!••  ••)  ^* = u  X  +  u'x'—  n"  (u"—  x^') ; 

femer  aus  den  CKeichtuigen  (]117.  e.} 

und 

a=:  -  ,    a'=  -  ,    (21,) e a  +  {%) 6; a'+  {Wi) (S'a"=  0  , 

welche,  weilin  Qemassheit  der  Gleichungen  C41)  und  (46.  b.)  («,)S=:c<«W',  («;)€,'=;  cos  W" 
und  ($la)^'=l  ist,  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

«  — u"cosW        ,      tf— u"cosW"        „     - 
c= ,    t= ■,    c"=0 

(liVt  fc.) ; .  ^     und  '  -    ' 

a=-,    a'=-,    acosW+a'cosW"+a''=0  ; 

endlich  erhslt  man  fus  den  Gleichungen  (117.  f.}  mit  Zuziehung  der  vor   den  Gleichungen 
,  (119.  ■b.}angezeigteil  Auswerthungen: 


ß    » 


•    • 


iiI9*  e. j  cos  w  = — ' — —--^ —    oder    cos  w  =: = • 

Q  Q 

Lässt  man  die  Richtung  A  Z  einmal  in  die  Polaraxe  A  X ,  ein  anderes  Mal  in  die  Polaraxe  A  t' 
fallen,  so  nehmen  a, ,  a'o ,  üo  und  Cp ,  ci ,  C  die  ihnen  unmittelbar  vor  den  Gleichungen  (il9.  e.) 
beigelegten  besondem  Werthe  an,  zufolge  welcher  die  Gleichungen  (H9.  c.)  im  ersten  Falle 

werden : 

«u  +  SlV+rV       ,  Sx 

cosw= ' oder    cosw= —  , 

Q  Q 

ClM«  d») {     ^^^  ^^  andern  Falle :  * 

'     .  '8i.ii+8i;u'+a;v'     ,  ,    (Six\ 

cos  w^=  — — ' — - — oder    cos  w  = ; 

nimmt  man  hingegen  zur  Richtung  A Z  einmal  die,  in  welcher  die  Ebene  SA 3E^  vott  der  X AIP' 
geschnitten  wird,  und  ein  ande;r  Mal  die,  in  welcher  die  Ebene  XAX'  von  der  X'AX"  ge- 
schnitten wird,  so  nehmen  die  Grössen  a»,  a;,  al'  and  c«,  c^,  C  die  b'eBondem  Werthe  an, 


f  iL  lfk<  6S.  Profi!i4llwi6»  durch  (iMrdinaten.  IM 

welche  unmittelbar  vor  den  Gleichungen  (]118.  f.)  angegeben  worden  sind,  «id  dddurdi  vei^ 
ändeni  sich  die  Gleichungen  QH9. c")  in: 


u  —  ii"cos  W       ^                     X  siti  W—  x'sin  W'cos  2B 
cosw= — — r-s75 —    oder    cosw=: . 


f. 15 

)s  98'       j 

] 


und  '  \ («•.••) 

u'— u^'cosW"       ,  ,      — xsinW'costÖ+x'sinW 

cos  w  = r    '», —    oder    cos  w  = ! 

Q  sin  W  ß 

■ 

und  es  bezieht  sich  hier,  wie  in  den  GIcidiungen  (119.  d«),  w  auf  die  in  der  Ebene  XAX'i 
w'  dagegen  auf  die  in  der  Ebene  X'Ä  X"  liegende  Richtung  A  Z . 

633  ^^^  bisher  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  auf  die  Projectionssysteme)  welche  AX^ 
oder  AS'  zur  Projectionsaxe  und  die  diesen  Axen  gegenüberliegende  Grund-  oder  Polar- Co- 
ordinatenebene  zur  Projectionsebene  haben,  durch  eine  Yertauschung  der  dritten  Art  übertragen, 
so  wie  sie  durch  eine  Vertauschung  der  zweiten  Art  auf  solche  Projectio.nsßysteme  anwendbar 
gemacht  werden,  deren  Projectionsaxe  entweder  A  X  oder  A  3P  ist,  und  deren  Projectionsebene 
mit  der  diesen  Axen  gegenüberliegenden  Grund-  oder  Polar- Coordinateneben^  zusammenrallt. 

Obgleich  im  Vorstehenden  blos  die  Projeclionen  eines  beliebigen  Punctes  0  auf  die  Pro- 
jectionsaxe sowohl,  als  auf  die  Projectionsebene  zur  Sprache  gekommen  sind,  so  ist  damit  doch 
zugleich  auch  alles  das  gegeben,  was  zur  Auffindung  der  Projectionen  von  Geraden  auf  die 
Projeclionsaxe  oder  auf  die  Projectionsebene  erforderlich  ist;  denn  da  die  Projection  einer  Ge- 
raden auf  die  Axe,  der  Nr.  3.  gemäss,  die  Differenz  der  zu  dieser  Axe  gehörigen  Ordinaten 
ihrer  Endpuncte  ist,  so  ergiebt  sich  dieselbe  sogleich  aus  den  auf  die  vorstehende  Weise  aus-*^ 
gedrückten  Ordinaten  von  Puncten,  und  w^s  die  Projection  der  Geraden  auf  die  Projections- 
ebene betrifft,  so  lässt  sich  diese  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  sogleich  aus  den  Fohneln 
des  ebenen  Coordinatensystems,  dessen  beide  Axen  in  der  Projectionsebene  liegen,  ableiten,  da 
man  die  Coordinaten  ihrer  Endpuncte  in  diesem  ebenen  Systeme  mittelst  der  vorstehenden  For- 
meln immer  leicht  auflinden  kann,  weil  diese  Endpuncte  nichts  anders  sjnd,  als  die  Projectioneq 
von.  den  Endpuncten  der  Geraden  auf  die  Projectionsebene. 

Die  in  den  vorigen  drei  Nummern  mitgetheilten  Formeln  werden  höchst  einfach,  wenn  das 
Coordinatensystem  ein  senkrechtes  .ist,  und  man  die  Projectionen  ins  Auge.fasst,  welche  parallel 
mit  der  Axe  gebildet- werden,  die  senkrecht  auf  den  beiden  andern  steht.  ,Da  nämlich  in  die- 
sem Systeme  die  senkrechte  Grundaxe  mit  der  zu  ihr  gehörigen  Polaraxe  zusanunenfallt  und 
auch  die  dieser  Axe  gegenüber  liegenden  Grund-  und  Polar-Coordinatenebenen  in  einander  lie- 
gen, so  ziehen  sich  die  vielerlei  Prqjectionssysteme,  welche  zwei  zusammen  gehörige  Axen  mit 
ihren  beiden  gegenüber  liegenden  Coordin^tenebenen  bilden,  und  die  bisher  betrachtet  worden 
sind,  bei  ihm,  wenn  hier  die  in  einander  fallenden  Axen  und  Coordinatenebenen  zur  Bildung 
der  Projectionssysteme  genommen  werden,  in  ein  einziges;  zusammen,  dessen  Formeln  man  au^ 
jedem  der  vorigen  Falle  ableiten  kann,  wenn  man  in  ihnen  die  dem  senkrechten  Systeme  eigen^ 
thümlichen  Relationen  geltend  macht    Ist  nämlich  AX'.'  die  senkrechte  Axe,  so  sind  W  und 

W''  rechte  Winkel  und  man  hat  in  Bezug  auf  jeden  Punct  x"=:u''.  Dadurch  werden  die  Glei- 

.^'  CT*.-  ,  I..',.' 

chungen  ("112.  c.j:  ....  , 

'      :         .    '  ,  u=u,  v=u'.  tf'-o,         '  ,     '  ,     (!••.•.) 

idie  (H3.  .«OverwaiD^d^  sich  ii»:  ;  ■   ,     •.,..,,. 
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die  (113.  d)  gehen  ik«  s: 

iß»m.  «•>  c=  —^ ,    c= —     oder    c=  -  ,    €=,  —    und    c  =:0  , 

Q  Q  9  9 

und  die  Yordera  in  (115.  c.^  and  (115.  d.}  enthaltenen  nehmen  die  folgende  Ponn  an: 

Ctt«»  dL)  casw=-^ — - — ^—    oder    cosw=:--= — * — ^—    - 

9  9 

ADe  diese  Gleichungen  erhält  man  ganz  eben  so,  wenn  man  sie  ans  einem  der  drei 

Projectionssysteme  aUeil^,  welche  m  Nr.  61.  und  Nr.  62.  abgdlandelt  worden  sind. 

64}  Nachdem  wir  im  Vorig«!  die  Mitlei  angegeben  haben,  wodurch  sich  Projectionen  Yon 
Poncten  und  Geraden  auf  die  Projectionsaxe  oder  auf  die  Projectionsebene  durch  Coor£nalen 
an  dem  Coordinatensysteme,  ans  welchem  jene  Projectionssysteme  hervorgehoben  worden  sind, 
bestimmen  lassen,  bleibt  noch  die  ähnliche  Untersachnng  in  Bezog  auf  Projectionen  von  ebenen 
Figuren  anzustellen  übrig.  Bezeichnen  wir  durch  F  den  Flächeninhalt  irgend  einer  beliebig  wie 
im  Baume  liegenden  ebenen  Figur,  und  denken  wir  uns  die  Lage  der  Ebene,  in  welcher  diese 
Figur  liegt,  durch  eine  auf  ihr  senkrechte  Bichtung  gegeben,  welche  auf  ein  beliebiges  aus  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  zusammengesetztes  Coonünatensystem  bezogen,  an  diesen  Axen  die 
schiefen  Projectionszahlen  p ,  p',  f"  und  die  senkrechten  p ,  ))',  )>"  liefert,  so  bQdet  diese  Bidi- 
tung  mit  den  zu  dem  gewählten  Coordinatensysteme  gehörigen  Polaraxen  A  f ,  A  JT,  AT^  Wm- 
kel,  welche  die  gleichen  sind  wie  die,  welche  die  Ebene  der  Figur  bezuglich  mit  den  Grund- 
Coordinatenebenen  X'AX'',  XAX^,  XAX'  macht,  und  eben  so  bfldet  jene  Bichtung  mit  den 
Grundaxen  AX,  AX',  AX"  Winkel,  die  denen  gleich  sind,  welche  die  Ebene  der  Figur  be- 
zijglich  mit  den  Polar -Coordinatenebenen  dTAdT',  XAS",  3tAF  macht,  wie  man  sogleich  ge- 
wahr wird ,  wenn  man  sich  die  ebene  Figur  und  die  gewählte  auf  ihr  senkrechte  Bichtung  mit 
sich  selber  parallel  fortbewegt  vorstellt,  bis  beide  durch  die  Coordinatenspilze  A  hindurch  gehen, 
wobei  in  der  Grösse  aller  Winkel  keine  Aenderung  vorfaDL  Denkt  man  sich  jetzt  durch  die 
beiden  Sichtungen  A  Z  und  A  S"  hindurch  eine  Ebene  gelegt,  so  steht  diese  senkrecht  auf  der 
Ebene  der  Figur  und  zugleich  auch  auf  der  Ebene  XAX",  mithin  auch  auf  der  Geraden  AR, 
in  welcher  diese  letztem  Ebenen  sich  begegnen,  und  es  schneidet  jene  Ebene  diese  beiden  in 
zwei  Geraden  AS,  AS',  welche  senkrecht  auf  der  AB  stehen  und  daher  den  Neigungswinkel 
der  beiden  Ebenen  hergeben;  weil  femer  dSe  Geraden  AS,  AS'  mit  den  Bichtungen  A Z ,  Af 
in  rechten  Winkeln  zusammenhängen  und  aDe  vier  in  einer  Ebene  liegen:  so  ist  der  Winkel, 
den  die  Bichtungen  AZ  und  AJT'  mit  einander  machen,  gleich  einem  von  den  beiden  Neben- 
winkeln, welche  aus  den  Geraden  AS  und  AS'  hervorgehen,  folglich  auch  gleich  einem  von 
den  beiden  Nebenwinkeln,  welche  die  Ebene  der  Figur  und  die  Ebene  XAX'  mit  einander 
machen.  So  wie  hier  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Bichtung  AZ  mit  der  Polaraxe  AJT  einen 
Winkel  einschliesst,  der  entweder  dem  spitzen  oder  dem  stumpfen  Winkel  gleich  ist,  den  die 
Ebene  der  Figur  mit  der  jener  Polaraxe  gegenüber  liegenden  Grund -Coordinatenebene  bfldet^ 
eben  so  lasst  sich  auch  das  analoge  Verhallen  der  zur  Figur  gehörigen  Ebene  und  der  auf 
dieser  senkrechten  Bichtung  zu  einer  andern  Coordinatenebene  und  der  auf  ihr  senkrechten  Po- 
laraxe darthun.  Diess  vorausgeschickt  folgt  mm  so^rich,  dass  p ,  p',  p"  die  Hosinuse  von  einem 
der  beiden  Nebenwinkel  and,  welche  die  Ebene  der  Figur  bezüglich  mit  den  Polar-  Coordinitcn 
dbenen FAS",  S AS",  SÄST  bfldet,  da  die  saikrechten  ProjecÜonszdilen  nidits  and^k^  sind,  ab 
Kosimse  der  Winkel»  vdi^  die  BreUoog  AZ  nii  dm  Gnndam  AX,  AX',  AX"  bOdel,  wd 


f 
.1 
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eben  89  «iiid.<Sp,  €{p',  <E;y  die  Kodnntfe  dei' Winleel,  weldie  die  RicMimg  AZ  lAit  deh  Po^ 
laraxen  AX^  AS%  A3E''  bfldet,  und  eben  desshdb^  auch  die  Kosinuse  veti  einem  der  beiden 
llebeHwinkel^  welche  die  Ebene  der  Figur  bezüglich  mit  den  OrttiMl-<:!bordinalenebanea  X^A  X'", 
XAX",  XAX'  bildet,  was  eine  unmittelbare  Folge  der  Gleichungen  (56.  a.}  ist,  welche  die 
senkrechten  Frojectionszahlen,  die  eine  Bichtimg  an  den  Pelantxen  giebt,  aus  den  schiefen  Pro«^ 
jectionszahlen ,  welche  dieselbe  Richtung  an  den  Grundaxen  giebt,  zu  finden  lehren.  Verbindet 
man  die  Bedeutung  dieser  Kosinuse  mit  dem  durch  die  Gleichung  (2.  a.}  /ausgesprochenen  Satze, 
durch  den  erwiesen  ist,  dasp  die  Flächengrösse  von  der  senkrechten  Projection  einer  beliebigen 
ebenen  Figur  auf  irgend  eine  Ebene  aus  der  Flächengrösse  dieser  Figur  gefunden  wird,  indem 
man  diese  mit  dem  Kosinus  ies  Winkels  multipUcirt,  den  die  Ebene  der  Figur  mit  der  Projec- 
tionsebene  macht,  so  überzeugt  man  sich  ohne  alle  Mühe,  dass 

pF  ,    )f'V  ,    ^>"F 
die  FWchengrössen' von  den  senkrechten  Projecliönen  der  ebenein  Figur  auf  die  Polar- Coordi- 
natenebenen  3E'AX",  3f  AST',  3f  AST  sind,  und  eben  so,  dass 

SpF  ,  6:p'F  ,  (5rp"F 
die  Flächengrössen  von  den  senkrechten  Projectionen  der  ebenen  Figur  auf  die  Grund-Coordi- 
natenebenen  X'A  X",  X  A  X",  X  A  X'  sind,  wenn  F  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  vorstellt. 
Aus  diesen  senkrechten  Projectionen,  von  welchen  die  ersten  durch  projicirende  Gerade, 
die  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX"  parallel  laufen,  die  andern  durch  projicirende  Gerade,  die 
den  Polaraxen  AS,  A 3r,  AS"  parallel  laufen,  an  denen  iTinen  senkrecht  gegenüber  stehenden 
Coordinatenebenen  abgeschnitten  werden,  lassen  sich  nun  leicht  die  schiefen  Projectionen  finden,' 
welche  durch  dieselben  projicircnden  Geraden  an  den  ihnen  schief  gegenüber  stehenden  Coor- 
dinatenebenen abgeschnitten  werden,  mittelst  des  Satzes  (2,  b.}  ableiten,  welcher  aussagt,  dass 
man  die  schiefe  Projection  einer  ebenen  Figur  aus  der  durch  die  gleichen  projicircnden  Geraden 
gebildeten  senkrechten  findet,  indem  man  diese  durch  den  Kosinus  des  Winkels  dividirt,  den  die 
zu  einerlei  projicircnden  Geraden  gehörigen  senkrechten  und  schiefen  Projectionsebenen  ein- 
schliessen.  Erwägt  man  nämlich,  dass  unserer  Anordnung  des  Polarsystems  zur  Folge  S ,  @i , 
di'  die  Kosinuse  der  spitzen  Winkel  sind,  welche  die  Coordinatenebenen  X'AX"  nni  dc'AT\ 
XAX"  und  SA3r^  XAX'  und  SAS'  mit  einander  machen,  so  folgt  sogleich  kraft  des  ange- 
führten Satzes  aus  den  obigen  zuerst  aufgestellten  senkrechten  Projectionen,  dass 


w 

die  Flächengrössen  von  denjenigen  schiefen  Projectionen  der  ebenen  Figlir  F  sind,  welche  durch 
projicirende  Gerade,  die  mit  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX"  parallel  laufen,  an  den  Grund- 
Ooorfinatenebenen  X'AX"',  XAX",  XAX'  abgeschnitten  werden,  und  eben  so  folgt,  dass 

pF,    p'F,    p"F  i         ; 

<|ie  FUte{ifiigrössea  voa  deiyenigen  schiefeq  Projectipnen  derebepepi  Figur,  F  «od,  weldie  4wrch 

projicirende.  Gerade,  die  mit  den  Poluraxen  Af ,  AS',  A3e."  parallel  lau^.  an  dexf,  Polarcoior- 

dinatenebenen  £'A3r',  XA£",  XAX'  abgeschnittea  werden.    Bezeichnen  daher  -   • 

P,    P',    P"    die  mit 4ei)  Gnpidaxea  AX,  AX',  AX"  paraUdbn  sehiefen  Projectionen  auf  die 

Grundebenen  X'A X",  XAX",  XAX';  . 

(P),  (P'),  (f")  die,  mit  den  Pol«nuDe»  AS,  AXT»  AX"  panUekn  Mhiefeq  ProjettioaeQ  «of  die 

P(^mbeaenS'Jir,3A>S!\SAW;.  >.  ■  .  .       ,  . 
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0,    Q\    Q"   4ie  Ml  d«  Polarne«  A£,  Ar,  Ar- poiileleo  geriavchlM  PMJMlioMD 

die  finindebeMi  X'AX",  XAX",  XAX'; 
(0)»  (0^,  (0")  die  ntt  den Graadaxen  AX,  AX',  AX"  puiHeleii  weakteddea ProjedioMa  Mf 

die  Pobrebenen  rAS",  JEAf",  SA3P: 
§0  hM  amu  in  GemäMbeit  der  vontelienden  Betrndiliuvgen: 

iMi'«.) <(P)=PF,      (P0=P'P,        (P")=p"F; 


{(P)= 


(0)=  »)  F  ,     (0')=  *'  F  ,        {Q")=r  F  . 

Da  S,  S!,  Q!^  wesentlich  positive  Grössen  sind,  so  haben,  wenn  die  Grösse  F  in  absoluter 
Bedeutung  genommen  wird,  P ,  F',  F"  und  (0) ,  (0) ,  (0")  mit  j) ,  )f\  p",  so  wie  0 ,  0',  0"  «nd 
(P),  (P'),  (P'")  mit  p,  p\  f^'  einerlei  Vorzeichen,  es  steilen  sich  sonach  die  Projectionen  der 
ebenen  Figuren  als  positive  oder  negative  Grössen  dar,  wenn  sie  mit  den  Gnindaxen  parallel 
geschehen,  je  nachdem  die  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehende  Richtung  an  diesen 
Gruridaxen  positive  oder  negative  senkrechte  Projectionszahlen  erzeugt;  wenn  sie  aber  parallel 
mit  den  Polaraxen  geschehen,  je  nachdem  jene  Richtung  an  den  Gnindaxen  positive  oder  ne- 
gative schiefe  Projectionszahlen  erzeugt;  weil  indessen  von  den  zwei  einander  entgegengesetzten 
Richtungen,  welche  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Figur  stehen,  jede  mit  dem  gleichen  Rechte 
als  die  angesehen  werden  kann,  welche  den  Gleichungen  ([121.  a.)  zu  Grunde  liegt,  und  die 
Projectionszahlen  dieser  beiden  Richtungen  zwar  an  Grösse  gleich«,  ihrem  Vorzeichen  nach  aber 
entgegengesetzt  sind,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Gegensetzung  jener  Richtung  eine  Umkehrung 
der  Vorzeichen  gleichzeitig  bei  allen  Projectionen  der  ebenen  Figur,  welche  parallel  mit  einer 
Grund-  oder  Polaraxo  eines  Coordinatensysteros  auf  die  gegenüber  liegende  Coordinatenebene 
gebildet  werden,  diese  mag  dem  Grund-  oder  Polarsy^tem  angehören,  zu  Stande  bringt  Die 
vorstehenden  Gleichungen  lehren,  wie  alle  solche  Projectionen  der  Figur  aus  der  Lage  ihrer 
Ebene,  welche  durch  eine  auf  dieser  Ebene  senkrechte  Gerade  gegeben  ist,  gefunden  werden 
können.  Man  kann  diese  Gleichungen,  wenn  man  die  oben  aufgefundenen  Relationen  (56.  a.} 
und  (56.  b.)  zur  Hilfe  nimmt,  auch  so  schreiben: 

P=(p)F,      F=(p')F,    P"=(p")F 

rtti.  %A  )(P)=  P  ^  '     (•"')=  P'  ^  '    (P")=  P"  ^ 

^  ^ <0  =  (»))F,     0'  =  {P')F,     0"  =  (nF 

(0)=  pF,  (00=  »)'F,  (o")=  rv 

in  welchen  (p),  (p')y  (p")  und  (p),  (p'),  {p")  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen 
vorstellen,  welche  dieselbe  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrechte  Richtung  an  den  Axen  A3P, 
AS\  AT'  des  Polarsystems  liefert 

MuIUplicirt  man  die  ersten  und  vierten  unter  einander  stehenden  Gleichungen  (121.  a.) 
kreuzweise  mit  einander  und  thut  man  dasselbe  später  auch  bei  den  zweiten  und  dritten,  so  er- 
hält man: 

.„,  ^.  ((0)=sp,  (o')=«;p',  (o'')=«;'P"  «nd 


multipliciri  man  femer  sowohl  die  auf  erster  und  dritter,  als  die  auf  zweiter  und  vierter  Zeile 
unter  einander  stehenden  Gleichungen  (121«  b.}  mit  einander,  so  findet  man: 


$1  au  Hr;  M.  ProjecttMM  AmtA  0*o*4inaten. 

PO=(p)(WFS     F  0' ={?')*') F*,     r  0"=a(p"),(nF'    und)  r...  *  i 

(P) (0)  =  p  >  F' ,    (?')  {(?')  ==  P'   P'  F*,    (P")  (0")  =  p";  »)"  F»  j ^■••*  ■•' 

wobei  zu  merken  ist,  dass  Bacb  Aussage  der  Gleichungen  (58.  a.}    ; 

(p)(^))=pv,.(p')(i)')=p'«>',  (p")r)=p"r,  .    ..    .  : 

und  daher  auch 

po=(P)(o),  p'o'=(P')(o%  p'^o''=r')io")  (tM.c.) 

ist.   Addirt  man  die  drei  auf  jeder  Zeile  stehenden  Gleichungen  (122.  %")  zu  einander  und  be- 
achtet man,  dass  der  jeder  Richtung  angehörigen  Gleichung  (11}  zur  Folge  sowohl 

P  P  +  P' «)'+ P'>''=  1     als    (p)(W  +  (p')(P')  +  (p")r)  =  l 
ist,  so  gelangt  man  zu  den  nachstehenden  Gleichungen: 

P  0  +  F  0'+  P"  0"=  F*    und    (P)  (0) + (P')  (0')  +  (P")  (0") = F*.  (,«,.  <.j 

65}  Wählt  man  in  der  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehenden  Richtung  zwei  Puncte, 
von  welchen  der  eine,  in  der  Richtung  rückwärts  liegende,  an  den  Grundaxen  A X ,  A X',  AX' 
X ,  x',  x"  und  u ,  u',  u",  und  an  den  Polaraxen  A  3£ ,  A  3^,  A  ST'  (x) ,  (x') ,  (x")  und  (u) ,  (u ) , 
(u")  zu  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  hat,  während  die  des  andern,  in  der  Richtung 
mehr  vorwärts  liegenden,  Punctes  an  den  Gmndaxen  x, ,  xl ,  x/  und  U| ,  u[ ,  n[[  und  an  den 
Polaraxen  (x,),  (xj),  (xj')  und  (uj,  (uj),  (uD  sein  sollen,  so  hat  man  im  Sinne  der  oben  auf- 
gestellten Gleichungen  (3),  wenn  r  den  positiv  genommenen  Abstand  der  beiden  Puncto 
von  einander  bezeichnet: 

^-— =:p,    — p-=p,     --^ — =P      mid     _— =^),    __=^/^  — r~=* 
sowohl,  als  auch: 

,    tet(i)=,p,,  M^i=ft,',,  <ia=K)=r)  «Ki  fiifcä!=(H,      }i*--.i 

und  setzt  man  die  hier  statt  der  Projectionszahlen  gegebenen  Quotienten  in  die  Gleichungen 
(121.  b.}  ein,  so  lassen  sich  diese  sogleich  in  die  folgende  Form  bringen: 

p  _  (X.)  -  {*)    z  -  (»■)  -  (^)    r  _  (jctzK) . 

f  —       r        »F~r        'F*~         r         ' 


__    X.  — X         (F)  _    x;  — x'         {T)  _    x?'  —  x'^ 
F~~        r        *F*"        r        'F""         r         ' 

•    0    .   (u.)  -  (u)       Q'  _  (uQ  -  (u')      0"  _{u;')  — (u")    f Ci««.».) 

F  =  — 7 — '  F- — r~'  r- — ? — ' 

.  (oi_. ".-«    (o:)_  ui-u'    m^<zz^ 

Fr'F  r*F  r 

Denkt  man  sich  die  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  gestellte  Richtung  durch  die  Goordina«» 
tenspitze  gelegt,  so  kann  man  diese  zu  einem  der  zwei  in  der  Ridilung  gewählten  Puadd  neh« 
men,  dann  sind  dessen  Coordinaten  sämmdich  null,  und  es  werden  die  yorigea  GleichongeB^ 
wenn  man  sich  die  Richtung  von  dieser  Spitze  aas  nach  dem  zweMen  in  der  Richtung  gewäU-* 
len  Punde  hinlaufend  denkt: 
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F~r'F~r'F""r^ 
F~r'F~r'F~r' 

^"••••^ \  o_(ui)    o:_(uo    o:_{ur) 

F~r^F~r'F~r' 

(2}-^JL     (21)-^!^      (01)_ur 

F~r'F~r'F~r* 

Die  Gleichungea  (123.  b.}  schliessen  einen  Säte  in  sich,  durch  welchen  die  ganze  Natur 
der  Projectionen  einer  ebenen  Figur  in  allen,  aus  einem  Coordinatensysteme  herausgehobenen 
Frojectionssystenien  sehr  einfach  ausgesprochen  wird.  Erinnert  man  sich  nämlich  an  das,  was 
oben  (Nr.  3.)  von  den  Projectionen  einer  Geraden  auf  die  Axe  eines  beliebigen  Projections* 
Systems  gesagt  worden  ist,  dass  nämlich 
(xO  —  (x) ,  (xl)  —  (xO ,  (xD  —  (x")  die  mit  den  Ebenen  3E' A  3E",  3c  A  3E",  3E  A  S'  pandlelen  schiefen 

Projectionen  auf  die  Axen  AX,  A3E',  Ade,'', 
X.  — X,  xl  — x',  xr— x"  die  mit  den  Ebenen  X'AX",  XAX",  XAX'  parallelen  schiefen  Pro- 
jectionen auf  die  Axen  A  X ,  A  X'  A  X", 
(u,)  — (u),  (uO  — (u'),  K)  — (u"),  die  mit  den  Ebenen  X'AX",  XAX",  XAX'  paraUelen  senk- 
rechten Projectionen  auf  die  Axen  AX,  A3E',  A3E'\ 
u, — u,  ul  —  u',  uj' — u"  die  mit  den  Ebenen  3E'A3£",  3EA3E",  3f  A3E'  parallelen  senkrechten 

Projectionen  auf  die  Axen  AX,  AX',  AX" 
von  der  auf  der  ebenen  Figur  senkrechten  Geraden  sind,  deren  Länge  r  ist,  und  vergleicht  man 
(die  hier  erhaltenen  Projectionssysteme,  worin  die  Projectionen  der  Geraden  von  der  Länge  r 
sich  erzeugen,  mit  denen,  in  welchen  sich  diejenigen  Projectionen  der  ebenen  Figur  bilden,  die 
mit  den  Projectionen  der  Geraden  in  den  Gleichungen  (123.  b.}  verbunden  sind,  so  wird  man 
gewahr,  dass  sie  bei  senkrechten  Projectionen  die  gleichen  sind,  bei  schiefen  Projectionen  da- 
gegen stdien  sowohl  die  Coordinatenaxen,  welche  die  Projectionsaxen  bilden,  als  die  Coordi- 
natenaxen,  durch  welche  hindurch  die  Projectionsebenen  gelegt  sind,  im  Yerhältniss  von  Grund- 
und  Polaraxen  zu  einander;  nennen  wir  daher  so  von  einander  abhängige  Projectionssysteme 
Gegensysteme,  so  lassen  sich  jene  Gleichungen  wie  folgt  aussprechen: 
Das  Yerhältniss  der  Projection  zum  Projicirten  ist  bei  einer  ebenien  Figur  und 
bei  einer  auf  dieser  senkrecht  stehenden  Geraden  ein  und  dasselbe,  wenn  beide 
Projectionen  'schiefe  sind  und  Gegensystemen  angehören^,  oder  wenn  beide 
Projectionen  senkrechte  sind  und  einem  und  demselben  Systeme  angehören. 

66}  Wählt  man  zu  der  in  Nr.  64.  behandelten  ebenen  Figur  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
(  und  (|  den  Winkel  (p  einschliessen,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  ^  l  (,  sin  ^ ; 
man  erhält  daher  die  Grösse  der  Projectionen  dieses  Dreiecks,  welche  in  den  verschiede- 
nen ,  aus  einem  Coordinatensystem  hervorgehobenen  Projectionssystemen  entstehen ,  wenn 
man  in  den  Gleichungen  (13i.  a.)  F  =  |(I,siii9  setzt,  und  allen  dortigen  Zeich^  ihre  früh^ei 
BedeutiBig  lässt,  womach  ako  p,  p',  p"  und  pj  p\  ))"  die  schiefen  und  senkrechten  Projec- 
tionszahlen  einer  auf  der  Ebene  des  Dreiecks,  dessen  Inhalt  ^((,sia(p  ist,  senkrechtep  Bicht^^, 
vorstellen.  Diese  Richtung»  weh)be  man  sich  von  dem  Punete  auslaufend  denken  kann,  in  w^^. 
chem  die  Seiten  I  und  d  des  betrachteten  Dreiecks  zusammenstossen,  bildet  mit  den  zwei  Rich-r: 
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Itng«»,  worin  die  Seilen  I  und  If  des  Dreiecks  liefen,  ein  senkrechtes  Coordinaiteiisyalein,  auf 
W^hes  im  ZuSMimenhall  mit  dem  nrsprltaif  lieh  gegebenen,  die  fttr  an  senkrechtes  System  oben 
gegebenen  Gleichungen  (107.  b.  und  f.}  ihre  Anwendung  finden.  Bezeichnen  nämlich  a,.a',  a'^ 
und  c,  c%  c''  die  scUefen  und  senkrechten  ProjectionszaUen,  wekhe  die  in  der  einen  Seite 
I  des  Dreieoks  angenommene  Riditong  an  den  Axen  AX,  AX',  AX''  des  Coordmatensystems, 
worin  die  Projectionen  gesdiehen,  liefert,  a, ,  al,  a^  und  Ci,  Cj,  c"  dasselbe  in  Bezug  auf  die 
andere  in  der  Seite  U  des  Dreiecks  angenommene  Richtung  und  sieht  man  diese  beiden  Rieh* 
taugen  ab  den  Axen  A  Y ,  A  Y'  des  neu  einzuführenden  Systems  entsprechend  an,  so  hat  man 
p ,  p\  f"  und  pj  p\  p"  m  ihrer  bisherigen  Bedeutung  als  die  der  Axe  A  Y"  entsprechenden 
-schiefen  «nd  senkrechten  ProjectionszaUen  an  den  Grundaxen  anzusehen;  man  hat  daher  in  je- 
nen fileichttngen  Mos  statt  der  mit  den  Grundzeichen  A ,  Ai  und  C ,  C.  versehenen  Grössen 
hier  die  mit  den  Grundzeichen  a ,  Sj  und  c ,  Cj  versehenen,  und  statt  der  mit  dem  Grundzeichen 
As  und  Cs  versehenen  hier  die  mit  den  Grundzeichen  p  und  p  versehenen  zu  setzen,  so  wie 
statt  des  dort  durch  W,  bezeichneten  Axenwinkels  YAY'  hier  den  q>  zu  nehmen.  Durch  diese 
Substitutionen  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (107.  b.}  in: 

'  » 

+  p  sin  <p  =  h  (a'al'—  a"aO  ,    +  j)'sin  <p  :=:  h  (a"a,  —  a  aO  ,    +  ^)"sin  y = h  (a  ^'  —  a'a,)  , 

tind  die  in  (107.  f.)  gegebenen  werden: 

+  h  p  sin  qp  =  c'cj' — c"cl  ,    .+hp'siny  =  c"c,  —  ccl',    4:hp"sin5p  =  ccJ  —  c'c,  ; 

aetzt  man  aber  die  hieraus  für  p ,  p\  ))"  und  p ,  p',  p"  sich  ergebenden  Werthe  und  zugleich 
^üiSin^p*  für  F  in  die  Gleiehungen  (|121.  a.},  so  nehmen  diese,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit 

berücksichtigt,  dass  ^  =  sin  W",    ^  =  sin  W,  ^,  =  sin  W  ist ,  die  folgende  Form  an : 
P  =±iIUinW"(a'ai'— a"a;),  P'  =+llI,sinW'(a"a,— aa;'),  P"  =±ilI.sinW(aa;— a'a.); 

(0)=+in,hCa'ar-a"aO    ,      (0') =ti".h  (»"«.-« «0  »     (0")=+in.hCaa;-a'aO  . 
Gleielnmgen  liefern  die  sämmtlichen  Projectionen  d^  aus  den  Seiten  l,  I|  und  dem  ein- 


(t94«  ••) 


geschlossenen  Winkel  (p  gebildeten  Dreiecks,  wenn  die  Lagen  und  Grössen  von  zwei  Seiten 
dieses  Dreiecks  bekannt  sind.  Lässt  man  in  diesem  Dreieck  (i=I|=:l  werden,  wodurch  sein 
Inhalt  in  den  halben  Inhalt  des  an  dasselbe  angeknüpften  neuen  Coordinatensystems  übergeht, 
so  ziehen  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgenden  zurück: 

P  =+isinW"CaV— a"aO,    P'  =  +  isin W'Ca"a,  — aaO,    f'  =±i3inWCaa;  — a'a.); 

(P)=+l^(c'c;'_c"c;)  ,     (V)=±^{s^'%-o^'^,.     {P'7=±^Ccc;-c'c); 

0=±2nSvrCc'cr-c''cO,    0=i2^.Cc''c.-ccr),    0"=+2^Ccc:-c'cO;( 

(0)=±4h(a'ar-a"aO    ,        ((y)=^+4k(«"a.-ai«0  ,    '    (0")±=+4h(aa;-a'aJ; 
nnd  es  müssen  immer  auf  den  rechten  Seiten  von  allen  diesen  Gleichungen  stets  nur  die  obem 
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oder  Buk-  <äe  unfern  Vorzeichen  gmoiiimen  werden,  je  tiaehdem  4m  andas  Dreteekiangekn^ffte 
«nd  das  ursprüngliohe  CoordinatensysteHi  unter  sich  einen  änUcteii  oder  iHMkiliohen..Axdnla«f 
haben. 

Ninmil  man  die  ProjectionszaUen  in  die  Betrachtung  auf,  welche  die  Axen  des  Ursprünge 
liehen  Systems  an  den  Axen  des  an  dad  Dreieck  angeknttpften  Systenw  geheim  und  stelltn,  an-» 
serer  eingeführten  Bezeichnungsweise  analoge  b'',  bi',  Vt  die  schiefen  Projectionazahlen  voc^ 
welche  die  Axen  AX,  AX',  AX"  an  der  dritten  Axe  des  an  das  Dreieck langtldiüpften  Sy-r 
fttems  geben,  welche  Axe  seidirecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  steht,  und  in  analoger  Weise 
^',  y/^  öi  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  die  Pokraxea  AiE,  AX%  AS"'  de^  ui^ 
spirünglichen  Systems  an  der  Polaraxe  A^*'  des  nn  das  Dreieck  angdmüpften  Sy^ems  in  die-- 
sem  Systeme  geben,  so  hat  man,  den  vordem  Gleichungen  (88.  a.}  zur  Folge»  weO  Jbier 
k=sinW,  =  sin(p  wird: 
(195.  »•)  +  b'sin y = h (a'al'—  a"a;)  ,  +  b^sin (p = h (a"a, -^ ft ä;')  ,  ± K'sin <p  =  h (a aj  —  Ä'a,)  . 
und  den  vordem  Gleichungen  (90.  d.)  zur  Folge,  wenn  man  q>  an  die  Stelle  von  W»  s^: 

1  i  i 

(IM.  toO  +3"sin<jp=^r^^Cc'cr— c"c;3,  +ärsin<p=^gj^Cc"c,-^cc;'),  +a;'siny=:.^j-^Ccc;— c'c,), 

wobei  zu  merken  ist,  dass  von  den  doppelten  Vorzeichen,  die  in  den  Gleichungen  (125.a.undb.} 

vorkommen,  wieder  überall  die  obern  oder  überall  die  untern  genommen  werden  müssen,  je 

nachdem  das  ursprüngliche  System  und  das  an  das  Dreieck  angeknüpfte  einen  ahnlichen  oder 

unälmlichen  Axenlauf  haben.    Mittelst  der  Gleichungen  (125.  a.  und  b.}  verwandeln  sich  um 

h  •     h 

die  in  (124.  a.)  aufgestellten,  mit  Rücksichtsnahme  auf  die  Gleichungen -r-rjjp7=®,   -r-^=SI, 

sm 

-ri^=6;',in: 

smW  ^'  ^^ 

P  =iU.~  sincp  ,     r  =in.|;siny  ,     P"  izrill.^sin^^  ; 

Ct«».e.) ^(P)=i«.|'siny  ,    (P')=in.|sin(p,    (P'Ozrin.^siny  ;  . 

0  =  i  «.  5"  sin  <p  i    Q'  =  i  n,  5!'  sin  (p  ,     0"  =  i  H.  «i'  sin  (p  } 
{0)=iH.b"sin(p  ,    (0')=i«.l>rsin(p  ,    {Q")=i\UK  ain<f -^     '   ' 

in  welchen  die  dq)peUen  Torzetchen  verschTranden  sind,  und  die,  wenn  man  Issli'rzl'  nioMt, 

ttbenrehen  in: 

■      b"  K'  bi'  ' 

=  4gSm<p,     P   ^igjsmqp,     P    =ig;,smy;  .^  ^ 

CMS.  *.)  • ' / (P)  =  i  ff-siny  ,    (PO  =i ^sm(p  ,    (P")=i  ^«iny  ;  ' 


t'" 


♦      ) 


\ 


0  =i  r  sin<p  ,     0'  =i  ^."siny  ,     0"  =i  ^/siny  ;        '  . 
(0)  =  i  rsincp  ,  ^  (0')=i  Ksinq;  ,    (0")  =  i  bi'sinep  ;      -   .  '     ' 

Diese  Gleichung^  lassen  s^ch  leicht  in  die  (121.  a.)  zurüc|(rühren,  so,  dass  man  vojn  ihnen 
■  aus  auf  den  Pnnct  zurückkommen  kann,  von  welchem  man  ausgegangen  ist.  Es  iäast  sich  näili- 
Uch  sehr  leicht  zeigen,  das  hier  V'=pl^,K=lf\  bi'=:»>"  und  J'=6,p,  5;'=6;p',  Ä'=(S:»:' 
ist 
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TerstelluBg  des  Coordtnatensystems. 

67}  In  der  Regel  stellt  man  sich  die  Axen  eines  Coordinatensystems,  auf  welche  man  die 
Pnncte  und  Richtungen  im  Räume  zu  beziehen  gedenkt,  unabänderlich  an  ihre  Stellen  gebunden 
Tor,  wodurch  dann  die  ans  Goordinatensystem  geknüpften  Puncte  und  Richtungen  nicht  nur  eine 
bestimmte  relative  Stellung  gegen  einander  erhalten,  sondern  auch  unveränderliche  Stellen  im 
Räume  einnehmen;  zuweilen  indessen  sieht  man  sich  bewogen,  von  dieser  Regel  abzugehen^ 
und  dann  wird  man  zu  den  Betrachtungen  hingetrieben,  welche  den  Gegenstand  dieses  Para- 
graphen ausmachen«  Zuvörderst  Mt  nun  unmittelbar  in  die  Augen,  dass  die  Beziehungen  der 
Puncte  und  Richtungen  zum  Coordinatensysteme  keine  Aenderung  erieiden,  wenn  jene  und  die« 
ses  gleichzeitig  auf  solche  Weise  im  Räume  fortbewegt  werden,  dass  die  gegenseitige  Stellung 
beider  stets  die  gleiche  bleibt,  so  nSmlich,  wie  wenn  jene  Puncte  und  Richtungen  mit  dem  Sy^ 
Sterne  zu  einem  festen  Ganzen  vereinigt  wären ;  wenn  aber  das  Goordinatensystem  bewegt  wird, 
ohne  dass  die  Puncte  und  Richtungen  an  dieser  Bewegung  Antheil  nehmen,  oder  wenn  die 
Puncte  und  Richtungen  eine  Lagenänderung  erleiden,  ohne  dass  das  Goordinatensystem  seine 
Stellung  im  Räume  verlässt,  so  zieht  diess  Aenderungen  in  den  Beziehungen  der  Puncte  und 
Riditungen  zum  Coordinatensysteme  nach  sich,  deren  Art  und  Weise  wir  in  Bezug  auf  jedes 
beliebige  Goordinatensystem  jetzt  näher  kennen  lernen  wollen.  Vor  Allem  bemerken  wir,  dass 
die' Aenderungen  in  den  Beziehungen  von  der  gleichen  Beschaffenheit  sind,  man  mag  sidi  die 
fest  unter  sich  vereinigt  gedachten  Puncte  und  Richtungen  bewegt,  das  System  dagegen  lo 
Ruhe  bleibend  denken,  oder  man  mag  sich  das  System  mit  Beibehaltung  seiner  Axenwinkel  in 
umgekehrtem  Sinne  bewegt,  die  Puncte  und  Riehtungen  hingegen  im  Räume  ruhend  vorstellen* 
Um  diess  einzusehen,  denke  man  sich  die  fest  unter  sich  verbundenen  Puncte  und  Richtungen 
beliebig  wie  im  Räume  fortbewegt,  das  System  aber  an  seiner  Stelle,  die  sein  erster  Ort 
beissen  mag,  bleibend,  so  werden  dadurch  die  Beziehungen  der  aus  ihren  Stellen  getretenen 
Puncte  und  Richtungen  zu  diesem  Systeme  andere  geworden  sein,  als  die  waren,  welche  ihnen 
angehörten,  bevor  sie  noch  bewegt  worden  waren;  diese  Aenderungen  würden  jedoch  ausge-* 
blieben  sein,  wenn  das  System  mit  jenen  Puncten  und  Richtungen  fest  verknüpft  gewesen  wäre 
und  an  ihrer  Bewegung  Theil  genommen  hätte,  wodurch  ihm  dann  eine  andere  Stele,  die  wir 
seinen  zweiten  Ort  nennen  wollen,  angewiesmi  worden  wäre.  Da  die  Beziehungen  der  be-» 
wegten  Puncte  und  Richtungen  zu  dem  an  seinem  zweiten  Orte  befindlichen  Systeme  ganz  die 
gleichen  sind  wie  die  der  noch  unbewegten  Puncte  und  Richtungen  zu  dem  an  seinem  ersten 
Orte  befindlichen  Systeme,  so  werden  alle  die  Resultate,  weldie  durch  die  Untersuchung  der 
Puncte  und  Richtungen  an  dem  Systeme,  als  beide  noch  an  ihrem  ersten  Orte  waren,  erhidten 
worden  sind,  auch  noch  ganz  so  wahr  bleiben,  wenn  man  sich  beide  zugleich  an  ihren  zweiieli 
Oft  gelangt  vorstellt  Würde  aber  jetzt  das  System  aus  seinem  zweiten  Orte  auf  dieselbe  Weise 
wie  es  in  diesen  gelangt  ist,  wieder  rückwärts  in  seinen  ersten  OM*bewegt,  ohne  dass  die  be- 
wegten Puncte  und  Richtungen  ihre  neu  eingenommenen  Stellen  verlassen,  so  wäre  offenbar 
alles  wieder  gerade  so  wie  zuyor,  als  die  Puncte  und  Richtungen  bewegt,  das  System  aber 
ruhend  gedacht  >vorden  waren.  Es  bringt  sonach  diese  rückgängige  Bewegung  des  Systems, 
an  welcher  die  Puncte  und  Riehtungen  keinen  Antheil  nehmen,  gemoi  die  gleichen  Wirkungen 
hervor,  wie  die  anfängliche,  vorwärts  schreitende  Bewegung  d^.  Punote  und  Richtungen,  ixä 
L  15 
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iliff  ä$n  H^iiUnn  koini^n  AnUieil  nahm,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  diese  beiderlei  Bewegungen 
von  iUmmAhan  (Jinfango  einander  geradezu  entgegenlaufend  denkt  Durch  die  hier  gewonnene 
Klnulcht  werden  wir  b^^rechtigt,  entweder  nur  solche  Beziehungsttnderungen  zu  betrachten,  welche 
Folge  von  einer  elnuelUgen,  mit  den  ft*st  unter  sich  verbundenen  Puncten  und  Richtungen  vor- 
gerKimmemm  Bewegung  ist,  oder  nur  solche,  welche  eine  einseitige  Bewegung  des  in  sich  un- 
verttndorllchen  Hystenis  nach  sich  zieht  Wir  werden  nun  Aenderungen  der  letztem  Art  aus- 
führlich unterivuchen  und  dabei  zunächst  voraussetzen,  dass  die  Spitze  des  Coordinatensystems 
während  der  Bewegung  des  letztem  stets  einen  und  denselben  Punct  im  Räume  einnehme,  oder 
mit  andern  Worten,  dais  das  ('oordinatensyitem  sich  um  seine  Spitze  beliebig  drehe. 

0H)  Faunen  wir  xuviirdorst  ein  senkrechtes  System  ins  Auge,  welches  um  diejenige  sei- 
ner drei  Axon,  die  nonkrecht  auf  den  zwei  übrigen  steht,  so  gedreht  wird,  dass  seine  Spitze 
dabei  Ihren  Ort  nickt  verlttsst,  so  bleibt  im  Laufe  dieser  Bewegung  sowohl  diese  senkrechte 
AxO|  sin  auch  die  Ebene,  in  welcher  die  zwei  Iftrigen  Axen  liegen,  unverrUckt  an  ihrer  Stelle. 
Obwohl  sber  diene  Axo  und  diese  Ebene  ihren  Ort  nicht  ändern,  und  die  beiden  andern  Axen 
Sl4tls  In  dieser  Ebene  liegen  bleiben,  so  ändem  doch  diese  andern  Axen  ihre  Stellen  im  Räume 
und  gelangen  während  der  Drehung  in  immer  neue  Lagen,  während  beide  bewegte  Axen,  ver- 
glichen mit  Ihrer  anninglicken  Stellung,  wenn  die  Axenwinkel  des  Systems,  wie  wir  voraus- 
aelaen,  unausgeaelat  die  gleichen  bleiben,  Winkel  beschreiben,  welche  in  jedem  Augenblicke 
bei  beiden  Axen  die  gU^iolien  sind,  weshalb  wir  die  Grösse  dieses  Winkels  zum  Maas  der 
Drehung  wählen  und  durch  X  bezeichnen  wollen.  Stellt  A  X"  die  senkrechte  Axe  vor,  um  welche 
das  Syslem  gtslreht  wird,  und  aeigen  vor  der  Drehung  AX  und  AX',  nach  der  Drehung  AX| 
und  A  X{  die  beiden  andern  Axen  an,  welche  sich  während  der  Drehung  des  Systems  in  der 
durt)h  A  senkrtH'ht  auf  AX*'  gelegten  Ebene  forlbewegt  haben,  so  bilden  also  AX  und  AX| 
sowohl,  als  AX'  und  AX!  unter  sich  den  Winkel  l. 

Denken  wir  uns  nun  einen  bi'Uebigen  PuncI  0  und  bezeichnen  wir  einmal  durch  x,  x', 
x"  und  u,  u\  u*^  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  dieses  Punctes,  durch  a,  a%  a"" 
umi  e,  o\  o'*  die  schiefen  und  aenkrechten  Projectionsiahlen  der  Richtung  AO  an  den  Axen 
AX,  kW  AX*  in  der  Stellung,  die  sie  vor  der  Drehung  des  Systems  einnahmen;  bezeichnen 
wir  audanii  dureh  X| ,  x! ,  xr  und  u, ,  ul ,  ul'  die  schiefen  und  senkreckten  Coordinaten  dessel- 
ben  hmelea  0 ,  durt'h  a« ,  «i* ,  «!'  und  c, ,  c,' ,  er  die  schiefen  und  senkreckten  ProjectionszaUen 
4erse)hen  Rti'hlung  AO  im  den  Axen  AX,,  AX,  AX;'  in  der  Stellung,  die  sie  nach  der 
Drehung  des  Sy »tenis  einnehmen ;  denken  wir  uns  ferner  den  Fund  0  durch  eine  mit  der  Axe 
AX'^  IMindMe  tiemde  auf  die  während  der  Drehung  ruhende  durch  AX  und  AX'  hindurch 
gelegtt^  Ebene  in  f  furojicirl,  und  beteichnen  wir  durch  ^  und  w ,  w'  die  zu  P  gehörige  Spei- 
ehenläime  und  die  Winkel,  wekiM»  die  Richlnng  dieser  Speiche  aul  den  Axen  AX,  AX"  des 
wkIi  ungedrehlen  Systems  hiMel«  durch  ei  Md  W| ,  w;  die  lu  P  gehörige  Speiiienlinge  nnd 
«e  Winkel,  wek^  am  Rk^ung  «dl  den  Axen  AX,,  AX:  des  bereils  um  den  Winkel  X  gt- 
irehten  Syslen^si  hOdel,  s«  ist  in  GeMissheA  der  fkr  ein  senkrechtes  Systen  gültigen  CleirhM 
t«n  (^laa  k  «nd  d.)  »»wohl 

f*=-rxu  +  xV    «nd    fcosw=ier,    fc«sw*=:rr 

^'=\A+^    «■*    l^c«sw,=Cir>    ei<^^i=^I«', 
w^NM  r  dii^  Bntfignmng  de«  fwnrWFj  O  vwa  der  ComAMdenspixe  A ,  die  vnr  nad  nnck  der 
fcajwif  sli^  dw^  gWicW  hMM,  vwlalL    Du  w  und  w'  db  Winkel  bcsekhMi,  wckhe  «a 
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Speichenrichtang  AP  mit  den  Axen  AX  und  AX'  biM^,  und  diese  drei  Richtungen  in  der 
durch  AX  und  AX'  gelegten  Projectionsebene  liegen,  während  AX  und  AX'  den  Winkel  W 
mit  einander  machen,  so  ist  ohne  Ausnahme  w=v/-f-^9  wenn  man  die  beiden  Winkel  w 
und  w'  immer  von  A  X  und  A  X'  aus  nach  der  Seite  hin  erzeugt  sich  denkt ,  auf  welcher  man 
von  AX  aus  über  die  Coordinatenebene  XAX'  hinweg  zu  AX'  hingelangt,  oder  sie  als  nega- 
tive Grössen  in  die  Rechnung  einfuhrt,  falls  man  sie  sich  von  A  X  und  A  X'  aus  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  hin  erzeugt  vorstellt.  Aus  dem  gleichen  Grunde  ist  auch  Wi=wl  +  W, 
wenn  man  die  Winkel  w,  und  wi  von  AX,  und  AX[  aus  nach  der  gleichen  Seite  hin  erzeugt 
sich  vorstellt  Bedenkt  man  noch,  dass  sowohl  die  Projectionsaxe  wie  auch  die  Projectionsebene 
des  aus  der  Axe  AX"  und  aus  der  auf  ihr  senkrechten  durch  AX  und  AX'  gelegnen  Ebene 
gebildeten  Projectionssystems  während  der  Drehung  des  Coordinatensystems  nnverrückt  an  ih- 
rer Stelle  bleiben,  weshalb  ^  =  ^1  ist,  und  dass,  worauf  schon  vorhin  aufmerksam  gemacht  wor- 
den ist,  die  Axen  A  X  und  A  X'  vor  der  Drehung  von  denen  A  X,  und  A  X\  nach  der  Drehung 
um  den  Winkel  X  abliegen,  weshalb  w=i:w,  +  A  und  w'=wH-A  ist,  wenn  man  sich  den 
Winkel  X  von  AX  oder  AX'  aus  durch  eine  Bewegung  gebildet  denkt,  die  in  derselben  Rich- 
tung geschieht,  in  welcher  man  von  AX  aus  über  die  Coordinatenebene  X  AX'  hinweg  zu  AX' 
gelangt,  oder  ihn,  wenn  seine  Erzeugung  die  umgekehrte  ist,  als  negative  Grösse  in  die  Rech- 
nung einführt,  so  lassen  sich  mittelst  der  so  eben  festgestellten  Relationen  die  vier  Winkel  w , 
w'  und  w, ,  w[  durch  einen  derselben  darstellen;  man  findet  so  z.  B. 

w'=w  —  W  ,    w,=w  —  X  ,    w,'=w  —  W  —  X. 

Setzt  man  aber  in  die  zuvor  gefundenen  zwei  Zeilen  von  Gleichungen  Tür  w',  w, ,  w^  ihre  hier 
gegebenen  Werthe  und  zugleich  für  er  und  c'r  ihre  Werthe  u  und  u',  so  wie  für  c,r  und 
und  cir  die  u,  und  ul,  und  erinnert  man  sich,  dass  ß=:pi  ist,  so  gehen  dieselben  über  in: 

Q*z=xu  '■\-xfn'  und  ßcosw=u  ,    ßC0s(w  —  W)  =  u'  ) 

und  \ (!•••  ••) 

p'=x,Ui  +  xIu,'  und  ^cos(w  —  A)=:u,,  ^cos([w  —  X  —  W)=:ul.\ 

Die  letzten  Gleichungen  auf  jeder  dieser  Zeilen  geben,  wenn  man  cos  (w  —  W)  nach  Sinus  und 
Kosinus  von  w  und  W,  und  cos(w  —  X  —  W)  nach  denen  von  w  —  X  und  W  entwickelt  und 
für  ßcosw  und  ßcos(w  —  A)  ihre  Werthe  aus  den  ihnen  voranstehenden  Gleichungen  setzt: 

u'— ucösW         .         .   ^         ^^       ul  — u.cosW 

p  sm  w  = T-rrrz —    Und    p  sm  fw  —  A  j  =  ^~,^ —   , 

^  smW  ^      V         ^  smW 

welche  Gleichungen,  wenn  man  erwägt,  dass  da  in  unserm  jetzigen  senkrechten  System  W'  und 
W"  rechte  Winkel  sind,  den  im  senkrechten  Systeme  gültigen  Gleichungen  (105.  a.)  und  (105.  b.) 

u     u'     u"  X     x'     X" 

zur  Folge,  die,  nachdem  man  in  dieselben  - ,  -  ,  -    für  c ,  c',  c"  und  - ,  -  ,  —    für  a ,  a',  a" 

gesetzt  hat 

u=x  +  x'cosW  ,    u'=xcosW  +  x,    u"=x''  f 

und  \   •  (M«.  b«) 

u' —  u  cos  W = j^'sin'  W    und    u  —  u'cos  W = x  sin*  W  ^ 

geben,  and  nodi  gültig  bleiben,  wenn  den  Coordinatenzeichen  der  Index  1  beigelegt  wird, 
weil  die  Axenwinkel  im  System  vor  und  nach  der  Drehung  diesdben  bleiben,  sich  ver*' 
wandefai  in: 

15» 
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(ß sin w = x'sin W    und    ^8in(^w  —  A)=x,'8inW  , 
ucncn 
^cosw:=:u     lind     QCOsQw  —  il)=U, 

gegenüberstehen,  welche  letztem  die  mittlem  Gleichungen  (126.  a.}  sind.  Entwickelt  man  in 
den  hintern  dieser  Gleichungen  sin(w  —  X)  und  cos(w  —  X)  nach  Sinus  und  Kosinus  von  w 
und  Xj  so  erhält  man,  für  ^cosw  und  ^sinw  ihre  Werthe  aus  den  vordem  setzend: 

.   ^ 

xJ:=:x'cosA  —  u    .  ,..    und    u,=ucosi  +  x'sinWsinA  , 

sinW  *  ' 


(MO*  d») {     denen  analog  die 

sin 
sinW 


x, = X  cos  A  +  u'-r-TT?    und    u[  =  u'cos  X  —  x  sin  W  sin  X 


sind,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  die  auf  jeder  Zeile  vordersten  Gleichungen  (126.  b.}, 
nachdem  man  ihren  Coordinatenzeichen  den  Index  1  gegeben  hat,  so  schreibt: 

x,=:u,  —  xJcosW    und    u[=u,cosW  +  x;sin'W  , 

und  nun  für  u,  und  x[  ihre  Werthe  aus  den  obern  Gleichungen  (126.  d.^  setzt,  worauf  sie  mit 
Berücksichtigung  derselben  ohne  Index  geschriebenen  Gleichungen  ohne  Weiters  die  auf  zwei- 
ter ZeQe  stehenden  Gleichungen  (126.  d.)  geben.  Fügt  man  zu  diesen  Gleichnngen  noch  die: 

C4M.  eO  x;'=u,"=x"=u", 

welche  Folgen  der  obem  dritten  Gleichung  (126.  b.}  verbunden  mit  dem  Umstände  sind,  dass 
die  der  Axe  A  X''  zugehörigen  Coordinaten  sich  während  der  Drehung  des  Systems  nicht  ändern^ 
so  hat  man  Alles,  was  zur  Bestimmung  der  durch  die  Drehung  veranlassten  Coordinatenände- 
Hingen  erforderlich  ist 

69}  Mittelst  der  in  voriger  Nummer  erhaltenen  Uebertragungsformeln,  die  dem  senkrechten 
System  angehören,  lassen  sich  nun  leicht  die  auflinden,  welche  sich  auf  ein  beliebiges  System 
beziehen,  das  um  eine  seiner  Gmnd-  oder  Polaraxen  gedreht  wird.  Wir  betrachten  hierbei 
successive  die  folgenden  zwei  Fälle: 

1}  Wird  das  beliebige  System  um  eine  seiner  Polaraxen  gedreht,  wozu  wir  die  der  Gmnd- 
axe  AX''  entsprechende  Ade'  nehmen  wollen,  und  denken  wir  uns  an  die  Stelle  des  ursprüng- 
lichen aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  zusammengesetzten  beliebigen  Systems  ein  neues  ge- 
setzt, dessen  Axen  wir  durch  AY,  AY',  AY'^  bezeichnen  und  dergestalt  anordnen,  dass  die 
AY  und  AY'  bezüglich  mit  denen  AX  und  AX'  zusammenfallen,  die  AY"  hingegen  in  die  zum 
ursprünglichen  System  gehörige  Polaraxe  AX"  fällt,  so  ist  dieses  neue  System  ein  zur  Axe 
AY"  oder  AX"  senkrechtes  und  befindet  sich  daher  genau  in  dem  zuvor  behandelten  Falle; 
bezeichnen  daher  y,  y',  y"  und  v,  v',  v"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den 
Axen  AY,  AY',  AY"  von  dem  Puncto  0,  der  im  ursprünglichen  System  die  Coordinaten  x, 
x',  x"  und  u,  u',  u"  hat,  beides  bevor  noch  die  Systeme  irgend  eine  Drehung  erlitten  haben, 
und  stellt  man  die  Coordinaten  desselben  Punctes  0  an  den  Systemen,  die  aus  den  vorigen 
durch  eine  gemeinschaftliche  Drehung  derselben  um  die  Axe  AY"  oder  AS"  hervorgehen, 
durch  die  gleichen  aber  mit  dem  Index  1  versehenen  Zeichen  vor,  so  hat  man  nach  Anleitong  der 
Gleichungen  (126.  d.  und  e.},  da  in  unsem  jetzigen  beiden  Systemen  XAX'=YAY'=W  ist: 
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und 


yJ  =  y'cosA  —  V  -1-™  ,    V|=:vcosA  +  y'sinWsinl 
y,  =  ycosA-f-v'-r-^  ,    vI=v'cosl  —  ysinWsin>t 


so  wie  auch 


X,  —  a,  6;'xr=  Cx  —  a,  S;'x")  cos  X+u'  ?!5^  ,     u;  =  u'cos  X  —  (x  —  ^  6;V0  sin  W  sin  Ä 


(•.) 


wobei  man  sich  unter  X  den  Wiukel  vorzustellen  hat,  den  eine  durch  die  Axe  A  Y''  oder  A  £" 
gelegt  und  mit  den  Systemen  fest  verbundene  Ebene  während  der,  beiden  Systemen  gemein« 
schaftiichen,  Drehung  beschreibt 

Da  die  zwei  Axen  AY  und  AY'  vom  neuen  System  in  den  Axen  AX  und  AX'  des  ur- 
sprünglichen liegen  und  die  Axe  AY''  von  jenem  mit  der  Polaraxe  AX"  von  diesem  zusam- 
menfÜUt,  so  befinden  sich  diese  zwei  Systeme  genau  in  dem  Falle  der  zwei  in  Nr.  61.  betrach- 
teten, weshalb  die  mit  den  Grundzeichen  A  und  B  versehenen  Projectionszahlen,  welche  die 
Axen  des  einen  Systems  an  den  Axen  des  andern  Systems  liefern,  hier  wie  dort  durch  die 
Gleichungen  (116.  a.  bis  c.}  gegeben  werden.  Setzt  man  aber  diese  Werthe  für  jene  Projec- 
tionszahlen  in  die  Gleichungen  (65.  a.}  und  (66.  a.}  ein,  wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen 
den  Coordinaten  von  einem  und  demselben  Puncto  an  zwei  beliebigen  Systemen  ausgesprochen 
wird,  so  zeigen  diese,  dass  man  bei  unsern  jetzigen  Systemen  hat; 

v=u,    v'=u',    v"=8l,u  +  8i;u'+8i;'u"    oder    v"=S;'x", 

(letzleres  der  dritten  Gleichung  (48.  a.}  zur  Folge)  und 

y=x— a,6;v,  y'=x'— a;6;v,  y"=ff;'x", 

welche  Gleichungen  noch  wahr  bleiben,  wenn  man  allen  Coordinatenzeichen  den  Index  1  bei- 
legt, weil  die  beiden  Systeme  vor  und  nach  der  Drehung  ihre  Stellung  gegen  einander  nicht 
verändern.  Durch  diese  für  v ,  v',  v"  und  y ,  y',  y",  so  wie  auch  liir  v, ,  v[ ,  vj'  und  yi ,  yl , 
yr  erhaltenen  Werthe  nun  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  (a}  und  (b)  die  folgende 
Gestalt  an: 

x;— «i;6;'x;'=(x'— 5i;s;v)cosx— u5i^  ,    u,=uco8i+(x'— a;<ä;v')sinwsini 

^  ^  smW 


(Mlf.  •.) 


so  wie 

Da  nach  Aussage  der  dritten  Gleichung  (15.  a.} 

u['=  X,  cos  W'+  x;  cos  W"+  x;' 

ist,  so  erhält  man  noch,  wenn  man  für  x,  und  xi  ihre  in  den  vordem  Gleichungen  (127.  a.) 
enthaltenen  Werthe  setzt,  und  auf  die  Gleichung  (127.  b.}  Rücksicht  nimmt: 

ur=  xr+  ßi'xr  (Sl,  cosW'+  a;  cosW") + [xcosW'+x'cosW—  6;'x"(««  cosW'+  a;  cosW'OJ  cos  X 

+  (u'cos  W'—u  cos  W")5Hl4  , 
^  "^smW 

welche  Gleidiung  einfacher  wird,  wenn  man  beachtet,  dass  den  Gleichungen  (15.  a.}  zur  Folge 
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X  cos  W'+  x'cos  W  =  u"—  x"    und 
u'cos  W—  u  cos  W"=  X  (cos  W  cos  W—  cos  W")  —  x'  (cos  W  cos  W  —  cos  W) 

und  der  letzten  Gleichung  (33}  gemäss 

a,  cos  w'+  a;  cos  w"=  (s;—  a;' 

ist,  wodurch  sie  sich,  weil  Wi(^i  =  i  und  den  Gleichungen  (38}  gemäss 

cos  W  cos  W  —  cos  W"=  sin  W  sin  W  cos  SB" 
und 

cos  W  cos  W"—  cos  W = sin  W  sin  W'cos  SST 
ist,  umgestaltet  in: 

(IM.  «.)  ur=  S;"xr+  Cu"—  e;' V)  cos  i  +  (x  sin  Wcos  SB"—  x'sin  W'cos  SB')  sin  l . 

Die*  Gleichungen  (127.  a.  bis  c.}  lassen  sich  noch  in  bessere  Formen  bringen,  was  wir  jedoch 
hier  übergehen,  da  sich  sogleich  der  Gegenstand  in  allgemeinster  Weise  und  in  den  zweck- 
mässigsten  Formen  herausstellen  wird. 

II)  Wird  das  beliebige  System  um  eine  seiner  Grundaxen,  wozu  wir  die  AX"  nehmen 
wollen,  in  solcher  Weise  gedreht,  dass  dessen  Spitze  A  ihre  Stelle  nicht  verlässt,  so  fällt  diese 
Bewegung  des  Systems  mit  der  in  I)  betrachteten  zusammen,  so  wie  man  das  Polarsystem, 
dessen  Axen  AX,  A£',  Ade."  sind,  zum  Grundsysteme  macht,  dessen  Polarsystem  dann  das 
vorige  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX''  gebildete  Grundsystem  wird.  Man  erhält  diesem  nach 
die  hierher  gehörigen  Formeln  unmittelbar  aus  den  in  I)  aufgestellten  dadurch,  dass  man  in 
diesen  alle  Beziehungen  zum  Grandsystem  in  die  analogen  zum  Polarsystem  und  umgekehrt  alle 
Beziehungen  zum  Polarsystem  in  die  analogen  zum  Grundsystem  umändert.  Bezeichnen  wir 
daher  nach  der  schon  in  Nr.  33.  gewählten  Art  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  0  an 
den  Polaraxen  ganz  so  wie  die  gleichnamigen  desselben  Punctes  an  den  entsprechenden  Grund- 
axen, nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  diese  Zeichen  mit  Klammem  umgeben,  so  gestalten 
sich  die  Gleichungen  (127.  a.  bis  c.)  durch  diese  Umänderung  und  dadurch,  dass  wir  die  Grund- 
zeichen W  und  S3  mit  einander  vertauschen,  (wodurch  die  Grössen  91t  9  a«  andere  Werthe  an- 
nehmen werden,  die  wir  durch  (91,),  (üa)  bezeichnen  wollen,  während  die  Grösse  S^",  die  den 
Kosinus  des  von  den  Axen  AX"  und  AX"  gebildeten  Winkels  vorstellt,  durch  die  hier  vor- 
genommene durchgängige  Verwechselung  des  Grund-  und  Polarsystems,  eines  mit  dem  andiem, 
gar  keine  Aenderung' erleidet),  in  folgende  andere  um.    Die  Gleichungen  (127.  a.)  werden: 

(xo  -  («;)  6',' «) = [(X')  ^  (%)  s;-  (x")]  cos  i  -  (u)  li^  , 

(u.) = (u)  cos  X  +  [(x')  —  {%)  S;'  (x")]  sin  SB  sin  X 

(x.)  -  (sr,)  (S'  (x;') = [(X)  -  (SM,)  6;-  (x")]  cos  x + (u')  ||^^- , 

(ul) = (u')  cos  X  —  [(x)  —  (St.)  S;'  (x")]  sin  SB  sin  i  ; 
die  CiSl.  bO  liefert: 

(x;')=(0 

und  die  (127.  c.)  verwandelt  sich  in: 

(uD  =  S;'*  (xD  +  [(u'O  —  (S'*  (x")]  cos  l  +  [(x)  sin  SB'cos  W"—  (x')  sin  «"cos  W']  sin  X  , 

wobei  wieder  l  den  Winkel  vorstellt,  den  eine  durch  die  Axe  AX",  um  welche  das  System 
gedreht  wird,  gelegte  und  mit  diesem  fest  verbundene  Ebene  während  der  Drehung  beschreibt 
Drückt  man  aber  die  auf  das  Polarsystem  sich  beziehenden  Coordinaten  nach  Anleitung  der 
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Gleichungen  (57.  a.}  und  (57.  b.)  durch  die  auf  das  Grundsystem  sich  besiehenden  aus,  so 
nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  die  folgende  Gestalt  an: 

u;_(si;)6;ur=  (u-(a;)s;u'0cosA-66;x^^ , 

X,  =  X  cos  Z  +  J^,  (u '—  (2i;)  6;  u")  sin  SB  sin  X 

und  '  > (•.) 

u._(a.)6ur  =  (u-(a,)6u'0cosA  +  €6;x'?|^  , 

xl  =  X  cos  iL  —  Wff'(.^  —  (81«)  ®  O  sin  SB  sin  i  , 


.// ff. 


-       -i  r-      "^       ^_L    *  /^    sinSB^cosW"        ,sin2B"cosW'\   .   , 

X|"=u;'+  (X  — U  )  cos  A  +   g77  (^U g U  g; J  SUkX.  («.) 

Die  in  den  vorstehenden  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  (9(,)  und  (SI,)  ergeben  sich 
aus  ST,  und  Wt  durch  Yertauschung  der  Grundzeichen  W  und  SB  mit  einander,  sie  sind  daher 
dieselben,  wie  die  in  (46.  a.}  vorkommenden  gleich  bezeichneten,  so  dass  man  hat: 


,-,. ,  cofiW  -     .^,.  cosW" 

(®')=sinW'sinaB     ™^    ^^')=  sinW^sin»  ^ 

hieraus  findet  man,  weil  die  Gleichungen  (41}  und  (42} 

g=sinW'sin3B    und    6;  =  sinW"sinSB    geben, 

(a,)«=cosW'    und    (a;)(S=:cosW";  (^.) 

femer  geben  die  Gleichungen  (41): 

sin  SB  _  sinWsinW^sinaB       8in9B'  _  sinW'^sinWsin9B'       sin  W  _  sinW  sinW'sin  SB^^ 

es;—  V         '    66;'—  h*  '    s;«;' —         i?  ' 

oder  in  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (42}: 

sin  SB  _  i        sin  SB'  _  1        sin  SB"  _  1 

6S;~h'      6(K'— h'      6(6;'— h'  ^••^ 

Mittelst  der  in  den  Gleichungen  (d},  (e}  ausgesprochenen  Relationen  gehen  nun  die  Gleichun- 
gen (a}  über  in: 

u;  =  ul'cos  W"4-  (u'—  u"cos  W'O  cos  i  —  h  X  sin  A  , 

1 

X,  =  X  cos  Jl  +  r  (u' —  u"cos  W)  siu  X 

und  )  (M4I.  ü«) 

Ui  =  urcosW'+(tt  — u"cosW')cosA  +  hx'sinA  , 

xJ=:x'cos>L —  r(n  —  u"cosW)sini  ; 
die  Gleidiung  (b}  bleibt: 

die  KÖ)  aber  giebt: 

xr=  ur+  (X"—  u"3  cos  ;i  +  J  (u  cos  W"—  u'cos  WO  sin  X  .  (tt«.  ,.) 
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70)  Wir  gehen  jetzt  dtran,  Ae  Coorduiatenändenoigeti,  welche  ans  der  Drehang  enes  be- 
liebigen Syitemii  um  dewen  Spitze  hervorgehen,  in  aDgemeinster  Weise  darzidegen.  Zu  dem 
Ende  denken  wir  uns  durch  die  Spitze  A  eines  aus  den  Axen  AX,  AX%  AX'^  znsanunenge- 
setzten  schiefwinkligen  Coordinatensystems  eine  Richtung  AZ  ganz  nach  Willkähr  gelegt  und 
mit  dem  Syst4*me  fest  verbunden,  und  hierauf  dem  Systeme  eine  Drehung  um  diese  mit  ihm 
fest  veriiundene  beliebige  Richtung  A  Z  \on  der  Grösse  X  ertheilt,  wobei  X  den  Winkel  bezeich- 
net, den  eine  durch  AZ  gelegte,  mit  dem  Systeme  ebenfalls  in  fester  Verbindung  stehende 
Ebene  während  der  Drehung  beschreibt  Um  das  Ergebniss  einer  solchen  Drehung  leicht  be- 
urtheilen  zu  können,  führen  wir  neben  dem  ursprünglichen  Systeme,  dessen  Axen  AX,  AX', 
AX''  sind,  noch  ein  neues  aus  den  Axen  AY,  AY\  AY'^  gebildetes  ein,  das  wir  wie  folgt 
anordnen«  Die  beiden  Axen  AY  und  AY'  vom  neuen  System  sollen  bezüglich  mit  den  zwei 
Axen  AX  und  AX'  vom  ursprünglichen  System  zusammenfallen,  und  die  dritte  Axe  AY''  des 
neuen  Systems  soll  die  beliebig  eingeführte  Richtung  AZ  werden.  Bei  dieser  Beschaffenheit 
des  neuen  Systems  befindet  sich  dasselbe  während  der  Drehung  des  ursprünglichen  Systems 
um  die  mit  ihm  fest  vereinigte  Richtung  AZ  in  dem  Falle  IQ  der  vorigen  Nummer,  weshalb 
die  dort  erhaltenen  in  (128.  a.  bis  c.}  aufgestellten  Relationen  auf  es  ihre  volle  Anwendung 
finden,  wenn  man  in  ihnen  an  die  Stelle  der  dortigen  auf  das  ursprüngliche  System  sich  be- 
ziehenden Grössen  hier  die  analogen  auf  das  neue  System  sich  beziehenden  setzt;  bezeichnen 
wir  daher  diese  in  der  Weise,  dass  wir  ihnen  hier  die  Grundzeichen  Wj,  y,  v  beilegen,  wo 
dort  die  W ,  x ,  u  standen  ,  diesen  Grundzeichen  hier  wie  dort  die  gleichen  Abzeichen 
lassend,  und  durch  k  vorstellend,  was  aus  h  wird,  wenn  W»,  WJ,  WI'  und  SB,,  3331,  281'  an 
die  Stolle  von  W,  W',  W"  und  SB,  SB',  SB"  treten,  wobei  SB.,  2B;,  SB;'  im  neuen  System 
wie  SB ,  SB' ,  SB"  im  alten  sich  auf  die  zu  den  Grundaxen  gehörigen  Polaraxen  beziehen ,  so 
liefern  jene  Gleichungen  für  unser  jetziges  neues  System  unmittelbar  die  folgenden  Relationen. 

Die  (128.  a.)  geben: 

v;  =  v;'cos  W;'+  (v'—  v"oos  W;')  cos  X  —  k  y  sin  A  , 

1 

y,  =  y  cos  i  +  j-  (v' —  v"cos  WJ')  sin  X 

(a«) (     und 

V,  =  vi'  cos  W;  +  Cv  —  v"cos  WO  cos  Z  +  k  y'sin  X  , 

1 

yj=:y'  cosi —  r(y — v"cos  WJ)  sin  A,  ; 

die  (128.  b.)  liefert: 
(bO  v;'=v" 

und  die  (128.  c.)  wird  hier: 

(•.)  y;'i=  v;'+  (y"— v")  cos  X  +  J  (v  cos  W;'—  v'cos  W;)  sin  X  . 

Bedienen  wir  uns  fllr  die  Projectionszahlen,  welche  die  Axen  des  neuen  Systems  an  den 
Axen  des  ursprünglichen  Systems  oder  diese  an  jenen  geben,  wieder  der  in  Nr.  23.  eingeführten 
Zeichen,  so  ist  hier,  wo  die  Axen  AY  und  AY'  vom  neuen  System  in  denen  AX  und  AX' 
vom  ursprün((lichen  liegen: 
itmm  m.\  lA=i,    A'  =  0  ,    A"=:0    und    B=i,    B'  =  0  ,    B''=0  , 

*     ^    ' JA.=o ,  a;=i  ,  a;'=o  und  B.=o ,  b;=i  ,  b;'=0; 

bezeichnen  wir  ferner  die  scJiiefen  und  senkrecSten  Projectionszahlen,  welche  die  Richtung  A  Z 
an  den  Axon  AX,  AX',  AX"  giebt,  jener  Bezeichnungsweise  entsprechend,  weil  die  Richtung  AZ 
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«nd  die  Axe'AY''  hier  in  einander  liegen,  doreh  A,,  A^,  A^'  und  C,,  C^,  C^',  und  suchen 
wir  die  diesen  Wertfaen  entspredienden  Grössen  B« ,  B« ,  BV  den  vordem  CHeichnngen  (81.  a.} 
gemäss  auf,  so  giebt  uns  deren  letzte  Gruppe  —  wenn  wir  nach  Anleitung  der  Gleichungen 

(84.  c.}  [Ajrr+T-  setzen,  und  nur  das  obere  Vorzeichen  beibehalten,  was  stets  erlaubt  ist, 

da  diess  nach  den  Erörterungen  der  Nr.  41.  nichts  weiter  verlangt,  als  dass  die  Richtung  AZ 
mit  der  A  X''  auf  einerlei  Seite  von  X  A  X'  liege,  und  die  Resultate  der  Drehung  völlig  die  glei-^ 
chen  bleiben,  trenn  man  audi  die  Richtung  A  Z  mit  der  vertauscht,  die  mit  dieser  in  einer  und 
derselben  Geraden  liegt,  aber  ihr  entgegengesetzt  ist  —  für  diese  Grössen  die  nachstehenden 
Resultate : 

8,= —  r A»  ,    Bi=f —  gAi  ,    ^«'^^t  •  («••  fc.) 

Setzt  man  diese  unsern  beiden  Systemen  zukommenden  besondem  Werthe  an  die  Stelle  der 
ProjeetionszaMen,  deren  Grundzeichen  A  und  B  ist,  in  die  Gleichungen  (65.  a.)  und  (66.  a.}, 
welche  die  Relationen  zwischen  den  zu  einem  und  demselben  Punct  gehörigen  Coordinatcn  in 
zwei  allgemein  auf  einander  bezogenen  Systemen  aussprechen,  so  geben  diese  in  Bezug  auf 
die  zwei  hier  ins  Auge  gefassten  besondem: 

v==u  ,  v'=:u',  v"=a.u+a;u'+a;v' , 

_         h       ,,       ,_  ,     h    ,   „       ,,_  h    ,    ^  '  t****  ••^ 

y  —  X  —  rA»x,    y  —  x      rA^x,    y  — 1*^> 

in  welchen  die  Coordinaten  sich  auf  einen  und  denselben  beliebigen  Punct  0  im  ur^rOn^^chen 
und  im  neuen  Systeme  vor  eingetretener  Drehung  um  die  Richtung  AZ  beziehen.  Da  9ber 
diese  beiden  Systeme  während  der  Drehung  stets  die  gleiche  relative  Stellung  zu  einander  be- 
halten, so  finden  die  gleichen  Relationen  auch  noch  bei  diesen  zwei  Systemen  in  der  Lage  statt, 
die  sie  nach  vollendeter  Drehung  um  die  Richtung  AZ  einnehmen;  bezeichnet  man  daher  die 
Coordinaten  desselben  Punctes  0  an  den  zwei  in  dieser  letztem  Lage  befindlichen  Systemen 
gerade  so,  wie  die  zur  ersten  Lage  gehörigen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  ihren 
Gmndzeichen  den  Index  1  anhängt,  so  ist  eben  so: 

v.=u, ,  v;=u;,  vr=A,u.+A;u;+A;'ur,      .  . 
^^  _       h     .     ,     ,    h  _h  .    • :••  t"*-*-) 

Yi  =^  Xi  —  j-  Aj  X|  ,    Yi  ^  Xi  —  jT  Ai  X|  ,    Yi  ^z  j-  Xi .  / 

Durdi  die  hier  in  den  Gleichungen  (129.  a.  bis  d.}  aufgestellten  Relationen  nun  nehmen  die 
vorhin  gegebenen  (a}  bis  (c)  die  folgende  Gestalt  an: 

u;— (A,ü,-f- A;u;+ A;'u;')cosWr=[u'—  (A,u+ A;u'+A;'u">osW,"]cosX— (kx— hA,x")sinX ,  \ 
k X,  —  h A, xr=  (k X  —  h A, x") cos X  +  [u—  (A, u + Ai u'+  A;'u'0 cos Wj'] sin i  ,  / 

und  \  (IS«.  •.) 

u,— (A,u,+A;u;+A"u;'3cosW;=[u— CA.u+A;u'+A;'u">osW;]cosX+(kx'— hÄU'OsinXj 
k  x;  —  h  A;  x:'=  O  x'—  h  A;  x">  cos  i  —  [u  —  (A,  u  +  A;  u'+  A;'u")  cos  W:i  sin  X  ; 

A,u,  +  A;u;  +  A;'u;^A,u-hA;u'+A;'u";  (IM.  M 

hxT— k(M»+  A;*' + AJ'u:') =[h x"— k CA,u + A;ii'+  A;'u")}co9A + (u cosW;'— tfcosW;) sinX .  (is«.  •.) 
L  16 
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71}  Um  die  in  der  vorigen  Nummer  mitgetheilten  allgemeiiien  Gletcbimgen  (130.  a.  bis  c.} 
in  eine  für  deren  Anwendung  bequemere  Form  zu  bringen,  haben  wir  den  Einfluss  zu  beach- 
ten, den  die  Besonderheit  der  zwei  ihnen  unterliegenden  Systeme  auf  sie  hat.  Zuvörderst  ma* 
chen  wir  darauf  aufmerksam,  dass 

(ä,)  cosW;  =  C,  ,    cosW;'=C;    und    W.=W 

ist,  weil  unserer  Bezeichnung  gemäss  d  und  C«  <he  senkrechten  Projectionszahlen  vorsteUen, 
welche  die  Richtung  AZ  an  den  Axen  AX  und  AX'  giebt,  und  diese  nichts  anders  sind,  als 
die  Kosinuse  der  Winkel  XAZ  und  X'AZ  oder,  weil  AZ  und  A  V  in  einander  liegen,  der 
Winkel  XAY"  und  X'AY",  welche,  weil  AY  und  AY'  bezüglich  in  AX  und  AX'  liegen,  keine 
andern  als  die  YAY"  und  Y'AY"  oder  Wi  und  Wr  sind.  Hierauf  bemerken  wir,  dass  den  Glei- 
chungen (9.  a.  und  b.)  zur  Folge  SIi  C, -|- 2li  CJ  +  81«' Ci'  der  Kosinus  des  Winkels  ist,  den  die 
mv  Grundaxe  AX''  gehörige  Polaraxe  A3c'  im  urspriUiglichen  Systeme  mit  der  Richtung  AZ 
bildet;  weil  aber  die  zu  AX"  gehörige  Polaraxe  AX"  im  ursprünglichen  System  und  die  zp 
AY"  gehörige  Polaraise  A3)"  im  neuen  System  in  einander  fallen,  da  die  Coordinatenebene 
X A X'  von  jenem  in  der  Coordinatenebene  YAY'  von  diesem  liegt,  und  beide  Systeme  bei  der 
ihnen  hier  gewordenen  Verschmelzung  eine  ähnliche  Axenstellung  haben,  so  ist  der  Winkel 
3E"AZ  dem  2)"AZ  oder,  weil  AY"  in  AZ  liegt,  dem  g)"AY"  gleich,  dessen  Kosinus  nichts 
Anders  ist,  als  die  Grösse  in  Bezug  auf  das  neue  System,  welche  im  alten  Systeme  das  Zei- 
chen ^'  hat,  und  die  wir  beim  neuen  durch  2)a'  bezeichnen  wollen,  womach  also 

8i,c,+a;c;+8i;'c;'=2)^ 

ist.  Die  dritte  Gleichung  (47.  e.}  aber  zeigt,  wenn  man  sie  auf  die  AZ  bi  Anwendung  bringt, 
dass 

«,Ca+?i;c;+a;'c;'=«;'A'; 

ist,  und  diese  ^bt  in  Verbindung  mit  der  vorigen: 

Ei-wägt  man  nun,  dass  den  Gleichungen  (41)  zur  Folge  6i'=    .  ^  ist,  und  dass,  da  2)i'  in 

slU  TT 

Bezug  auf  das  neue  System  dieselbe  Grösse  wie  (S^  in  Bezug  auf  daB  ursprüngliche  vorstellt, 

k  k 

!£)i'=   ,  ^   oder,  nach  Aussage  der  letzten  Gleichung  (a),  !!)"=    .   ^  ist,  so  verwandelt  sich 

die  eben  gefundene  Gleichung  (£'/A"=2)"  in: 

« 

(b.)  hA;=k. 

Fügt  man  zu  den  bisherigen  Bemerkungen  noch  die  Betrachtung,  dass  in  Gemässheit  der  Glei- 

.chung  (13) 
(e.)  A,u  +  A;u'+A"u"rrrcos^ 

ist,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punctes  0 ,  dem  die  senkrechten  Coordinaten  u ,  u',  u"  im  ur- 
sprünglichen Coordinatensysteme  angehören,  von  dessen  Spitze,  und  6  den  Winkel  vorstellen, 
den  die  Richtungen  AO  und  AZ  einschliesseh,  so  nehmen  die  Gleichungen  (130.  a.  bis  c), 
wenn  man  in  sie  für  cos  W,' ,  .cos  Wr,  k'  und  Aj'u  -f-  Ai  u'+  A"u"  ihre  hier  in  (a),  (b),  (c)  mit- 
getheiKen  Werthe  einsetzt,  eine  migleich  übersichtlichere  Gestalt  an.    Van  findet  niindiph:     . . 
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X|  =  A,rcostf +  C^  — Aj r cos ^]) cos X  +  cC'^'CJ' — u"CJ)sinX  , 
x;=A;rcostf  +  (;x'  — A;rcostf)cosA  + J(u"C,— u  C;')sin;L  , 

x;  =  A';rcos»  +  Cx"— A;'rcostf)cosi  +  Jcu  C;— u'COsini  ,  \ (ist«  ••) 

und 

n,=:Carcostf+(u  —  C,  r  cos  tf)  cos  i  +  h  (x' A;'— x''A;  )  sin  A  , 
u;  =  C;rcostf  +  Cu'  — C;rcosOeosX  +  h(;x"A,— X  A^sini  , 
ur=C;'rcos^  +  Cu'  — C;'rcosOcosl  +  h(;x  A',— x'AOsini  ; 

wobei  wir  noch  bemerken  wollen,  dass  sich  die  letzte  dieser  Gleichungen  aus  der  (130.  b.}, 
welche  mit  Rücksicht  auf  die  hier  in  Qc)  stehende  Relation 

A,u,H-A;u;  +  A;V=rcostf 
wird,  ergiebt,  wenn  man  in  diese  fär  u,  und  ui  ihre  W^the  aus  den  beiden  vorletzten  Glei«- 
chnngen  (131.  a.)  einsetzt,  und  dabei  beachtet,  dass  AsCa-^A^C^-f^-^'^»— '  ^^    ^^  ^**^ 
den  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man 

X,— x=^x,  xl  — x'izi^x',  xi'— x"=^x"  und  u,— u  =  z^u,  VL[  —  u'=Jn\  ui'— u"=z/u"  (tst.  *.) 

schreibt,  wo  dann  ^x,  ,^x',  ^x"  und  ^u,  Jn\  ^n"  die  aus  der  Drehung  des  Systenm 
entsprungenen  Coordinatenänderungen  anzeigen,  auch  noch  die  andere  Form  gd»ea: 

^x=(;Aarcos^  — x)(l  — cosl)  +  g(u'C;'— u"C;)sinX  , 
^x'=CA;rcosÖ  — x')Cl  — cosi)  + JCö"C,  — u  COsinX  , 

^x"=CA;'rcostf  — x'OC*  — cosJL^  +  jC^C;— u'COsinX    \  .., (ist.«.) 

ond 

Ju  =CCar  cosö  — u  )(!  — cosX^  +  hCx'A;'— x"AOsinX  , 
z/u'==C(r,rcostf  — u')C*— cosX3  +  h(x''A,  — xAOsinl  , 
^u"=(C;'rcosö  — u'OCl— cosA)  +  hCx  A;  — x'AOsini  . 

Die  Gleichungen  (131.  a.}  und  (131.  c.}  liefern  die  Coordinaten  eines  Punctes  oder  deren 
Aenderungen,  wie  sie  im  Gefolge  einer  Drehung  des  Systems  von  der  Gri^sse  X  um  eine  be- 
liebige Richtung,  die, an  den  Axen  des  Systems  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen 
A«,  A^,  As  und  C,,  C^,  Ct'  giebt,  sind,  ausgedrückt  in  den  Coordinaten,  die  derselbe  Punct 
sxa  dem  Systeme  vor  der  Drehung  hall  Es  ist  bemerkcnswerth,  dass  diese  Gleichungen  bei  allen 
Systemen  den  gleichen  Bau  besitzen  und  sich  daher  bei  keinem  besondern  Sy/steme,  nicht  einmal 
beim  rechtwinkligen,  zusammenziel^en  lassen.  Giebi  man  in  diesen  Gleichungen  aUen  Coordina» 
tenzeichen,  die  keinen  Index  haben,  den  Index  1,  und  nimmt  man  diesen  Index  von  jenen  weg,  die 
ihn  haben,  zu  gleicher  Zeit  —  A.  für  X  petzend,  so  erhält  man  die  Gleichungen,  welche  die  Coor- 
dinaten oder  dei:en  Aenderungen,  djie  .einem  Puncto  im  Systeme  noch  vor  der  Drehung  ange- 
hören, durch  die  Coordinaten  ausdrtkcken,  welche  demselben  Puncte  im  Systeme  nach  der  Dre- 
hung angehören,  wie  schon  daraus  her^'orgeht,  dass  das  System  aus  seinem  zweitep  Orte  durch 

16» 
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Axen  AX,  AX\  AX"  und  stellt  q  die  Länge  der  zur  senkrechten  Projection  des  Punctes  0 
auf  die  durch  A  X  und  A  X'  hindurch  gelegte  Ebene  gehörigen  Speiche  vor,  während  w  oad 
y/  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Richtung  dieser  Speiche  mit  den  Axen  AX  und  AX^  bil- 
det, und  beachtet  man,  dass  den  Gleichungen  (5i)  zur  Folge  cr=u,  cy=zu'  ist,  so  hat  man 
nach  Anleitung  der  Gleichungen  (120.  b.  und  d.}: 

CiSt«  ••)  p'nrxu  +  xV,     pcoswmu  ,     ßCOSw'=u'. 

Da  aber  im  senkrechten  Systeme,  worauf  sich  diese  Gleichungen  beziehen,  W  und  W  rechte 
Winkel  sind,  was  cos  W'=0  und  cos  W"=0  zur  Folge  hat,  so  zeigen  die  Gleichungen  (15.  a.), 
dass  in  diesem  Systeme 

,(  u  =  x  +  x'cosW,    u'=:xcosW  +  x',    u"=x" 

CtSl«  *•)    <     ist,  woraus  man  sofort  ganz  so  wie  aus  denen  (91.  c.)  die  (91.  e.)  noch  weiter  findet 
'  X  sin*  W  =:  u  —  u'cos  W    und    x'sin'  W = u' —  u  cos  W , 

welche  Gleichungen  schon  in  Nr.  68.  zur  Sprache  gekommen  sind. 

Macht  man  es  sich  zur  Regel,  die  Winkel  w  und  w'  von  AX  und  AX'  aus  immer  nur 
nach  der  Seite  hin  erzeugt  sich  vorzustellen,  nach  welcher  man  von  AX  aus  über  den  Axen- 
winkelXAX'  hinweg  zuAX'  hingelangt,  oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  führt  man  diese 
Winkel  als  negative  Grössen  in  die  Rechnung  ein,  so  wie  man  sie  als  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  hin  erzeugt  aufgefasst  hat,  so  ist  stets  w'=w  —  W.  Durch  diesen  Werth  von  w' 
geht  dann  die  letzte  Gleichung  (132.  a.)  zunächst  in  ßcos(w  —  W3  =  u'  über,  und  giebt,  wenn 
man  coswcosW  +  sinwsinW  an  die  Stelle  von  cos(w  —  W),  und  gleichzeitig  für  cosw  sei- 
nen Werth  aiis  der  vorletzten  Gleichung  (132.  a.}  einsetzt: 

^sinwsinW=u' — ucosW, 
welche  mit  Rücksicht  auf  die  untern  Gleichungen  (132.  b.)  wird: 
(!•••••)  •  esinw=x'sinW, 

so,  dass  man  anstatt  der  Gleichungen  (132.  a.}  jetzt  die  setzen  kann: 

^           -  ^                                       9            I  _f  /                    u         .            x'sin  W 
eist.  <•)  p'=xu  +  xu  ,    cosw=  -  ,    smw= , 

welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  x'=u'  alle  vorigen  ersetzen.  Diese  letztem  Glei- 
chungen Zißigen,  wie  sich  die  Länge  und  Richtung  der  zur  Projection  eines  Punctes  0  gehöri- 
gen Speiche  einfach  aus  den  Coordinaten  dieses  Punctes  im  senkrechten  Systeme  herholen  las- 
sen, wobei  man  zu  beachten  hat,  dass,  da  durch  diese  Gleichungen  sowohl  cos  w  als  sin  w  ge- 
funden wird,  die  Vorzeichen  dieser  trigonometrischen  Verhältnisse  hinsichtlich  der  Speichenrich- 
tung auch  nicht  die  geringste  Unbestimmtheit  gestatten,  wenn  der  Winkel  w  stets  als  nach  der 
vorhin  festgesetzten  Seite  hin  erzeugt  aufgefasst  wird,  wie  diese  letztem  Gleichungen  voraus- 
setzen. 

Umgekehrt  kann  man  aus  der  zum  Projectionssystem  gehörigen  Ordinate  x"  eines  Punctes 
0  und  aus  der  Speichenlänge  g  und  dem  Speichenwinkel  w ,  die  der  Projection  dieses  Punctes 
angehören,  die  sämintlichen  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  desselben  Punctes  im  senk- 
rechten Coordinatensysteme  herholen.  Zunächst  hat  man  nämlich  in  Gemässheil  der  letzten  ob^rp 
Gleichung  (132.  b.}  und  der  zwei  letzten  Gleichungen  (132.  d.): 

^  ^  //       //  ,      psinw 

(tSS«  A.)  x  =  u  ,    u  =  pcosw  ,    x=:  ^,   .,.  , 

'  ^  '  smW 


$4  8.  Nr.  75.  CeDtralcoordinftlen.  1S7 

nnd  iit  Folge  dieser  giebl  die  erste  obere  und  die  leiste  untere  von  den  Gleichungien  (132.  b.}: 

psinWCOSW  j         ,  1         mr    I  •  '   \%T 

x=pcosw — T-zzs —    und    u  =  ()cosWcosW  +  osmwsmW, 

^  sinW  ^        ' 

welche  beide  sich  sogleich  auf  die  einfachere  Form  bringen  lassen: 

^  =  —  ^  —  SinW  u  =  ecos(w— W).  (tn.1»0 

75}  In  dem  Projectionssysteme,  welches  in  der  vorigen  Nummer  in  Verknüpfung  mit  dem 
dort  vorausgesetzten  senkrechten  Coordinatensysteme  aufgefasst  worden  ist,  wird  die  Projection 
eines  Punctes  0  als  der  Durchschnitt  P  einer  durch  0  mit  der  Axe  A  X"  parallel  gelegten  Ge- 
raden mit  der  durch  AX  und  AX'  gelegten  Projectionsebene  erhalten;  desswegen  und  weil 
AX"  senkrecht  auf  der  Projectionsebene  steht,  ist  OPA  ein  bei  P  rechtwinkliges  Dreieck,  in 
welchem  OP  die  im  Projectionssystem  zur  Axe  AX"  gehörige  Ordinate  x"  und  AP  die  Spei- 
chenlänge Q  ist,  welche  zur  Projection  P  des  Punctes  0  gehört.  Stellt  also  r  die  Länge  der 
zu  diesem  rechtwinkligem  Dreieck  gehörigen  Hypotenuse  AO  und  x  den  Winkel  vor,  welchen 
die  von  A  nach  0. hinzielende  Richtung  AO  mit  der  Speichenrichtung  A P  bildet^  welcher  Win- 
kel zugleich  der  spitze  Neigungswinkel  zwischen  der  Richtung  AO  und  der  Projectionsebene 
ist,  so  hat  man: 

x"=rsin;^:    und    e  =  rcos/,  (i«4*  ••) 

woraus  sidi  weiter 

r*=e*+Jt''*    und    sin;t=  j- ,    cos;t  =  ^  (tS4.  M 

finden  lässt.  In  diesen  Gleichungen  hat  man  r  und  ^  stets  als  positive  Grössen  aufzufassen, 
weshalb  auch  cos/  immer  positiv,  sonach  x  immer  spitz  ist;  aber  sin;if  ist  positiv  oder  nega- 
tiv zu  nehmen,  je  nachdem  x"  positiv  oder  negativ  ist,  d,.  h.  je  nachdem  der  Punct  .0  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  von  der  Projectionsebene  liegt.  Da  sich  aus  den  Gleichungen 
(IM.  a.}  die  Projectionsgrössen  x''  und  g  in  völlig  bestimmter  Weise  finden  lassen,  wenn  die 
Grössen  r  und  x  gegeben  sind,  und  da  umgekehrt  diese  mittelst  der  Gleichungen  (134.  b.}  sich 
in  vöUig  bestimmter  Weise  finden  lassen,  wenn  jene  gegeben  sind,  so  wird  die  Lage  eines 
Punctes  im  Räume  durch  die  drei  Grössen  r ,  x  ^^^  w  eben  so  bestimmt  festgestellt,  wie  durch 
die  drei  x'\  q  und  w .  Wird  die  Lage  von  Punoten  im  Räume  dadurch  festestem,  dass  für 
j^dea  die  auf  ihn  sich  beziehenden  drei  Grössen  r ,  / ,  w  angegeben  werden ,  nämlich :  seine 
Entfernung  r  von  einem  fest  im  Räume  angenommenen  Puncte  A ,  welche  Entfernung  der  sunt 
Puncto  A  gehörige  Strahl  oder  Radius  vector  heisst;  der  spitze  Winkd  X9  den  die  von  A 
nach  ihm  hinzielende  Richtung  mit  einer  durch  A  hindurch  gehenden  unveränderlich  angeno»-' 
menen  £|)ene,  die  die  Gleicherebene  heisst,  bildet,  welcher  Winkel  als  positive  oder  nega^ 
tive  Grösse  anzusehen  ist,  je  nachdem  der  Punct  auf  der  einen  (positiven}  oder  auf  der  an- 
dern (negativen)  Seite  von  dieser  Ebene  liegt;  endlich  der  Winkel  w,  den  die  Ebene  des 
Winkels  x^  wddie  die  Meridianebene  oder  der  Meridian  des  Punctes  heisst,  auf  den  sie 
sich  bezieht,  mit  einer  andern  durch  A  hindurch  gelegten  und  senkrecht  auf  der  Gleicherebene 
stehenden  unveränderlichen  Ebene  bildet,  die  man  den  ersten  Meridian  zu  nennen  pflegt,  wel- 
cher Flächenwinkei  mit  dem  Winkel  der  Durchschnittslinien  der  Gleicherebene  mit  dem  Meridian 
des  Punctes  und  dem  ersten  Meridian  übereinkommt,  so  wird  der  spitze  positive  oder  negative 
Winkel  ;p,  den  die  Riditung  AO  mit  der  61eicherd>aie  madit,  die  positive  oder  negative  Breite 
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des  Punctes  0 ,  so  wie  der  Wudcel  w ,  den  der  su  0  gehörige  Meridian  mit  dem  ersten  Me- 
ridian macht,  die  Länge  des  Punctes  0  genannt  Die  zu  einem  Puncte  gehörigen  Grössen  r, 
Xi  w  heissen  auch  hier  wieder  dessen  Coordinaten,  doch  werden  wir  die  jetzigen  zum  Unter- 
schiede von  den  früheren  Centralcoordinaten  nennen,  während  jene  zum  Unterschied  von 
diesen  die  Parallelcoordinaten  heissen  mögen.  Der  Punct  A  wird  hier  wie  dort  die  Coordina- 
tenspitze  genannt  Den  Durchschnitt  des  ersten  Meridians  mit  der  Gleicherebene  werden  wir 
noch  die  Grundrichtung  dieser  Ebene  nennen. 

So  wie  die  Gleichungen  (134.  a,  und  b.}  zur  Udl>ertragung  der  Projectionsgrössen  in  Cen^ 
tralcoordinaten  oder  dieser  in  jene  dienen,  so  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  angeben,  wo- 
durch sich  die  gewöhnlichen  oder  Parallelcoordinaten  in  Centralcoordinaten  und  umgekehrt  diese 
in  jene  überführen  lassen.  Im  erstem  Falle  dienen  die  Gleichungen  (134.  b.}  in  Verbindung 
mit  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (133.  &}  und  der  letzten  (133.  b.},  nämlich: 


r'  =  e»  +  x"*,    sinji:=j   ,    cos;t  =  £ 

/                ^         •            x'sinW      j  ^  '  .       u' 

(tStt*  iu)  /cosw=:-,    smw=  oder    cos(w  —  W)=  —  , 

wenn  man  sieh  unter  q  eine  durch  die  Gleichung 

ß*=z:xu  +  x'u' 

zu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  vorstellt;  die  im  andern  Falle  erforderiichen  Gleichungen 
ergeben  sich  aus  denen  (133.  a.  und  b.)  in  Verbindung  mit  denen  (134.  a.).    Man  findet  so 

//       //         .  ,      Q  sin  w 

x=u  =  rsm  y  ,    tt=:pcosw  ,    x=:  •• ,  ^„ 

^  ^  '  smW 

sin(w  — W)  ,  ^        „^ 

^— *   .  -fc  JX=:~Q —  >    w     '    »     u=(>cos(w  — W)  , 

(iStt*  h»}   \  ^       smW  ^  ^ 

in  welchen  man  sich  unter  q  die  durch  die  Gleichung 

ß=:rcos;if 

zu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  zu  denken  hat  Die  Gleichungen  (135.  a.}  lehren  die  Gen- 
trakoordiaaten  aus  den  Parallelcoordinaten  zu  finden,  wenn  beide  einerlei  Spitze  haben,  und  die 
durch  die  Axen  AX  und  AX'  gehende  Ebene  zur  Gleicherebene,  so  wie  die  Coordinatenebene 
XAX"  zum  ersten  Meridian  genommen  wird;  die  Gleichungen  (135.  b.}  hingegen  lehren  die 
schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  aus  den  Centralcoordinaten  zu  finden,  wenn  beide  eineriei 
Spitze  haben,  der  Durchschnitt  des  ersten  Meridians  mit  der  Gleicherebene  zur  Axe  AX,  die 
um  den  Winkel  W  der  Richtung,  in  welcher  die  positiven  Längen  gezählt  werden,  weiter  vor- 
wärts liegende  Richtung  zur  Axe  AX',  und  die  auf  diesen  beiden  Axen  senkrechte  in  die  po- 
sitive Seite  der  Gleicherebene  hineinragende  Richtung  zur  Axe  AX''  genommen  wird. 

Liegen  in  einem  besondem  Falle  alle  Puncte,  deren  Stellen  im  Räume  durch  solche  Cen- 
tralcoordinaten festgestellt  werden  soUen,  in  der  Gleicherebene  selbst,  so  ist  fUr  alle  diese 

Puncte 

(!•••  ••)  sin  /  =:  0    und    cos  jif  ==:  1 ,                                                   « 

was  zur  Folge  hat 

(IS«.  M  x"=u"=0    und    t=q; 

es  verschwindet  daher  in  diesem  Falle  der  Breitenwinkel  x  ^^  ^^  Coordinate  x"  cA^r  tt" 
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gleich,  und  die  Speichealfinge  wird  21m  RadinsvecCor;  sieht  naa  dann  von  der  verselnronde«* 
nen  Breite  und  CooFdiaate  gänzlich  ab,  so  verwandeln  sich  die  Gleicfaimgea  (135.  a.}  m: 

r=:xu  +  xu,    coswrz:-    und    sinwuz  (!•••••) 

nnd  die  Gleichungen  (135.  b.}  werden: 

r        w^  sin  (w  —  YT)         ,        sin  w 

u  =  rcosw  ,    u=rcos(w  — W)  ,    x=:  — r      ^^^    ^  ,    x^=:r^^  .  (IM.  «•) 

Da  dieser  Fall  mit  dem  oben  in  Nr.  58.  betrachteten  übereinkommt,  wo  wir  das  dort  ihm  an- 
bequemte Coordinatensystem  ein  ebenes  genannt  haben,  so  werden  wir  auch  das  Centralcoor- 
dinatensy Stern ,  für  welches  die  Fonuebi  (136.  c.  und.  d.)  allgemeine  Gültigkeit  behalten,  ein 
ebenes  nennen. 

76}  Gehören  die  Parallelcoordinaten,  welche  mit  Centralcoordinaten  verglichen  werden  sol- 
len, keinem  senkrechten  Systeme  an,  und  soll  die  durch  die  Axen  A  X  und  A  X'  gelegte  Ebene 
dieses  Systems  die  Gleicherebene  der  Centralcoordinaten  werden,  so  wie  AX  der  Durchschnitt 
des  ersten  Meridians  mit  dieser  Gleicher  ebene,  so  hat  man  nur  neben  dem  ursprünglichen  Sy- 
steme, dessen  Axen  AX,  AX',  AX''  sind,  ein  neues  sich  zu  denken,  dessen  Axen  wir  durch 
A  Y ,  A  Y',  A  Y"  bezeichnen  und  so  anordnen  wollen ,  dass  die  zwei  Axen  A  Y  und  A  Y'  vom 
neuen  System  mit  den  beiden  AX  und  AX'  des  ursprünglichen  Systems  zusammen  fallen,  die 
AY"  aber  die  zur  Grundaxe  AX"  gehörige  Polaraxe  A£"  wird.  So  angeordnet  ist  das  neue 
System  ein  senkrechtes,  auf  welches  alle  Foimebi  der  vorigen  Nummer  volle  Anwendbarkeit 
behalten;  bezeichnet  man  daher  die  Coordinaten  eines,  beliebigen  Punctes  0  an  den  Axen  AY, 
A  Y',  A  Y"  analog  denen  des  gleichen  Punctes  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X",  nur  an  die  Stelle 
der  Grundzeichen  x  und  u  die  y  und  v  seteend  und  das  Grundzeichen  Tür  den  Axenwinkel  W 
mit  dem  W,  vertauschend,  so  hat  man  den  Gleichungen  (136.  a.)  gemäss: 

^  =  Q"  +  Y'\    sin;r=:L,    cos;r=  p    ^^^ 

V                     VsinW,      j             ^        ---^       V     (  ^    ^ 

cos w=:  -  ,    8mw=  •= oder    cos(w  — Wij=  —  »  )  (••) 

in  welchen  q  eine  durch  die  Gleichung 

e*=yv+y'v' 

zu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  ist     Eben  so   hat  man  den  Gleidioiigen  (13SL  b.}  zur 

Folge : 

y"=v"=rsin;^  ,    v=pcosw  ,    v'=ßcos(w  —  W,), 

sinfw  —  WO         ,       sihw 

y=-g    «»!#.     '  ^=^rtirw.'         } (M 

in  wekhem  q  die  durch  dio  Gleicimng 

Q=ZTC08X 

zu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  vorstellt 

Um  4le  in  den  Gleichungen  (a}  und  (b}  vorkommenden  auf  daa  nene  System  aich  bezie- 
henden Coordinaten  in  solche  überzutragen,  die  dem  gleichen  Punde  im  ursprünglichen  Syümo 
angehören,  hat  man  Mos  zu  beachten,  daiM  <Re  beiden  hier  betrachteten  Systeme  genau  in  der- 
selben Beziehung  zu  einander  stehen,  wie.  die  in  Nc  6i.  zur  Spfadne  griionn^n«!,  und  dass 
demnach  die  Gleichungen  (116.  a.  bis  c.)  auch  hier  wieder  voOe  Anwendung  fiBdei^  wetm  man 
L  17 
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Mm  «He  Beteidiniiiigen  in  dem  dort  festgesteDtai  Simne  mmaiL  Seüai  mao  aber  in  die  tot- 
sldiendea  Gleichunfeii  Ar  v,  v',  v"  und  y,  7',  7''  flire  in  dai  Gleichimgen  (117.  a.}  aosge« 
sprochenen  Werthe,  so  gdien  die  Gleichungen  (a),  wenn  man  beachtet,  dass  hier  W,=W  ist, 
Ober  in: 

r 


)  a  fx'— a;6;'x")8mW 


wihrend  g  eine  durch  die  Glei<AuBg 

p^rzrxu+x'u'— (s;v'(a,u+a;üO 

lu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  ist;  und  eben  so  werden  die  Gleichungen  (V): 

(KV=rsin7  ,    u=:^eosw  ,    u=pcos(w  —  W)    und 
ar  IT'-"  -.^0"^ — ^"0         »     m' it'^  "        sinw 

1*.) ^«-g.6;z=-g    ^^^  \  x-a.€.x=f^r^. 

wihrend  p  durch  die  deH^ong 

p=rcosjf 

besÜHunt  wird.  Weil  aber  der  dritten  Gleichang  (4&a.)  xor  Folge  <l&'z"=9,a  +  «;a'+l^a'' 
ist,  und  nu  himus  findet: 

indoB  <Sr«r=l  ist,  so  wird 

f *= X  u + x'a'+ x'^— erv^, 

«id  da  aberdiess  den  Caekhn^en  (41)  and  (451,  a.)  geoiss : 

ga  frt     sinW^cosSB         ..    91»  tt»*^—  sin  WeoB  iv 
sinW  sinW 

ist,  so  nehaen  die  Gleichni^en  (c)  die  folgende  Gestalt  an: 

r*=x«+xV+x'*u'*,    sin/=^^,    cos r=  t    und 

r  r 

-^^      ^  . •        .  xsmW  — x'sinW'cosfB"     ^  ^       ^.^      *" 

CM«*«*) /cosw=  -  ,    suiw= oder  cosfw— W)=-, 

wihrend  p  eine  dnrcfc  die  Oeiehnnf 

«*=r»  — «Tx*^ 
ide  positive  HiUsgrwsse  vorstellt;  die  ffleichnngen  (d)  aber  werden: 
/  6;'x"=rsinjr  ,    n=pcosw  ,    n'=peos(w— W)    ud 

CM«*»*)  .,)**■*'  — »''«■^"«•*®'=—ea«(w  —  W)  ,    x'sm1K—x"ämWt»s9r=^nmw, 

wobei 

^=rcos;t 
iü    l'B  die  noch  fehlende  Qrdcse  •"  a  eihatten,  darf  bm  anr  erwägen,  dna  der  bitten 
Clrithnag  (4S.  a.)  am  F«^ 

«:••*=  «Tx-—  («,  ■ + a;  «0 

im.  «ad  dieae  rifirhn%  gehl  all  ZnxUni^  der  vorstehenden  fiir  Cx",  a  nai  ■' 
Wcrthe  Iher  ■: 
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a?u"=f8iii;t-p[tUcosw+«;co«(y  — W)] 


Q        r   ._,^//  «^  .       .«,,«,*,,       ^  .„^^     > CfW[-  «^ 


oder 

u"=  (f;'r  sin  x  —  ^  [sin  W'cos  SB'cos  w + sin  W'cos  SB"cos  (w— W)] , 

wie  die  Gleichungen  (41}  und  (45.  a.)  sogleich  an  die  Hand  geben. 

77}  Gehören  wieder,  wie  in  der  vorigen  Nununer,  die  Parallelcoordinaten,  welche  mit 
Centralcoordinaten  verglichen  werden  sollen,  keinem  senkrechten  Systener  an,  soll  aber  die  durch 
die  Polaraxen  A  de  und  A  X'  gelegte  Ebene  zur  Gleicherebene  genommen  werden  und  die  Rieh* 
tung  A3E  zum  Durchschnitt  des  ersten  Meridians  mit  ihr,  so  ist  offenbar  diese  Aufgabe  eins 
mit  der  in  voriger  Nummer  behandeltei,  so  wie  man  sich  das  bisherige  Polarsystem  als  Grund- 
system vorstellt,  zu  welchem  dann  das  frühere  Gmndsystem  als  Polarsystem  gekört  Giebt  man 
daher  den  Coordinaten  eines  Punctes  in  Polarsystem  dieselben  Zeichen  wie  denen  im  Grand* 
System,  nur  dass  man  sie,  der  in  Nr.  35.  eingeführten  Bezeichnungsweise  entsprechend,  mll 
Klammem  umgiebt,  so  ergeben  sich  di^  unserer  jetzigen  Aufgabe  zukommenden  Formeln  aus 
denen  der  vorigen  Nummer,  wenn  man  alle  Coordinatenzeichen  mit  Klammern  umgiebt  und 
zugleich  die  Grandzeichen  W  und  9B  wediselseitig  mit  einander  vertauscht,  überhaupt  alle  Be* 
Ziehungen  zum  Grundsysteme  in  die  analogen  zum  Polarsysteme,  so  wie  diese  in  jene  umkehrt 
Durch  diese  Umkehrang  erieidet  der  Werth  von  (SÜ  keine  Aenderai^ ;  daher  geben  die  Glei^ 
chungen  (i37.  a}  im  gegenwärtigen  Falle: 

r'=(x)(u)  +  (^){u')  +  (x"){u"),    sin;r=^^,    cos;|r=?    und 

cos w=:  —  ,    sm w=  i— ^ ^ — oder    cos (w  —  SEBj  =  '— ^  »    )  •  • .  %  iß.} 

wobei  Q  eine  durch  die  Gleichung 

^•irrr'  — «n*'? 
zu  bestimmende  positive  Hilfsgrösse  bedeuttt    Eben  so  geben  die  Gleichungen  (iS7.  b.}: 

S;' (x")  =  r sin jt  ,    (u)  =  pcojw  ,    (u')  =  ecos(w  — ffi}    und 

(x)  sin  SB  —  (X")  sin  ©"cos  W'=  —  q  sin  (w  ~  2B} ,  (x')  sinSB  —  (x")  sin  SB'cos  W  =  q  sinw ,{ 

in  welchen  man 

p=rcos/ 

zu  setzen  hat,  und  die  untere  Gleichung  (137.  a}  verwandelt  sich  in: 

(u")=6;'rsin;f r^  [sinSB"cos W'cos  w  +  sinaB'cosW"cos(w  — SB}] .  («.) 

Setzt  man  nun  anstatt  der  auf  dis  Polarsystem  sich  beziehenden  Coordinaten  wieder  die  atf 
das  Grandsystem  sich  beziehendei  ein,  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (57.  a.  und  b.},  so  gel- 
ben die  (a}  über  in: 

r» = X  u .+  x'u+  x"u",    sin  /  =  ~  ,    cos  /  =  ?•  nnd 

cosw= —     cos fw  —  SB")  = -= — ,  )  CMS*  •>! 

9  9  ' 


\m.  wdcken  ^  eine  durch  die  Gleidiangr 


f»=::r*— »"* 


bestiinmeade  positive  HiMigrdfte  ist;  die  (b)  aber  Mhmein  die  folfeii4e  CSeatadl  «n: 
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o"=rsiii;r  ,    <Kx=^cosw  ,    Cx=poos(w — SB)    od 

^^  ,u  — u"gosW'=  — psinWsmCw  — SB)  ,     i  — u''cosW"=psiiiW^«niw, 

wobei 

^=rcosx 

ist,  und  die  (c)  verwandeit  ädk  in: 
^j  ir=T»z-  ^[cal^W'cosw+cotgW"c«s(w-SB)], 

in  wdcher  ^  die  so  d>en  angeiulirte  Bedeutung  hat 

78)  Die  eigentücke  Asigabe  der  Centralcoordittaten  bestdit  darin,  dass  sie  die  Lage  d« 
Pimete  dvch  deren  Entferanngen  von  einen  im  Rauoie  fest  angeBonmeneo  Pnnde  A  xn  be* 
rfMiMPn  baben,  wozn  nd>en  diesen  EntfenHingen  nocb  die  vöUjg  bestinunte  Angabe  der  von 
dem  festen  Pnnct  A  nacb  den  ülmgen  Pnncten  hinlanfeiden  Richtungen  erforderlich  ist  Diesen 
letztem  Zweck  errekben  die  bis  jetxt  betrachteten  Gentrafcoordinaien  dadurch,  dass  sie  eine  durch 
den  Pnnct  A  hindurch  gehende  feste  Ebene  (die  Glacherebene)  zu  Grund  leg«i  md  an  ihr 
eine  von  dem  Puncto  A  auslaufende  unveranderlicbe  Aicfatmg  (die  Grundrichtung),  wekhe  wk 
durch  AG  anzeigen  woDen.  Legt  man  nämlich  dnnh  die  von  A  nmh  irgend  einem  Puncto  0 
ÜBieknde  Richtung  AO  eine  Ebene,  welche  seidorcht  auf  der  Giddierebcne  steht  und  diese 
in  AP  schneidet,  so  wird  die  Riditung  AO  olfenlar  durch  die  Richtung  AP  und  den  Winkel 
PAO  oder  x  ^oKg  bestimmt,  wem  man  die  zwo  Seäen  der  Gleicherebene  von  einander  un- 
ters<leidet  und  die  der  einen  Seite  zugehörigen  Wakd  x  ^  positive  Grössen,  die  der  andern 
Seite  zugehörigen  Winkel  hingegen  als  negative  Gr3sse  in  die  Rechnung  aufnmmt;  die  Rich- 
tung A  P  aber  wird  voDkomraen  gegeben  durch  dei  Winkel  w ,  welchen  sie  mit  der  Grand- 
richtapg  AG  madit,  wenn  man  die  Ebene  dieses  Winkels  stets  nach  einerlei  Seile  von  der 
Grundrichtung  aus  in  der  Gleidierebene  sich  hin  entrecken  Hsst,  oder  ihn  als  negative  Grosse 
m  die  Rechnung  aufhimmtj  so  wie  man  seine  Ebene  nach  der  enigegengesetztai  Seite  von  der 
Grundrichtung  sich  hin  erstreckend  denkt  Diese  Centralcoordinaten  thon  sonach  im  Grande 
nichts  anders,  als  dass  sie  das  aus  den  drei  Richtaigen  A  G ,  A  P  und  A  0  gebildete  Dreikant, 
(¥Pelches  an  d«*  Eanle  AP  einen  rechten  Flachenrinkel  hat,  und  von  welchen  die  eine  Kante 
A  6  und  die  eine  mit  der  Gleicherebene  znsammenidlende  Seile  ihrer  Lage  nach  unabänderlich 
die  gleichen  bleiben  und  gegeben  sind),  voUkommoi  bestimmen,  indem  sie  die  beiden  den  rech- 
ten Flichenwinkd  einschliessenden  Kantenwinkel  vm  ihm  angeben.  Derselbe  Zweck  lässt  sich 
indessen  d>en  so  gut  auch  dadurch  erreichen,  dass  anstatt  der  hier  gewähllen  zwei  Stücke  des 
angeführten  rechtwinkligen  Dretkants  irgend  zwei  andere  vmi  ihm  angegeben  werden,  wozu 
hiniig  der  Kantenwinkel  OAG  und  der  von  ihm  und  der  fileicherebene  eingesiMossene  Fb- 
dKBwinkel  gewihh  woden,  welcher  Flächenwinkel  stets  nack  der  pO(Siliven  Seile  der  Gleicher* 
diene  hin  sich  erzeugend  gedacht  wird,  wobei  dersdbe  jede  Grösse  von  0  bis  zu  vier  Rech- 
ten hin  annehmen  kann,  wenn  onn  ihn  nicht  lieber  als  positve  oder  n^[ative  Grösse  auffassen 
wO,  je  nachdem  er  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Gleicberebene  hegt,  wo  dann 
dessen  absolute  Grösse  zwei  Rechte  nie  überschreiten  kann.  Da  wo  an  die  Stelle  der  beiden 
Wmkd  X  ■■'  ^  <^^  andere  Winkel  dessdben  Dreikants  eiigefnhrt  werden  und  die  I^age  des 
bdiebigen  Pnnctes  O  dam  anstatt  durdi  r ,  / ,  w  durch  r  und  zwei  neue  Winkd  hesümml 
wird,  nennt  man  dMse  zwei  neuen  Winkd  in  Teihindung  mit  der  Grösse  r  imBer  noch  die 

Ptadcs  O,  mid  dbi  sich  im  redttwnUigcn  DreftMl  jedes  Stick  um 


f.  9.  Mr.  79.  Reduefion  der  ProjeettoBMahlen.  ISt 

Kwei  andern  iuuner  gftnz  einfach  herholen  läMly  so  isl  es  immer  leichA,  ana  den  Formebi,  wddie 
ittr  die  eine  Art  solcher  Centralcoordinaten  anfgefundeii  wor<ten  sind,  die  hemdeiten,  welche 
einer  andern  Art  entsprechen;  daher  ist  es  «mödiig,  hier  diese  neuen  Formen  noch  besondars 
flofEfifbhren, ,  da  sie  in  jedem  vorkommenden  Falle  sogleich  aus  den  oben  mltgetheilten  hei^e- 
toll  werden  können. 

S.  9. 

ledicttOB  derjenigei  ProJectionszaUf n,  welche  ?en  den  Axen  eines  Goordiaatensystems  u  den 
Am  eines  andern  ndt  diesem  verbnndenei  Coordinatensystens  gebildet  werden,  auf  die 

geringste  Anzahl  ginzUch  Yon  einander  nnabhingiger  Grössen. 

79}  Ans  den  Gleieiuuigen  (12}  lässt  sich  entnehmen,  wie  die  senkrechten  Projeetions- 
sahlen  einer  Richtung  an  den  Axen  eines  beliebige  Coordinatensystems  aus  den  schiefen  Pro* 
jectionszaUen  derselben  Richtung  an  den  gleichen  Axen  gefunden  werden  können,  und  die  Qei- 
ohttBgen  (47.  a.)  geben  zu  erkennen,  wie  sich  umgekehrt  diese  aus  jenen  herholen  lassen. 
Wird  daher  an  ein  ursprüngliches  Coordinatensystem,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX'  sind,  ein 
neues  angeknüpft,  dessen  Axen  AY,  AY',  AY"  sein  mögen,  und  lässt  man  in  Bezug  auf  diese 
2wei  Systeme  die  Bezeichnungen  der  Nr.  23.  hier  wieder  unverändert  gelten,  so  kann  man  die 
dortigen  scliiefen  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  A  oder  B  ist,  durch  die  senkrechten 
ausdrücken,  deren  Grundzeichen  C  oder  D  ist,  so  wie  sich  auch  un^ekehrt  diese  letztem  durch 
die  erstem  darstellen  lassen.  Femer  geht  aus  den  Gleichungen  (31}  und  (81.  a.  und  1).}  her- 
vor, dass  man  sowohl  aus  den  senkrechten  wie  aus  den  schiefen  Projectionszahlen,  die  von 
den  Axen  des  einen  Systems  an  den  Axen  des  andern  Systems  gebildet  werden,  die  ableiten 
kann,  welche  von  den  Axen  des  letztem  Systems  an  den  Axen  des  erstem  Systems  geliefert 
werdea  Man  kann  sonach  die  sämmtlichen  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  A,  B,  C, 
J)  sind,  finden,  wenn  man  die  einem  einzigen  dieser  Gmndzeichen  entsprechenden  kennt.  Aus- 
.gerdem  geht  aus  den  in  ($.  3.)  mitgetheilten  Correlationsiormeln  hervor,  dass,  wenn  alle  zwi- 
schen den  Grandaxen  zweier  Doppelsysteme  obwaltenden  Projectionszahlen  bekannt  sind,  man 
aus  diesen  auch  jene  finden  kann,  wek^he  zum  Vorschein  kommen,  wenn  mau  an  die  Stelle  von 
dem  einen  oder  von  dem  andern  Grundsystem  sein  Polarsystem  treten  lässt,  oder  auch  beide 
Grundsysteme  durch  ihre  Polarsysteme  ersetzt.  Es  sind  denmach  die  144  zwischen  den  Axen 
zweier  Doppelsysteme  möglichen  Projectionszahlen  in  9  von  ihnen,  die  einerlei  Gmndzeichen 
haben»  diese  mögen  schiefe  oder  senkrechte  sein,  schon  enthalten;  aber  auch  diese  neun  zu 
einerlei  Grundzeichen  gehörigen  sind  nicht  alle  von  einander  unabhängig.  Sehen  wir  näiinlich 
die  Axenwinkel  in  den  beiden  Grundsystetnen  als  gegebene  Grössen  an,  so  finden  zwischen  den 
drei  Axenwinkeln  des  einen  Systems  und  den  ProjectionsssaUen  ^  welche  ihre  Schenkel  am  an- 
dern System  Uefem,  die  drei  Gleichungen  statt,  welche  denen  (30}  nachgebUdet  sind,  und  die 
eben  so  viele  Relationen  zwischen  jenen  Projectionszahlen  ausmachen;  da  zudem  zwischen  den 
drei  Projectionszahlen,  welche  jeder  Axe  des  einen  Systems  am  andern  System  zukommen,  die 
Richlungsgleichttng  (11}  statt  bat,  welche  drei  neue  Relationen  zwischen  den  als  primitive  an- 
gesehenen neun  Projectionszahlen  liefert,  wonach  also  diese  neun  Projectionszahlen  durch  6 
.Gleichungen  von  einander  abUiogig  gemacht  werden:  so  überzeugt  nian  sich,  dass  die  neun 
ili  primitive  angesehenen  ProjecionszaUen  auf  blos  drei  wülktthrUch  zu  wählende  Grössen  zu- 


JS4  ABalytisohe  GeömeMe.  Absck.  L 

fttckgeRlkii  werden  kcMinett.  Diese  Red«<^B  der  simuillidieii  ProjediowiaUeii  atf  Uos  drei 
von  vom  herein  nach  WiUktthr  amunehmende  Grössen  nnn  macht  den  Gegenstand  der  in  die- 
sem Paragraphen  vorkommenden  Untersachung  aus. 

80)  Die  in  der  vorigen  Nmnmer  bes|Mt>Ghene  Zurückfühnmg  der  sammtUchen  Projedions- 
saUen  auf  drei  völlig  willkührliche  Grössen  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  gesdudien.  Wir 
betrachten  luvörderst  die,  wo  man  sich  die  Coordinatenebenen  XAX'  und  YAY'  der  beiden 
Systeme  nöthigenfalls  verlängert  denkt,  bis  sie  sich  schneiden  und  die  Lage  aller  Axen  an  diese 
beiden  Ebenen  und  ihre  Durchschnittslinie  anknüpft  Hierbei  hängt  die  Deutlichkeit  der  Vor- 
stellungen ganz  allein  von  der  Bestiinrnfteit  ab,  womit  die  gegenseitige  SteBung  von  Richtungm 
und  Ebenen  unter  einander  aufgefasst  wird,  weshaft  wir  zuvor  die  hieibei  zu  beracfcsiditigen- 
den  Umstände  näher  ins  Auge  fassen  wollen. 

1}  Wir  haben  schon  in  Nr.  li.  gesehen,  dass  die  Stellung  einer  beweg^idien  von  einem 
gegebenen  Puncto  auslaufenden  und  in  einer  bestimmten  Ebene  Kegenden  Riditung  gegen  eine 
andere  von  denselben  Puncte  auslanfende  und  in  derselben  Ebene  Segende  dun^  den  Winkel, 
den  diese  beidoi'Riditnngen  einscUiessen,  nidit  völlig  bestimmt  wird,  wenn  man  nicht  za^MA 
auch  noch  die  Seite  kennt,  nach  wdcher  hin  die  H^ene  dieses  Winkds  von  der  einen  Mchfemg 
aus  sich  erstreckt  SteOen  wir  uns  demnach  die  Gerade  vor,  in  weidMr  die  Ebenen  XAX' 
and  YAY'  sich  schneiden,  und  bezeichnen  ¥rir  durdi  AN  die  eine  von  den  zwei  Richlmgen 
dieser  Geraden,  welche  in  ihr  von  A  ans  nach  entgegengesetzt«!  Selten  hinbnfen,  and  duck 
0  and  k  die  Winkel,  welche  diese  Richtung  AN  mit  den  baden  Ricktangen  AX  and  AY  in 
den  Ebenen  XAT  ondYAT  bildet,  so  vrird  dadurch  die  SteDang  der  beiden  letzten  Rick- 
tongen  AX  and  AY  zu  der  AN  noch  nicht  vöD^  genau  bestimml;  man  noss  nock  in  jeder 
der  beiden  Ebenen  die  Seite  kennen,  wmk  wdcher  von  der  einen  Richtung  AN  aas  die  Ebenen 
der  beiden  Winkd  sich  hin  erstrecken.  Um  diese  Sotcn  bei  anserm  jetzigen  Gegenstände  naT 
eme  unzweideutige  Weise  festhalten  zu  können,  bemerke  man,  dass  die  Ridrtang  A  N  auf  zwei 
versduedene  Wasen  ans  ihrer  Lage  heraastreien  and  am  den  Panct  A  sowohl  ni  der  Ebene 
XAX*  wie  in  der  YAY"  sick  Ar^en  kami,  wobei  sie,  stets  in  der  gh?icken  Rirklang  ikre 
Drehung  fortsetzend,  zuletzt  wiedn^  ia  9ere  alte  Lage  znrikk  koomit  Bei  Arer  Drekong  ia 
der  emen  von  den  zwei  m^^BAen  Richtungen  wird  sie  zaersi  auf  die  Aze  AX  oder  AY  ood 
erst  s|»äter  auf  die  AX"  oder  AY'  stossen;  hingegen  wird  sie  zuersl  auf  die  Biiktai^  AX' 
oder  AT  and  erst  später  auf  die  AX  oder  AY  slossai,  wmhi  ikre  Drekaag  ia  comr  der  vo- 
f%en  entgegengesetzten  Richtung  gesckiekt  Wir  wollen  nun,  am  diese  beiden  Diihiiklaagiin 
von  finaader  untersckeiden  an  können,  dw  die  positive  neuBm,  mi  wekkei  sie  znersi  arf 
die  Axe  AX  oder  AY  stössl,  and  die  die  oegative,  mft  wekker  sie  zuerst  auf  dm  Aza  AT 
oder  Ar  slösst,  aod  eben  so  wolen  wir  den  Thei  der  durck  XAX*  oder  TAT  gckftai 
Ebenen  ihre  positive  Hälfte  nemMn,  wekken  dw  Rjchlung  AN  positiv  sick 
ttaft,  bis  sie  wieder  ia  dea  DanteckaM  der  beiden  Ebenen  gAngt,  and 
dfe  entgegengesetzte  von  der  geworden  ist,  die  sie  vor  der  Drekong  emmalni;  dageggg 
wir  den  Ykeil  jener  Ebenen  ive  negative  Hilfle  nennen,  mkkftn  sie  von  Ai  ak,  bis  ain 
wieder  in  tee  uispiungBcke  Lage  znrick  kommt,  darckiiull,  oder  von  Art  mnprtogickcn 
adl  nentKer  Ricfctaag«  bis  zur  Yerlingeiang  voa  AN  nack  der  cnigeacngeaeirten 
orekena  beockrem^    ifieranck  nesnmBm  wir  uma  eae  Lage  nur  Axen  AX  umn  AZ 

4er  Kktaw  AN  •»  in  <e  »mMu  IHIte  '«kr  Wktmn  XAX  Mi  f  AT 
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Uneili  erstrecken.  Diese  Lage  der  Winkdebraen  stets  vorausgesetzt,  wird  nun  auch  die  Stel^ 
lUf  der  Axen  AX'  ud  AY'  zur  Richtung  AN  durch  die  Winkel  O+W  und  X+W.  völlig 
unzweideutig  angezeigt 

II}  Gerade  so,  wie  sich  die  Lage  zweier  von  einem  Puncte  auslaufender  Richtungen  in 
einer  Ebene  auf  eüie  keiner  Zweideutigkeit  mehr  Raum  gebende  Weise  bestimmen  Ifisst,  kann 
man  auch  die  Lage  zweier  von  ihrem  gemeinschaftUchen  Durdischnitt  auslaufender  EbendMlf- 
ten  im  Räume  gegen  einander  mit  voUer  Sicherheit  feststellen.  Fassen  wir  nämlich  die  in  I) 
definirten  positiven  Hälften  von  den  zwei  unbegrenzten  Coordinatenebenen  XAX'  und  YAY' 
ins  Auge  und  bezeichnen  wir  durch  %p  den  Winkel,  welchen  beide  mit  einander  machen,  so 
wird  durch  diesen  Winkel  die  Stellung  der  einen  zur  andern  im  Räume  nur  dann  in  ganz  un-* 
zweideutiger  Weise  angezeigt  werden,  wenn  man  die  Seite  kennt,  nach  welcher  der  Winket« 
räum  t^  von  einer  der  beiden  Ebenenhälflen  aus  sich  hinerstreckt  Um  nun  diese  Seite  stets 
ganz  sicher  festhalten  zu  können,  wollen  wir  darin  mit  einander  übereinkommen,  dass  sich  der 
Winkelraum  ^  stets  nach  d^  Seite  von  der  positiven  Ebenenhälfte  XAX'  hin  erstreckt,  in 
welche  hinein  die  dritte  Axe  AX"  ragt  So  bestimmt  geben  die  Winkel  0,  l  und  ip  die  ge« 
genseitige  Stellung  der  Axen  A  Y ,  A  Y'  und  A  X ,  A  X'  zu  einander  in  völlig  bestimmter  W^e 
nu  erkennen;  denn  geht  man  von  dem  ursprünglichen  System^  dessen  Axen  AX,  AX',  AX" 
sind,  aus,  und  trägt  man  in  der  veriängerten  Ebene  X  A  X'  den  Winkel  0  so  von  A  X  aus  auf, 
dass  dessen  Ebene  sich  von  AX  nach  der  entgegengesetzten  Seite  von  der  hin  erstreckt,  auf 
welcher  die  des  Axenwinkels  W  liegt,  so  gid)t  dessen  anderer  Schenkel  die  Richtung  AN  zu 
erkennen;  trügt  man  hierauf  den  Winkel  t//  so  an  die  positive  Hälfte  der  durch  die  mit  AN 
zusammenfallende  Gerade  getheilten  unbegrenzt  verlängerten  Ebene  XAX'  auf,  dass  der  zu  t/i 
gehörige  Winkelraum  sich  von  dieser  positiven  Hälfte  aus  nach  der  Seite  hin  erstreckt,  auf 
welcher  die  Axe  AX"  liegt,  so  giebt  dann  die  dem  Winkel  yj  angehörige  zweite  Ebenenhidfte 
die  Stellung  der  positiven  Ebenenhälfte  der  unbegrenzt  gedachten  Coordinatenebene  YAY'  zu 
ericennen;  trägt  man  daher  den  Winkel  X  von  der  Richtung  A  N  aus  so  auf,  dass  dessen  Ebene 
sich  von  dieser  Richtung  aus  in  die  zuletzt  gedachte  positive  Ebenenhälfte  hinein  erstreckt,  so 
giebt  sein  zweiter  Schenkel  die  Richtung  AY  zu  erkennen,  und  trägt  man  zuletzt  noch  den 
Axcnwinkel  W,  so  von  AY  aus  in  die  gleiche  Ebene  ein,  dass  er  die  Verlängerung  von  dem 
Jl  bildet,  so  giebt  dessen  zweiter  Schenkel  die  Richtung  AY'  zu  erkennen,  so  dass  also  die 
vier  Axen  AX,  AX'  und  AY,  AY"  eine  völlig  bestimmte  Stellung  zu  einander  angenommen 
haben. 

ID)  Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Stellung  der  Axe  A  Y''  gegen  die  Axen  A  X ,  A  X',  A  X" 
tu  bestmmien  übrig,  und  da  die  Winkel  YAY''  und  Y'AY'',  welche  diese  Axe  mit  denen  AY 
und  AY'  bildet,  als  gegeben  vorausgesetzt  werden,  so  ist  jene  Axe  durch  die  Lage  dieser 
beiden  Axen  vollkommen  bestimmt,  so  wie  man  die  Seite  von  YAY'  kennt,  auf  welcher  sie 
liegt  Denkt  man  sich  das  aus  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  gebildete  neue  System  mit  der  Rieh-- 
tung  AN  fest  vereinigt  und  um  diese  Richtung  gedreht,  bis  die  positive  Hälfte  seiner  durch 
AN  geschiedenen  unbegrenzten  Ebene  YAY'  in  die  positive  Hälfte  der  durch  dieselbe  Gerade 
geschiedenen  unbegrenzten  Ebene  XAX'  ftlUt;  verbindet  man  mit  dem  neuen  Systeme  eine  auf 
YAY'  senkrechte  Gerade  AR,  welche  bei  seiner  jetzigen  Lage  von  A  aus  auf  dieselbe  Seite 
von  XAX'  fällt,  auf  welcher  AX"  liegt,  und  dreht  man  das  in  dieser  Lage  befindliche  neue 
System  um  die  Gerade  AR,  bis  die  Axe  AY  in  die  AX  fiiUt:  so  Uegen  dann  AX'  und  AY' 
auf  derselben  Seite  von  A  X  oder  A  Y ,  weil  man  nach  I)  durch  Drdrang  in  derselben  Richtung 
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▼on  AX  nach  AX'  und  von  AY  nach  AT'  über  die  Goordinatenivrinkei  hinweg  gfdangt,  es 
haben  mithin  die  beiden  Systeme  in  ihrer  jetzigen  Verbindnng  unter  sidi  einen  idmlichen  oder 
unähnlichen  Axenlauf,  je  nachdem  die  Axen  AX''  und  AY"  auf  einerlei  Seite  von  den  auf  ein- 
ander liegenden  Ebenen  XAX'  und  YAY'  oder  auf  entgegengesetzter  Seile  liegen;  da  aber 
während  der  Drehung  des  neuen  Systems  um  die  Gerade  AR  seine  Axe  AY"  stets  aitf  der^ 
selben  Seite  von  der  Ebene  Y A  Y'  und  diese  stets  in  der  H>ene  X  AX'  liegen  bleibt,  so  liegen 
auch  sehon  vor  dieser  Drehung  die  Axen  AX"  und  AY"  oder,  was  dässdbe  ist,  die  Richtun- 
gen AR  und  AY"  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  von  YAY',  je  nachdem  die 
beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  besitzen.  Versetzt  man 
jetzt  das  neue  System  in  Verbindung  mit  der  an  dasselbe  geknüpften  Richtung  AR  wieder  in 
seine  anßingliche  Lage  zurück,  so  hängt  der  Umstand,  ob  AR  und  AY"  auf  derselben  oder 
auf  entgegengesetzter  Seite  von  YAY'  liegen,  immer  nodi  davon  idi,  ob  die  beiden  Systeme 
uMer  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  haben.  Hieraus  ersieht  man,  dass  sich 
die  Seite  von  YAY',  auf  weteher  AY"  liegt,  angeben  lässt,  wenn  man  weiss,  ob  der  Axenlaitf 
in  beiden  Systemen  ein  ähnlicher  oder  unähnlicher  ist  Fügt  man  nämlich  beim  Auffaragen  des 
Winkels  yj  an  seine  zweite  Ebenenhälfte  gleich  die  auf  ihr  senkrechte  Richtung  AR  so  hinzu, 
wie  es  geschehen  muss,  damit  diese  Richtung,  wenn  man  die  zweite  Ebenenhälfte  durdi  den 
Winkelraum  xp  hindurch  zur  ersten  Ebenenhälfte  hinbewegt,  mit  AX"  auf  emerlei  Seite  von 
XAX'  liegt,  so  wird  diese  Richtung  AR  die  Seite  von  YAY'  anzeigen,  auf  welcher  AY" 
liegt,  wenn  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf  haben ;  hingegen  wird  diese 
Richtung  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  A  Y"  liegen,  wenn  die  beiden  Systeme  unter  sich 
einen  unähnlichen  Axenlauf  haben.  Es  wird  sonach  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  die 
Stellung  der  Axe  AY"  zu  denen  AY  und  AY",  wie  auch  zum,  urspriUiglichen  System,  voll- 
kommen bestimmt. 

•. 
81}  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  relative  Lage  der  Axen  zweier  Systeme  gegen 

einander  von  den  drei  Winkeln  0,  X  und  i//,  wenn  man  diese  in  der  beschriebenen  Weise 
auffasst,  abhängt,  werden  wir  jetzt  die  zwischen  jenen  Axen  statt  findenden  Projectionszahlen 
durch  diese  drei  Winkel  auswerthen,  wodurch  dann  jene  Zahlen  sämmtlich  auf  diese  drei  Grös- 
sen zurückgeführt  werden.  Fasst  man  das  aus  den  drei  Richtungen  AN,  AX,  AY  gebiidete^ 
körperliche  Dreieck  ins  Auge,  in  welchem  die  Seite  XAY  dem  Winkel  y^  gegenüber  liegt, 

« 

während  NAX  und  NAY  oder  0  und  X  ihm  anliegen,  so  wird  man  gewahr,  dass  sich  der 
Kosinus  von  XAY,  welcher  nichts  anders  ist,  als  die  senkrechte  Projectionszahl  C,  welche 
die  Axe  AY  an  der  AX  giebt,  durch  die  drei  Winkel  0,  X  und  t/;  darstellen  lässt;  man  findet 
nämlich: 
(M0«  ••)  C=costfcosi  +  sintfsinAcosi/;.  *) 

Auf  die  gleiche  Weise  erhält  man ,  wenn  man  das  ans  den  Richtungen  AN,  A  X',  A  Y'  gebil- 
dete körperliche  Dreieck  auffasst  und  den  Kosinus  seiner  dem  Winkel  tp  gegenüberliegenden 
Seite  X'AY',  weicher  nichts  anders  ist,  als  die  oben  durch  Ci  bezeichnete  senkr^dite  Projec- 


*)  Diese  Gleichung  ist  eine  Folge  derer  (38),  wenn  man  sich  die  Richtungen  AN«  AX,  AY  als  die  Axen 
eines  Coordinatensystems  vorsteih  und  berücksichtigt,  dass  die  zu  diesem  Systeme  gehörigeti  Polaraxen 
Winket  bilden,  welche  die  yon  den  auf  ihren  Schenkeln  senkrecfatstehendea  Coordinalenebeneil  gebllilete^ 
SU  swei  Rechten  erginieB. 
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tioigfliU  dto  BiobMoig  Ar  an  d»  Axe  AV»  diiftdt  dlefteii  Wkkrt  «iHl  die  beMw  ihiii  «010^ 
gttd«  SMk}R  NAX  mod  NAr  oder  tf+W  und  ;i+ W.  mdrlckt; 

C;=cos(tf  +  W)cos(X  +  W0  +  sm(tf  +  W)8mCX  +  W.)cosV'.  »  («••HO 

Femer  ergiebt  sich,  wenn  man  in  dem  ans  den  Richtungen  AN,  AX,  AT'  Zusammengesetz-  ^  •  *> 
ten  körperlichen  I>reieck  den  Kosinus  seiner  dem  Winkel  rp  gegenttberliägenden  Seite  XAY", 
Welcher  nichts  anders  als  die  oben  darch  C,  bezeichnete  senkrechte  ProjectionSzahl  der  Rich^ 
tnng  AT"  an  der  Axe  AX  ist,  durch  den  Winkel  ^  nnd  die  beiden  an  ihm  liegenden  Seiten 
If  AX  und  NAY'  oder  0  und  X  +  W,  Ausdrückt: 

C,  =  costfcosC;i4-W0  +  sintfsin(i  +  W0cost/;.  ,(!•••••) 

Eben  so  giebt  das  aus  den  Richtungen  AN,  AX',   AY  zusammengesetzte  körperliche  Dreieck, 

wenn  man  den  Kosinus  seiner  dem  Winkel  yj  gegenüberliegenden  Seite  X'AY,  welcher  nichts 

anders  ist,  als  die  oben  durch  C  bezeichnete  Projectionszahl  der  Richtung  A  Y  an  der  Axe  AX', 

durch  den  Winkel  t^  und  die  zwei  an  ihm  liegenden  Seiten  NAX'  und  NAY  oder  0-j-W  und    *-'' 

X  ausdrückt: 

€'=cos(*  +  W)cosA  +  sin(*  +  W)Binicosip.  /       (§•••«•) 

Durch'  die  vorstehenden  vier  Gleichungen  sind  die  zwischen  den  Axen  A  X ,  A  X'  und  A 1^, 
AT  obwaltenden  senkrechten  Projectionszahlen  auf  die  drei  Grössen  tf,  X  und  %p  zurückge^ 
fahrt  worden ;  um  aber  die  noch  übrigen  Projectionszahlen  zu  erhalten,  erwäge  man,  dass  nadi 
der  Art  und  Weise  wie  die  Richtung  A  R ,  welche  in  äer  vorigen  Nummer  nach  emer  bestimm-  • ' '  ^ 
ten  Sdte  hin  senkrecht  auf  YAY'  errichtet  worden  ist,  diese  Richtung  noihwendig  mit  derPo^ 
Mraxe  AS*'  zusamnfkenfaUen  muss,  wenn  man  den  zweiten  Schenkel  des  Winkels  t//,  welchelr 
bi  def  Ebene  Y A Y'  liegt,  mit  der  Richtung  AR  fest  vereinigt  nnd  durch  diesen  Winkel  hiildttrch 
in  die  Läge  seines  ersten  Schenkels,  der  ih  der  Ebene  XkX  liegt,  überführt;  denn  in  dieser 
Lage  steht  die  Richtung  AR  wie  die  Polaraxe  AX''  senkrecht  auf  XAX',  und  beide  liegen 
mit  A  X''  auf  einerlei  Seite  von  der  Ebene  X  A  X^  Hieraus  aber  folgt,  dass,  während  man  die* 
isen  zweiten  Schenkel  wieder  in  seine  alte  Lage  zurück  versetzt,  er  immer  mit  dem  ersten 
Schenkel  einen  Winkel  von  derselben  Grösse  bildet,  wie  der  ist,  den  die  mit  ihm  fest  verbun^ 
dene  Richtung  AR  mit  der  Polaraxe  AX"  bildet;  es  ist  daher,  wie  auch  die  Stellung  des  neuen 
Systems  zum  ersten  beschaffen  sein  mag,  stets  der  hohle  oder  erhabene  Widkel 

RA3e"=:i//.  (••) 

Fasst  man  nun  das  aus  den  Richtungen  A  N ,  A  X  und  A  R  gebildete  körperliche  Dreieck  ins  ^ 
Auge,  80  gewahrt  man,  dass  in  ihm  der  Seite  XAR  der  aus  den  Ebenen  NAX  und  N AR 
gebildete  Winkel  gegenüber  liegt  und  da  AR  senkrecht  auf  NAY  steht,  also  NAY  und  N AR 
einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  ist  der  von  NAX  und  NAR  gebildete  Winkel 
SKf  + 1/;,  weil  AR  immer  in  der  Verlängerung  des  aus  den  Ebenen  NAX  und  NAY  gebfldeten 
•wie  voAfn  bestimmten  Winkelraums  liegt  Drückt  man  nun  auf  die  vorige  Weise  den  KosiiHft 
der  Seite  XAR  in  dem  so  eben  bezeichnelön  körperlichen  Dreieck  durch  den  dieser  Seite  ge^- 
gdnüber  liegenden  Winkel,  welcher  t/;  +  90*  ist,  nnd  durch  die  diesem  Winkel  atdiegenden  Sei- 
ten NAX  nnd  NAR  oder  ff  und  90*  aus,  so  findet  man,  weil  cos(;Vf  +  90o)  =  — sint/^  ist:  • 

cosRAX  =  —  sin^sint//.  (b.) 

Eben  so  eriiält  man  in  dem  ausr  den  Riehtungen. AN,  AX',  AR  zusammengesetzten  körperli-:    «  «^i-.> 
chen  Dreieck,  wenn  man  dei.Voainäs  :der  in  ih|n  i^ftrelande*' Seite  TjiAX'  durch  den  ihr  ge- 
L  18 
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yWiBKsrti^gttriteii,  aus  den  Bbeften  N  AX  und  IV  AR  gdMdeten  Winkel,  wdober  wieder  90* -f^ 

ist,  und  die  zwei  diesem  Wtakel  aidiegendm  Seiten  NAX'  ond  NAK  eder  ß  +  W  nnd  80* 

r^     .  ansdiiickt: 

j^^j  couRATs— sin(tf+W38inv^. 

Hebl  nun  mm  noch  das  aus  den  Richtungen  AN,  AY  und  Alt'  znsammengeselste  JKörperliche 
Breieck  hervor,  und  beachtet,  dass  in  ihm  der  Seite  YA3E''  der  aus  den  zwei  Ebenen  NAY 
ud  N  Ar'  gebUdete  Winkel  gegenüberliegt,  welcher  jeUt  +(90*— v^)  ist,  da  flie  Richtung  AX" 
stets  in  den  aus  den  Ebenen  N  A  X  und  N  A  Y  gebildeten  wie  vorhin  bestimmten,  Winkehraum  hin- 
j  einragt  und  senkrecht  auf  N A X  steht,  und  daher  die  Ebene  N A de'  mit  der  N A X  einen  rechten 

Winkel  bildet,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  den  Kosinus  der  Seite  YAX"  durch  den  ihr  gegen- 
über liegenden  Winkel,  welcher  entweder  90* — yj  oder  yj  —  90*  ist,  und  durch  die  diesem 
Winkel  anliegenden  Seilen  NA Y  und  NAS"  oder  X  und  90*  ausdrückt: 

(j^j  cosS"AY  =  sinAsint//. 

Hebt  man  endlich  das  aus  den  Richtungen  AN,  AY'  und  A3E"  gebildete  körperliche  Dreieck 

'  hervor,  und  drückt  die  in  ihm  Vorkommende  Seite  X"AY'  durch  den  ihr  gegenüber  liegenden 

.Winkel,  welcher  wieder  entweder  90* — tp  oder  t^  —  90*  ist,  und  durch  die  diesem -Winkel  an- 

Jiegenden  Seiten  NA.Y'  und  NAX''  oder  A  +  W,   und   90*  aus,   so    liefert   dieses  Dreieck 

schliesslich: 
(e.)  cos  TA  r=  sin  (X  +  W,)  sin  tp . 

Rringt  man  hiermit  das  Ergebniss  der  vorigen  Nuuuner  in  Verbindung,  dass  nämlich  in  dem 
Falle,  wo  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf  haben,  die  Richtung  AR  im 
neuen  Systeme  mit  dessen  Axe  AY''  auf  einerlei  Seite  von  YAY'  liegt,  und  dum  nothwendig 
^s  ist  mit  der  zu  AY''  gehörigen  Polaraxe  A 9"  dieses  Systems,  wo  dann  die  Winkel  RAX", 
RAX,  RAX'  keine  andern  als  die  9"Ar',  ^"AX,  2)"AX'  vorsteUen,  deren  Kosinuse  die 
senkrechten  Pi^ojectionszahlen  sind,  welche  die  Richtung  A9''  ^  der  Polaraxe  Ade"  und  an 
den  Grundaxen  AX,  AX'  liefert,  und  die  den  obigen  Bezeichnungen  gemäss  durch  /%',  (r,), 
^r%)  dargestellt  werden,  während  die  Kosinuse  der  Winkel  £''AY  und  3E''AY',  welche  nichts 
anders  als  die  senkrechten  Projectionszahlen  sind,  welche  die  Richtung  A$"-  an  den  Grund- 
axen A  Y  und  A  Y'  giebt,  und  denselben  Bezeichnungen  gemäss  durch  (^i)  und  {J»)  dargestellt 
werden,  so  überzeugt  man  sich,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (a.  bis  e.)  werden: 

(  ri=zcos%p 

(i4«.  »•);.... )(r»)  =  — sintfsinv'  ,    (r,)  =  — sin(;ff+W3  sint/;, 

\  (^,)  =      sin  X  sin  V'  ,    {^i)  =      sin  (X  +  W,)  sin  %p . 

Ja  dem  Falle  hingegen,  wo  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenlauf  haben, 
liegt  die  Richtung  A  R  dar  vorigen  Nummer  gemäss  mit  der  A  Y"  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  der  Ebene  YAY',  dann  aber  liegen  die  Richtungen  AR  und  A^"  in  derselben  Geraden, 
jd>er  nach  entgegengesetzten  Seiten  hinzielend  und  es  sind  die  Winkel  R  A  £'',  R  A  X  und  R  A  X' 
Nebenwinkel  von  denen  9"A3E",  S)"AX  und  S>"AX'  weswegen  man  —  T^,  —  (Xi)  und  —  (ry 
zu  setzen  hat,  wo  in  den  Gleichungen  (140L  a.}  Z%',  (A)  und  (H)  steht,  weshalb  sie  in  diesem 
FaUe  werden: 

rv=— cosv', 

(iM.M {{r,)=:isin«sittv^  ,     (n)=siE(tf +W)  sin^/ , 

(z/,)  =  8inXsiDV,     (-£rO=«»(i  +  W,)fiinV'. 
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SSy  FMie»  wir  nm  ;sliirörd«rM  den  bMoaderft  FaH  tüß-Ailg^.  wo  «^irokl  i»»  nnffXan^ 
Kdie  ab  daii  mit  ihm  verbunden«  neue  System  «n  feibveahtes  irt,  und  die  ^e  AX'  A^^kr* 
recht  auf  den  keiden  aadem  AX  «d  AX',  jo  i#ie  die  AT"  aeiArectt  auf  den  bfidea  A Y  und 
AY'  steht,  so  VÜH.  im  ar^ipiilngUchen  Systeme  die  Polaiwe  A$"  mit  der  Gnmdaxe  AX''  zu-  . 
sammen,  und  im  neuen  Systeme  geht  die  Richtung  AS)''  in  die  AY"  über;  daher  hat  man  bei 
diesen  besomdem  Systemen  : 

r.*-cr,  (ro=:C.,  (ro=c;  und  (/fo=D...  (^.)=i>i? 

wobei  den  Gleichungen  {31])  zur  Folge  D,  =  C''  und  D^^Cr  ist    Dadurch  nun  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  ([i40.  a.}  bei  diesen  besondem  Systemen  in: 

C,  =  — sintfsin'^  ,    Ci=:  —  sin(tf  +  W)sini^  ,    Ci'=:cos^;|  fall,  •tl 

C'znsinisinv/ ,    Cr=  sin  (X  +  W.)  sin  V' ,  j ^■^^'^^i 

welche  in  Verbindung  mit  denen  (i39.  a.  bis  d.}  die  sämmtlichen  senkrechten  ProjectionszaUea, 
welche  die  Axen  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des  ursprttnglidien  geben,  durch  die  drei 
Grössen  6,  X,  tf^  darstellen,  womit  denn  auch  alle  übrigen  zwischen  den  Grund-  und  Folar- 
axen  der  beiden  Systeme  obwaltenden  senkrechten  und  schiefen  Projectionszalilen  auf  .dieselben    ... 
drei  Grössen  zurüokgeftthii  sbid,  wie  die  Betrachtungen  der  Nr.  79.  dargefhan  haben. 

Die  vie«j^hkndM  iGlaiohungen  Mefem  die  Prcjectionsaahlen,  wenn  di«  beiden  senkrechten 
ßystame  unter  sich  ekien  ähnlidien  Axentanf  haben;  im  Gegienfalle  tret^  b^i  ihnen  dio  zaEndii 
der  vorigen  If  ummer  aageseigten  Veränderungen  ein,  wodurch  sie  nach  Aussige  derer  (140.  b.} 

C=$m08miif,    C;=siB(ff+W38inv/,    C;'=— oosv/;| (a4l*  M 

C"=sinXsint// ,    C;'=sin(i  +  W,>«inv/.  J '. 

83}  Sind  die  beiden  auf  einander  bezogenen  Systeme  keine  senkredhten,  und  können  dem 
infolge  (fie  Gleichungen  (141.  a.  und  b.)  auf  sie  nicht  in  Anwendung  gebracU  werden,  so 
lassen  sich  doch  immer  mittelst  der  Gleichungen  (140.  a.  und  b.)  die  Grössen  C, ,  (^ ,  d  und 
C\  er  auf  folgende  Weise  erhalten. 

Erstiich  hat  man,  nach  Anleitung  der  Gleichung  (9.  a.  oder  b.},  weil  C,  C,  Cf'  und  C,, 
C^,  C^'  die  senkrechte^  Projectionszahlen  der  Richtungen  AY  und  AY'  an  den  Axen  AX,  AX", 
AX^,  dagegen  9s,  91«,  S(^'  die  schiefen  der  Richtung  ABT  an  denselben  Axen  sind,  und 
cosrAY=(^,),  so  wie  cos 3E"A Y'r=  (z/,)  ist: 

(^,)=«.c+8iicr+a;'C"  und  '(2f,)=a.c+?i;c;+a;'cr.  (i4t.«o 

^  Sodann  hat  man,  weil  D ,  D',  IT  und  D, ,  IX ,  D['  die  senkrechten  ProJectionszaMen  der  Rieh^ 
tungen  AX  und  AX'  an  den  Axen  AY,  AY',  AY",  dagegen.»,,  »;,  »"  die  schiefen  der 
Richtung  A»"  an  den  gleichen  Axen  sind,  unrf  ees9"AX  =  (/;),  cos8)"AX'=(r,)  ist: 

(r,)=g3,D  +  »;D'+»;'D"  und  (rj=»,D.+»;D;+»;'Dr.  '  (ao^M 

Da  C ,  C  und  C. ,  C;  aus  den  Gleichungen  (13$.  a.  bis  4),  (J^)  und  {J'^)  aber  aus  den  Glei- 
chungen (140.  a.  oder  b.)  erhalten  werden,  so  liefinm  die  Gleiahung^n  (i49.  a.)  db  Gri^swa 


C"  und  er ;  da  ferner^  (P,)  und  (riji  durch  die  Gleichungen  (140.  a.  oder  b.)  gegeben  werden, 
D ,  D'  oder  C ,  C,  und  D, ,  D;  oder  C,  C;  aber  schon  durch  die  Gleichungen  (139.  a.  bis  d^ 
gefunden  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (142.  b.)  die  Grössen  D"  und  D^  oder  G.  und  C; 
an  die  Hand.  Ferner  ist,  weil  C,  C;,  C;'  die  seltakrachten  Projectionszahlen  der  Richtung  AY"" 
an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  %,  «;,  9K  aber  die  acUaMi  4m  MMmgMMr  m  im 
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gbiclien  Axen,  ulid  nid^iii  cmX'^AT'^!^  irt;  oder  weQ  D,,  D;,  Di'  die  JMtftchten Pro- 
jeeltoluzftlifen  der  lUchtang  AX'^  an  den  Axen  AT,  AY',  AY''  gind,  8,,  8;,  «;'  aler  die 
tfdtiefeii  der  Ridloiijf  A9"  «i  den  gteiohen  Axen,  und  anktem  eo89'-AX':'=(r;')  bl: 

(Mt.  «0  '  (^')=a.c,+a;c;+r/c;'  oder  (r;)=«.D,+»;i);+«;'Dr. 

Endlich  ist,  weil  (J^)  j  (^) »  ('^0  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  Richtung  A  BT'  an  den 
Axen  AY,  Ar,  AY''  sind,  S,,  9;,  S;'  aber  die  sduefen  der  Richtung  AS)''  an  den  gleichen 
Axen,  und  zudem  cos  I"A  9"=;  JT^'  ist,  oder  weil  (r,) ,  {I\) ,  (Fi')  die  senkrechten  Projections- 
zahlen der  Richtung  AS)''  ah  den  Axen  AX,  AX',  AX'^  sind,  31,,  tU,  fi^  aber  die  schiefen 
der  Richtung  A  f  an  den  gleichen  Axen,  und  zudem  cos  £"A  ^'±z  Ft  ist : 

ikt9.ä.^  r;=».(^.)+»;(^.)+»;'(^;)  oder  r;=a.(ro+a;(n)+a;'(r;). 

Hultiplioirt  man  nun  die  vordere  Gleichung  (142.  c)  mit  S^',  die  hintere  «dt  S^'  und  addirt 
sie  hierauf  zur  vordem  und  hintern  Gleichung  (142.  d},  so  erhält  man: 

(M«>  e.)  • I     oder 

Da  nun  {J^) ,  {J'i)  und  (F,) ,  (JT,)  aus  den  Gleichungen  (140.  a.)  und  (140.  b.)  bekannt  sind, 
und  die  Grössen  G,,  d  und  D,,  D;  oder  C',  Cr  so  eben  durch  die  Gleichungen  (149.  «.) 
und  (142.  b.}  eitellen  worden  sind,  so  kann  man  C^  oder  D^'  aus  dar  einen  oder  nn  der 
andern  in  (142.  e.}  vorkommenden  Gleichung  finden,  so  dass  man  alle  zwischen  den  Grundaxen 
i  -;  '  •  der  beiden  Systeme  obwaltenden  senkrechten  Projectionszahlen  als  dtirch  dib  drei  Grössen  $ , 
X  und  rff  bestimmt  ansehen  kann. 

84)  So  wie  im  Vorigen  die  gegenseitige  Lage  der  Axen  zweier  Doppelsysteme  von  der 
relativen  SteUnng  zweier  ihrer  Grund-Coordinatenebenen  abhängig  gemacht  worden  ist,  eben  so 
könnte  man  an  die  Stelle  der  einen  von  beiden  oder  auch  der  beiden  Gnind-Goordinatenebenen 
die  entsprechenden  Polar -Coordinatenebenen  treten  lassen;  da  jedoch  die  ganze  Behandlung 
hierbei  völlig  die  gleiche  bleibt,  so  werden  wir  darauf  nicht  weiter  eingehen.  Dafiir  wollen 
wir '  noch .  zeigen,  wie  man  statt  der  drei  Grössen  0 ,  A ,  t//  auch  drei  von  einander  unabhängige 
Projeclionszahlen  selber  zu  den  drei  Grössen  machen  könne,  auf  welche  alle  übrigen  zurüekr 
geführt  werden.    Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (140.  a.)  oder  (140.  1).)  folgt: 

-.    -:  cosv^^+rV    und    sin*v^  =  l  — F,'*, 

und  aus  der  zweiten  und  vierten  dieser  Gleicbungen  findet  man: 

^  sro^^  *  smv. 

woraus  sich  ergiebt: 

sm^tf^       '    >  flin*i^ 

oder,  wöl  8in*i/^=:l  — !%'*  ist,  wenn  man 

(•.)  Vi-r'.*'-(n)^=9  und  Vi-r:'-{j,r=iq 

setzt  .  '  '  ' 

COSfl=-r^,     COSi=-r-^. 

smy  '  •  sin^ 

Hittelsi  dieser  Weithe  mm  findet  man: 
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rin  (tf-J-W)=sin  gcosW  +  cQSgsmW  =  V ^^^ +(^^ cosW 

sin  C*  +  W0=8in  AcosW.+  eosisihW,=  ^^°^'+^^'^^^^  , 


cosa+W.)  =  cosicosW.— sin  XsinW,=  ^^^»^»—WgWy, 

und ,  seUt  man  diese  fUr  Sinus  und  Kosinus  von  0  und  X  und  von  ^  +  W  und  A  -j-  W,  erhal* 
tenen  Ausdrücke  in  die  übrig^en  Gleichungen  (140.  a.)  oder  (140.  b.}^  so  wie  in  die  (139.  a.  bis  d.}, 
so  kommt  1 — rV*  fttr  sin^iff  setzend: 

(r.) =+  p  sin  W  -f  (r,)  cos  W  ,    C^) = q  sm  W,  +  (^,)  cos  W, , 
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C = C  cos  W.  -  ti^^ij^^' Bin  W, , 

Q = C'cos  W,  +  C,  cos  W  —  C  cos  W  cos  W,  +  ?^^^^i^  sin  W  sin  W. , 

in  welchen  von  den  doppelten  Vorzeichen  die  obem  oder  imtern  zu  nehmen  sind,  je  nachdem 
die  zwei  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  haben.  Die  Gteichungren 
(143.  a.}  machen  die  sämmtlichen  Projectionszahlen  von  den  dreien  (r,},  (J^)  und  T^  ab- 
hängig, da  p  und  q  den  Gleichungen  (a.)  zur  Folge  neben  diesen  Gri^ssen  keine  andern  in 
sich  enthalten.  Man  kann  die  för  C,  C',  C|,  C'  sich  ergebenden  Ausdrücke  symmetrisch  ma^ 
chen,  wenn  man  die  Winkel  0  und  Xj  anstatt  sie  von  der  Richtung  AN  bis  zu  denen  AX  uhd 
A  Y  reichen  zu  lassen,  von  A  N  aus  bis  zu  den  zwei  Richtungen  nimmt,  welche  die  Axenwinkel 
XAX' und  YAT  halbiren. 

Hätte  man ,  anstatt  sin  d  und  sin  X  aus  der  zweiten  und  vierten  der  Gleichungen  (140.  a.} 
oder  (140.  b.)  herzuholen,  sln(ff+W)  und  srn(X  +  W,)  aus  der  dritten  und  fünften  dieser 
Gleichungen  entnommen,  welche 

6in(tf  +  W)=q::  ^4    ™d    sin(^+W,)=  ^, 
^    ■      -^      ^  sm  t^  ^    '      ^       sm  1/; 

also 

co8'(Ä-|-W3= ^r-TT — -    ttnd    cos*(i  +  WO=  — ^.  t        -  ■ 

oder,  weil  sin*i/;=l  —  JT,'*  ist,  wenn  man 

.  vi-r.''-(JY)^=P'  und  yi-rr-{j',y=zq[  cm 

setzt, 

cos(*-fW)=J^    und    cos(i  +  WO= -X- 


.      T      * 


geben,  woraus  sieh  dann  noch  weiter  ergiebl: 
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smtf=sin((?  +  W)coiiW  — co«C«  +  W)8mW=—  P'«»  W±  (r>)  cos  W 
costf  =  cosrff-fW)cosW  +  wn  f^  +  WlsinW  =       P^cos  W  +  (r,)  sin  W 

Sin  i=sih  a+wocosw»-cosa+wosinw.=—  q^«^»  ^' -  (^«)  <^s  w. 

cosi=cosa  +  WOcosW.+  sm  a  + WOsinW.=      q'^^o« ^i  +  (^»)  «n W, 

so  erhält  man,  wenn  man  diese  für  Sinus  und  Kosinus  von  O  +  W  und  A  -f-  W|  und  von  0  und 
X  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  übrigen  Gleichungen  (140.  a.)  oder  (140.  b.),  so  wie  m  die 
(139.  a.  bis  d.)  einsetzt  und  beachtet,  dass  sin*t//r=l  —  rV'  ist: 

(r,)  =  (r,)  cos  W  +  p'sin  W  ,    (z/,) = (zf.)  cos  W.  —  q'sin  W, , 
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C = CCM  W  +  C  CO«  W,  —  C;  «OS  W  CO»  W,  +  ffi^^^2=^i^  <i»  W  sin  W, , 

in  welchen  wieder  von  den  doppelten  Vorzeichen  die  obem  oder  untern  zu  nehmen  sind,  je 
nachdem  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  haben.  Die 
Gleichungen  (143.  b.)  machen  die  sämmtlichen  Projectionszahlen  von  den  dreien  (n),  {jf^ 
r%  abhängig,  da  p'  und  q'  den  Gleichungen  (b.}  zur  Folge  neben  diesen  Grössen  keine  andeni 
in  sieh  enthalten. 

85}  Ich  glaube  nicht,  mich  bei  Betrachtungen  dieser  Art,  die  keine  grosse  Anwendbarkeit 
zu  haben  scheinen,  noch  länger  aufhalten  zu  dürfen,  und  schliesse  daher  mit  einer  Ableitung 
der  Mong eschen  Formebi  aus  den  vorigen  Resultaten.  Sind  nämlich  die  beiden  auf  einander 
bezogenen  Systeme  rechtwinklige,  so  wird  r;'=:C;',  (r,)=5C,  (r,)  =  C;,  (^,)  =  D,  =  C;' 
und  (.^)=D^  =  Cr  und  dabei  ist  W=W,  =  90*;  daher  werden  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chungen (143.  a.):  _ 

c;=+p )  cr=q , 

P p  q  —  C>  C  C^*^       ^, ,  p  C"  Ci'+  q  C» 

(i44.a.) {  i-c;*     ^  ^~^    i_cr    ' 

p. I  p q Cj' —  Ca C'^        ^ ^    '•  pC[[+qC^C^ 

^•— -     1— c;'^     »  ^;~       1— c;'*     '■ 

in  welchen  p*  =  1  —  C;''  —  CJ  und  q*=  1  —  Cr  —  C"*  ist  Aus  den  beiden  Gleichungen,  welche 
C  und  Ci  liefern,  erhält  man  durch  Elimination  einmal  von  pq  und  ein  andermal  von  CtC: 

cc;'+c;=cr  und  ,cqFc;c;'=pq; 

quadrirt  man  aber  diese  beiden  Gleichungen  und  zieht  sie  von  einander  ab,  so  findet  man  zu- 
nächst: 


f«  •.  Mr.  8».  RedneUm  dM  PN||Mtf0iHnAhleD.  |«S 

«Bd  diese  Gleiduing  gekt  mit  Hilfe  der  eben  Ar  p'  und  q^  g^eg^^benen  Wertfae  tber  in: 

l  —  C^  +  CT  — C*=Cf  +  C"*. 

Aus  denselben  fttr  p'  und  q*  gegebenen  Werthen  ergiebt  sidi  nodi: 

2(l-C;")  =  Ci  +  r'  +  p»  +  qS 

und  zieht  man  von  dieser  Cäeichung  die  vorige  ab,  so  koniinl: 

l  —  C;''  — CP  +  C»  =  p'  +  q\ 

Sucht  man  aus  den  hier  Tur  Q  +  C^  und  p*-(-q*  erhaltenen  und  den  kurz  zuvor  für  dC* 
und  pq  gefundenen  Werthen  die  Grössen  C,,  C  und  p,  q  auf,  so  findet  man,  wenn  zur  Ab- 
kürzung 


gesetzt  wird: 
md 


i+c+c;+cr=M,  1— c±c;— c;'r=p  , 
i-c+c:+c;'=N  ,  i+c+c:-cr=o, 


2p  =  KM0— KNP,     2q=     VWQ  +  VW? 

und  hieraus  erhält  man  sogleich  noch: 

2C'=KPÖ+KMN,    2C,=r      KFO  — KÄN, 
so  dass  man  also  schliesslich  hat: 

2C,=     VM?  +  V^,   2C"=— KMp  +  Kno,  ) 

2C;  =  — KSfÖ+KNP  ,    2Cr=      VMÖ  +  KMN,  J (i44.fc0 

2C'=    Kpo  +  Kmn,   2C»=     KFo— Kmn,) 

welches  die  Mongeschen  Formeln  sind,  und  sich  eben  so  aus  den  Gleichungen  (^143.  b.}  her- 
holen lassen.  Auch  kann  man  sie  in  ähnlicher  Weise  aus  den  auf  zwei  rechtwinklige  Systeme 
übergetragenen  Gleichungen  ([139.  a.  bis  d.}  und  ([140.  a.}  herleiten.  In  allen  vorstehenden 
Ausdrücken  sind  von  den  doppelten  Vorzeichen  nur  die  obern  oder  nur  die  untern  zu  nehmen,  je 
nachdem  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  einen  unähnlichen  Axenlauf  haben. 

Wäre  man  von  denjenigen  der  Gleichungen  (144.  a.}  ausgegangen,  welche  C  und  C|  lie- 
fern, so  hätte  man  durch  Elimination  einmal  von  p  und  ein  andermal  von  q  erhalten: 

±C'+C,C;'=qCt    und    C,±C'C;'=:~^C", 

und  diese  Gleichungen  geben,  wenn  man  sie  quadrirt  und  abzieht: 

■  (C'^_  C?)  (1  ~  er)  =  q*  Q  —  p*  C"% 

oder  die  obigen  Werthe  von  q*  und  p'  berikksichtigend: 

(T*— CJ  =  CJ  — C"  =  q*  — p\ 

Die  letzten  zwei  vereinigten  Gleichungen  kann  man  unter  Berücksichtigung  der  für  q*  und  p 
gegebenen  Ausdrucke  auch  so  schreiben: 

l_C;'«  +  (r_Cf=q  +  if    und    1  — C;'"— C*  +  C?:=:C"  +  p*; 


144  Analjtfsebe  BeoinaMe«  .     Abich;  H^ 

aus  diesen  aber  lässt  sich  in  Verbindnng  mit  den  iweie*,  welchen  qCt  und  pC  darstellen, 
zunächst  C« »  q  und  C',  p  und  sodann  auch  C  und  Ci  finden,  so  dass  man  als  Resultat  erhält: 

(144.0.) <2c;=Kiro'— KiTF  ,  2cr=virF— Kro^, 

(2C==K»Fn'  — KFO' ,   2C;  =  KirF  +  KFT, 

wo  zur  Abkürzung 

i_c;'— c,qpc'=M',  1— c;'+c±c'=N'  .  , 

i+c;'~-c.+c'=F,  i  +  c;'+c.+c'=o' 

gesetzt  worden  ist,  und  es  ist  wieder  in  allen  vorstehenden  Ausdrücken  von  den  doppelten  .Vor- 
zeichen entweder  nur  das  obere  oder  nur  das  untere  zu  nehmen,  je  na9bdem  die  beiden  Sy- 
steme unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  haben. 

Trägt  man  die  Gleichungen  C^^ß*  ^0  ^^  unsere  beiden  rechtwinkligen  Systeme  über,  so 
erhält  man  die  Formebi,  welche  die  sämmtlichen  Projectionszahlen  auf  die  drei  C^',  (X  und  Gl 
zurückführen,  und  in  Verbindung  mit  den  vorigen  die  Fälle  ausmachen,  wo  solche  Reduction^ 
durch  einfache  oder  syounetrische  Ausdrücke  geschehen  können;  immer  aber  behalten  die  durch 
die  Gleichungen  (139.)  und  (140.}  zuerst  gegebenen  Reductionen  einen  nicht  zu  verkennendeB 
Vorzug  vor  allen  übrigen,  fier  nidit  blos  dari]i  besteht,  dass  jene  doch  immer  zu  den  einfach- 
sten Ausdrücken  hinflibren,  sondern  mehr  noch  darin,  dass  in  allen  andern  Wjßgen  der  in  ihnen 
auftauchenden  Quadratwurzeln  eine  Unbestimmtheit  der  Vorzeichen  zurückbleibt,  zu  deren  Ab- 
wendung noch  weitere  Betrachtungen  erforderlich  sind  < 


Zweiter  Abselmltt« 

Von  der  Ebene  DDd  Geraden  im  beliebigen  Goordinatensysteme. 


$.  10. 

Von  der  Ebene. 


86}  Wir  haben  ün  vorigen  Abschnitt  (Nr.  53.)  die  Bedingungen  angegeben,  unter  denen 
ein  Punct  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt  Es  wurde  dort  gezeigt,  dass  jeder  in  der  gege-r 
benen  Ebene  liegende  Punct  durch  seine  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eine  der  Glei- 
chungen (100.  a.  bis  d.}  erfüllen  müsse,  so  wie  umgekehrt,  dass  jeder  Punct,  der  eine  von 
diesen  Bedingungen  erfliUt,  in  der  gegebenen  Ebene  liegen  müsse.  Jede  solctie  Gleichung  trigt 
mithin  sämmtliche  zu  der  gegebenen  Ebene  gehörigen  Puncto  in  sich  und  schliesst  alle  übrigen 
Puncto  des  Raumes  von  sich  aus;  sie  ist  daher  im  Gebiete  der  Rechnung  ein  vollgültiger  Re- 
präsentant der  unbegrenzt  gegebenen  Ebene.  Nun  werden  wir  zeigen,  dass  jede  Gleichung  von 

der  Form 
(f.)  j|>x-H))V+»>"x"i=:il»    oder    pu  +  p'u'+p"u"±=P  .        ' 
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der  Reprisentant  einer  einzigen,  völlig  bestimmbaren  unbegrenzten  Bbene  ist,  wenn  p,  p\  p" 
und  $  oder  p,  p^  p"  und  P  beKebige  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen  vorstellen,  (die 
auch  in  so  lange  Nnll  sein  können ,  als  dadurch  nicht  die  Gleichung  seRnst  verloren  geht  oder 
einen  Widerspruch  in  sich  aufiimunt}  ui)d  x,  x',  x"  die  schiefen,  u,  u',  u"  die  senkrechten 
Coordinaten  an  den  Axen  eines  beliebigen  Systems  von  allen  deiyeoigen  Puncten  anzeigeUt 
4iurch  welche  d^  Gleichung  (!.}  in  SrfUllimg,  geht.  Mit  diesen  Betrachtungen  werden :  sich 
gleichzeitig  die  Kigenschaften  der  durch  die  Gleichuiig  (!*}  dargeat^ten  Ebene  voa  selbst  er-* 

gebea 

.  Zuvörderst  bemeriien  wir,  dass,  wenn  x, ,  xi ,  x"  die  sd^iefen  oder  Ui ,  u| ,  ui'  die  senk- 
rechten Coordinaten  an  den  Axen  desselben  Coordinatensystems,  worauf  die  Gleichung  (1.}  sich 
bezieht,  von  einem  bestimmten  der  unendlich  vielem  Puncto  vorsldlen^  welche  die  erste  oder 
zweite  der  Gleichungen  (1.)  erTüUen,  so  dass  also 

px,+px+r<='^  oder  pu»+p'u;+p"ur=p  oi-r 

ist,  und  man  subtrahirt  diese  Gleichungen  von  denen  (IQ  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  ge* 
schrieben  stehen,  so  erhMlt  man: 

^^(x-xO  +  ?'(x'-xO  +  r(x"-xn=0  oder  p(u~H0+P'C«'-ttO  +  P"C«'— «0=0.   !•.) 

Diese  Gleichungen  sind  nichts  anders,'  als  die  (1.},  nur  dass  in  ihnen  die  Grössen  ^^  und  F 
durch  die  Xi,  x[,  x^und  u«,  u[,  uj'  ersetzt  worden  sind,  welche  einem  bestimmten  der  zu 
den  Gleichungen  (!.}  gehörigen  Puncto  entsprechen;  es  enthalten  daher  die  Gleichungen  (3.) 
neben  diesem  einen  Puncto  noch  alle  übrigen  Puncto  der  Gleichungen  (i.')  in  sich,  und  ausser 
diesen  keinen  andern.  Wäre  in  den  Gleichungen  (L)  ^  =  0  oder  P  =  0,  so  würde  die  vor- 
dere durch  x=0,  x'zziO,  x"=0,  oder  die  hintere  durch  u=0,  u'=0,  u"=0  befriedigt, 
d.h.  es  wäre  die  Coordinatenspitze  einer  von  den  ihr  angehörigen  Puncten;  in  demselben  Falle 
aber  nähmen  die  Gleichungen  (2.}  die  Form 

)fx,  +  p'xi  +  p'X=0    oder    pu,  +  p'u;  +  pX=0 

an  und  in  Folge  dieser  letzten  Gleichungen  würden  die  (3.)  immer  auf  die 

)fx+yx:+)f''x'=0    oder    pu  +  pV+pV=0 

sifih  zurückfilhren  lassen,  wei/che  keine  andern  als  die  (!.])  fUr  ^=;=0  oder  P=:±0  sind. 

Sodann  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  jede  der  in  (!.}  oder  (3*3  enthaltenen  Glei- 
chungen, nachdem  alle  ihre  GKeder  mit  einer  und  derselben  beliebigen  Zahl,  die  jedoch  nicht 
niiU  sein  darf  und  hier  inuner  reell  gedacht  wird^  multiplizirt  oder  dividirt  worden  sind,  noch 
iflomer  für  x ,  x^i  xf'  oder  u  9  u\  n"  die  gleichen  Werthe  und  in  dem  gleichen  Umfange  wie 
zuvor  an  die  Hand  g^be,  also  nachher  wie  vorher  in  Bezug  auf  die  durch  sie  dargestellten 
Pwefe  dieifelbe  Gleichung  sei,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichwigen  als .  bekannt  vorau^esetzl. 
werden-  darf»    3e«eu^nen  dah^r  ^  md  H  zwei  solche  Zahlen  und  setzen  wir 
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$-«'    !='•'    ^-'^      *»^*'    B=«'    H  =  ^'    H- *» 

»  p 

^  =  JD,    oder    ===0  , 

t»  pihm  dMliireh  die  ükkimgea  (i.)  wd  (d.y  Ober  h: 
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i  qx4*q'x'+<l"x"=ja    oder    qtt+qV+q"u"=0 

(«•)    }     und 

/<,(:x~A,)  +  a'(x'-x;)  +  <j"CJ^"~x;')=;=0  oder  q(u_uO+q'(u-u;)+q"(u"-u;0=0, 

und  haben  mit  jenen  völlig  gleichen  Inhalt,  so  lange  fttr  ^  und  H  Zahlen  von  der  angezeigten 
Beschaffenheit  genommen  werden. 

Die  ZaUen  ^  und  H  nehmen  immer  die  von  ihnen  geforderte  Beschaffenheit  von  selber 
tin,  wenn  man  sie  aus  den  Coeffizienten  der  Gleichnngen  ^1.)  oder  (3.}  in  der  Art  bestimmt, 
wie  sie  aus  den  Gleichungen  (^55.  a.  und  b.}  des  vorigen  Abschnitts  hervorgehen,  falls  man  p , 
p^,  p'^  an  die  Stelle  von  m ,  m',  m''  und  p ,  p\  p''  an  die  Stelle  von  n ,  n',  nT'  setzt,  wodurch 
man  findet; 

P'  +  P'^  +  P"*  +  2  P  P'cos  W  +  2  p  p"cos  W'+  2  p'p"cos  W"=  IT 
und 


Ißf) 


Dass  die  aus  den  Gleichungen  (6.)  hervorgehenden  Zahlen  ^  und  H  in  der  Thet  unter  allen 
Umständen  die  von  ihnen  geforderte  Eigenschaft,  nie  null  zu  sein,  besitzen,  davoip  überzeugt 
man  sich  sogleich,  wenn  man  sich  p,  p',  p"  als  schiefe,  p,  p',  p"  als  senkrechte  Coordinatea 
eines  Punctes  vorstellt,  denn  dann  geben  die  Gleichungen  (53.}  und  (54.  a.}  dfes  vorigen  Ab- 
schnitts zu  erkennen,  dass  ff  und  {)'  die  Quadrate  der  Abstände  dieser  Puncto  von  der  Coor- 
dinatenspitze  A  sind,  und  diese  Abstände  können  offenbar  nur  in  dem  einen  Falle  null  werden, 
wenn  die  drei  Coordinatea  p,  p',  p''  oder  p,  p\  p'\  denen  sie  entsprechen,  sämmtlich  null 
sind;  dann  aber  giengen  die  Gleichungen  (!.}  oder  (3-3  entweder  ganz  und  gar  verloren,  oder 
sie  enthielten  einen  Widerspruch  in  sich  und  würden  in  beiden  Fällen  unPähig  sein^  irgend  Et- 
was darzustellen.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  jede  der  Gleichungen  (5.},  wenn  diese  durch 
die  Zahlen  ^  und  H  erhalten  worden  sind,  die  aus  den  Gleichungen  (6.}  sich  ergeben  haben, 
den  ganzen  Inhalt  der  Gleichungen  (!.}  oder  (3.},  falls  diese  überhaupt  einen  Inhalt  haben,  in 
sich  tragen. 

Femer  geben  die  in  Nr.  32.  des  vorigen  Abschnittes  angestellten  Betrachtungen,  welche 
zu  den  dortigen  Gleichungen  (55.  a.  und  b.}  gefilhrt  haben,  zu  erkennen,  dass  in  denselben 
Fällen,  wo  die  Gleichungen  (5.}  durch  Zahlen  ^  und  H,  die  den  Gleichnngen  (6.)  gemäss 
bestimmt  worden  sind,  erhalten  werden,  die  Coeffizienten  (f,  q',  q"  oder  q,  q',  q"  derselben 
immer  die  senkrechten  oder  schiefen  Projectionszahlen  einer  Richtung  anzeigen,  die  sich  sonach 
aus  den  Coeffizienten  p ,  p\  p"  oder  p ,  p',  p"  der  Gleichungen  (1.)  oder  (3.)  auf  die  be- 
schriebene Art  aufGnden  lässt.  -  Wir  werden  von  jetzt  an,  wenn  wir  uns  der  Gleichungen-  (5.} 
bedienen,  immer  voraussetzen,  dass  ihre  Coeffizienten  q ,  q',  q''  oder  q ,  q',  f('  nach  Anleitung 
der  Gleichungen  (4.)  mittelst  Zahlen  ^  und  H ,  die  von  den  Gleichungen  (6.)  an  die  Hand 
gegeben  werden,  aufgefunden  worden  seien  und  deshalb  die  senkrechten  oder  schiefen  Projec«» 
tionszahlen  einer  durcb  sie  bestimmten  Richtung  sind.  So  genommen  dürfen  dann  diese  Glei- 
chungen weder  mit  einer  Zahl  muItipHzirt  noch  dividlrt  werden,  ohne  ihren  eigenthündichen 
Character  zu  verlieren;  denn  jede  solche  Abänderung  würde  ihnen  wieder  die  allgemeinen»  •Na««' 
tur  der  Gleichipgen  (1.)  oder  (3.)  mittheilen. 

Noch  hat  man  zu  beachten,  dass  die  Gleichungen  (6.}  flbr  ^  sowohl  als  für  H  zwei  Werthe 
finden  lassen,  deren  absolute  Grösse  die  gleiche  ist»  die  aber  oi^eg^ngeset^le  .VofKciicitnii  w 
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«Ml  tngcn.  Aq5  diesen  eweierlei  Werben  von  «^  oder  H  liefern  die  Oleichungen  (4.}  zwei^ 
erlei  Werihe  für  q ,  ((,  %"  oder  q ,  if,  q'',  so  wie  MMh  Ar  Ct  oder  0 ,  wekhe  ebenfalls  {Paar- 
weise dieselbe  äbsehite  Grösse,  aber  entgpegengesetate  V<Nrzeichen  hoben,  nnd  diees  bal  cor 
Folge,  dass  die  den  beiderlei  Wertiien  enisprediendeii  Projecttonsxahien  i|,  q',  ^'  oder  q,  ^^ 
^'  anf  sweieiiei  Richttingen  hinfahren,  die  swar  einander  paraUel,  aber  gegenlävfig  sind. 

Nach  diesen,  in  der  Absicht  die  Natur  des  Gegenstandes  aufzuhellen,  vorausgeschickten  all- 
gemeinen Erläuterungen  überzeugt  man  sich  nun  leicht,  dass  jede  der  Gleichungen  Q\!)  oder 
(3.)  alle  Puncle  einer  Ebene  darstellt,  die  senkrecht  steht  auf  der  Richtung,  deren  Projeclions- 
zahlen  q,  q',  q"  oder  q,  q',  q"  sind,  welche  Projectionszahlen  sich  aus  den  Coeffizienten  ^;), 
p',  )fi"  oder  p,  *p',  p"  der  gegebenen  Gleichung  in  der  besprochenen  Weise  herholen  lassen, 
nnd  dass  kein  zu  dieser  Ebene  nieht  gehöriger  Pmict  in  derselben  Gleichung  enthalten  sei« 
kann.  Vergleicht  man  nämlich  die  auf  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (5.}  mit  denen  im 
vorigen  Abschnitte  gegebenen  Cäeichungen  (100.  a.},  so  sieht  man,  dass  beide  von  einerlei 
Fonn  sind,  nur  dass  dort  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  Richtung,  worauf  sich  die  Glei- 
chung bezieht,  durch  (Fa) ,  (2^) ,  (JTi') ,  hier  durch  q ,  q',  q"  bezeichnet  werden,  so  wie  die 
schiefen  Projectionszahlen  der  Richtung,  auf  die  sich  die  Gleichung  stulzt,  dort  durch  {A^ ,  (^) , 
(^Dj  hier  durch  q,  q',  q"  vorgestellt  werden;  es  stellt  daher  hier  wie  dort  jede  solche  Glei- 
chung die. Ebene  dar,  welche  durch  den  bestimmten  Punct  x, ,  xj,  xl'  oder  Ui,  üj,  u^  geht 
und  senkrecht  auf  der  Richtung  steht,  die  sich  aus  den  CoelTizienten  der  Gleichung  herleiten 
lässt.  Dieselbe  Ebene  wird  dann  auch  durch  die  entsprechende  auf  erster  Zeile  stehende  Glei- 
claiiig  (5.}  darg'estellt,  nur  däss  man  ans  dieser  nvor  «rat  einen  der  ihr  angehörigen  Pwietf 
aufsuchen  muss,  durch  welchen  die  Ebene  zu  gehen  hat  Eben  so  wird  die  gleiche  Ebene  auch 
dtnrdi  di^  ^tttsjMreckendeA  Gleichungen  (1.)  oder  (3.)  dargestcflt,  mit  deiii  Unterschiede  jedod% 
dass  man  aus  diesen  zuvor  noch  mittelst  der  Gleichungen  (6.}  und  (4.}  die  Richtung  aufzu- 
suchen hat,  auf  welcher  die  Ebene  senkrecht  steht  In  dem  besondem  Falle,  wo  in  den  Glei- 
chungen (1.}  die  Grösse  $  oder  P ,  so  wie  in  den  obem  Crleichungen  (5.}  die  Grösse  £X  oder 
0  null  ist,  oder  wo  in  den  Gleichungen  (2.)  die  bestimmt  gegebenen  Coordinatenwerthe  x,, 
X| ,  xi'  oder  u, ,  ui ,  uP  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass 

»>x.+^>'x:+rx;'=o  oder  pu.+p'u;+p"ur=o, 

so  wie  in  den  untern  Gleichungen  (5.): 

qx.  +  q'x;  +  q"xr=0    oder    qu,-hqu;  +  q"u;'=0 

wird,  zeigt  diess  an,  dass  die  durch  solche  Gleichiuigen  dargiüsteUte  Ebene  dnrch  die  CoordiiMen*- 
spitze  A  hindurch  geht 

8T)  Altes  in  "Toriger  Nummer  besagte  bieibi  gleichmttgsig  wahr,  die  beiden  in  (I.}  oder 
(3k):  enthfdtenen  «der  die  zwei  neben  einander  stehenden  Gleichungen  (5.)  mdgen  eine  nnd 
dieaelbe  oder  vwei  von  eJannder  versoMedene  Ebenen  darstellen,  nnr  bat  man  da,  wo  die  hSi^ 
den  Gleichungen  verschiedenen  Ebenen  entsprechen,  im  Aligiemeinen  die  Cocrdinalerf  Xi ,  x[ , 
x!'  und  -Q,,  u[,  u{^  in  denGIeickimgen;  wo  sie  vorkonunen,  auf  itwtsi  verschiedene  bestimmte 
Pnnete  n  becieken,  wahrend  man  da,  wo  die  beiden  Gleiehnngi^n  einer  und  dersehen  Ebene 
entspredien^  beide  Funde  in  cfaien  einsigen  be^tinuHlen  PMd  sich  vereinigt  denket!  kann.  G«h 
kören  dfc»  ewei  genanmen  fileiciiangen ,  von  wel^Aen  die  eine  sibb' immer  a«l  schiefe,  die  an^ 
dere  auf  seiikredhle  Coordlnalen  der  einselnen  Pinele  bezieht,  einef  und  4eikdben  BMne  an, 
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itt  wdohem  Fidle  üfit  ine  eombinirte  Gleichungen  dieser  eiaen  Ebene  anennm  .werden» 
so  sieben  deren  Ck^efiuienien^,  )f\  ^''  und  p,  f\  v"  od^r  q,  <,  <'  und  q^  q\  cf'  in  gewish» 
sen  Beziehungen  zu  einander,  die  wir  jetzt  näher  angeben  wollen.  Da  nlunlich,  wenn  die  bela- 
den Gleichungen  einar  und  derselben  Ebene  angehören  oder  eombinirte  sind»  sowohl  q,  q',  ^' 
die  senkrechten,  als  q ,  q',  q'  die  schiefen  Projectionszahlen  von  einer  auf  dieser  Ebene  senk«- 
rechten  Richtung  sind,  so  gehören  diese  beiderlei  aus  einem  der  beiden  Werthe  von  ^  und  H 
gefundenen  Projectionszahlen  nothwendig  entweder  einer  und  derselben  Richtung  an,  oder  zweien, 
die  parallel  und  gegenläufig  sind.  Im  ersten  Falle  finden  zwischen  ihnen  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte zwischen  den  zu  einer  und  derselben  Richtung  gehörigen  schiefen  und  senkrechten 
Projectionszahlen  aufgefundenen  Gleichungen  (12.)  und  (47.  a.)  statt,  nämlich: 

q  =  q  +  q'cos  W  +  q"cos  W  ,     q'r=  q  cos  W  +  q'4-  q"cos  W",     <»"=  q  cos  W<+  q'cos  W"+  q" 
und 

«q=«q  +  aY+rq",    (K q'=  81. q+Wq'+aCq'',    6;'q"-«i<l  +  «5<+«5Y'' 

Im  aijidem  Falle  hingegen  müssen  die  Vorzeichen  entweder  blo«  der  schiefen  oder  blos  der 
senkrechten  Projectionszahlen  in  die  entgegengesetzten  umgewandelt  werden,  damit  alle  zusam- 
men einer  und  derselben  Richtung  angehören  und  auf  sie  wieder  die  obigen  Gleichungen  ihre 
Anwendung  finden;  diess  bringt  aber  in  diesen  Gleichungen  keine  andere  Aenderung  hervor, 
als  dass  sämmtliche  auf  ihren  einen  Seiten  befindliche  Glieder  ein  entgegengesetztes  Vorzeichen 
annehmen.    Man  kann  sonach  dieses  Verhalten  allgemein  so  aussprechen: 

!+q=q  +  q'cosW+q"cosW',  +q'=qoosW+q'+q"cosW",  +q"==:qcosW'+q'cosW"+<' 
und 
+(gq=aq+8iY+a'V%  +6:q'=a.q+«;q'+«;v%  +(£'q"=%q+«;q'+a;r, 

■ 

wenn  man  sich  blos  merkt,  dass  in  allen  diesen  Gleichungen  gleichzeitig  blos  die  obem  oder 
blos  die  untern  Vorzeichen  genommen  werden  müssen,  je  nachdem  die  Projectionszahlen  q ,  q', 
q''  und  q,  q',  q"  zu  einerlei  oder  zu  entgegensetzten  Richtungen  hinHihren. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (7.)  anstatt  der  Projectionszahlen  ihre  durch  die  Gleichungen 
(4.}  gegebenen  Werthe  ein,  so  werden  sie: 

±l^^<>=P+P'cosW+p"cosW',  +5<>'=PcosW+p'+p"cosW",  +  5«>"=?P«>sW'+p'cosW"+p" 

l      V  V  V 

und 

'+1 6p = «)) + SIV+  r  \j",  + 1  (sy=  %p + a;»)'+  ^r^ ,  ±  |  s;'p"=  «.<> + W+  8i;r, 

in  welchen  ^  und  H  den  Gleichungen  (4.)  gemäss  zu  bestimmen'  sind,  un4i  detfen  doppelte 
Vorzeichen  dieselbe  Rücksichtsnahme  wie  bei  den  Gleichungen  Qt.')  verlangen.  Die  so  den  jet 
dfsmaligen  Umständen  angepassten  Gleichungen  (8.])  nun  dectoi  die  Ariationen  laif ,  wekhe 
zwischen  den  Goefilzieiiten  in  combinirten  Gleichungen  statt  haben. 

Der  Umstand,  dass  man  bei  den  Gleichungen  (7.)  oAßv  (8»)  iimaer.  etsi  nooh  ziuMsehen 
habe,  ob  in  ihnen  yon  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  2u^  setzen  sei;  ial  ttstigi 
man  kann  indessen  diesen  Uehelstand  durcb  em  einfaches  Mittel  aus  de»  Weg  rfiumen«  Seist 
man  nämlich  ein  fiUr  alle  Mal  fest,  von  den  xwei  aus  den  Gleichutigen  (&)>  P^r  ^  undi  H  sieh 
ergebenden  Werthett  immer  nur  den  pesitorenzu  nehmen,  so  nehnen^  den  GleioImngeB  (4i) 


(«•) 
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hör  Folge,  ^  wd  ^ ,  p'  md  <|\  }f"  und  q",  $  omI  Cl ,  so  wie  p  «nd  q ,  p'  und  q\  p"  und  q'\ 
P  und  0  stete  ein  und  dassdbe  Yoizefefaen  an,  woraus  folgt,  dass  die  Grössen  q,  q'»  q",  {^ 
gteictogitig  nit  denen  p,  p\  p'%  ^,  so  wie  die  q,  q",  q",  0  gleicluieitig  nitdenenp,  pT,  p"^ 
P  ihr  YorEdichen  umkehren.  Da  nnn  der  Inhalt  einer  jeden  einEelnen  der  in  (1.)  oder  (3.) 
enthaltenen  fileickungon  nicht  im  Gerinjpsten  lAgeändert  wird  ,  wenn  man  alle  ihre  Ver^- 
seichen  in  die  entgegengesetsten  umkehrt,  so  hat  man  es  stets  in  seiner  Gewalt,  jedes  Patir 
eombinirler  Gleichungeii  Ton  votn  herefai  so  lu  schreiben,  dass  die  ans  ihnen  hergeleileten 
senkrechten  und  schiefen  ProjectionsJaMen  auf  eine,  und  dieselbe  Richtung  sidi  beziehen,  und 
demnach  m  den  Gleichungen  (?.}  und  (8.}  inuner  hlos  die  cbem  Yorzeidiea  genommen  w«r*^ 
den  müssen.  Thut  man  diess  und  macht  man  es  sich  zur  Regel,  in  so  angeordneitti  Gleichun- 
gen nie  andere  algebraisch  eriaidite  Aendermigen  als  solche  voraamehmen,  wodnrdi  entweder 
die  Yonseichen.der  einsebien. Glieder  in  den  beiden  combinirten  CHeichuilgen  stets  die  gleichen 
bleiben,  oder  in  beiden  gleichzeitig  sich  sänmitiieh  umkehren,  so  kann  man  unbedenklich  die 
Gleichungen  (71}  und  (8.}  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  in  Anwendung  bringen,  und  braueht 
dann  auf  die  rechte  Wahl  der  Yorzeichen  kein  besonderes  Augenmerk  mehr  zu  richten.  Aus 
dieser  Ursache  wird  man  wohl  tbun,  sich  unter  <^  und  H  nur  Sure  positiven  Werthe  zu  denken 
juni  in  Jedem  Paare  von  combinirten  Gleichungen  deren  Yorzeichen  stets  in  der  Weise  ange- 
ordnet sich  vorzustellen,  wobei  man  in  den  Gleichungen  (7/)  oder  (SJ)  immer  nur  ihre  obem 
Yorzeichen  zu  nehmen  braucht  So  angeordnete  combinirte  Gleichungen  bezeichnen  wir  da- 
durch, dass  wir  sagen,  sie  besitzen  gleichartige  Yorzeichen. 

88}  Es  mögen  combinirte  Gleichungen  gleichartige  Yorzeichen  haben  oder  nicht,  so  ist  doch 
stete 

+  l  =  qq  +  q'q'+q'r  (•••.) 

nach  Aussage  der  Gleichung  (11.}  des  vorigen  Abschnitte  und  man  hat  in  dieser  Gleichung 
das  obere  oder  untere  Yorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Projectionszahlen  q ,  qf»  (f'  und 
die  q ,  q',  q''  einer  und  derselben  oder  einander  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  angehören, 
d.  h.  je  nachdem  die  combinirten  Gleichungen,  an  wdche  diese  Projectionszahlen  geknüpft  wor- 
den sind,  gleichartige  Yorzeichen  haben  odef  nicht  Setzt  man  in  die  Gleichung  (9.  a.}  für  die 
darin  verkommenden  Projectionszahlen  ihre  durch  die  Gleichungen  (4.)  gegebenen  Werthe  ein, 
so  verwandelt  sie  sich  in: 

±H^=Pi)+py4-pV,  C».M 

und  es  ist  ihr  doppeltes  Yofsieichen  in  jedqin  he^ondem  FaQe  der  eben  angegebnen  Re^el 
gemäss  zu  bestimmen.  Findet  sich  beim  Aufsuchen  der  positiven  Werthe  H  und  ^,  dass 
H=^  ist,  so  geht  die  vorige  GldcAimg  4kber  in:  /  v  •  ** 

wobei  hinsichtUch  des  doppelten  Yorzeichens  immer  noch  die  alte  Regel  zu  beobachten  ist  Jn 
iKßsem  jPaUe,  wenn  nämlich  H=^  ist^  ändern  sich  die  Glejchuugen  (8.}  ab  in: 

+  ^)=:p+p'cosW+p'^CosW^  +»>'r=:pCosW+p'+p^cosW'^  +p'"=pcosW'+ir'cosW-hp^ 
und  * 

^reiche,  veigUcken  midden  Gleichuiigen  (7.),  zu  ^kennen  geben«  dass  ufter. der  gemachten 
Yoraussetmiiig  iwteokfiH  deuCoeSizicnten  der  .c^miWairtan  CrMfcbnofeii.  gew».  dieselben  Reletio*- 


y  \ 


(•.«.) 


ist  Analytiadie  Geometrie.  '  Absch.  11^ 


nen  statt  finden,  wie  zwischen  den  aus  ibnea  abgeleiteten  Frojedionszahlen  q,  q%  qf'  nni 
^^  q\  q'\  Umgekehrt  kann  man  schUessen,  dass  Hz=:«^  ist,  so  wie  zwischeR  den  Coeffbaen«** 
ten  der  qombinfaten  Gleichungen  die  in  (9.  d.}  angegebenen  Relationen  statt  finden.  Combinirtei 
eine  Eb^ie  darstellende  Gleichungen,  wekhe  man  auf  die  hier  angezeigte  Weise  dahin  gebracht 
hat,  dass  für  sie  die  positiv  vorausgesetzten  Werthe  ^  und  H  einander  gleich  werden,  und  die 
daraus  abgeleiteten  Projectionszahlen  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  einer  und  derselben  Richtuag  an* 
gdidren,.  d.  h.  dass  beide  gleichartige  Vorzeichen  besitzen,  wollen  wir  dadurch  bezeichnen,  dass 
wir  sie  nächste  combinirte  Gleichungen  nennen.  Offenbar  verlieren  nächste  oombinirte 
Gleichungen  ihren  besondem  Character  nicht,  wenn  sie  mit  einer  beliebigen,  pontiven  oder  ne» 
gativen  reellen  Zahl  multiplizirt  werden,  falls  man  mir  diese  Multiplication  mit  dner  Zahl  immer 
an  beiden  Gleichungen  zugleich  eintreten  lässt  Ist  eine  Ebene  entweder  blos  durch  eine  Glei<* 
chung  in  schiefen,  oder  blod  durch  eine  Gleichung  in  -senkrechten  Goordinaten  gegeben,  und 
man  vriU  zu  dieser  einen  die  ihr  nächste  combinirte  Gleichung  finden,  so  erhält  man  deren  Goef-* 
fizienten  offenbar  aus  den  Gleichungen  (9.  d.},  wenn  man  in  diesen  blos  die  obern  Vorzeichen 
gelten  lässt 

89)  Hat  man  die  combinirten  Gleichungen  einer  Ebene  entweder  in  der  Form  derer  (1.) 
oder  in  der  Form  derer  ('S.),  und  lässt  man  in  derjenigen,  welche  die  schiefen  Coordinaten 
der  Puncte  in  sich  trägt,  x"=0  und  x'=0  sein,  so  findet  man 

wenn  sie  die  in  (1.}  angezeigte  Form  besitzt,  und  hat  sie  die  in  (3.}  angezeigte  Form,  so 
.  •  findet  man  dasselbe,  nur  dass  an  die  Stelle  von  $  ihr  aus  der  Gleichung  (2.)  hervorgehender 
Wertb  tritt  Dieser  besondere  Werth  x  giebt  das  von  der  Ebepe  abgeschnittene  Stück  der  Axe 
AX  zu  erkennen  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  ,  je  nachdem  es  auf  der  positivpn  oder  ne^ 
gativen  Seite  dieser  Axe  liegt;  und  eben  so  geben  die  durch  die  Gleichungen 

'        x'=|    und.x"=|, 

bestimmten  Grössen  x"  und  x"  die  von  der  Ebene  abgeschnittenen  Stacke  der  Axen  AX'  und 
A  X"  zu  erkennen  mit  dem  Vorzeichen  -(-  oder  — ,  je  nachdem  sie  auf  der  positiven  oder  ne- 
^'  gativen  Seite  dieser  Axen  liegen.    Bezeichnen  wir  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebene  von  den 

Axen  AX,  AX',  AX'^  geschnitiert  wird,  durch  B,  B^  B^  so  ist  also 

aj  38  a?     ' 

Xt9.  mO  AB=  J  ,    AB'=  ^.,    AB"=  i^  , 

'    und  diese  Stücke  nehmen  das  Vorzeichen  +*  oder  —  an,  je  nachdem  sie  auf  der  positiven  oder 
negativen  Seite  ihrer  Axen  liegen.   ' 

Stellen  (x),  (*'),  (x")  -die  schiefen  Coordinaten  der  Puncte  der  Ebene'  an  dem  zum  ur* 
sprünglioken  Coordinatensyst^me  gebiUjgen  Polarsysteme  vor,  so  ist  den  im  vorigen  Absdinitte 
erhaltenen  Gleichungen  (pT.  h,)  gemäss: 

.  U  =  6(X)  ,     U'=t:«:(x')  ,  .  u"=r:(i;V); 

setzt  man  aber  fdr  u ,  n',  n"  diese  Werthe  in  diejenige  der  eombiniften  Glelehut^gen,  in  wel^ 
ober  diese  Coordinaten  vorkommen,  00  rtf¥nmie\t  sich  die  in  (!.}  votlMmaienda  in:  ' 
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6p(x)+«;p'(x')+6;'p"(x")=p 

und  die  in  (3.}  vorkommende  wird  eben  so,  nur  äsiBS  an  die  Stelle  von  P  sein  durch  die  Glei- 
chung (2.)  gegebener  Werth  eintritt  Da  diese  Gleichung  jetzt  in  Bezug  auf  das  Poiarsystem 
diesdbe  ist,  was  die  vorige  in  Benig  auf  das  Gminisystem«  so  lassen  sich  aus  ihr  die  Stücke 
der  Flotaraxen,  welche  von  der  Ebeniß  abgesclmitten  werden,  gerade  so  herleiten,  wie  die  der 
Gnindaxen  ajHs  jener  erhalten  worden  sind;  bezeichnet  man  aämUdi  die  Puncte,  in  welchen  6iß 
Ebene  ypn  den  Polaraxen  Ai^  AX',  AX"  geschnitten  wird,  bezüglich  durch  9,  9',  SB",  so 
findet  man: 

und  es  nehmen  diese  Stücke  das  Vorzeichen  -f-  oder  —  an,  je  nachdem  sie  auf  der  positiven 
oder  negativen  Seite  der  Polaraxen  liegen,  von  denen  sie  abgeschnitten  worden  sind, 

Denkt  man  sich  nun  von  der  Coordinatenspitze  A  aus  eine  Gerade  senkrecht  gegen  die 
Ebene  gezogen,  welche  diese  im  Puncte  S  schneidel,  so  ist  AS  der  Abstand  der  Ebene  von  * 
der  Coordinatenspitze,  und  stellt  man  sich  in  der  Ebene  die  Geraden  SB,  SB',  S B''  und  SS, 
S©',  SS"  gezogen  vor,  so  dass  die  Dreiecke  SAB,  SAr,  SAB"  und  SA»,  SASy,  SA»** 
entstehen,  welche  sfimmflicb  bei  S  rechtwinklig  sind,  so  lässt  sich  aus  jedem  derselben  die 
Grösse  des  Abstandes  AS  bestimmen;  es  ist  nämlich: 

w 

AS=+AB  cos  BAS=+AB'cosB'AS=±AB"cosB"AS 

w 

=:±A»cosS5AS=+A»'cos8'AS=±AÖ"cos»"AS,. 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  immer  dasjenige  zu  nehmen  ist,  welches  AS  zu  einer  posi* 
tiven  Zahl  macht  Nun  sind  aber  die  Grössen  cosBAS,  cosB'AS,  cosF^AS  und  cosSAS, 
cosS'AS,  cos8"AS  stets  positive  Grössen,  weO  die  Winkel  B  A S ,  B'AS,  B"AS  und  »AS, 
»'AS,  »"AS  nie  stumpfe  werden  können,  und  zugleich  sind  die  drei  erstem  Kosinuse  nichts 
anders,  als  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  die  Richtung  A  S  an  den  Grundaxen  A  X , 
AX',  AX"  giebt,  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  genommen,  je  nachdem  die  Stücke  AB,  AB', 
AB"  auf  den  positiven  oder  negativen  Seiten  dieser  Axen  liegen,  d.  h.  je  nachdem  die  Glei-  / 
chungen  (^10.  a.}  diese  Stücke  in  positiven  oder  negativen  Zahlen  ausdrücken;  während  die 
drei  andern  Kosinuse  nichts  and^s  sind,  als  die  senkrechten  Projectionsverhältnisse,  welche  die 
Ridilung  AS  an  den  Polaraxen  A$,  AS',  AS"  giebt,  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Stücke  A » ,  A  »',  A »"  auf  den  positiven  oder  negativen  Seiten  die«^ 
ser  Polaraxen  liegen,  d.  h.  je  rtachdem  die  Gleichungen  (10.  b.}  diese  Stücke  in  pbsitiven  oder 
negativen  Zahlen  geben.  Hierans  folgt,  dass  man  AS  immer  in  einer  positiven  Zahl  ausge-« 
dmcki  ertiält,  tr^nn 'man  f&r  AB,  AB',  AB''  ihre  du^ch  die  Gleichungen  (10.  a.}  geg^>eneR 
Werthe  und  zugleich  Tür  die  neben  ihnen  stehenden  Kosinuse  die  senkrechte  Projeotionszafal 
der  Richtung  A  S  an  den  Grundaxen  A  X ,  A  X',  A  X",  oder,  wenn  man  für  A » ,  A »',  A »" 
ihre  durch  die  Gleichungen  (10.  b.}  md  zugleich  für  die  neben  Urnen  stehenden  Kosinuse  die 
senkrechten  Projectionszahlea  der  Richtung  AS  an  den  Polariucen  A3^,  AS',  A£!'  setzt.  Nua 
sind  laber  q,  ((',  q"  oder  -^q.,  -^-qT,  r-q"  die  senjkrediten  Projectioassahlei^  der  Richtung  ASy 
an  den  Axen  AX,  AX',  AX",  je  nachdem  4ie  durch  q,  q',  q'^  gegebene  Richtung  .der  AS 
oder  gegfoiläufig  i^t;  dah^r. hat  jwan: 


»  ^» 


as=+»ij5=±5pJ=+*4J5 
p  p  p 


ff 
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oder  mit  Rttdisicht  auf  die  Gleichungen  C^.}: 
(ti.«.)  AS  =  +|, 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Rich-*- 
tung  A  S  mit  der  durch  q ,  q',  q"  gegebenen  gleich  oder  gegenläufig  ist  Eben  so  sind '  den 
im  vorigen  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (56.  a.}  zttr  Folge  (£  q ,  @[  qf ,  iS^'  i('  iit  senk«^ 
rechten  Projectionszahlen,  welche  die  Richtung  AS  an  den  Polaraxen  A3E,  ABT,  AST  gfebt, 
je  nachdem  die  Richtung  AS  der  durch  q,  q',  q"  gegebenen  gleich  oder  gegenlfiufijf  ist;  da- 
,   her  hat  man: 

-    p      —    p      —    p 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  .(4} : 

p 
(ti.  bO  AS=+j|, 


n 


wo  von  den  doppelten  Vorzeidien  das  obere  oder  untere  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Ridi«. 
tung  AS  der  durch  q,  q',  q''  gegebenen  gleich-  oder  gegenläufig  ist  Da  diese  Bestimmung 
des  Vorzeichens  die  analoge  von  der  bei  der  Gleichung  (11,  a.}  gegebenen  ist,  so  fo^  .dass, 
wenn  die  Vorzeichen  der  combinirten  Gleichungen  gleichartig  sind^  und  in  Folge  dessen  die 
Projectionszahlen  q ,  q',  q''  und  q ,  q',  q"  auf  eine  und  dieselbe  Richtung  sich  bezichen,  man 
in  den  beiden  Gleichungen  (11.  a.)  und  (11.  b.}  ein  und  dasselbe  Voi*zeichen,  das  obere  näm- 
lich oder  das  untere,  zu  nehmen  hat,  um  durch  beide  f&r  AS  einen  positiven  Werth  zu  erhal- 
ten, und  dass,  wenn  man  in  beiden  entweder  nur  das  obere  oder  nur  das  untere  Vorzeichen 
nimmt,  man  aus  jeder  den  Abstand  A  S  mit  demselben  Vorzeichen  +  oder  —  versehen  erhält 

MuHipIizirt  man  die  Gleichungen  (11.  a.}  und  (11.  b.)  mit  einander,  so  findet  man,  wenn 
die  combinirten  Gleichungen  gleichartige  Vorzeichen  haben: 

5PP 

Ctt.  «o  ^^'—^' 

in  welcher  Gleichung  kein  doppeltes  Vorzeichen  mehr  erscheint,  weil,  unter  der  gemachten  Vor« 
aussetzung  von  jenen  beiden  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen  geaoDi^ 
men  werden  dürfen;  im  Falle  die  Vorzeichen  der  combinirten  Gleichungen  nicht  gleichartig 
wären,  müsste  aber  der  einen  Seite  der  Gleichung  (11.  c.}  das  Vorzeichen  —  vorgesetzt  wer- 
den. Setzt  man  hierauf  in  diese  letzte  Gleichung  für  ^  H  dessen  in  der  Gleichung  (9.  b,}  ent- 
haUeaen  Werth,  wie  derselbe  combinirten  Gleichungen  mit  gleichartigen  Vorzeichen  zukoMnt^ 
so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an : 

(ti.  *•)  A^  -  * p -f  PY+  py ' 

und  man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Gleichung  wahr  bleibt,  die  Vorzeichen  der  combinirten 
Gleichungen  mögen  gleichartig  sem  oder  nicht  Denn  im  letztem  Falle  erhielte  man  zwar  lOr 
AS*  den  in  der  Gleichung  (11.  c!)  ahgezeigten  Werth  mit  entgegetigesetzten  Voi^eiclieh  ge^ 
nommen;  weil  aber  in  diesem  Falle  zugleich  auch  in  4er  Gleichung  (9.  b.)  das  untere  Vor^ 
zeichen  genommen  werden  müsste,  so  eingäbe  sich  fiir.AS^  immer  wieder  der  in  der  Gld* 
chung  (11.  d.}  angezeigte  Werth. 


%  19.  Nr.  90.  VoB  der  Ebene;  IM 

Die  in  laufender  Nummer,  geschehenen  Aoswerthungen  setzen  in  den  Sttnd^  die  Stellong 
der  Ebene  sowohl  zu  jeder  Gnuidaxe,  wie  zu  jeder  Pokraxe  des  Coordinalensysiems  festzu- 
stellen, wobei  man  es  immer  so  einrichten  kann,  dass  die  durch  die  Projectionszahlen  q,  cf, 
q''  und  q ,  q\  n"  gelieferten  Richtungen  beide  mit  der  von  A  nach  S  hinlaufenden  zusammen 
fallen. 

90}  Aus  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer  lässt  sich  ein  höchst  einfaches  Kennzei- 
chen entnehmen,  ob  combinirte  Gleichungen  nächste  seien  und  ob  sie  gleichartige  Vorzeichen 
in  sich  enthalten  oder  nicht,  welches  wir  nicht  ausser  Acht  lassen  dürfen,  da  hiervon  der  leichte 
und  sichere  Gebrauch  der  combinirten  Gleichungen  im  beliebigen  Coordinatensystem  ganz  und 
gar  abhängt.   Es  hat  sich  nämlich  in  der  vorigen  Nummer  herausgestellt,  dass  combinirte  Glei- 

Coordinatenspitze  A  hergeben  und  zwar  ihn  beide  Male  entweder  als  positive  oder  beide  Male 
als  negative  Grösse  in  sich  tragen,  so  dass  also  combinirte  Gleichungen  mit  gleichartigen  Vor- 
zeichen unter  allen  Umständen 

^  _P 

geben,  wobei  man  sich,  der  in  Nr.  87.  getroffenen  Anordnung  gemäss,  unter  ^  und  H  blos  die 
aus  den  Gleichungen  (6.}  für  diese  Grössen  sich  ergebenden  positiven  Werthe  vorzustellen 
hat,  was  nach  sich  zieht,  dass  ^{  und  P  in  combinirten  Gleichungen,  deren  Vorzeichen  gleichartig 
sind,  beide  zugleieh  entweder  positive  oder  negative  Grössen  bezeichnen.  Weil  aber  bei  po- 
sitiven Werthen  ^  und  H ,  wie  in  Nr.  87,  dargethan  worden  ist,  die  Grössen  q ,  q\  Qf\  SDk  nur 
gleichzeitig  mit  denen  p ,  !))',  ))",  ^ ,  so  wie  die  q ,  q',  q'\  Q  nur  gleichzeitig  mit  denen  p ,  p', 
p'',  P  ihr  Vorzeichen  ändern,  so  werden  die  aus  den  oombinirten  Gleichungen  het|;eleiteten  Pro- 
jectionszahlen q ,  q',  q"  und  q ,  q",  q"  so  lange  einer  und  derselben  Richtung  angehören  und 
dem  zur  Folge  die  combinirtett  Gleichungen  gleichartige  Vorzeiohen  behalten,  als  die  Werthe 
$  und  P  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ  bleiben,  während  umgekehrt  durch  diese 
zwei  Grössen,  wenn  die  eine  von  ihnen  positiv,  die  andere  negativ  ist,  angezeigt  wird,  dass 
die  Vorzeichen  der  combinirten  Gleichungen,  denen  sie  angehören,  noch  ungleichartig  sind. 
Hieraus  folgt  nun  für  das  Anschreiben  der  combinirten  Gleichungen  mit  gleichartigen  Vorzei- 
chen die  folgende  Regel: 

„Combinirte  Gleichungen  von  der  Form  (1.}  haben  gleichartige  Vorzeichen,  wenn  man 
sie  so  anschreibt,  dass  deren  eine  Seiten  ^  und  P,  welche  alle  die  Glieder  in  sich  fas- 
sen, in  denen  keine  der  unbestimmten  Coordinaten  vorkommt,  entweder  beide  positive 
oder  beide  negative  Werthe  haben;  sind  aber  die  eombmirten  Gleichungen  von  der  Form 
(]3.},  so  hat  man  dafür  zu  sorgen,  dass  dasselbe  von  den  Grössen  )>  Xi  -f-  p%  +  p''x['  und 
pu.  +  p'u;  +  p"ur  gilt« 

Femer  geht  aus  der  Gleichung  (12.')  hervor,  dass  nächste  combinirte  Gleichungen,  in  welchen 
i^  =  H  ist,  auch  ^  =  P  haben,  und  umgehehrt,  dass  zwei  combinirte  Gleichungen,  in  welchen 
^4i=:P  ist,  auch  <^  =  H  haben,  sonach  nächste  combinirte  Gleichungen  sind.  Hieraus  folgt  für 
das  Erkennen  nächster  combinirter  Gleichungen  die  folgende  Regel: 

„Combinirte  Gleichungen  von  der  Form  (1.}  sind  nächste,  wenn  man  bei  deren  Anschrei- 
ben daflir  sorgt»  dass  ihre  Seifen  ^Jß  und  P ,  weldie  aBe  Theile  enthalten, .  die  keine  ver- 
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inderiiche  Coordinate  in  sich  tragen,  sowohl  der  Grösse  als  dem  Vorzeichen  nach  einan- 
der gleich  sind ;  sind  aber  die  combinirten  ffleichnngen  yon  der  Form  (3.},  so  niass  das- 
selbe in  Bezng  auf  die  Grössen  1)  x,  +  p'x\  -f-  )f'%'  und  p  U|  +  p'uj  +  p'^uj'  ei^ielt  werden.* 

Man  sieht  also,  dass  das  Gleichartigmachen  der  Vorzeichen  sowohl,  wie  auch  das  Verwandeln 
combinirter  Gleichungen  in  nächste  sich  immer  höchst  einfach  dadurch  bewerkstelligen  lässt, 
dass  man  eine  von  beiden  mit  einer  Zahl  multiplizirt,  die  im  ersten  Falle  stets  —  1  sein  kann 
und  im  andern  Falle  sich  immer  leicht  angeben  lässt  Auch  kann  man,  wo  es  Vortheil  bringt, 
das  Verwandebi  der  combinirten  Gleichungen  in  nächste  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  jede 
von  ihnen  mit  einer  dazu  geeigneten  Zahl  multiplizirt,  und  es  lassen  sich  auf  diese  Weise  im- 
mer unzählig  viele  Paare  angeben. 

91}  Sind  zwei  Ebenen  durch  zwei  Paare  combinirter  Gleichungen  gegeben,  von  welchen 
das  eine  Paar  entweder  in  der  Form: 

(  )f.x+p:x'+^':x:'z=:%  und  pott+p;u'+p;'x"=p, 

(^(x-x.)+^;(x'-xO+^);'Cx"-x;')=o  und  p.(u-uO+p;(u'-uO+p;'(u"-ur)=o 

und  eben  so  das  andere  Paar  entweder  in  der  Form: 

^>x  +  »)V+J)'x"=5p    und    pu  +  pV+p"u"=P 
oder  in  der: 

p(x-x,)  +  »>'(x'-x;)  +  »>"Cx"-x;')=0  und  pCu-uO  +  p'(u'-u;3  +  p"Cu"-uO=0 

aufgestellt  sein  kann,  in  welchen  x,  x',  x"  und  u,  u',  u''  die  schiefen  und  senkrechten  Coor- 
dinaten  irgend  eines  beliebigen  zur  einen  oder  andern  Ebene  gehörigen  Punctes,  X|,  x^,  xi' 
und  U| ,  ui ,  Ui  die  eines  bestimmten  Punctes  in  der  ersten  Ebene  und  x, ,  x^ ,  x^'  und  u, ,  u^ , 
vi!  die  eines  bestimmten  Punctes  in  der  zweiten  Ebene  vorstellen,  die  übrigen  Zeichen  aber  be- 
MAig  gegebene  reelle  Grössen  bedeuten,  deren  besondere  Werthe  die  besondere  Lage  der  durch 
obige  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  an  die  Hand  geben;  stellen  femer  <^o  >  H«  und  ^ ,  H 
die  aus  nachstehenden  Gleichungen  für  sie  sich  ergebenden  Werthe  vor: 

p! + pi'+  pr+  2  p.  p;  cos  w + 2  p,  p'o'cos  w'+  2  p;  p;'cos  w"=:  h:  , 

|w+  ^^+  !»)•'+  (I  +  !)»>.*>;+(?  +  |>.^i'+(|  +  |)»>;»>;'=^J 

nnd 

P'  +  P'* + P"*  +  2  p  p'cos  W  +  2  p  p"cos  W'+  2  p'p"co8  W"=  IT, 

welche  Gleichungen  denen  ^6.}  analog  sind ;  und  führen  wir  überdiess  noch  die  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmten  neuen  Grössen  ein: 

*."'•'   ^."^•'    ^.~^''   E— ^'^   Ho— ^'^    u.—^' 

und 

»  _«        V  _«'       *>"  _«-.    P  _„        P'  _„'       P"  _„- 
^_q,     ;^_q,     ^-^'    H~^'     H-^'     ff-*' 


cos9= 
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so  sind  diese  ndaen,  mit  den  Grundzeichen  q, ,  q«  und  q ,  q  vorsidienen  Chrössen  die  combinbrleii 
Gl^hung^  mögen  gleiduurtige  Voneichen  besitzen  oder  mdity  den  in  Nr.  86.  und  87.  geschehe« 
nen  Untersuchungen  zur  Folge,  die  senkrechten  und  schiefen  Projectionszahlen  einer  von  den 
zweien,  je  nach  den  Grundzeichen  q«  und  q,  oder  q  und  q  auf  der  ersten  oder  zweiten  Ebene 
senkrechten  Richtung.  Weil  nun  der  spitze  oder  stumpfe  Winkel,  den  zwei  Ebenen  mit  ein«» 
ander  machen,  dem  spitzen  oder  stunq)fen  Winkel  gleich  ist^  den  die  auf  ihnen  senkrecht  ste- 
henden Richtungen  mit  einander  bilden,  so  ist,  wenn  0  diesen  spitzen  oder  stumpfen  Neigungs- 
winkel bezeichnet,  den  Gleichungen  ^9.  a.  und  b.}  gemäss: 

costf=q,q+q;q'+q;V    »nd    costf=qq»+q'q;-H"qi'i  (i4*  ••) 

oder  wenn  man  anstatt  der  hier  vorkommenden  Projectionszahlen  ibre  durch  die  unmittelbar 
vorangegangenen  Gleichungen  gegebenen  Werthe  setzt: 

(?=^(»>op+^>;p'4-Kn  und  cos(?=^cvp.+»v.+<)YO.         (t4.M 

wobei  man  indessen  nicht  übersehen  darf,  dass  der  Winkel  0  nn  einer  der  beiden  Gleichungen 
(14  a.}  oder  (14.  b.}  der  spitze,  in  der  andern  Gleichung  aber  der  stumpfe  Neigungswinkel 
werden  kann,  weil  diess  lediglich  von  den  zu  q,  q",  q''  und  q«,  q«,  q«'  und  von  den  zu  q», 
q^ ,  q«  und  q ,  q',  q"  gehörigen  Richtungen  abhängt,  und  jede  von  diesen  unabhängig  von  den 
übrigen  eine  von  den  zweien  sein  kann,  welche  auf  der  Ebene,  aus  deren  Gleichung  ihre  Pro- 
jectionszahlen hergenommen  worden  sind,  senkrecht  steht  Multiplizirt  man  die  beiden  vorste- 
henden Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man: 

in  weldier  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  genommen  werden  mnss,  je 
nadidem  in  den  beiden  Gleichungen  (14.  b.}  0  einen  und  denselben  od^  in  der  einen  den 
spitzen,  in  der  andern  den  stumpfen  Winkel  vorzustellen  hat,  was  im  Grunde  nichts  anders  B9g^ 
als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  den  doppelten  Vorzeichen  dasjenige  genommen  werden 
muss,  wodurch  cos'0  zu  einer  positiven  Zahl  wird.  Wird  das  doppelte  Vorzeichen  in  diesem 
letztem  Sinne  genommen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (14  c.^,  wenn  man  erwägt,  dass 
der  Gleichung  (9.  b.}  zur  Folge 

+^.H.=»),p.+»>;p;+»);'p;'  und  ±^n=)ff+pY+VY 

ist,  und  dass  in  jeder  dieser  letzten  beiden  Gleichungen,  unabhängig  von  der  andern,  das  obere 
oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden  muss ,  je  nachdem  die  Projectionszahlen  q« ,  q^ ,  q^^ 
und  (\9j  q(^,  qr  oder  die  q ,  q',  qf'  und  q ,  q\  q'"  einer  und  derselben  oder  gerade  entgegen- 
gesetzten Richtungen  angehören ,  in  jedem  Falle  gleichmässig  in : 

denn  man  findet  ^A ^ H = ()|>, p,  +  J>; p;  +  <>;' pQ (<> p  +  P'p'+ <^"p") »  w««»  sowohl  %,  qi, 
q^'  und  q«,  q^,  q«,  als  auch  q,  q',  q"  und  q,  q",  q''  entweder  beide  zugleich  eineilei  oder 
beide  zugleich  entgegengesetzte  Richtungen  in  sich  tragen,  in  beiden  Fällen  aber  werden  die 
in  den  zwei  Gleichungen  (14«  a.)  oder  (14  b.}  erscheiaenden  Winkel  0  dieselben,  weshalb 
man  in  der  Gleicbmig  (14  c)  nur  das  obofe  Vorzeichen  beibehalten  darf;  hingegen  findet  man 

20» 


IM  Analyttaehe  Oeometrie.  Absch.  IL 

^»  R«  ^  H  =  —  Qp.  Po + ^>i  pi  +  Po  iC)  (,PP  +  <>'p'+  V"?")  j  ^CM  dte  ^ö»  ^^^  angerdglen 
Projectionfizahlen  zu  einerlei,  die  andern  aber  zu  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  gehdren, 
dam  aber  wird  von  den  beiden  so  dben  erwähnten,  mit  0  bezeichneten  Winkdi^der  euie  ein 
spitzer  und  der  andere  ein  stumpfer,  weshalb  man  in  der  Gleichung  (14.  c}  nur  das  mitere 
Vorzeichen  beibehalten  darf,  so  dass  man  also  in  jedem  Falle  immer  auf  die  eine  in  (15.  a.} 
angegebene  Gleichung  hingeführt  wird. 

Sind  die  Gleichungen  für  jede  Ebene  nächste  combinirte,  wo  dann  <^«  =  H,  und  ^=11, 
also  auch  H«^,  =  H«<^  wird,  zugleich  aber  auch  die  beiden  in  der  vordem  und  hintern  Glei- 
chung (14.  b.)  mit  0  bezeichneten  Winkd  einander  gleich  werden,  so  folgt  aus  den  zuletzt 
erwähnten  Gleichungen  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dass  jetzt  Qt^«=H«^  ist: 

iM.  *.)  p.  p + »>;  p'+  v:  p"=  p.  p + p;  p'+  pr  r, 

und  das  Gleichsein  dieser  Ausdrücke  wird  Ursache,  dass  sich  die  Gleichung  (15.  a.3  in  jede 
der  zwei  Formen  bringen  lässt: 

Wird  cos  0  =  0,  so  ist  0  ein  rechter  Winkel,  und  dann  stehen  die  beiden  Ebenen  senk- 
recht auf  einander.    Diess  geschieht  aber,  wenn  entweder 

u«.)  **p+*;p'+*>i'p"=o  oder  pt.+pY.+py:=o 

ist,  und  jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  ist  schon  in  der  andern  enthalten,  wie  ein  Blick 
auf  die  Gleichungen  (14.  b.}  zu  erkennen  giebt;  es  trägt  daher  jede  der  Bedingungen  (16.) 
das  Kennzeichen  der  senkrechten  Stellung  beider  Ebenen  gegen  einander  vollständig  in  sich. 

Wird  cos*tf=l ,  also  costf  =  +  l ,  so  ist  0  entweder  null  oder  zweien  rechten  Winkeln 
gleich,  und  in  beiden  Fällen  laufen  die  zwei  durch  die  Gleichungen  (13.  a.  und  b.}  dargestell- 
ten Ebenen  mit  einander  parallel.  Diess  geschieht  aber  im  Allgemeinen,  der  Gleichung  (15.  a.} 
zur  Folge,  wenn 

(«•  •.)       Ch  Po + ^'o  pi + V:  p'.')  C^  P  +  P  V+  m  =  Qp.f+ Yo  P'+  »>i'  P'O  Q?  p. + vV. + *  YO 

ist,  und  im  Fdle  die  Gleichungen  bei  jeder  Ebene  nächste  combinirte  sind,  den  Gleichungen 
(15.  c.}  gemäss,  wenn 

( c»>.  p. + p;  p; + p"  pio  (p  p + p'p'+  p"p") = (P.  P  +  p;  p' + p;  v'j 

in,  »0    {     oder 

( (P.  P. + p:  p; + p;'  v'o  (p  p + p'p'+  p"p") = cp  p. + p'  p; + p"  pO* 

ist,  wo  von  den  letzten  beiden  Gleichungen  eine  was  die  andere  sagt  In  jeder  der  Bedingun- 
gen (17.  a.  und  b.)  ist  das  Kennzeichen  der  parallelen  Lage  zweier  durch  ihre  combinirten 
Gleichungen  gegebener  Ebenen  enthalten.  Auch  lässt  sich  aus  ihnen  ein  anderes  einfacheres 
Verhalten  herleiten,  welches  die  Coeflizicnten  solcher  Gleichungen  unter  sich  beobachten  müs- 
sen, wenn  die  durch  sie  dargestellten  Ebenen  mit  einander  parallel  laufen  sollen,  zu  welchem 
man  jedoch  auf  viel  bequemerm  Wege  dmrch  folgende  Betrachtungen  hingeführt  wird.  Sind 
nämlich  zwei  Ebenen  parallel  unter  sich,  so  sind  es  auch  die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden 
Geraden,  so  wie  umgekehrt  das  Parallelsein  dieser  Geraden  das  der  Ebenen  nach  sidi  zieht; 
daher  ist  das  Kennzeichen  für  das  Parallelsein  dieser  Geraden  zugleich  ioch  das  für  das  Fa- 
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rallekein  der  beiden  Ebenen.  Es  ist  aber  schon  iui  vorigen  Absdhnilte  (Nr.  31.)  dargethan 
worden,  dass  das  Kennzeichen  paralleler  Geraden  darin  besteht,  dass  die  schiefen  oder  senk-* 
rechten  Proje^onszahlen  zweier  in  diesen  Geraden  liegender  Richtungen  an  den  gleichen  Axen 
unter  sich  stets  ein  und  dasselbe  Yerhältniss  einhalten.  Mithin  hat  man  als  Kennzeichen  der 
parallelen  Lage  unserer  beiden  Ebenen: 

q.  :  q;  :  q;'  =  q  :  q' :  q"    oder    qo  :  q;  ;  q;'  =  q  :  q' :  q", 

welches  sich,  wenn  man  an  die  Steile  der  Projectionszahlen  Are  oben  angegebenen  Werthe 
setzt,  auch  so  geben  lässt: 

p.  :  p:  :  p':=  ]p  :  p' :  p"     oder    Po  :  p;  :  fo  =  p  :  p':  p".  (it.  «.) 

Da  das  Parallelsein  der  Geraden  die  Bedingungen  (17.  e.}  nach  sich  zieht  und  auch  umgekehrt 
das  Dasein  dieser  Bedingungen  das  Parallelsein  der  Geraden  zur  Folge  hat,  so  gilt  das  Gleiche 
auch  in  Bezug  der  beiden  von  uns  betrachteten  Ebenen. 

Es  lässt  sich  aus  den  Formeln  dieser  Nummer  leicht  das  allgemeine  gegenseitige  Verhal- 
ten zweier  Ebenen  aus  der  Beschaffenheit  ihrer  sie  darstellenden  Gleichungen  erkennen.  Er- 
ittllen  nämlich  ihre  Gleichungen  die  Bedingung  (17.  c.}*  nicht,  so  schneiden  sich  die  beiden 
Ebenen  in  einer  Geraden;  besitzen  aber  die  Coeifizienten  der  Gleichungen,  wodurch  die  Ebenen 
gegeben  sind,  die  in  (17.  c.}  ausgesprochene  Eigenschaft,  so  zieht  diess  nach  sich,  dass  sich 
zwei  reelle  Zahlen  /i  und  i/,  von  denen  keine  Null  ist,  angeben  lassen  von  der  Art,  dass 

p.  =  i;p,    *>;  =  yl)%    i>i'=J'*"    md    p.=iMp  ,    p;=fip',    p;'=fip" 
wird,  wodurch  die  Gleichungen  (13.  a.)  der  einen  Ebene  werden: 

px  +  p'x'+p"x''=:^    imd    pu  +  pV+p"u"=^ 

oder 

V(x-xO  +  »)'(x'-x;)  +  l)"(x -xO=0  und  p(u-uO  +  P'Cu-uO  +  P"Cu"-uO  =  0, 

je  nachdem  sie  von  der  einen  oder  andern  Form  waren.  Vergleicht  man  diese  mit  den  Gld-« 
ehungen  (13.  b.}  der  andern  Ebene,  so  sieht  man,  dass  die  obem  in  beiden  Fällen  auf  ihren 
linken  Seiten  völlig  gleiche  Ausdrücke  haben;  ist  daher  ^Jß^zrzv^  oder  Po=^P,  so  werden 
beide  sich  nicht  schneidende  Ebenen  durch  eine  und  dieselbe  Gleichung  dargestellt,  und  dann 
liegen  sie  in  einander;  ist  hingegen  ^o^^H^  oder  Po^AfP?  so  kann  keinPunct,  welcher  die 
Gleichung  der  einen  Ebene  wahr  macht,  zugleich  auch  die  der  andern  Ebene  befriedigen,  die 
beiden  sich  nicht  schneidenden  Ebenen  liegen  sonach  in  allen  ihren  Puncten  ausser  einander. 
Was  die  untern  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  betriflft,  so  finden  auch  bei  ihnen  noch  ganz 
die  vorigen  Kennzeichen  statt,  nur  hat  man  in  ihnen  ^4^0  durch  v (p  Xi  +  ^)'xl  +  ^''xIQ  und  P© 
durch  J^(pu,  +  p'u;+p"ur3,  so  wie  5ß  durch  px^'\-p'xi+p'%'  und  P  durch  pUa+p'u;4-p"ui' 
zu  ersetzen,  so  dass  das  Ineinanderliegen  oder  Aussereinanderliegen  der  beiden  sich  nicht  schnei- 
denden Ebenen  bei  diesen  Formen  davon  abhängt,  ob  die  Ausdrücke 

P(x.-xo+»)'(x;-x'o+p"(x;'-x0  und  p(u,-uo+p'(u:-u;)+p"(u;'-u;') 

Null  liefern  oder  nicht 

« 

Uebrigens  machen  wir  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  seine 
Darstdlung  einfacher  geworden  wtire,  wenn  wir  blos  nächste  combinirte  Gleichungen  der  Ebe- 


158  Analytische  fieometrie«  Abacli.  Q. 

nen  ins  Auge  gefasst,  und  darauf  seinen  Bau  gegründet  hätten;  es  wäre  indessen  auf  sohdie 
Weise  eine  Seite  der  combinirten  Gleichungen  unberührt  geblieben,  worüber  sich  der  Beohner 
Yolle  Rechenschaft  muss  geben  können. 

S.  11. 
Toi  der  Geraiei« 

92}  Hat  man  zwei  von  einander  verschiedene  Gleichungen  entweder  von  der  Form 

p.x  +  p'.jf+p':x^'=%    und    px  +  p'x'+r^'=^ 

oder  von  der  andern  Form 

p,u  +  p;u'+pru"=P.    und    pu  +  pV+pV=P, 

von  denen  jede  einzebi  genommen  eine  Ebene  darstellt,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  unter  den 
in  ihr  vorkommenden  unbestimmten  Coordinaten  x,  x\  x"  oder  u,  u',  u'^  alle  diejenigen  be- 
sondem  Werthe  denkt,  welche  sie  befriedigen,  ohne  dass  diese  Werthe  ausser  ihr  zugleich 
auch  noch  irgend  einer  andern  Gleichung  zu  genügen  brauchen;  denkt  man  sich  aber  im  Ge- 
gentheile  unter  x,  x!,  x!'  oder  u,  u',  u"  nur  solche  Werthe,  welche  zu  gleicher  Zeit  die  bei- 
den obigen  auf  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  wahr  machen,  so  hat  man  nur  diejenigen 
Functe  vor  Augen,  welche  sowohl  der  einen  wie  der  andern  von  den  beiden  durch  diese  Glei- 
chungen dargestellten  Ebenen  angehören.  Die  beiden  so  aufgefassten  Gleichungen  stellen  mit- 
hin die  Durchschnittslinie  der  zwei  durch  sie  einzeln  dargestellten  Ebenen  dar.  WeU  man  aber 
durch  jede  Gerade  auf  unzählig  viele  Arten  zwei  von  einander  verschiedene  Ebenen  legen  kann, 
deren  Durchschnitt  sie  ist,  so  sieht  man  gleich  von  vom  herein  ein,  dass  sich  jede  Gerade  auf 
unzählig  viele  Arten  durch  zwei  auf  die  beschriebene  Art  aufzufassende  Gleichungen,  von  de- 
nen jede  für  sich  genommen  einer  Ebene  angehört,  darstellen  lässt  Um  die  besondere  Auf- 
fassung zweier  Gleichungen,  wobei  man  sich  unter  den  in  ihnen  vorkommenden  unbestimmten 
Coordinatenzeichen  nur  den  Inbegriff  aller  derjenigen  besondem  Werthe  vorstellt,  wodurch  beide 
Gleichungen  zugleich  befriedigt  werden,  auch  schon  äusserlich  wahrnehmbar  zu  machen,  werden 
wir  zwischen  sie  das  Wörtchen  mit  schreiben  und  sie  ein  Gleichungspaar  nennen.  So  hat 
man  also  bei  Gleichungen,  die  so 

|p,x  +  »>;x'+j);'x"=ip,    mit    px  +  p'x'+p"x''=^ 
oder  so 
p.x  +  p;u'+p;'x"=P.      mit,   pn  +  pV+pV'=P 

geschrieben  werden,  unter  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u''  nur  alle  solche  besondem  Werthe  sich  zu 
denken,  die  beide  auf  derselben  Zeile  stehenden  Gleichungen  gleichzeitig  wahr  machen,  wodurch 
man  dann  zu  allen  den  Puncten  hingeführt  wird,  in  welchen  sich  die  zwei  Ebenen,  welche  von 
jenen  Gleichungen,  wenn  man  jede  für  sich  unabhängig  von  der  andern  aufTässt,  dargestellt 
werden,  gegenseitig  durchdringen.  Dabei  ist  es,  nach  dem  was  im  vorigen  Paragraphen  erwie- 
sen worden  ist,  gestattet,  an  die  Stelle  der  vorstehenden  Gleichungen  auch  die  von  der  folgen- 
den Form  zu  setzen: 

(»).Cx-xO  +  p;Cx'-x;)  +  »);'C^'-xr)=0  m»  pQx-xO  +  p'Cx'-xi^  +  rC^-^l  —  O 
(id.M    l    oder 

(p.(u-u.)+p;Ctt'-u:)+p;'c«"-un=o  mit  p(u-u.)+p'Cu-u;)+p"(u"-u;')=o, 
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wenn  nur  X|,  xi,  y^'  nnd  x,,  x^,  jii  oder  n,,  n^,  n^  und  u, ,  n^,  n^'  solche  bestimmte  Zah- 
len bezeichnen,  wodurch  die  Gleichungen 

%    i).x.+p;x;+»>;'xr=?p  und  ^x,+P'x;+j)"xr=5ß 

oder 

P.Ui+p;u;H-p;'ur=p.    und  pu,+p'u;+pX'+p 

wahr  gemacht  werden,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  nur  x, ,  X|,  x^  und  Xa,  x,,  x,'  oder 
u, ,  u| ,  v!i  und  Us ,  Ua ,  v!^  die  Coordinaten  solcher  Puncto  sind,  welche  den  durch  die  vordem 
und  hintern  auf  erster  oder  zweiter  Zeile  stehenden  iGIeichungen  (18.  a.}  dargestellten  Ebenen 
angehören.  In  den  Gleichungen  (18.  b.  und  c.}  kann  auch  x,=X2,  xi=X9,  Xi'=:Xa'  oder 
Ui=Ua,  ui  =  Ui,  uI  —  Ui'  genommen  werden,  d.  h.  man  kann  an  die  Stelle  der  zwei  Puncto, 
wovon  jeder  in  einer  der  beiden  Ebenen  liegt,  auch  nur  einen  setzen,  der  in  ihrem  Durchschnitt 
liegt,  und  diess  werden  wir  in  der  Regel  bei  Gleichungspaaren,  wodurch  eine  Gerade  darge- 
stellt wird,  voraussetzen. 

93}  Man  kann  nach  den  bekannten  Regeln  der  Algebra  aus  jedem  der  in  (18.  a.  oder  b.} 
voAommenden  Gleichungspaare  andere  Paare  ableiten,  welche  in  Bezug  auf  die  in  ihnen  vor- 
kommenden unbestimmten  Grossen  x,  x",  x"  oder  u,  u',  u"  völlig  von  demselben  Inhalte  wie 
die  vorigen  sind,  und  daher  stets  dieselbe  Gerade,  wie  das  erste  Paar,  dwstellen.  Diess 
Ifiuft  damit  auf  Eins  hinaus,  dieselbe  Gerade  immer  als  den  Durchschnitt  von  zwei  neuen  Ebe- 
nen anzusehen.  Dadurch  aber  wird  es  möglich,  die  einzehien  eine  Gerade  darstellenden  Glei- 
chungen so  umzuformen,  dass  jede  von  ihnen  immer  nur  zwei  von  den  Coordinaten  der  dieser 
Geraden  angehörigen  Puncto  in  sich  aufnimmt,  wodurch  ihre  Gestalt  eine  einfachere  wird.  Eli- 
minirt  man  nfimlich  aus  den  zwei  auf  erster  ZeOe  stehenden  Gleichungen  (18.  a.}  einmal  x, 
ein  ander  Mal  y!  und  ein  drittes  Mal  x",  oder  aus  den  auf  zweiter  Zeile  stehenden  einmal  u , 
ein  ander  Mal  u'  und  ein  drittes  Mal  u'',  so  erhftlt  man  jedesmal  die  folgenden  drei  neuen 
Gleichungen : 

(*)p;-».*>Ox'+(p»)';-^nx"=»>  5ß.-».*4», 

(»>'»>o-r.*>)x+(p>';-^);n^'=r  %-V.^. 
(p"^-rt'<))x+(»)'>;-»);'»)')x'=^)"5p,-»>3, 

oder 

(P  Pi  — PoP')«'+Cp  Pi'— PoP")»'— P  P.  — PtP, 

(p'Po-p;p)u+(p'p;'-p;p")u"=p'  p.  -p;p, 

0"po-p;'p)u+(p"p;-p;'pOu'=p"  Po  -p;'p, 

von  welchen  je  zwei  von  denen,  die  Coordinaten  derselben  Art  in  sich  enthalten,  in  Verbindung 
mit  einander  wieder  dieselbe  Gerade  wie  die  frühem  Paare  darstellen.  Die  gleiche  Behandlung 
der  in  (18.  b.}  stehenden  Gleichungspaare,  in  welchen  man  x,r=:x2,  x^=:x^,  xi'=xi'  und 
ii,=u, ,  Ui=i^Ua,  ur^Us'  sein  lässt,  fährt  eben  so  zu  je  drei  Gleichungen,  die  sich  aus  den 
vorigen  ergeben,  wenn  man  x  —  x, ,  x' —  xl ,  x" —  xj'  an  die  Stelle  von  x ,  x',  x"  oder  u  —  u, , 
u' —  u^ ,  u'' —  u^'  an  die  Stelle  von  u ,  u',  u'"  und  zugleich  Null  an  die  SteHe  der  rechten  Sei- 
ten in  allen  den  Gleichungen  (19.)  setzt  Auch  kann  man  diese  letztem  Formen  aus  denen 
(19.}  ganz  so  ableiten,  wie  in  Nr.  86.  die  Gleichungen  (3.}  aus  denen  (1.}  hergeleitet  worden 
sind  und  auch  hier  weiter  unten  noch  geschehen  wird. 

Hierbd  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  zur  Möglichkeit  der  vorgeschriebenen  Eii- 
minalionen  erfordert  wird,  diiss  in  kdn^r  der  beiden  Gleichungen  der  Coefiizient,  welcher  der 


(tlke.) 
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EU  eliininirenden  Grösse  angehört ,  null  sei,  weil  man  dadurch  zu  der  Einsicht  gelangt,  dass 
manchmal  zwei  von  den  drei  in  C^^O  aufgestellten  Formen  einer  jeden  Art  in  einander  über- 
gehen oder  auch  eine  davon  ganz  verschwinden  kann.  Wäre  z.  B.  in  den  Gleicl^gen  (^18.  a.) 
))o=:0,  so  reduzirte  sich  die  erste  der  Gleichungen  (i9.^  auf  die  vordere  in  erster  Zeile  ste- 
hende (18.  a.},  wenn  nicht  auch  p=0  ist,  in  welchem  Falle  sie  ganz  veiioren  ginge;  wäre 
aber  in  jei^en  Gleichungen  noch  ausserdem  ))o  =  0,  so  dass  die  obere  vordere  eigentlich 
^)i'  x"=  ^^,  wäre,  so  reduzirten  sich  die  beiden  ersten  Gleichungen  (19.)  auf  diese  eine,  wenn 
nicht  etwa  auch  noch  p  =  0  oder  ^)'=0  wäre,  wo  dann  eine  derselben  völlig  verschwinden 
würde.  Hieraus  erhellet,  dass,  wenn  man  blos  zwei  von  den  Gleichungen  (19.}  den  Betrach- 
tungen zu  Grund  legen  will,  diess  mit  Vorsicht  geschehen  müsse,  damit  nicht  etwa  die  beiden 
gewählten  Gleichungen  nur  eine  einzige  in  sich  enthalten,  in  welchem  Falle  sie  die  Gerade  nicht 
mehr  darzustellen  vennöchten. 

94)  Zuvörderst  machen  wir  nun  darauf  aufmerksam,  dass  jedes  aus  den  Gleichungen  09.) 
entnommene  Paar  von  jeder  Art,  falls  es  in  der  That  den  Durchschnitt  zweier  sich  schneiden- 
der Ebenen  in  sich  trägt  oder  eine  Gerade  darstellt,  sich  jederzeit  so  umgestalten  lässt,  dass 
die  zwei  allgemeinen  Coordinaten,  von  denen  immer  nur  die  eine  in  jeder  Gleichung  dfesos 
Paars  enthalten  ist,  einen  und  denselben  von  Null  verschiedenen  CoeSizienten  an  sich  tragen. 

Stellt  nämlich 

a'V+aV'=A    mit    b"x  +  bx"=B 
oder 

c'V+cV'=C    mit    d"u  +  du"=:D 

ein  solches  den  Gleichungen  C^^O  entnommenes  Paar  von  der  einen  oder  andern  Art  vor,  und 
jst  keiner  von  den  in  ihm  voikommenden  CoelTizienten  a'"  und  b''  oder  c"  und  d'',  welche  bei 
den  zwei  unbestimmten  Coordinaten  stehen,  von  welchen  die  eine  blos  in  der  vordem  und  nicht 
in  der  hintern,  die  andere  dagegen  blos  in  der  hintern  und  nicht  in  der  vordem  Gleichung 
vorkommt,  null,  so  kann  man  stets,  ohne  befürchten  zu  müssen,  die  Natur  der  beiden  Gleichun- 
gen zu  verändern,  die  vordere,  je  nachdem  man  die  obem  oder  untem  Gleichungen  vor  Au- 
gen hat,  mit  b''  oder  d'",  die  hintere  mit  a''  oder  c"  multipliziren,  und  erhält  dann  ein  Glei- 
chungspaar, welches  mit  dem  vorigen  völlig  gleichen  Inhalt  hat,  in  dem  aber,  wie  verlangt 
wurde,  die  zu  x^  und  x  oder  u'  und  u  gehörigen  Coeflizienten  einander  gleich  geworden  sind, 
ohne  jedoch  null  zu  sein.  Ist  aber  einer  von  den  beiden  Coeüizienten  a"  und  b"'  oder  c"  und 
d"'  null,  wir  wollen  annehmen,  dass  a"=0  oder  c"=:0  sei,  so  verwandeln  sich  die  vordem 
der  vorstehenden  Gleichungen  in: 

aV'=A    oder    cV'rzC, 

und  es  kann  in  diesen  weder  a  =  0  noch  c'=:0  sein,  weil  ausserdem  diese  vordere  Gleichung 
nichts  sagend  würde  und  dadurch  zu  verstehen  gäbe,  dass  unserer  Voraussetzung  entgegen  das 
obige  Gleichungspaar  keine  Gerade  in  sich  enthält  Setzt  man  den  aus  der  so  geformten  vor- 
dem Gleichung  Tür  x"  oder  u'^  sich  ergebenden  VITerth  in  die  hintere  gleichartige  Gleichung 
ein,  so  wird  diese: 

b"x=B— -,A    oder  d"u=D  — ^,C, 
a  c     ' 

und  es  kann  auch  in  diesen  weder  b"=0  noch  d''=0  sein,  weil  ausserdon  ans  dem  so  eben 
angegebenen  Grande  das  Gleichungspaar,  unserer  Voraussetzung  entgegen,  keine  Gerade  in 
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rieh  enlliMle.    Man  hat  soimch  die  vorigen  Gieichungangspaare  jetzt  in  die : 

aV=A    mit    b"x=B  — 'a 
oder  ^  , 

cV=C    mit    d"u=D  — -,C 

c 

verwandelt,  in  deren  einem  weder  a'=3  0  noch  b"=:0,  nnd  in  deren  anderm  weder  cr=0  noch 
d"=0  sein  kann,  daher  kann  man  wieder  auf  die  vorige  Weise  durch  Multiplication  der  vor- 
dem Gleichung  mit  b"  oder  d",  je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Paar  vor  Augen  hat, 
der  hintern  Gleichung  mit  a'  oder  c'  es  dahin  bringen,  dass  die  Coefllzienten  von  x'"  und  x 
oder  von  u"  und  u  die  gleichen  werden;  es  sind  aber  diese  Coordinaten  die  zwei,  wiewohl 
nicht  mehr  die  gleichen  wie  vorhin,  von  denen  jede  immer  nur  in  einer  Gleichung  des  Paares 
zum  Vorschein  kommt,  so  dass  man  also  wie  vorher  das  gleiche  vorgesteckte  Ziel  erreicht  hat 
In  diesem  besondern  Falle  sind  die  Ck)eflizienten  derjenigen  unbestimmten  Cöordioate,  weldie 
in  jeder  Gleichung  des  erhaltenen  Paares  zum  Vorschein  konunt,  beide  zugleich  null  geworden. 
Ganz  so  lässt  sich  dasselbe  Ziel  erreichen,  wenn  entweder  b''=0  oder  d''=0  in  dem  anfäng- 
lich vorhandenen  Gleichungspaare  wäre,  und  da  nie  zu  gleicher  Zeit  a"=:0  und  b''=0  oder 
c'  =  0  und  d"=0  sein  kann,  weil  in  diesem  FaOe,  unserer  Voraussetzung  entgegen,  das  ge- 
gebene Gleichungspaar  keine  Gerade  in  sich  enthielte,  so  folgt  in  der  That,  dass  in  allen 
Fällen,  wo  das  gegebene  Gleichungspaar  wirklich  eine  Gerade  darstellt,  es 
immer  auf  die  Form  gebracht  werden  kann,  wo  die  zwei  allgemeinen  Coordi- 
naten, von  denen  immer  nur  eine  in  jeder  Gleichung  des  Paares  vorkommt,  ei- 
nerlei Coeffizienten  haben,  der  nie  null  seia  kann. 

Dieser  Betrachtung  gemäss  werden  wir  von  jetzt  an  stets  voraussetzen,  dass  dasjenige 
Paar  von  Gleichungen  Qi9.')j  dem  wir  die  Darstellung  von  Geraden  übertragen,  ztvor  anf  die 
Form  gebracht  worden  sei,  wobei  keiner  von  den  CoeiFizienten ,  die  in  den  zwei  Gleichungen 
des  Paares  verschiedenen  unbestimmten  Coordinaten  angehören,  null  ist,  in  welchem  Falle  man 
diese  beiden  Coeffizienten  immer  einander  gleich  werden  lassen  kann.  Diese  Form  des  Glei- 
chungspaares hat  den  Vortheil,  dass  von  ihm  nothwendigcrweise  immer  eine  Gerade  dargestellt 
wird,  denn  es  liefert,  wenn  man  der  dritten  Coordinate  irgend  einen  Werth  beilegt,  für  die 
zwei,  deren  Coeffizienten  einander  gleich  und  von  Null  verschieden  sind,  imner  völlig  bestimmte 
endliche  Werthe,  und  enthält  also  ohne  Ausnahme  eine  Reihe  von  Puncten  in  sich,  die  den  bei- 
den durch  die  einzelnen  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  gemein  sind;  es  stellt  sonach  die 
Gerade  vor,  in  welcher  sich  diese  beiden  Ebenen  schneiden.  Durch  dieses  Mittel  erhalten  wir 
demnach  aus  den  Gleichungen  ^19.)  immer  Gleichungspaare  von  einer  der  drei  folgenden  For- 
men, im  Falle  die  Gleichungen  schiefe  Coordinaten  in  sich  tragen: 

px'— p'x=P"    mit    px"— p"x=P',)     . 

p'x  — px'  =  P"    mit    p'x"— p"x'=P,> (#•••.) 

p'V— p'x"=P      mit    p"x  — p  x"=P',  ) 
und  im  Falle  die  Gleichungen  senkrechte  Coordinaten  in  sich  tragen: 

p  u'—  p'u  =  ^'    mit    p  u"—  >j"u  =  $',  \ 

p'u  — pu'  =  5lJ"    mit    p'u"— p'V  =  HJ,> (•#.  H.) 

p"n'—p'n"=^Jß     mit    ^"u  — 1>  u"=^4J',  ) 
L  21 
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wo  wir  die  Bezetdmung  fo  grewIlUl  haben,  dass  die  cwetten  Formen  ans  den  ersten  dmrdi 
eine  Vertauschung  der  ersten  Art,  und  die  dritten  aus  den  ersten  durch  eine  Vertanschung  der 
zweiten  Art  hervorgehen.  ^ 

Wird  eine  Gerade  durch  eines  der  in  (20.  a.}  oder  (20.  b.}  aufgestellten  Gleichungspaare 
gegeben,  und  denkt  man  sich  unter  x, ,  Xi,  x^'  oder  unter  u, ,  ui,  Ui'  die  schiefen  oder  senk- 
rechten Coordinaten  von  einem  bestimmten  Puncte  der  Geraden,  so  dass  also  die  bestimmten 
Werthe  x, ,  xi ,  xi',  je  nachdem  die  Gerade  durch  das  erste,  zweite  oder  dritte  in  (20.  a.}  ste- 
hende  Gleichungspaar  gegeben  ist,  das  Gleichungspaar 

!p  x;  —  p'x,  =  P"  mit  p  xi'—  p"x,  =  P'  oder 
p'x,  — px;=:P"  mit  p'xC— p"x;  =  P  oder 
p".x;— p'xr=P      mit    p"x,  — px;'=F 

erfüllen  müssen ,  oder  u. ,  u.' ,  u^,  je  nachdem  die  Gerade  durch  das  erste ,  zweite  oder  dritte 
in  (20.  b.}  stehende  Gleichungspaar  gegeben  ist,  das  Gleichungspaar 

[pu[  —  p'u.  =  HJ"    mit    p  ur—  p"u,  =  HJ'  oder 

C«**M    5p'u,  — pu;  =  *4}"    mit    ))'u;'— p"u;  =  H}  oder 

(  p"u;  —  pX=  iP      mit    p'\  —  p  ur=  iP' 

wahr  machen,  so  verwandeln  sich  die  Formen  (20.  a.}  und  (20.  b.),  wenn  man  von  denselben 
die  (21.  a.}  und  (21.  b.J,  welche  aus  ihnen  hervorgegangen  sind,  abzieht,  in: 

l  p  (x'-  x;)  -  p'  (x  -  x,)  =  0    mit    p  Gx"-  xD  -  p"  (x  -  xO  =  0 , 

(M.  «•)    )p'(x  — xO  — p(x'— x;)  =  0    mit    p'(x"— xj')  — p"(x'— xO=0, 

rp"(x'~x;)— p'(x"— x;')=o  mit  p"(x  — xO-p  (x"— x:o=o, 

wenn  das  Gleichungspaar  schiefe  Coordinaten  in  sich  trägt,  und  in: 

!p  (n'—n'r)  —  p'Qa  —  xiO  =  0  mit  ^)  (u"— ui')  — »)"(u  —  u,)=0, 
«>'(u  — ttO  — ^)(u'— uO  =  0  mit  ^>'(u"— uD  — »)"(u'— uO  =  0, 
p"  (u'—  uO  —  p'  (u"—  u;0  =  0    mit    p"  (u  —  uO  —  p  (n"—  uD = 0 , 

wenn  das  Gleichungspaar  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufnimmt;  und  diese  neuen  Formen 
(22.  a.}  oder  (22.  b.}  besitzen  wieder  die  Eigenschaft,  dass  sich  die  zweiten  und  dritten  aus 
den  ersten  durch  eine  Vertauschung  der  ersten  und  zweiten  Art  herholen  lassen.  Was  die  Auf- 
suchung der  bestimmten  Werthe  Xi,  X|,  x''  oder  Uj,  ui,  ui'  anlangt,  so  wird  man  sogleich 
gewahr,  dass  man  bei  jeglicher  der  in  (21.  a.}  oder  (21.  b.)  vorkommenden  Formen  denje- 
nigen dieser  Werthe,  der  in  den  beiden  Gleichungen  des  Paares  vorkommt,  ohne  Ausnaiune 
ganz  nach  Gefallen  wälden  kann,  und  dann  immer  noch  aus  diefien  Gleichungen  für  die  zwei 
übrigen  völlig  bestimmte  endliche  Werthe  erhält  In  dem  besondem  Falle,  wo  die  Gerade  durch 
die  Coordinatenspitze  hindurch  geht,  müssen  die  sie  darstellenden  GleichuQgspaare  von  solcher 
Art  sein,  dass  sie  durch  x  =  0,  x'=0,  x"=0  oder  u  =  0,  u'=:0,  u"=  0  befriedigt  werden, 
und  da  man  in  diesem  besondern  Falle  diesen  bestimmten  Punct  zu  dem  machen  kann,  dessen 
Coordinaten  wir  vorhin  durch  Xi,  xi.  xi'  oder  Ui,  ui,  ui'  bezeichnet  haben,  so  kann  man  in 
diesem  Falle  den  Gleichungen  (22.  a.)  die  Form 


S«  11.  Nr.  95.  Von  der  Oeraden«  IM 


px'— p'x=0  mit  px"— p"x=0 ,  p'x— px'=0  mit  p'x"— p'VrsO ,  p"x  — p'x"=0  mit  p"x-^px"=iO   (ts.  a.) 

oder  denen  (22.  b.)  die  Form 

^)u'— p'u=0  wSft  i)u"— p"u=ö ,  p u— »>u'=:0  mit  ^'u"— »>"u'=0 ,  p''u—)f'u:'=ß  mit  v"u— pu"=ö    («S.  fc.) 

geben,  und  eben  diese  Gestalten  nehmen  in  dem  gleichen  Falle  auch  die  Gleichmigen  (20.  a} 
und  (20.  b.}  an,  weil  der  Umstand,  dass  diese  Gleichungen  in  der  gegenwärtigen  Voraussetzung 
befriedigt  werden  müssen,  wenn  man  x,  x",  x"  oder  u,  u',  u"  sämmilich  mdl  sein  lässt,  nach 
sich  zieht,  dass  in  diesem  besondem  Falle  die  Grössen  P,  F,  F"  oder  ^,  ^J^\  ^4^''  jederzeit 
verschwinden  müssen.  Umgekehrt  giebt  ein  Gleichungspaar  von  einer  der  in  (23.  a.}  oder 
(23.  b.}  angegebenen  Formen  stets  zu  erkennen,  dass  die  durch  es  dargestellte  Gerade  durch 
die  Coordinatenspitze  A  hindurchgeht,  weil  seine  beiden  Gleichungen  jedesmal  befriedigt  wer- 
den, wenn  man  x=0,  x'=0,  x"=0  oder  u=0,  u'=0,  u"=0  s«n  lässL 

95}  Jedes  von  den  in  (22.  a.)  oder  (22.  b.}  aufgestellten  Gleichungspaaren  lässt  sich  un- 
mittelbar, und  deswegen  auch  jedes  der  in  (20.  a.}  oder  (20.  b.)  aufjgeste&ten  mittelbar  auf 

die  Form: 

X  —  X,  :  x'—  x;  :  x"—  xj'  =  p  :  p' ;  p"  (1^41.  ä.) 

oder  auf  die  Form: 

u  —  ui  :  u'— u;  :  u"— uj'rn  p  :  V':  p"  (t4.  *•) 

bringen.  Da  nun  x,  x\  x"  die  schiefen  oder  u,  u',  u''  die  senkrechten  Coordinaten  von  ir- 
gend einem  beliebigen  Puncte  der  Geraden  vorsteUen  und  x^ ,  xi ,  xi'  die  schiefen  oder  Ui ,  u| , 
uj'  die  senkrechten  von  einem  bestimmten  Puncte  derselben  Geraden,  so  smd,  falls  diese  beiden 
Puncto  von  einander  verschieden  sind,  und  in  einer  Entfernung  von  einander  liegen,  die  nicht 
null  ist  und  die  wir  durch  r  bezeichnen  wollen,  dem  im  vorigen  Abschnitte  (Nr.  14.}  Gesag*- 

_       X  —  X,    x'— Xj'    x" — x,"  ..       , .  £        j      u  —  u,    u'— ul    u" — ur  ..        ,     ^, 

ten  gemäss,  ^  -, die  schiefen  oder  ^,  -y  =■  die  senkrech- 

r  r  r  r  r  r 

ten  Projectionszahlen  der  von  dem  zweiten  nach  dem  ersten  Puncte  hinzielenden  in  dieser  Ge- 
raden liegenden  Richtung;  bezeichnet  man  daher  diese  Projectionszahlen,  wenn  es  die  schiefen 
sind,  durch  q,  qfy  q"  und  durch  q,  q\  q'\  wenn  es  die  senkrechten  sind,  so  geht  aus  den 
Gleichungen  (24.  a.)  und  (24.  b.}  hervor,  dass 

q  :  q':  q"=  p  :  p':  p"     oder     q  :  q':  q"=  p  :  p' :  !p"  (t».) 

ist  Es  geben  sonach  die  Coeifizienten  von  einem,  in  einer  der  Formen  (20.)  oder  (22.), ge- 
grtenen  Gleichungspaare  die  Verhältnisse  an  die  Hand,  welche  die  schiefen  oder  senkrechten 
Projectionszahlen  von  einer  Richtung,  die  mit  der  durch  diese  Formen  gegebenen  Geraden  zu- 
aammenfaDt,  unter  sich  einhaUen,  und  da  der  erste  Punct  eben  so  gut  auf  der  einen  wie  auf 
der  andern  Seite  vom  zweiten  Puncte  liegen  kann,  so  sieht  man  schon  zum  Voraus  ein,  dass 
die  Richtung,  worauf  sich  diese  Projectionszahlen  beziehen,  sowohl  die  eine  wie  die  andere 
von  den  zwei  gegenläufigen,  mit  der  Geraden  parallelen  sein  kann.  Umgekehrt  geht  hieraus 
auch  hervor,  dass  man  zu  dem,  eine  Gerade  von  bekannter  Richtung  darstellenden  Gleidiungs- 
paare  gehngt,  wenn  man  in  die  Formen  (20.  a.)  oder  (22.  a.)  fbr  p ,  p',  p'"  drei  Zahlen  setzt, 
die  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  schiefen  Projectionszahlen  der  bekannten  Richtung,  oder 
in  die  Formell  (20.  b.)  oder  (22.  b.)  für  p ,  p%  p"  drei  Zahlen,  die  sich  zu  einander  verhalten 
wie  die  s^direchten  Projectionszahlen  der  bekannten  Richtung. 

21* 
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Im  vorigen  Abschnitte  (Nr.  32.}  haben  wir  gezeigt,  wie  sich  die  schiefen  sowohl  als  die 
senkrechten  Projectionszahlen  einer  Richtung  finden  lassen,  wenn  man  die  Verhältnisse  kennt, 
welche  diese  Projectionszahlen  unter  sich  einhalten,  wir  können  sonach  aus  de^  Coelfizienten 
eines,  in  einer  der  genannten  Formen  gegebenen  Gleichungspaares  die  Projectionszahlen  der 
in  der  Geraden,  welche  durch  dieses  Gleichungspaar  dargestellt  wird,  liegenden  Richtung  finden, 
womit  dann  diese  Richtung  selbst  gefunden  ist.  Sucht  man  nämlich  nach  Anleitung  der  im  vo- 
rigen Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (55.  a.}  und  (55.  b.}  aus  den  Coefilzienten  p,  p',  ^" 
oder  p ,  ))',  "p"  des  gegebenen  Gleichungspaars  die  Zahl  H  oder  ^  von  der  Beschaffenheit  auf, 
dass 

P'  +  P"  +  P'"  +  2  p  p'cos  W  +  2  p  p"cos  W'+  2  p'p"cos  W"=  IP 
oder 

ist,  so  hat  man  den  dort  gegebenen  Erörterungen  gemäss: 


Jf  4«  l^'  ^" 


(W.»,)  q=P,     q'=P,     q"=L     oder     q=|,     q'=|  ,     q"=^   • 

Aus  den  Gleichungen  (26.  a.}  ergeben  sich  für  H  oder  ^  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthe,  in  deren  Folge  man  auch  aus  den  Gleichungen  (26.  b.}  für  q,  q',  q''  oder  q,  q',  q"' 
zwei  Reihen  von  Werthen  erhält,  von  welchen  die  der  einen  Reihe  denen  der  andern  Reihe 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  wodurch  man  eben  auf  die  beiden  gegenläufigen  in  der  Ge- 
raden liegenden  Richtungen  hingeführt  wird. 

96}  Alles  bisher  Gesagte  bleibt  ebenmässig  wahr,  die  Gerade  mag  blos  durch  ein  Glei- 
chungspaar, in  welchem  schiefe  Coordinaten  vorkommen,  oder  blos  durch  ein  Gleichungspaar, 
in  dem  senkrechte  Coordinaten  vorkommen,  oder  auch  durch  zwei  Glcichungspaare  gegeben  sein, 
von  denen  das  eine  schiefe,  das  andere  senkrechte  Coordinaten  der  Puncto  in  sich  trägt.  Von 
jetzt  an  werden  wir  uns  aber  die  Gerade  stets  durch  zwei  Gleichungspaarc ,  von  denen  das 
eine  schiefe,  das  andere  senkrechte  Coordinaten  der  Puncte  in  sich  aufnimmt,  gegeben  vorstel- 
len und  diess  dadurch  andeuten,  dass  wir  sagen,  die  Gerade  sei  durch  combinirte  Glei- 
chungspaare gegeben,  wobei  wir  immer  voraussetzen,  dass  jedes  der  beiden  combinirten 
Gleichungspaare  auf  eine  der  in  (20.)  oder  (22.)  niedergelegten  Können  gebracht  worden  sei, 
weil  man  nur  so  sicher  sein  kann,  dass  durch  sie  in  der  That  eine  Gerade  dargestellt  wird. 
Die  Coefilzienten  von  solchen  combinirten  Gleichungspaaren  stehen  in  einer  gewissen  Abhängig- 
keit von  einander,  die  wir  jetzt  näher  kennen  lernen  wollen.  Da  jedes  einzelne  von  zwei  com- 
binirten Gleichungspaaren  eine  und  dieselbe  Gerade  darstellt,  so  muss  man,  wenn  man  aus  dem 
einen  die  schiefen  Projectionszahlen  q,  q',  q"  mittelst  der  vordem  Gleichungen  (26.  b.)  für 
einen  der  zwei  durch  die  obere  Gleichung  (26.  a.)  gegebenen  Werthe  von  H,  und  aus  der 
andern  die  senkrechten  Projectionszahlen  q ,  q',  q"  mittelst  der  hintern  Gleichungen  (26.  b.} 
für  einen  der  zwei  durch  die  untere  Gleichung  (26.  a.}  gegebenen  Werthe  von  i^  aufsucht, 
nothwendig  in  beiden  Fällen  auf  eine  in  der  Geraden  liegende  oder  doch  mit  ihr  parallele  Rich- 
tung hingeführt  werden,  aber  diese  beiden  Richtungen  werden  eben  sowohl  parallele  und  gleich- 
läufige, als  parallele  und  gegeiüäufige  werden  können.  Im  ersten  Falle,  wo  die  gefundenen 
Projectionszahlen  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  einer  und  derselben  Richtung  angehören,  findet  zwi- 
schen ihnen  die  Richtungsgleichung 
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q<r+qY+ «!"<'=  1 

t 

statt,  welche,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Projectionszahlen  ihre  durch  die  Gleichung'  (26.  b.} 
gegebenen  Werlhe  setzt,  sich  verwandelt  in: 

im  asdem  Fdle,  Vo  die  Projectionszahlen  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  parallelen  aber  gegenläufigen 
BMitungeii  angehören,  entsprechen  dann  die  q,  q",  q"  und  die  — q,  — q',  — q''  oder  auch 
die  — q,  — q^,  — i('  und  die  q,  q<,  q"  einer  und  dersdben  Richtung,  weshidb  die  Riditungs- 
gleiehung  in  diesen  beiden  Fällen 

giebt,  woraus  man  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (2&.  b.)  findet: 

-  H  ^ = p  »>  +  p>'+  p>".  (tf .  11.) 

Im  ersten  Falle,  wo  die  Gleichung  (27.  a.}  statt  hat,  ist  den  im  ersten  Abschnitte  erwie* 
senen  Gleichungen  (12.)  und  (47.  a.)  zur  Folge: 

qi=i(l-\- q'cos W -f  q"cos  W  ,     q'=  q cos W  +  q'+  q"cos  W",     q"=  q cos  W'+  q'cos  W"+  q" 
und 

6q=aq+rq'+rY',  s;<r=2i.q+«i'q'+arq",  6;Y=a.q+aiq'+a;Y', 

welche  mit  Zuziehung  der  in  (26.  b.)  gegebenen  Relationen  die  nachstehende  Form  annehmen : 


rr 


»/ 


5  ^)  m  p +p'(;osW+p"cösW',  J  ^)'=  p  cosW+  p'+  p"cosW",  \  ^"=  p  cosW'+  p'cosW"+  p"  i 
und  / 

|ep=sip+gi'»>'+2i'>",  |(s;p'=a.»)+5a[;»>^+8i;>",  |srp"=srap+r, »>'+«;>"; 

im  andern  Falle  hingegen,  wo  die  Gleichung  (27.  b.)  statt  hat,  treten  an  die  Stelle  der  Glei- 
chungen (28.  a.)  aridere,  die  man  aus  diesen  erhält,  wenn  man  — q,  — q',  — q"  für  q,  q',  q 
öder  — q,  — q',  — q"  ftir  q,  q',  q"  setzt;  diese  werden  daher: 

—  q = q  +  q'cosW + q"cos  W,   —  q  =q  cosW+  q'+  q"cosW",   —  q"=  q  cos  W'+  q'cos  W"+  q 
und 

-  e  q  =  21  q  +  2l'q'+  Sl"q",      -  S:  q'=  21,  q  +  211  q'+  %X ,     -  S;'q"=  21,  q  +  2i;  q'  +  2i;'  q", 

woraus  man  mittelst  der  Gleichttng[en  (26.  b.}  findet: 

-|p=p-f  p'cosW+p"cosW',  -'|jp;=pcosW+p'+p"cosW",  -  |»)"=pcosW'+p'cosW"+p 
und 

^  I  (Sp = 9t)) + 2i>'+  wy\  - 1 6:p'=  2i,p + 21;^)'+  2r;>",  - 1  e;'p''=  2r,)) + 2Kv'+  «;>". 

Die  Gleichungen  (28.  a.)  und  (28.  b.)  enthalten  die  Relationen  in  sich,  welche  zwischen  den 
CoefRzieutän  von  eombinirten  Gleichungspaaren  statt  haben  und  zeigen,  daes  das  Vorzeichen  ih* 
rer  einen  Seiten  ttnbefitnnnit  bleibt,  wie  tiuch  bei  denen  (27.  a.)  und  (27.  b.}. 

Die  Unbestimintheit  der  Vorzeichen  auf  den  einen  Seiten  der  vorstehenden  Gleidiungen  ist 
da,  wo  man  sieh  der  eombinirten  Gleiehungspaare  zur  Darstellung  einer  Geraden  bedient,  lästig, 


(««.  ••) 
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weshalb  wir,  wie  schon  bei  der  Ebene  geschehen  ist,  die  Mittel,  sie  aus  dem  Weg  zu  räumen, 
angeben  werden.  Machen  wir  es  uns  zur  Regel,  von  den  zweierlei  für  H  oder  ^  aus  den 
Gleichungen  (26.  a.)  sich  ergebenden  Werthen  stets  nur  denjenigen  zu  nehmen,  der  durch  eine 
positive  Zahl  ausgesprochen  wird,  so  nehmen  die  mittelst  der  Gleichungen  (26.  b.)  für  q ,  q',  q'^ 
und  q ,  q',  q"  aufgesuchten  Zahlen  bezüglich  dasselbe  Vorzeichen  in  sich  auf,  wie  die,  wodurch 
die  GoefTizienten  p ,  p',  p"  und  p ,  )>',  ^"  gegeben  sind.  Da  man  nun  die  Yonieicheii  der  stamt^ 
liehen  Glieder  in  einem  Gleichungspaare  unbeschadet  seines  Inhalts  umkehren  darf,  und  diess 
nichts  anders  heisst,  als  den  sämmtlicfaen  Coeffizienten  dii^ses  Gleichungspaares  mit  en^egen* 
gesetzten  Vorzeichen  geschriebene  Zahlen  unterlegen,  so  hat  man  es  dadurch  in  seiner  Gewalt 
den  CoeiHzicntcn  der  zwei  combinirten  Gleichungspaare  gleich  von  vorn  herein  Zahlen  mit  sol- 
chen Vorzeichen  unterzulegen,  dass  für  diese  Coeffizienten  stets  nur  die  Relationen  (27.  a.} 
und  (28.  a.)  Gültigkeit  behalten  und  darum  die  (27.  b.}  und  (28.  b.}  ganz  überflüssig  werden; 
denn  man  wird  auf  den  ersten  Blick  gewahr,  dass  da,  wo  die  letztern  Relationen  zwischen 
den  Coeffizienten  der  combinirten  Gleichungspaare  statt  finden  sollten,  man  nur  den  Zahlen,  wo- 
durch die  Coeffizienten  des  einen  Gleichungspaares  dargestellt  werden,  das  umgekehrte  Vor- 
zeichen geben  darf,  um  zu  machen,  dass  die  so  abgeänderten  Gleichungspaare  den  erstem  Re* 
lationen  genügen,  und  dass  die  aus  ihnen  mittelst  der  positiven  Werthe  von  H  und  ^  abgelei- 
teten Projectionszahlen  einer  und  denselben  Richtung  angehören.  Sind  die  Coeffizienten  von 
combinirten  Gleichungspaaren  auf  die  Weise  angeordnet,  dass  zwischen  ihnen  die  Relationen 
(27.  a.}  und  (28.  a.)  statt  haben,  so  bezeichnen  wir  diess  dadurch,  dass  wir  sagen,  die  Vor- 
zeichen der  combinirten  Gleichungspaare  seien  gleichartig.  Um  combinirte  Gleichungspaare 
mit  gleichartigen  Vorzeichen  in  diesem  Zustande  zu  erhalten,  darf  man  nur  darauf  sehen,  mit 
ihnen  keine  andern  allgebraisch  erlaubten  Veränderungen  als  solche  vorzunehmen,  wodurch  alle 
einzelnen  Glieder  in  den  beiden  combinirten  Gleichungspaaren  entweder  ihr  vojriges  Vorzeichen 
beibehalten  oder  alle  zugleich  ihr  Vorzeichen  umkehren,  eine  Vorschrift,  die  unter  allen  Um- 
ständen leicht  einzuhalten  ist. 

Hat  man  combinirte  Gleichungspaare  mit  gleichartigen  Vorzeichen  vor  Aiagen,  auf  welche 
die  Gleichungen  (28.  a.}  unmittelbar  anwendbar  sind,  wenn  man  nur  die  positiven,  aus  den 
Gleichungen  (26.  a.}  sich  ergebenden  Zahlen  H  und  ^  zulässt,  wie  wir  in  der  Folge  immer 
voraussetzen  werden,  so  hält  es  nicht  schwer,  einzusehen,  dass  diese  combinirten  Gleichungs- 
paare durch  andere  von  demselben  Inhalte  ersetzt  werden  können,  welche  ebenfalls  gleichartige 
Vorzeichen  besitzen,  aber  noch  ausserdem  die  Eigenthümlichkeit  an  sich  tragen,  dass  diö  aus 

ihnen  hergeleiteten  Gleichungen  (28.  a.}  die  Factoren  -^  und  ^  nicht  mehr  in  sich  enthalten, 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  in  Bezug  auf  sie  H  =  «^  wird.  Der  blose  Hinblick  "auf  die  Glei- 
chungen (28.  a.}  zeigt  schon,  dass  dieser  Umstand  herbeigeführt  wird,  wenn  man  die  beiden 

Gleichungen  desjenigen  Paares,  in  welchem  die  Coeffizienten  y,  p'j  ))"  auftreten,  mit  ^  multi- 

plizirt,  oder  mit  ^  die  zwei   Gleichungen   desjenigen  Paares,   in  welchem  die  Coeffizienten 

P 9  P)  P"  s^uftreten,  und  so  Hesse  sich  derselbe  Zweck  noch  auf  unendlich  viele  andere  Arten 
erreichen.  Solche  combinirte  Gleichungspaare  mit  gleichartigen  Vorzeichen,  deren  Coeffixienten 
auch  noch  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie  H=<^  werden  lassen,  wollen  wir  nächste  com- 
binirte Gleichungspaare  nennen.     Bei  nächsten  combinirten  Gleichungspaaren  verwandelt 


S*  11.  Hr.  97.  Vm  der  ttemden.  1«7 

sich  die  Gleiehug  (27.  aj  in: 

ff = ^* = p  ^ + py  +  p'>".  (M.  ••) 

Aus  den  Gleichungen  (28.  a.}  geht  luimittelbar  hervor,  dass  die  beiden  combinirten  Gleichungs- 
paare  nur  dann  nächste  sind,  für  welche  H.t=:«^  wird,  wenn  ihre  Coeflizienten  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass  entweder 

^>=p+p'cosW4-p"cos W,     »)'=pcosW  +  p'+p"cosW",  i)"=pco8W'+p'cosW"+p"  i 
oder,  was  Atsselbe  ist,  >    (tm*  Ib.) 

6p=8n>+a>'+8i"r,     (5;p'=a,»>+a;r+a;>",   6;'p'=2i,p+si;»>'+8i;r',» 

ist,  und  umgekehrt  finden  diese  Gleichungen  zwischen  den  Coeffizienten  der  combinirten  Glei- 
chungspaare statte  so  oft  sie  nächste  sind;  man  kann  also  da,  wo  ursprünglich  nur  ein  com- 
binirtes,  die  Gerade  darstellendes  Gleichungspaar  gegeben  ist,  sich  das  nächste  dadurch  ver- 
schaffen, dass  man  dessen  Coeffizienten  nach  Vorschrift  der  Gleichungen  (29.  b.}  aufsucht,  und 
dann  diese  beiden  Paare  stets  unverändert  beibehält,  oder  stets  gleichzeitig  alle  in  ihnen  vor- 
kommenden Gleichungen  mit  einer  und  derselben  Zahl  multiplizirt. 

97}  Wir  haben  oben  in  Nr.  90.  ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  aufgefunden,  aus  welchem 
sich  beurtheilen  lässt,  ob  die  eine  Ebene  darstellenden  combinirten  Gleichungen  gleichartige 
Vorzeichen  besitzen  und  nächste  sind  oder  nicht,  welches  Kennzeichen  zugldch  im  Vemeinungs- 
falle  das  Mittel  au  die  Hand  gab,  die  vcrmisste  Eigenschaft  den  combinirten  Gleichungen  mit- 
zutheilen;  jetzt  wollen  wir  in  ähnlicher  Weise  das  Kennzeichen  aufstellen,  aus  welchem  sich 
beurtheilen  lässt,  ob  die  eine  Gerade  darstellenden  combinirten  Gleichungspaare  gleichartige 
Vorzeichen  besitzen  und  nächste  seien  oder  nicht,  welches  eben  so  zugleich  ein  Mittel  an  die 
Hand  geben  wird,  solchen  Gleichungspaaren  die  fraglichen  Eigenschaften  mitzutheilen,  da  wo 
sie  sie -nicht  besitzen.  Zu  diesem  Ende  gehen  wir  von  der  Betrachtung  der  zwei  nachstehen- 
den eine  Ebene  darstellenden  Gleichungen 

»)(x-xO  +  <)'(x'-x;)  +  <>"(x"-xr)  =  0  lind  p(u-uO  +  p'(tt-uO  +  P"K-"0=0    (so.) 

aus,  in  welchen  J),  p',  )p"  und  p,  p',  p"  die  Coeffizienten  vorstellen,  welche  in  den  beiden 
combinirten  Gleichungspaaren  von  einer  der  Formen  (20.)  oder  (22.),  wodurch  die  Gerade 
dargestellt  wird,  vorkommen,  Xj,  x(,  x'/  und  U|,  u',  u^  aber  die  schiefen  und  senkrechten 
Coordinaten  von  einem  bestimmten  in  dieser  Geraden  liegenden  Puncte.  Jede  dieser  beiden 
Gleichungen  stellt  eine  Ebene  dar,  und  zwar  die  vordere  eine  solche,  welche  senkrecht  auf 
der  Richtung  steht,  deren  senkrechte  Projeclionszahlen  sich  verhalten,  wie  die  Zahlen  p ,  p\  ^)", 
die  hintere  eine  solche,  welche  senkrecht  auf  der  Richtung  steht,  deren  schiefe  Projeclionszah- 
len sich  wie  die  Zahlen  p ,  p',  p"  verhalten.  Da  nun  die  Zahlen  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p",  weil 
sie  die  Coeffizienten  von  einem  der  Gleichungspaare  sind,  wodurch  die  Gerade  dargestellt  wird, 
immer  zu  einer  der  zwei  gegenläufigen  Richtungen  hinfiihren,  welche  in-  dieser  Geraden  liegen, 
so  folgt,  dass  die  durch  die  zwei  Gleichungen  (30.)  dai^estelhen  Bbenäi  beide  senkrecht  auf 
der  durch  die  combinirten  Gleichungspaare  dargestellten  Geraden  steheo,  und  da  diese  Ebenen 
überdiess  einen  Punct  mit  einander  gemein  haben,  wenn,  wie  wir  vorausgesetrt  haben,  X| ,  x( ,  x!' 
und  u, ,  ui ,  n"  die  söhiefcn  und  senkrechten  Coordinaten  von  einem  und  demselben  Puncte 
der  Geraden  sind^  so  stellen  die  Gleichmigen  (30.)  eine  und  dies^e  Ebene  dar,  sind. also 
oombiniKte  Crleichungen  dieser  einen  H^ne.  Weil  aber  die  combinirten  (SeiduingflpMrer  der 
Geraden  und  die  combinirten  Gleichungen  (30.)  der  Ebene  mittelst  der  hier  völlig  die  gkiolien 
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Zahlen  p ,  p',  p"  und  p  ^  p\  )>''  enthaltenden  Gleichungen  (6.)  und  (26.  a.}  zu  eineriei  Wer* 
then  H  und  ^  führen  und  gleiche  Werthe  H  und  |)  den  Gleichungen  (4.)  und  (26.  b.}  zur 
Folge  wieder  in  beiden  Fällen  zu  denselben  entweder  gleich-  oder  gegenläufigen  Richtungen 
hinführen,  so  folgt  femer,  dass  die  combinirten  Gleichungspaare  der  Geraden  und  die  aus  ihnen 
entnommenen  combinirten  Gleichungen  der  Ebene  gleichzeitig  nächste  sind  oder  nicht,  so  wie 
auch,  dass  sie  gleichzeitig  gleichartige  Vorzeichen  besitzen  oder  nicht;  es  sind  also  die  für 
combinirte,  eine  Ebene  darstellende  Gleichungen  erhaltenen  Kennzeichen,  mit  deren  Hilfe  man 
beurtheilen  kann,  ob  diese  gleichartige  Vorzeichen  besitzen  und  ob  sie  nächste  seiea  oder  nkkiy 
wenn  man  sie  auf  die  Gleichungen  (30.}  in  Anwendung  bringt,  zugleich  uioh  die  den  com- 
binirten, eine  Gerade  darstellenden  Gleichungspaaren  angehörigen  Kennzeichen.  Da  wir  mm 
in  Nr.  90.  gesehen  haben,  dass  combinirte  Gleichungen  einer  Ebene  von  der  in  (1.}  angege- 
benen Form  gleichartige  Vorzeichen  haben,  wenn  die  Grössen  51}  und  P  Zahlen  mit  einerlei 
Vorzeichen  in  sich  tragen,  und  dass  solche  Gleichungen  nächste  sind,  wenn  ^4}=^P  ißt,  positive 
Werthe  H  und  «^  vorausgesetzt,  und  da  in  den  Gleichungen  (30.}  die  Ausdrücke 

px,  +  pX  +  *"x7    und    pu,  +  p'u;  +  p"u;' 

dasselbe  vorstellen,  was  in  den  Gleichungen  (!.}  die  Grössen  ^  und  P,  so  sind  die  in  (30.) 
stehenden  combinirten  Gleichungen  und  eben  so  auch  die  combinirten  Gleichungspaare  einer 
Geraden,  aus  welchen  die  Gleichungen  (30.)  herstammen,  mit  gleichartigen  Vorzeichen  verse- 
hen, wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  in  sich  tragen,  und  jene 
combinirten  Gleichungen  oder  die  combinirten  Gleichungspaare,  aus  denen  sie  ihren  Ursprung 
genommen  haben,  sind  nächste,  wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  einander  gleich  sind,  immer 
vorausgesetzt,  dass  man  sich  unter  H  und  ^  nur  ihre  positiven  Werthe  vorstellt.  Umgekehrt 
lässt  sich  aus  diesen  Kennzeichen  das  Mittel  entnehmen,  wie  man  combinirte  Gleichungspaare 
in  nächste  umwandeln  oder  deren  Vorzeichen  gleichartig  machen  könne,  wenn  sie  diese  Eigen- 
schaft nicht  schon  besitzen,  da  es  immer  erlaubt  ist,  die  Grössen  !p ,  p\  p"  oder  die  p ,  p',  p" 
mit  einer  und  derselben  Zahl  zu  multipliciren,  weil  diess  bei  jedem  einzelnen  der  beiden  Glei- 
chungspaare gestattet  ist,  aus  denen  sie  entnommen  sind,  und  man  daher  immer  zuvor  jedes 
von  diesen  Paaren  für  sich  mit  einer  beliebigen  Zahl  multipliciren  kann. 

Das  hier  mitgetheilte  Kennzeichen  setzt  indessen  voraus,  dass  die  Gleichungspaare,  wodurch 
die  Gerade  dargestellt  wird,  in  einer  der  in  (22.  a.)  und  (22.  b.)  mitgetheilten  Fonnen  gege- 
ben seien,  und  dass  die  Coordinaten  Xi,  xj,  x"  und  Ui,  ul,  u^,  welche  in  dem  einen  und 
dem  andern  dieser  Paare  vorkommen,  einem  und  demselben  bestimmten  Puncto  der  Geraden 
angehören.  Ist  die  Gerade  durch  Gleichungspaare  von  einer  andern  Form  gegeben,  so  muss 
man  diese  Form  erst  in  jene  überführen,  um  auf  sie  das  obige  Kennzeichen  in  Anwendung 
bringen  zu  können. 

98)  Das  Verhalten  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  im  Allgemeinen  kann  ein  dreifaches  sein* 
Es  wird  nämlich  die  Ebene  von  der  Geraden  entweder  nur  in  einem  einzigen  Puncte  geschnit- 
ten; oder  die  Gerade  läuft  mit  der  Ebene  parallel,  in  welchem  Falle  beide  ketne«  in  endlicher 
Ferne  liegenden  Punct  mit  einander  gemein  haben ;  oder  endlich  die  Gerade  liegt  m  der  Ebene, 
wo  dann  alle  Puncte  der  Geraden  zugleich  auch  Puncte  der  Ebene  sind.  Wir  wollen  nun  se«- 
hen,  wie  sidi  dieses  dreifache  Verhalten  einer  Geraden  xa  einer  Ebene  aus  den  Gleichttifen 
entnehmen  lässt,  durch  welche  die  Ebene  und  die  Gerade  dargestelit  werden^  es  sei  daher  eine 
Ebene  durch  die  combinirten  Gleichungen : 


(M.  b.) 
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^)ox+i>;x'+^>;:x"=tPo  und  poii+p;u'+p;'u"=Pe  (st.  «o 

und  eine  Gerade  durch  die  combinirfen  Gleichungspaare: 

px  — p';c=:r'     mil    px"— p"x=P' 
und 

»)u'— p'u  =  5tJ"    mit    ^)u"— i>"u  =  q}' 

gegeben,  welche  letzteren  beide  von  der  ersten  in  (20.  a.)  und  (20.  b.)  niedergelegten  Form  sind, 
so  wird  die  Untersuchung,  welches  vo«  dem  so  eben  angegebenen  dreifachen  Verhalten  zwischen 
dieser  Ebene  und  dieser  Geraden  statt  finde,  von  der  Aufsuchung  der  besondern  Werthe  aus- 
gehen müssen,  welche,  für  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  gesetzt,  gleichzeitig  die  Gleichung  der 
Ebene  und  das  Gleichungspaar  der  Geraden,  worin  diese  Coordinaten  vorkommen,  befriedigen, 
denn  nur  Coordinaten,  welche  diese  beiderlei  Gleichungen  wahr  machen,  gehören  solchen  Punc- 
ten  an,  die  die  Ebene  und  die  Gerade  mit  einander  gemein  haben.  Nun  geht  aus  der  Fonn 
des  obern  Gleichungspaares,  in  welchem  den  Betrachtungen  der  Nr.  94.  gemäss  p  nie  Null  sein 
kann,  her\'or,  dass  sich  zu  jedem  endlichen  Werth,  den  man  für  x  setzen  mag,  ein  völlig  be- 
stimmter und  endlicher  Werth  sowohl  Tür  x'  wie  Tür  x"  angeben  lasse;  und  eben  so  geht  aus 
der  Fonn  des  zweiten  Gleichungspaares,  in  welchem  nie  ))=:0  sein  kann,  henor,  dass  sich' 
zu  jedem  endlichen  Werth,  den  man  für  u  setzeit  mag,  ^n  völlig  bestimmter  endlicher  Werth 
sowohl  für  u'  wie  für  u"  auflinden  lasse.  Es  lassen  sich  demnach  so  viele  besondere  Puncle 
der  durch  obige  Gleichungspaare  dargestellten  Gerade  eriialten,  ala  mm  für  x  und  u  besondere 
Werthe .  annimmt,  und  man  kann  aiff  diesem  Wege  nach  und  nach  alle  einzelnen  Puncto  der 
Geraden  sich  vor  Augen  legen,  wenn  man  sich  unter  x  und  u  eine  Succession  von  allen  den 
Werthen  vorstellt,  die.  diese  Grössen  möglicherweise  aonehmen  können.  Ein  solches  Bild  von 
allen  Puncten  der  Geraden  geben  sowohl  die  Gleichungen 


X  == 51—  und    X  = — 

p  p 

als  die 

uzz:  *  «  "  ■  HHI    u  =1^ — ■     ■  '■'■*■, 


(S«.  a.) 


(St.  Ib.) 


wenn  man  sich  auf  den  rediten  Seiten  dieiier  Gleichungen. x  oder  u  alle  ihre  meg^ohen  Werthe 
nach  und  mtti  darcUanfend  deriot.  Setet  man  diese  för  x'.und  x"  oder  fiir  u'  luid  u''  tous  dem 
iur  X  oder  u  sich  efffebe»dea  Werttie  in  die  entsprechende  der  Ebese  zugehörige  Gldchung 
(31.  aJ),  s^  erhiUt  man:. 

und 

"  Cpo  ») + p;  ^'+  p;vo = *>  n  -  ?;  r-  p;'  ^.  r 

und  der  hieraus  bestimmbare  Werth  von  x  und  n  liefert  jn  Verbindung  mit  den  dazu  gehörigen 
x.f  x''  und  u,  \k\  wie  sie  aus,  dem  von  x  und  u  durch  die,  Gleichungen  (32.  a.}  geftmdea 
werden,  die  Coordinaten  $Qkher:Pui^;te,.Wi^e  der  fim^  uimI  der  Gei^den.  gleichzj^itig.  ange- 
hpren.  £s  ist  aber  aus  der  Lehre  von  den  Gleichupgien  bekannt,  d^ss  die  (ß^,  b.)  nur  daou 
fiur  X  oder  u  einen  einzigen  vjMUg  bestimmten . ui^l  endlic)ieii  Werth  liefern,  wenn  ,..., 

wp+*;p'+«'p"^o  o*>r  Pov+p;r+t>;'p"^o    '       ^       ,  (•».••) 
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ist;  jede  dieser  beiden  Ungleichungen,  wovon  die  eine  Folge  der  andern  ist,  wenn  die  Glei- 
chungen der  Ebene  und  die  Gleichungspaare  der  Geraden  combinirte  sind,  giebt  daher  zu  er- 
kennen, dass  die  durch  die  Gleichungen  (31.  a.)  dargestellte  Ebene  und  die  durch 
die  Gleichungspaare  (31.  b.}  dargestellte  Gerade  in  einem  einzigen  Puncte  sich 
'  schneiden.    Ist  hingegen 

(  Po  P  +  V.  P'+  Po'p"=  0    und  zugleich    p  %  —  p^  P"  —  »>;'  P'  =  0 

€•••  *••)    <     oder 

(  Po  P  +  P'o  P'+  p;'p"=  0    und  zugleich    p  f,  -  pi  T-  p"  '4* '=  0 , 

von  denen  wieder  die  einen  zu  einander  gehörigen  Folgen  von  den  andern  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen der  Ebene  und  die  Gleichungspaare  der  Geraden  combinirte  sind,  so  genügt  jeder 
Werth  von  x  oder  u  den  Gleichungen  (32.  b.},  und  in  Folge  dessen  genügt  auch  jeder  aus 
den  Gleichungen  (32.  a.}  zu  erhaltende  Punct  der  Geraden  den  Gleichungen  (31.  a.}  der 
Ebene;  es  ist  daher  jeder  Punct  der  Geraden  zugleich  auch  ein  Punct  der  Ebene,  und  somit 
trägt  jedes  der  in  (33.  b.}  enthciltenen  Bedingungspaare  das  Kennzeichen  in  sich,  dass  die  durch 
die  Gleichungspaare  (31.  b.}  dargestellte  Gerade  in  der  durch  die  Gleichungen 
(31.  a.)  dargestellten  Ebene  liegt.    Ist  endlich 

(  Po  p  +  p;  p'+  p;'p' =  0    und  zugleich    p  5ß.  - 1?;  P"  -  p;'  P'  $  0 
(••.  «O    }     oder 

fpop+p;*'+prp"=o  und  zugleich  p  p.-p;r-p;'*'^o, 

von  welchen  Bedingungen  das  eine  Paar  wieder  schon  in  dem  andern  Paar  enthalten  ist,  wenn 
die  Gleichungen  der  Ebene  und  die  Gleichungspaare  der  Geraden  combinirte  sind,  so  werden 
die  Gleichungen  (32.  b.)  durch  keine  Werthe  x  oder  u  von  endlicher  Grösse  befriedigt;  die 
Gerade  hat  daher  keinen  in  endlicher  Ferne  liegenden  Punct  mit  der  Ebene  gemein,  mithin  ent- 
halten die  Bedingungspaare  (33.  c}  das  Kennzeichen  in  sich,  dass  die  durch  die  Glei- 
chungspaare (31.  b.}  dargestellte  Gerade  mit  der  durch  die  Gleichungen  (31.  a.) 
(   .   ".  *  dargestellten  Eben«  parallel  läuft 

Wir  haben  in  Nr.  94.  flit*  die  in  (20.  a«}  und  (20.  b.}  aaigestellten  Formen  eine  solche 
Bezeichnungsweise  eingeführt,  dass  sich  die  zweiten  Formen  aus  den  ersten,  sowohl  bei  denen, 
die  schiefe  Ck>ordinaten  in  sich  enthalten^  wie  bei  denen,  die  senkrechte  Coordinaten  in  sich 
tragen,  durch  eine  an  den  Accenten  vorgenommene  Yeitanschung  der  ersten  Art  ergeben,  und 
die  dritten  aus  den  ersten  durch  eine  an  den  Accenten  vorgenommene  Vertauschung  der  zwei- 
ten Art;  aus  dieser  Bezeichnungsweise  aber  fliesst  als  nothwendige  Folge,  dass  d»,  wo  das 
erste  in  (31.  b.}  die  Gerade  darstellende  Gleichungspaar  ^  anstatt  in  der  ersten  Form  gegeben 
.  «  zu  sein,  in  der  zweiten  oder  in  der  dritten  Form  gegeben  wäre,  man  die  diesem  Falle  ent- 
sprechenden Kennzeichen  aus  denen  (33.  a.  bis  c.}  einfach  dadurch  ableiten  kann,  dass  man 
in  ihnen  an  den  Accenten  von  p ,  p',  p''  und  P ,  P",  P"  eine  Vertauschung  der  ersten  oder 
zweiten  Art  vornimmt,  und  diese  Vertauschung  mUsste  mit  d^n  Accisnten  der  Grdssetk  p ,  ^',  )>'' 
und  ^J,  *4^,  ^''  vorgenommen  werden,  wenn  das  zweite  die  Gerade  darstellende  Gleichungs- 
paar,  anstatt  in  der  ersten,  in  der  zweiten  oder  dritten  Form  gegeben  wäre.  Hierbei  vferdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  eine  solche  Vertauschung  zugleich  auch  die  gleiche  an  den  Accenten 
von  p« ,  Po  9  Po'  oder  po ,  p-« ,  po  verlangt,  "weil  jene  Vertausdnfng  isugfeich  auch'  hnmer  die 
f  c.    r     i   gleiche  an  den  Accenten  der  Coordinaten  nach  sich  zielEt,  den  jedesmaligen  Gleichungen  (32.  a.} 


J  .> 


$.  11.  !fi^.  M.  Von  der  C^aden.  17l 

zur  Folge.  Eben  deswegen  ändern  sich  die  Aasdrücke  )>o p  -h  V«  P'~^  ^o'p"  und  Po ^ -f-  P* P'^ V^P*^ 
durch  eine  solche  Verlauschung  nicht,  wohl  aber  die  p%  —  plF'—p'^'?'  und  »Po— pi^-P"— pi'^JJ'. 

Wäre  die  Gerade  nicht  durch  Gleichungspaare  vo|i  der  ersten  in  (20.  a.}  und  (^20.  b.} 
enthaltenen  Fonn,  sondern  von  der  ersten  in  (22.  a.}  und  (22.  b.}  enthaltenen  Form  gegeben, 
so  würden  sich  die  diesen  Formen  entsprechenden  Kennzeichen  aus  denen  (33.  a.  bis  c.)  da->> 
durch  ergeben,  dass  man  für  P"  und  P'  oder  Tür  $"  und  ^4^  ihre  aus  den  ersten  Forme^ 
(21.  a.}  oder  (21.  b.)  entnommenen  Werthe  setzt,  und  aus  den  so  erhaltenen  Kennzeidken 
würden  sich  leicht  die  herholen  lassen,  welche  den  Fällen  entsprechen,  wo  das  eine  oder  w-* 
dere  Gleichungspaar  der  zweiten  oder  dritten  von  den  in  (22.  a.}  oder  (22.  k}  stetoadei^ 
Fprmei^  augehört,  wenn  maa  an  den  Accenten  der  Grössen  p ,  f\  p"  und  X| ,  y, ,  xi'  oder  d^r. 
Grössen  )^ ,  p'^  p''  und  Ui ,  u[ ,  uC  eine  Vertauschui^  der  ersten  oder  aweiten  Art  vornnnmt» 
da  sich  durch  dieselbe  Yertauschung  die  zweiten  odar  dritten  in  (22.  a.)  und  (22.  b.}  enthal- 
tenen Formen  aus  den  ersten  herholen  lassen.  Auch  müssten  in  die  Kennzeichen  (33.  a.  bis  c.} 
für  $•'  und  P,  ihre  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (2.}  zu  bestimmenden  Ausdrücke,  (wobei 
man  anstatt  der  Grundzeichen  p  und  p  die  p^  und  p*  setzen,  und  auch  die  Coordinaten  d^g  be-« 
stimmten  der  Ebene  angehörigen  Punctes,  um  diesen  nicht  mit  dem  in  den  Gleicbungspaaren 
der  Geraden  yorkommenden  zu  verwechseln,  durch  x»,  x«,  x«'  und  u«,  Up,  u^'  bezeichnen 
könnte},  gesetzt  werden,  wenn  die  Ebene  nicht  durch  Gleichungen  von  der  in  (1.)  mitgetheil- 
ten,  sondern  von  der  in  (3.}  vorkommenden  Form  dargestellt  würde.  Alle  diese  Veränderun- 
gen sind  indessen  von  solcher  Einfachheit,  dass  man  ihnen  nicht  noch  eine  besondere  Aufmerk* 
aamkeit  zu  schenken  braucht,  da  sie  immer  auf  der  Stelle  da,  wo  sie  nöthig  werden,  ins  Werk 
gesetzt  werden  können. 

99}  Will  man  aus  den  conibinirten  Gleichungen,  wodurch  eine  Ebene  dargestellt  wird, 
und  aus  den  combinirten  Gleichungspaaren,  wodurch  eine  Gerade  dargestellt  wird,  die  Grösse 
der  Neigung  finden,  welche  zwischen  dieser  Geraden  und  dieser  Ebene  statt  findet,  so  kann 
diess  immer  leicht  in  folgender  Weise  geschehen.  Nehmen  wir  an,  die  Ebene  und  die  Gerade 
seien  durch  Gleichungen  von  der  in  (31.  a.}  und  (31.  b.}  vorkommenden  Form  gegeben,  und 
bezeichnen  wir  durch  q« ,  q« ,  q«'  die  senkrechten  Projectionszahlen  derjenigen  auf  der  Ebene 
senkrechten  Richtung,  welche  sich  ans  den  CoeCizienteai  po9  ^09  K  der  vordem  Gleichung 
(31.  a.}  auf  die  oben  angezeigte .  Weise  durcb  die  Gleicbui^en  (4.}  und  (6.}  mittelst  eines 
bestimmtctn  Werths  von  ^0  herholen  lässt,  und  eben  so  durch  fb )  qo  9  q»'  die  schiefen  Projec- 
tionszahlen derjenigen  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtung,  w^lphe  sich  aus  den  Coefiizientea 
P«  9  P»  7  P«  <t^  hintern  Gleichung  (31.  a.}  fmf  dieselbe  Weise  mittelst  eines  bestimmten  Wer- 
thes  H«  herholen  lässt;  bezeichnen  wir  in  ähnlicher  Weise  durch  q,  q',  q"  oder  q,  q',  q''  die 
«cJtvefen  oder  senkrechten  Projectionszahlen  d^  in  der  Geraden  liegenden  Richtungen,  welche 
sich  aus  den  Coeffizienten  p ,  p',  p''  oder  p ,  p\  p"  des  obem  oder  untern  in  (31.  b.}  ent-« 
haltenen  Gleichungspaars  der  Geraden  auf  die  oben  angezeigte  Weise  mittelst  der  Gleichungen 
(26.  a.}  und  (26.  b.}  bestimmen  lassen  für  irgend  zwei  bestimmte  Werthe  H  und  ^ :  so  ist 
in  Folge  der  Gleichungen  (4.}  und  (6.}: 

l>o  ^  p9  ',  Po   _  ^„      „„1      P«  „  Pi  _.  Pi' _./ 

pi+pi'+pr+3pi»picoBW+2p*p;'cosw'+2p;p;'cosw"=H:         }  ....  (S4.a.) 

22* 
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and  zufolge  der  Gleichungen  (26.  a}  und  (26.  b.}  ist: 


jf  *»  fc_'  t..'f 


q=^,    ,-=P,    q.^=P_     oder     q=|,    <,'=| ,    <,"=^  , 
(«4.  ».)    ^  p»  +  p"  +  p"'  +  2  p  p'cos  W  +  2  p  p"cos  W'+  2  p'p"cos  W"=  ü\ 

Jede  der  durch  qo  5  <li »  <ir  «nd  q« ,  qi ,  qi'  erhaltenen  Richtungen  kann  sowohl  die  eine ,  wie 
die  andere  der  beiden  auf  der  Ebene  senkrechten  sein,  je  nachdem  man  Tür  ^0  und  H«  seinen 
einen  oder  andern  Werth  genommen  hat,  und  eben  so  kann  jede  der  durch  q,  q',  q'^  und 
q,  q^,  q"  erhaltenen  Richtungen  sowohl  die  eine,  wie  die  andere  der  beiden  in  der  Geraden 
liegenden  sein,  je  nachdem  man  für  H  und  ^  seinen  einen  oder  andern  Werth  genommen  hat; 
indessen  giebt  jede  der  beiden  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtungen  mit  jeder  der  beiden  in 
der  Geraden  liegenden,  doch  immer  nur  entweder  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel,  den  die 
Gerade,  welche  durch  die  Gleichungspaare  gegeben  ist,  mit  der  Geraden  bildet,  welche  senk- 
recht auf  der  durch  die  Gleichungen  gegebenen  Ebene  steht  und  einen  Punct  mit  jener  gemein 
hat;  bezeichnet  man  daher  diesen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  durch  9,  so  hat  man  in  je- 
dem Falle  den  im  ersten  Abschnitt  gegebenen  Gleichungen  (9.  a.  und  b.}  gemäss: 

(Sft.  ••)       •  cos  tf  =  q  qo  +  q'qi  +  q"qi'    und    cos  ö  =  q  q«  +  q'q'o  +q"qi' 

oder,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Projectionszahlen  ihre  durch  die  auf  erster  Zeile  stebendai 
Gleichungen  (34.  a.)  und  (34.  b.)  gegebenen  Werthe  setzt: 

(.M.  li.)  H  ^0  cos  tf  =  p  p,  +P>i  +  P'^r    und    ^  Ho  cos  tf  = »)  p.  +  p'pj  +p"p;' , 

und  es  kann  in  jeder  dieser  Gleichungen  für  sich  0  eben  sowohl  den  spitzen  wie  den  stumpfen 
der  eben  angegebenen  Winkel  vorstellen  müssen,  je  nachdem  man  aus  ihnen  für  cosO  eine 
positive  oder  negative  Zahl  auffindet  Multiplicirt  man  die  letzten  beiden  auf  derselben  Zeile 
stehenden  Gleichungen  mit  einander,  so  geben  sie: 

(M.  •.)  +  H  ^  H.  ^0  cos«  e? = (p  vp + p>; + rp'o  (p  Pt + ^'pi + p'yo ) . 

in  welchen  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  genommen  werden  muss,  je 

nachdem  in  den  beiden  Gleichungen  (35.  b.")  0  einen  und  denselben  Winkel,  oder  in  der  einen 

den  spitzen  und  in  der  andern  den  stumpfen  vorzustellen  hat,  was  im  Grunde  nichts  anders 

sagt,  als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  den  doppelten  Vorzeichen  dasjenige  genommen 

werden  muss,  wodurch  cos«^  eine  positive  Grösse  wird. 

Nimmt  man  für  ^0  tind  Ho  sowohl,  als  fih*  H  und  ^  nur  ihre  positiven  Werthe,  so  ist  der 

Gleichung  (9.  b.)  gemäss 

+^0  H«  =  p,  ^>o  +  p'o  pi-f-pi'  pi' 

und  den  Gleichungen  (27.  a.  und  b.)  gemäss 

+H^=pp+py+p'>", 

und  man  hat  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  po,  Po»  p«'  und 
Po,  p'o,  Pi'  oder. p,  p',  p"  und  p,  p',  p"  zu  gleidi*  oder  gegenläufigen  Richtungen  gehören, 
woraus  folgt,  dass 

+ ^0  Ho  ^  H = (Po  Po + p;  p; + prpo  (P  p + pV  +  P'r ) 
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iflt)  ttnd  dass  in'  dieser  Gleichung  äas  obere  Vorzeichen  za  nehmen  ist,  wenn  sowohl  q« ,  q^ ,  q»' 
nnd  q«»  <|o9  4o')  ds  q,  qS  q''  und  q,  q',  q^'  entweder  beideMale  m  einerlei  oder  beide  Male 
zu  geg^nlüufigen  Richtungen  f&hren,  dass  hingegen  das  untere  Vorzeichen  in  ihr  gesetzt  wer-   i  »    i. 
den  muss,  wenn  die  einen  von  diesen  Projectionszahlen  gleichläufige,  und  die  andern  gegen- 
läufige Richtungen  in  sich  aufnehmen.  Da  nun  in  dem  einen  Falle  die  beiden  in  den  Gleichun- 
gen (35.  a.)  mit  t  he^ekhneten  Winkel  dieselben,  im  andern  Falle  aber  JNebenwinkel  sind,  und    ,  * 
in  den  gleichen  Fällen  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  der  Gleichung  (35.  c.)  zu  stehen 
kommt,  so  wird  diese,  wenn  man  in  sie  für  ^oIIo{)H  seinen  oben  angegebenen  Werth  ein-       * 
setzt,  in  jedem  Falle: 

Cp.  *>. + p;  p: + p;'  vo  cp  p  +  p>' + p'>")  c«»«.) 

Sind  sowohl  die  combinirten  Gleichungen  der  Ebene,  als  die  combinirien  Gleichungspaare  der 
Geraden  nächste ,  für  welche  man  den  obigen  Betrachlungen  zur  Folge  sowohl  H«  =zi  ,§o ,  als 
H  =  fi  hat,  so  wird 

Po  p + p;  p'+  p:>' = ^.v+v.  P'+  p;y', 

wie  sich  aus  den  GleichuAgen  (35.  b.)  ergiebt,  weil  in  diesem  Falle  H.^o  =  «&U«  ist  nnd  zu- 
gleich 0  in  ihnen  beiden  einen  und  denselben  entweder  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  vorst^t; 
deshalb  kann  die  Gleichung  (36.  a.),  wenn  die  in  (31.  a.}  sowohl  als  in  (31.  b.J  gegebenen 
Gleichungen  nächste  sind,  auch  in  jeder  der  zwei  nachstehenden  Formen  geschrieben  werden: 

,,,.e^        CPoOH-p;p'-fp;'n-  / 

~Cp.^+p'.^>i+pv^>;')(p»'-l-pr^-P'r}  f 

oder  \  •'•,. » (a«.  b.) 

,„,,._         cpy.+p>;+p"pn'  i 

'      Cp.  V. + p'.  P' + Pix  J  (P  P + P>'+  v'Y)  •  \ 

t  * 

Hat  man  den  Winkel  ff,  den  eine  von  den  beiden  in  der  Geraden  liegenden  Richtungen 
mit  einer  von  den  beiden  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtungen  bildet,  gefunden,  so  erhält 
man  daraus  leicht  den  spitzen  Neigungswinkel,  der  zwischen'der  Geraden  und  der  Ebene  statt 
findet;  dieser  spitze  Neigungswinkel  ist  nämlich  stets  der  positive  Unterschied  zwischen  0  und 
einem  rechten  Winkel,  wobei  man  den  Winkel  0 ,  wenn  er  spitz  ist,  vom  rechten  Winkel,  hin- 
gegen den  rechten  Winkel  von  0  abzuziehen  hat,  wenn  dieser  letztere  Winkel  stumpf  ist 

Wird  cos  ff  =  0,  welches  geschieht,  wenn  entweder 

P>>o  +  P>;  +  |i'>r=0    #der    i)p,  +  v'p;  +  »V=0  (St.) 

ist,  so  ist  0  ein  rechter  Winkel,  so  wie  umgekehrt  die  Redingungep  (37.}  nothwendig  erflillt 
sein  mttssen,  wenn  0  ein  rechter  Winkel  ist;  daher  enthält  jede  der  Bedingungen  (37.}  das 
Kennzeichen  in  sich,  dass  die  durch  die  Gleichungspaare  gegd)ene  Gerade  senkrecht  «af  der 
Geraden  steht,  die  senkrecht  gegen  die  durch  die  Gleichungen  gegebene  Ebene  gestellt  ist, 
oder  dass  die  durch  die  Gleichungspaare  (31.  b.}  gegebene  Gerade  entweder  parallel  mit  der 
durch  die  Gleichungen  (31.  a.}  gegebenen  Ebene  läuft  oder  in  ihr  liegt,  was  mit  den  (33.  b.  und  c.} 
gefundenen  Bedingungen  im  Einklang  steht 

Wird  cos*  0=^1  oder  cos  ff =+1,  so  isi  .0  entweder  nnll  oder  zweien  Rechtert  gleich; 
in  beMen  FüSkm  linft  aber  die  durch  die  GMchuagspeflni  gegebene  Gerade  parallel  mit  jeder 
von  den  zwei  Bachtungien,  welche  senkrecht  auf  der  darch  die  Gleichungen  gegebenen  Ebene 
sldieD^  und  steht  nutbin  selber  senkrecht  anf  dieser  Ebene;  daher  hat  man  als  altgemeines 
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K«niaeicl|&n ,  4ms  die  durch  die  Oleidiuiifen  (31.  tu)  ge^bene  Ebene  wd  die  durcii  die 
Gleichungspaare  (31.  b.)  gegebene  Gerade  senkreclit  auf  einander  stoben: 

(M.  •.)     (po  »)• + p'o  *; + pr  V.1  cp  p + py  +  p-r ) = cpp  p  .+ pi  *'+  p;'  v")  Cp  i>o + p>; + pX)  , 

welches. bei  lauter  nSchsten  Gleichungen  und  Glelchjangspaaren 

(»«.».)         ^  .cp.*>.+pi*i+pi>'0Cp?+p>'+p"n=cp.^+pii?'+p;>'7    • 

oder  auch 

(«9.  •.)  (p.  «>. + p;  v> + p;'  »>;')  (j>p+ p>'+  p'>") = (p  ^  +  p'  <»'. + p"  vo"   . , 

wird.    Dieses  Kennzeichen  kann  man  auch  in  der  ungleich  einfachem  Form: 
(Ml»)  ^  :  Po  :  Vo  =  P  :  P' '  P"     oder    p,  :  p'o  :  ?;'=  p  :  p':  p" 

aufstellen,  welches  sich  leicht  aus  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (34.  a.}  und 
(34.  b.)  herleiten  lässt.  Auch  lassen  sich  die  Formen  (38.)  und  (39.),  wiewohl  nicht  ohne 
einige  Schwierigkeit,  in  einander  überfllhren. 

Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  alle  in  dieser  Nummer  erhal- 
tenen Formeln  völlig  die  gleicbeh  bleiben,  die  Ebene  mag  durch  die  combinirten  Gleichungen 
von  der  Form  (1.)  oder  (3.)  gegeben  sein,  und  die  Gerade  mag  durch  combinirle  Gleichungs- 
paare von  irgend  einer  der  drei  in  (20.  a.)  und  (20.  b.)  oder  von  irgend  einer  der  drei  in 
(32.  a.)  und  (22.  b.)  stehenden  Formen  gegeben  sein,  so  dass  also  die  vorstehenden  Winkel- 
bestimmungen stets  völlig  die  gleichen  bleiben,  in  .welcher  der  angezeigten  Formen  auch  die 
Gleichungen  der  Ebene  und  der  Geraden  genommen  sein  mögen,  was  für  den  ununterbroche- 
.    :         ;    neu  Gang  bei  selchen  Bestimmungen  van  grosser  Bedeutung  ist. 

« 

100)  Zwei  von  emander  verschiedene  Gerade  können  sich  entweder  in  einem  Puncto 
schneiden  und  dann  liegen  beide  in  einer  und  derselben  Ebene,  oder  es  lässt  sich  in  endlicher 
Feme  zwar  kein  Punct  angeben,  der  beiden  gemein  wäre,  aber  es  liegen  demungeachtet  beide 
in  einer  und  derselben  Ebene,  in  welchem  Falle  sie  mit  einander  parallel  laufen,  oder  endlich, 
es  liegen  beide  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene,  wo  sie  dann  weder  sich  schneiden,  noch 
mit  einander  parallel  laufen  können.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  sich  dieses  dreifache  Verhal- 
ten zweier  Geraden  gegen  einander  aus  den  Gleichungspaaren,  wodurch  diese  Gteraden  gege- 
ben werden,  erkennen  lässt;  es  sei  daher  die  eine  Gerade  durch  die  combinirten  Gleichungs- 
paare 

|p,x'— p;x=P;'     mil    pox"— p;'x=Fo 

C40*  ««)    <      und 

(»).u'— *);u=^4J;'  mit  ^u"— ^);'u=5p; 

nnd  die  andere  Gerade  durch  die 

/px'— p'x  =  P"     mit    px"— p"x=iP' 
i§m*  b.)    I      und 

Uu  — »)'u  =  ^4J"    mil    pu"— p"u  =  ^4}' 

gegeben,  welche  sämmtlich  von  der  ersten  d^  drei  in  (20.  a.)  und  (20.  b.)  aufgestellten 
Form  sind,  so  wird  die  Untersuchung,  welches  von  den  so  eben  angegebenen  dreifiachen 
Verhalten  zwischen  den  beiden  gegebenen  Geraden  obwaltet,  von  der  Auisvdnlng  der  beson-^ 
dem  Werthe  ausgehen  müssen,  welche  für  x,  x',  x"  oder  u,  u','U"  gesetzt  gteiofaseitig  den 
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GMcInngipMrcB  der  JieidMi  GeradM  guniynn,  in  denen  sie  TorhoinmeD,  da  aar' 
wdcke  gWchiMiÜg  die  beideriei  GieidmiigBpanre  wahr  machen,  soidien  Punctea  angehören 
ki&mien,  m  denen  aicli  die  beiden  Gerideii  eohneiden.  Ans  den  Gleiduingspaannto  der  ersieh 
Gecaden  findet,  man : 

X  =        *  ^^n     und    X  =r        '  '^ 
¥•  P* 

und 

imd  eben  so  fimiet  man  aus  den  Gleichungspaarea  der  andern  Geraden: 

p  p 

wid 

p  p 

wobei  man  insbesondere  auf  den  Umstand  sein  Augenmerk  hin  zu  richten  hat,  dass  da  die  For-r 
men,  in  welchen  die  Gleichungspaare  (40.  a.  und  b.}  gegeben  sind,  nie  gestatten,  dass  eine 
von  den  Grössen  Po  9  Pe  >  P  9  P  null  ist,  man  für  alle  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
(41.  a.  und  b.)  stehenden  Coordinaten  stets  völlig  bestimmte  und  endliche  Werthe  erhalten 
werde,  welche  endliche  Werthe  man  auch  den  auf  ihren  rechten  Seiten  befindlichen  C!oordinatien 
X  und  u  beilegen  mag.  Sollen- nun  beide  Gerade  einen  Punct  mit  einander  gemein  haben,  so 
muss  sich  ein  Werth  für  x  oder  u  angeben  lassen,  welcher  ftir  x'  und  x"  oder  fiir  u'  und  u" 
den  Gleichungen  (41.  a.)  zur  Folge  Werfhe  giebt,  die  zugleich  auch  die  Gleichungen  (40.  b.) 
wahr  machen,  oder,  was  auf  dass^e  hinausl&iift,  die  fftr  diesen  Werth  von  x  oder  u  aus  den 
Gkichnngen  (41.  h.)  sieh  ergehenden  Wetdra  vien  x'  und  x"  oder  n'  «d  n"  mttsseü  zugleich 
auch  die  Gleichungen  (40.  a.)  wahr  machen.  Seist  man  aber  die  WMhe  von  j^,  xf'  «der 
u',  u"  ans  den  Gleichungen  (41.  a^^jH  die  (40.  b.)  oder  aus  denen  (41.  b.)  in  die  (40.  a.), 
80  findet  man  im  einen  wie  im  andern  Falle: 

(pp;-p.p')x=p.r-pp;'   und  (pp;'-p"pOx=p.F-pFoi 

$0  wie  ;      1 

(pp;-psp')u=»,r~pw  und  (pp;-Pap'>=^5|j'-p*4J;,' 

und  es  mttssten  lUe  beiden  auf  einerlei  Zeile  stehenden  Gleichungen  gleichzeitig  durch  den 
fragtichen  Wertti  x  oder  u  wahr  geniadit  werden.  Sollen  sich  aber  diese  beiden  Gleichungen 
nicht  widersprechen  und  dadurch  die  Unmöglichkeit  eines  Dvrchschntttspunctes  der  beiden  Ge« 
reden  an  den  Tag  legen,  so  müssen  beide  x  oder  u  auf  dieselbe  Weise  bestimmen,  welches 
nur  dann  der;F^U  i^t,  w^eon  / 

(ppr-rp.)Cp.i^"-p.'po=(pp;-pW(p.p'-p  pi)i 

öder  I 

'  (<jpr-p'>ocp.r-p*r)=cpp'.-p'p«Xp.^-p*'o)' 

ist         " 

Erfiillen  die  GkidMuifspanre  (40.  a.  und  K},  wodurch  die  beiden  Geraden  datyesIdU 

werden,  die  Bedingini^  (42.  b.)  nicht,  $0.  laben  diese  Geraden  weder  in  endUoher  Hoch  in 

unendlicher  Feme  einen  Punct  mit  einander  gemein  und  liegen  daher  nicht  in  einer  und 


(41.  a.) 


(41.  M 


(4t.  9U) 


(4t.  II.) 
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derselben  Ebene;  erfüllen  aber  jene  Gleicfaungspaare  diese  Bedn^ngeiif  mÜMi  sieh  aas 
den  auf  einer  Zeile  stehenden  beiden  Gleichungen  (42.  a.)  Tdr  x  oder  u  ein  imd  derselbe 
Werth  herholen,  zu  dem  hierauf  die  Gleichungen  (41.  a.  oder  b.}  die  zugdiöffigca  Wertho 
x',  x"  oder  u,  u''  finden  lassen,  von  denen  dann  die  x,  x',  x"  oder  die  u,  u',  u"  etnen 
Durchschnittspunct  der  beiden  Cleraden  an  die  Hand  geben,  welcher  in  endlicher  Feme  liegt, 
wenn  alle  drei  Coordinaten  endliche  Werthe  annehmen,  hingegen  von  der  Coordinatenspitze  sich 
unendlich  weit  entfernt,  so  wie  eine  von  diesen  drei  Coordinaten  einen  unendlich  grossen  Werth 
erhält,  und  in  jedem  dieser  Fälle  liegen  die  beiden  Geraden  in  einer  und  der- 
selben Ebene. 

Da,  wo  die  Bedingungen  (42.  b.}  von  den  gegebenen  Gleiehnngspaare  erflktH  werden,  und 
dadurch  das  Dasein  eines  Durchnittspunctes  der  beiden  Geraden  in  endlicher  oder  in  unendli- 
cher Feme  zu  erkennen  geben,  können  die  diesem  Durchschnittspuncte  entsprechenden  Coordi- 
natenwerthe  in  sehr  verschiedenen  Fonnen  sich  kund  geben,  welche  näher  zu  kennen  dem  ana* 
lytischen  Geometer  in  vielen  Fällen  Noth  thut,  weswegen  wir  sie  einzeln  durchgehen  werden: 

I.  Ist  von  den  Factoren 
i  PPi'— PoP"    wnd    ppi  —  p^p' 

f  SS.  ».1   !    oder  von  denen 

(  ^P'o-hr  und  *)»);-^p' 

weder  der  eine  noch  der  andere  null,  so  erhält  man  zunächst  Tur  x  oder  u  aus  den  Gleichun- 
gen (42.  a.3  und  sodann. für  x\  x"  oder  u',  u"  aus  den  Gleichungen  (41.  a.)  und  (41.  b.)  je 
zwei  Werthe  von  völlig  bestimmter  und  endlicher  Grösse,  welche  einander  gleich  werden,  wenn 
die  Bedingungen  (42.  b.}  durch  die  gegebenen  Gleichungspaare  erTiUlt  sind,  und  dann  auf  ei- 
nen Durchschnittspunct  der  beiden  Geraden  hinführen,  der  in  einem  endlichen  Abstände,  von 
der  Coordinatenspitze  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Raumes  liegt 

n.  Sind  aber  die  beiden  auf  einer  ZeHe  stehenden  Factoren  (43.  a.)  gleichzeitig  null ,  wo 
dann  die  Bedingung  (42.  b.)  von  selber  sich  erflUlt,  und  ist  von  den  Faderen 

rp,r_pp;'     und    p,F— pp;' 

i^M.  II.)    ]     oder 

(p.^--p%'    und    »)o{ß'-t>*; 

keiner  null,  so  können  die  Gleichungen  (42.  a.}  nur  für  solche  Werthe  von  x  oder  u  beste- 
hen, deren  Grösse  alles  Maass  überschreitet;  ein  so  unendlich  gross  gedachter  Werth  von  x 
oder  u  befriedigt  indessen  immer  gleich^itig  die  ai^f  einer  Zeile  stehendea  beide»  Gleichungen 
und  fuhrt  zu  einem  Durchschnittspuncte  der  beiden  Geraden  hin^  der  in  eineyn.vnenrilich  gto$n 
sen  Abstände  von  der  Coordinatenapitze  liegt,  weshalb  unter  solchen  Umständen  beide  Gerade 
parallel  mit  einander  laufen. 

III.  Ist  hingegen,  während  die  beiden  auf  einer  Zeile  stehenden  Factoren  (43.  a.}  gleich- 
zeitig null  sind,  zugleich  auch  einer  von  den  auf  derselben  Zeile,  stehenden  Factoren  (43.  b.} 
null,  während  der  andere  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  behält,  so  wird  eine  von  den  Gleichun- 
gen (42.  a.}  durch  jeden  Werth  von  x  oder  u  befriedigt,  während  die  andere  auf  derselben  Zeile 
stehende  nur  durch  einen  unendlich  grossen  Werth  von  x  oder  u  zufrieden  gestellt  wird,  wetr 
eher  letztere  dann  auch  zugleich  als  der  erstem  Gleidiung.genilgeiid  aizmehem  ist,  und  wie- 
der auf  einen  unendlich  weit  entfernten  Durchschnittspunct.  der  beiden!  flefaden,  d  h.  auf  derea 
parallele  Lage  hinweist  '9 
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lY.  I$l  ferner^  wMurend  die  bekfen  auf  ein«r  Zeile  stehenden  Faotoren  ([43.  &}  gleichzeitigr 
null  sind,  zugleich  auch  jeder  von  den  auf  einer  Zeile  stehenden  Factoren  Qtö.  b.},  die  Pr<H 
jectionszahlen  von  derselben  Art  in  sich  tragen,  null,  so  wird  jede  der  auf  einer  Zeile  stehen- 
den Gleichungen  (42.  a.}  von  derselben  Art  durch  jeden  Werth  von  x  oder  u  befriedigt;  man 
findet  daher  jeden  Funct  der  etnoi  Geraden  zu^eich  auch  ab  einen-  l^unct  der  andern  Geraden, 
und  diess  zeigt  an,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Geraden  in  einander  liegen. 

y.  Noch  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  auf  einer  Zeile  stehenden  Factoren  (43.  a.} 
nur  der  eine,  nicht  aber  auch  der  andere  null  wird,  und  dieser  Umstand  giebt  da,  wo  er  vor- 
kommt, wieder  einen  Durchschnittspunct  der  beiden  Geraden  in  endlicher  Feme  zu  erkennen, 
vorausgesetzt,  dass  die  gegebenen  Gleichungspaare  der  zwei  Geraden  der  Bedingung  (42.  b.} 
genügen;  denn  ist  z.  B. 

ppi'— PoP"=0  -und  nicht  .ppi  —  pop'=:0, 

so  verlangt  das  Bestehen  derjenigen  Bedingung  (42.  b.},  in  welcher  die  schiefen  Projections- 

zahlen  vorkommen,  dass 

p,P'-pF.  =  0. 

sei,  dann  aber  wird  die  zweite  der  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (42.  a.}  durch  je- 
den Werth  von  x  befriedigt,  während  die  erste  auf  derselben  Zeile  stehende  Gleichung  (42.  a.^^ 
für  X  einen  völlig  bestimmten  Werth  von  endlicher  Grösse  liefert  Da  nun  dieser  letztere  Werth 
von  X  zugleich  auch  der  vorigen  Gleichung  genügt,  indem  diese  cfurch  jeden  Werth  von  x  be- 
friedigt wird,  so  wird  man  durch  ihn  auf  einen  Durchschnittspunct  der  beiden  Geraden  in  end- 
licher Ferne  von  der  Coordinatenspitze  hingeführt  So  wie  sich  aber  dieser  Umstand  in  dem 
einen  hier  als  Beispiel  genommenen  Falle  nachweisen  lässt,  eben  so  lässt  er  sich  auch  in  je- 
dem andern  solchen  Falle  darlbun. 

Die  in  dieser  Ifunmier  angesteHten  Betrachtungen  gingen  sämmtlich  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  jedes  der  Gleiohungspaare ,  wodurch  die  in  Rede  stehenden  Geraden  dargestellt  wer- 
den, von  der  ersten  in  (20.  a.)  ocfer  (30.  b.}  gegebenen  Porni  sei;  wird  eines  oder  das  an- 
dere Gleichttngspaar  in  einer  andern  dieser  Forfnen  gegeben,  so  ändern  sich  alle  in  dieser 
Nummer  erhaltenen  Ausdrücke  darnach  ab.  Es  ist  «indessen  sehr  leicht,  die  in  dieser  Nummer 
gewonnenen  Resultate  so  abzuändern,  wie  sie  werden  müssen,  wenn  die  Gleichungspaare  von 
einer  andern  solchen  Form  gegeben  sind,  falls  nur  cKe  zu  derselben  Art  der  Coordinaten  ge- 
hörigen Gleichungspaare  beide  von  emer  und  derselben  Form  sind;  denn  so  wie  die  zweiten 
oder  dritten  der  gedachten  Formen  aus  •  der  ersten  durch  eiße  an  den  Accenten  vorgenommene 
Vertauschung  der  ersten  oder  zweiten  Art  hervorgehen,  so  müssen  sich  auch  die  Resultate, 
welche  Gleiehungspaaren  angehören,  die  sämmtlich  von  der  zweiten  oder  dritten  Form  sind, 
aus  denen  für  Gleichungspaare,  welche  sämmtlich  der  ersten  Form  angehören,  gefundenen  durch 
die  gleiche  Vertauschung  der  Accente  erhalten  lassen,  durch  welche  jene  Gleichungspaare  aus 
diesen  hervorgehen.  Diese  einfache  Herleitungsweise  der  Resultate,  welche  zu  andern  Formen 
der  Gleichungspaare  gehören  aus  den  Resultaten,  welche  vorhin  mitgetheilt  worden  ^nd,  und 
die  lauter  Gleichungspaare  von  der  ersten  Form  voraussetzen,  fällt  aber  weg,  wenn  die  beiden 
Geraden  durch  Gleichungspaare  gegeben  werden,  von  denen  die,  welche  Coordinaten  von  der- 
selben Art  in  sich  enthalten,  auf  verschiedene  Formen  sich  beziehen.  Um  nichts  zurückzulassen, 
wocatf  der  Recbaer  inrbeaondem  FiBen  AeM  zu  geben  hat,  werden  wir  noch  das  dahin  6e- 
falgea  lassen.  « 
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101}  Nehineii  wir  an,  dass  die  eine  Gerade  durch  das  Gleichnngspaar  von  der  ersten 
Form 

|Pax— p;x=:p;'    mit  pox"— p;'x=p; 

(44.  ••)    }     oder 

f^jau'— »>;n=ip;'  mit  »)eu"-»>;'u=?p; 

gegeben  ist,  wUhrend  die  andere  Gerade  durch  das  Gleichungspaar  von  der  zweiten  Form 

/p'x  — px'=P"     mit    p'x"— p"x'=P 

(44.  M    • <      oder 

(d'u  — <)u'=HJ"    mit    pV— »)"u'=*4J 

gegebei\  ist,  so  erhält  man  aus  dem  ersteren 

P-  Po 

(4ft«  «•)  <   oder 

U&^  und  „"=^^±1^, 
dagegen  aus  dem  anderen 

p  ,         p 

(4I(.  *.) ^    und 

n  --,  T-    i  r   und  u  ==  -^ — f —  , 

und  alle  diese  Werthe  sind  von  endlicher  und  völlig  bestimmter  Grösse,  welche  endliche  Werthe 
man  auch  fiir  x  oder  u  und  Tür  x'  oder  u'  nehmen  mag^  da  weder  po  noch  p^  und  ebenso  we- 
der p'  noch  ))'  null  sein  können.  Sollen  nun  die  beiden  Geraden  einen  Pund  mit  einander  ge- 
mein haben,  so  muss  es  für  x  oder  u  einen  Werth  geben,  welcher  mittelst  der  Gleichungen 
(45.  a.}  Werthe  für  x',  x"  oder  u%  u"  liefert,  die  zusammen  den  in  (44.  b.}  aufgestellten 
Gleichungen  genügen,  oder  auch,  es  muss  sich  für  x'  oder  u'  ein  Werth  angeben  lassen,  dem 
nach  Anleitung  der  Gleichungen  (45.  b.)  Werthe  von  x,  x"  oder  u,  u"  entsprechen,  die  in 
Verbindung  mit  jenem  die  Gleichungen  (44.  a.}  befriedigen;  setzt  man  aber  die  in  (45.  a.} 
ausgedrückten  Coordinaten  in  die  Gleichungen  (44.  b.),  so  findet  man: 

UpoP'-PP'o)x=PoP"+pp;'   und  (p;'p'-pYo)x=PoP-p'p;+p"Po 

(4«.  «•)    /      oder 

/(^^)'-^>^);)u=por+*w  und  wp'-rpd^=p.'}^-p'%+r'K, 

und  setzt  man  die  in  (45.  b.}  ausgedrückten  Coordinaten  in  die  Gleichungen  (44.  a.^,  so  er- 
hält man: 

i(p.p'-pp;)x=p'p;'+p;p''   wd  (poP"-p;'p)x'=p;'p"+p'p;-p,p 

(46.  b.)    <     oder 

'c»>.\>-\>pOu'=))'w+»>;r  und  (^,p"_));»u'=p;'r+P'?i-i>o$. 

Diese  letztem  Gleichungen  gdben  zu  verstehen,  daas  die  beiden  Geraden  nur  dann  einen  Hmd 
mit  einander  gemein  haben  können,  wenn  sich  entweder  aus  den  beiden  in  (46.  a.)  enthaltenen 


.1 
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ftlr  X  oder  u «  oder  aas  den  beiden  in  (]4&  b.)  eolhaUenen  fHr  x'  oder  u'  ein  nnd  derselbe 
Werth  ergiebt.  Die  Bedingung  aber,  dass  dieses  Erfordemiss  vorhanden  sei,  lässt  sich  in  bei- 
den Fällen  auf  die  folgende  eine  Fora  bringen: 

(p.  p-  p  po  cp.  p  -  p'  p;) = p.  p"  cp'pi'-  p'w + p'  p;'  o  ?>'-  p"po  ) 

oder  '  

O.  v-  Tf  v'O  ö.  *  -  P'  %^ = P.  r  Cp'pJ'-  <>'>0  + »'  K  Cp  pr-  p"pO  \ 

und  ihr  Nichterfiilltsein  zeigt  an,  dass  die  beiden  Geraden  keinen  Durchschnittspunct  weder  in 
endlicher  noch  ii|  unendicher  Entfernung,  haben  un^/dab^r  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  wird  sie  hingegen  durch  die  Gleichungspaare  (44.  a.  und  b.}  erfüllt,  so  haben  die  bela- 
den Geraden  einen  Punct  mit  einander  gemein  und  liegen  daher  in  einer  und  derselben  Ebenei 
Ob  dieser  Durchschnittspunct  in  endlicher  Entfernung  liege,  d.  h.  sich  in  völlig  bestimmter  Weise 
angeben  lasse,  oder  ob  er  in  unendlich  grosser  Feme  liege,  und  dann  sein  Ort  sich  nicht  durch 
Coordinaten  von  endlicher  Grösse  angeben  lasse,  so  vne,  ob  nur  ein  einziger  solcher  Durch- 
schnittspunct zwischen  den  beiden  Geraden  vorhanden  sei,  in  welchem  Falle  sich  dieselben 
schneiden,  oder  ob  zwischen  den  Geraden  mehrere  solche  Durchschnittspuncte  statt  finden,  wo 
dann  beide  in  einander  liegen,  das  alleä  lässt  sich  aus  den  .Gleichungen  (46.  a.}  oder  (46.  b.} 
gerade  so  beurtheilen,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer  den  dortigen  Gleichungen  (42.  a.}  ge- 
mäss von  I.  bis  V.  geschehen  ist,  weshalb  wir  es  hier  nicht  noch  einmal  zu  wiederholen 
brauchen. 

Es  bleiben  zwar  bei  unserer  gegenwärtigen  Betrachtung  noch  die  Fälle  übrig,  wo  die  bei- 
den Geraden,  anstatt  wie  in  (44.  a)  und  (44.  b.)  durch  Gleiöhungspaaro  von  der  ersten  und 
zweiten  Form  gegeben  zu  sein,  in  ^er  ersten  und  dritten  oder  in  der  zweiten  und  dritten  Form 
vorkämen;  indessen  lassen  sich  die  dahin  gehörigen  Resultate  aus  denen  in  gegenwärtiger 
Nummer  gefundenen  immer  ganz  einfach  durch  eine  an  den  Accenten  vorgenommene  Yertau- 
schung  bei  den  Grössen  desjenigen  Gleichungspaares,  das  von  einer  neuen  Form  ist,  erhalten, 
welche  Vertanschung  stete  von  derselben  Art  sein  muss»  wie  die,  wodurch  die  neue  Fontt  ans 
der  vorigen  zweiten,  deren  Steile  sie  vertritt,  hervor  gehl,  nnd  die  daher  bald  von  der  ersten, 
bald  von  der  zweiten  |  bald  andi  von  der  dritten  Art  wird  sein  müssen. 

102}  Will  man  aus  den  combinirten  Gleichungspaaren,  wodurch  zwei  Gerade  dargestellt 
werden,  die  Grösse  der  Neigung  finden,  welche  zwischen  diesen  beiden  Geraden  statt  findet, 
so  kann  diess  immer  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen.  Bezeichnen  nämlich  q, ,  qe,  q«' 
die  schiefen  oder  q« ,  q^ ,  ((!  die  senkrechten  Frojectionszahlen  von  einer  mit  der  ersten  durch 
Gleichungspaare  von  einer  der  Formen  (20.  a.}  oder  (20.  b.}  gegebenen  Geraden,  wobei  die 
in  den  Gleichungspaaren  vorkommenden  Coeffizienten  po,  p»,  Po'  und  po^  Po)  Po  sein  sollen, 
parallelen  Richtung,  und  ebenso  q,  q',  qf'  die  schiefen  und  q,  q',  q"  die  senkrechten  Frojec- 
tionszahlen von  einer  mit  der  zweiten  durch  Gleichungspaare  von  einer  der  Formen  (20.  a.} 
oder  (20i  b.}  gegebenen  Geraden,  wobei  die  in  den  Gleicbungspaaren  vorkommenden  Coeffi- 
zienten durch  p,  p',  p"  oder  ^,  p\  p"  vorgestellt  werden  sollen,  paralleien  Richtung,  so  hat 
man  jederzeit  den  Gleichungen  (26.  a.}  und  (26.  b.}  gemäss : 

u  ^=q*  »    &-  =  <!o  5    n-— qo    ™d    -^  =:q«  ,    ^  =  qo  i     ^=t<l» 


und 


g.=q.  ,    g.  =  q,  ,    g.==q,    ™a    ^  =q.  ,    -=q.  ,     ^^ 


%  • 


£  =q  ,     Pg  =q',     g-'  =q"    und    |  =,  ,      |'  =q',     ^  =q". 
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wenn  H,  und  ^«,  H  und  ^  Zahlen  vorsteUen,  welche  durch'  die  nachstehenden  Giöchungen 
bestimmt  werden: 

vi  +  P'.'  +  Pi'*+  2  P.  P'.  cos  W+  2  p,p;'cosW'+  2  p',  p;'cosW"=  HJ 
oder 

(4f.li.)    /und 

p»  4-  p"  +  p">  +  2  p  p'cos  W  +  2  p  p"co8  W'+  2  p'p"cos  W=i  ff 
oder 

uDd  dabei  können  den  dortigen  Betrachtungen  zur  Folge  sowohl  q«  ^  q« ,  q«'  und  q^ ,  q« ,  q«', 
wie  q ,  q',  q''  und  q ,  q\  q"  gleichläufigen  oder  gegenläufigen  Richtungen  angehören»  je  nach- 
dem bei  positiv  genommenen  H«,  t^o)  H  und  «^  die  Vorzeichen  in  den  beiden  Gleichungspaa- 
ren gleichartig  sind  oder  nicht  Da  indessen  jede  von  den  zwei  gegenläufigen  zu  der  einen 
Geraden  parallelen  Richtungen  in  Verbindung  mit  jeder  der  zwei  gegenläufigen  zu  der  andern 
Geraden  parallelen  Richtungen  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet,  wodurch  die  Neigung 
der  beiden  Geraden  gegen  einander  angezeigt  wird,  so  ist  stets,  wenn  wir  diesen  Winkel,  er 
mag  als  spitzer  oder  stumpfer  sich  zu  erkennen  geben,  durch  0  bezeichnen: 

(M.  tu)  cos^  =  qq.-hq'q;  +  q"q;'    und    co8*=qqo  +  q'q;+q"qi% 

oder  wenn  man  an  die  Stelle  der  Projectionszahlen  ihre  durch  die  Gleichungen  (47.  a.)  gege- 
benen Werthe  setzt: 

(4s.  b.)  H  ^0  cos  ö = p  ^).  +p>; + p'>;'  und  ^  H»  cos  ö = <)  p.  +  )fY.  +py: , 

wo  indessen  in  jeder  dieser  GieichHngen,  unabhängig  von  der  zweiten,  0  sowohl  den  spitzen 
wie  den  stumpfen  Winkel  zu  bedeuten  hat,  je  nachdem  man  aus  ihr  .für  cos0  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  erhäU.  MultipUcirt  man  die  beiden  Gleichungen  (48.  b.}  mit  einander, 
so  findet  man: 

(4#.  e.)  ±  H  ^  Ho  ^0  cos*  Ö  =  (p  Po  +  p Vo  +  p'>;0  (P  Pa  +  PVo  +  P Yo'D  , 

und  in  dieser  muss  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  uniere  genommen  werden, 
je  nachdem  in  den  beiden  vorigen  0  einen  und  denselben  Winkel,  oder  in  der  einen  den  spitzen 
und  in  der  andern  den  stumpfen  Winkel  vorzustellen  hat,  was  im  Grunde  nichts  anders  sagt» 
als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  den  doppelten  Vori^eichen  dasjenige  genommen  wer- 
den muss,  wodurch  cos^d  eine  positive  Grösse  wird. 

Nimmt,  man  für  Ho  und  «^«  sowohl  als  für  H  und  ^  nur  ihre  positiven  W^erthe,  so  ist  der 
Gleichung  (27.  a.)  zur  Folge: 

+Ho^.=p.Po+p;p;+p;'p;'  und  +H^=pp+py+p'y', 

und  man  hat  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  in  der  vordem,  je  nachdem 
q« , .  qi ,  q'o'  und  qo ,  qi ,  qi',  in  der  hintern  Gleichung  aber,  je  nachdem  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q" 
gleich-  oder  gegenläufigen  Richtungen  angehören.    Hieraus  folgt,  dass 

+ H.  ^.  H  ^ = cp.  »j.  +p;  p: + Piro  cp  )? + fp'-\-  p'>") 
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ist,  und  dass  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  Vcnr^ichen  2u  nehmen  habe,  wie  die  Projec- 
tionscahlen  q«,  q«^  q,'  and  q«,  ^,  e(i  sowohl  als  die  q,^!',  q"  u^  «ly-^'»  (('  entweder  beide 
Male  gleichläufigen  oder  beide  Male  gegenläufigen  Richiungea  angehören,  während  das  untere 
Vorzeichen  genommen  werden  muss,  wenn  die  einen  der  genannten  Projectionszahlen  gleich- 
läufige, die  andern  aber  gegenläufige  Richtungen  in  sich  tragen.  Da  nun  in  denselben  Fällen 
die  beiden  in  den  Gleichungen  (iS,  ü!)  vorkommenden  Winkel,  welche  durch  6  bezeichnet  wor- 
den sind,  entweder  dieselben  oder  Nebenwinke!  sind  und  es  davon  abhängt,  ob  in  der  Glei- 
chung (48.  c.}  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  das  rechte  ist,  so  wird  diese  Cflelchung», 
wenn  man  in  sife  ftr  Hoi^oH«^  semen  eben  angegebenen  Werth  einsetzt,  in  jedem  Falle: 

.  (P.  j>. + p; »»; + p;'  vo  Cp  p  +  p>' + p »»") 


(4*.  •.) 


.SiBd  die-CMeicbangspRikr«  einer  je4e«  G«ra4eii  nächste,  wo-  dtan  den  obigen  Betraditangen  tm 
Folge- gleichzeitig  H.=:^«  iincl'H==^  ist,  so  wird 

p.  p + p;  p'-h  p;>"=  P.V+V*  p'+  p':v", 

wie  schon  der  blose  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (48.  b.}  zu  verstehen  giebt,  weil  in  diesem 
Falle  H<l^o=:Ho<^  ist,  und  zugleich  0  in  ihnen  beiden  einen  und  denselben  entweder  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  vorstellt;  desshalb  kann  die  Gleichung  (49.  a.},  im  Falle  die  gegebenen 
Gleichungen  einer  jeden  Geraden  nächste  sind,  auch  in  jeder  der  zwei  nachstehenden  Formen 
gegeben  werden: 

(p.  »>.+ 9:v» + v»vo  (p p + p>'+  p"»>"3  [ 

oder  \  (4».  ».) 

Cp.  ^ + P'.  V* + Piy.' J  (P  *> + P>'+  P'>")  ■  1 

Wird  cos 0  =  0,  welches  geschieht,  wenn  entweder' 

p,?-Hp;»>'+ ?;:»"=  0  öder..  wp+p;p'+<>;y'=o  ^^^.j 

ist,  so  ist  0  ein  rechter  Winkel,  so  wie  umgekehrt  die  Bedingungen  (50.)  nothwendig  erfidlt 
sein  müssen,  wenn  0  ein  rechter  Winkel  ist;  daher  enthält  jede  dieser  Bedingungen  das  Kenn- 
zeichen der  senkrechten  Stellung  der  beiden  Geraden  gegen  einander  in  sich,  in  dem  Sinne 
genommen,  dass  sich  dabei  die  zwei  Geraden  nicht  zu  durchschneiden  brauchen,  indem  der 
Winkel  0  Mos  den  zwischen  zwei,  mit  den  beiden  Geraden  pardlelen  Richtungen,  die  man  sich 
von  einem  und  demselben  Puncto  {auslaufend  denkt,  bezeichnet 

Wird  cos*tf=l  oder  costf=+t,  so  ist  0  entweder  null  oder  zweien  Rechten  gleich; 
in  beiden  Fällen  laufen  aber  die  beiden  geraden  Hau  einander  parallel  oder  sie  liegen  in  ein- 
ander; daher  ist  das  Kennzeichen  der  parallelen  Lage  zweier  durch  Gleichungsipaare  gegebener 
Geraden  in  allgemeinster  Weise  zufojlge  der .  Gleichung  (49.  a.}: 

Cp.  p» + Pi  p; + P':x':)  Cp  ^> + pV  +  b"p") = Cp.p + p;  p'+  p;'  p'I  cp*  p + p»  p'+  p»?!      <*ir  ••) 

und  diese  nimmt  in  dem  Fatfe  von  lauter  nächsten  combinirten  Gleichungspaaren  entweder  die 
Fonn : 

Cp.  Vo + p;  <>; + pa  pO  Cp  p  +  vV+  fPl = Cp.  v  +  pi  >>'+  pi'  VJ  C«.  n.) 

oder  auch  die  Form:  .         .  * 
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(*!•  •.)  (p.  p, + p; »; + p;' »);')  (p  p + p  v+  pT' ) = (^  p + *;  p'+  «>;'  p'O* 

«1.  Meses  letztere  Kennzeichen  der  parrilelen  Lage  von  zwei  durch  combinirte  Oletohnng»- 
paare  gegebenen  Geraden  Ittssl  sich  auf  die  viel  einfachere  Form 

(*«•)  Pp  :  p;  :  pi'=  p  :  p':  p"    oder    po  : >i  :  Po  =  P  :  P":  T 

bringen^  welche  Eigenthüinlichkeit  von  parallelen  Geraden  man  auch  unmittelbar  aus  den  Glei- 
diungen  (25.')  ableiten  kann.  Vergleicht  man  die  hier  erhaltenen  Formeln  mit  den  in  Nr.  91. 
und  in  Nr.  99.  gefundenen,  so  überzeugt  man  sich,,  dass  die  Neigung  zwischen  zwei  Ebenen, 
zwischen  eineir  Ebene  und  einer  Geraden,  so  wie  zwischen  zwei  Geraden  durch  völlig  einerlei 
Gleichungen  ausgesprochen  wird,  welcher  Yortheil  indessen  an  den  Umstand  gebunden  ist,  dass 
die  Gleichungspaare  der  Geraden  in  einer  der  oben  angeordneten  Formen  (^20.  a.  und  b.}  oder 
(^22.  a.  und  b.}  aufgestellt  werden.  Uebrigens  bleiben  die  in  diesen  Nummern  erhaltenen  Re- 
sultate völlig  dieselben,  in  welcher  von  jenen  Formen  anch  die  Gleichungspaare  der  Geraden 
gegeben  sein  mögen,  woraus  in  Verbindung  mit  dem  in  Nr.  99.  Gesagten  hervorgeht,  dass  die 
Winkelbestimmungen  stets  dieselben  bleiben,  was  auch  die  Form  sein  mag,  in  der  die  Glei- 
chungspaare der  Geraden  gegeben  sind,  so  dass  also  jene  Rücksichten  auf  die  Formen  der 
Gleichungspaare,  welche  wir  in  Nr.  98.,  Nr.  100.  und  Nr.  101.  nehmen  mussten,  um  immer  das 
ihnen  entsprechende  richtige  Resultat  angeben  zu  können,  nur  da  nöthig  werden,  wo  ein  Durch- 
schnitt zwischen  einer  Ebene  und  einer  Geraden,  oder  zwischen  zwei  Geraden  in  Betrachtung 
kommt;  dann  aber  darf  die  jedesmalige  Rücksichtsnahme  auf  die  Form  der  Gleichungspaare 
nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  weil  man  ausserdem  befürchten  müsste,  dass  sich  Einzeln*- 
falle  den  Betrachtungen  entziehen.  Resultate  der  letztem  Art  sind  nur  unter  der  Voraussetzung 
völlig  zuverlässig,  dass  die  Form  der  Gleichungen,  aus  welchen  diese  Resultate  geschöpft  wor- 
den sind,  der  Geraden,  auf  welche  sie  angewendet  werden,  nicht  zuwider  ist. 

103}  Die  gleiche  Berücksichtigung  der  verschiedenen  möglichen  Formen,  in  denen  die 
Gleichungspaare  einer  Geraden  sich  geben  können,  hat  man  auch  da  eintreten  zu  lassen,  wo 
das  Gleichungspaar  für  eine  Gerade,  die  durch  bestimmt  gegebene  Puncto  gehen  soll,  in  einer 
der  besondem  Formen  (20.  a.  oder  b.}  und  (22.  a.  oder  b.)  erst  aufgefunden  werden  soll. 
Wollen  wir  z.  B.  das  in  schiefen  Cpordinaten  ausgedrückte  Gleichungspaar  für  eine  Gerade  an- 
geben, die  durch  zwei  bestimmte  Functe  gehen  soU ,  deren  schiefe  Coordinaten  Xi ,  xl ,  x/  und 
Xt,  Xa,  x^'  sind,  und  legen  wir  dabei  ein  Gleichungspaar  von  der  ersten  in  (20.  a.}  befindli- 
chen Form  zu  Grunde,  nämlich: 

px'— p'x  =  P"    mit    px'^— p"x  =  P', 

so  muss,  wenn  der  Punct,  dessen  schiefe  Coordinaten  Xi ,  xl ,  x['  sind,  diesem  Gleichungspaare 

angehören  soll, 

px;  — p'X|=F'    mit    px['— p''x,  =  P' 

sein.  Zieht  man,  um  f"  und  F  zu  eliminiren,  diese  Gleichungen  von  den  vorigen  in  der 
Ordnung,  wie  sie  neben  einander  stehen,  ab,  so  erhält  man: 

ei».«.)  p(:C'-xO-p'(x-xO=0    mit    p(xf'-xO-p"(x-x.)=0, 

und  hat  nun  ein  Gleichungspaar,  dessen  Gerade  dnrch  den  ersten  gegebenen  Punct  geht.  Soll 
nun  diese  Gerade  auch  noch  durch  den  zweiten  gegebenen  Punct,  dessen  Coordinaten  x, ,  x^ ,  x,' 
sind,  gehen,  so  muss  das  vorstehende  Gleichungspaar  in  Erfüllung  gehen,  wenn  man  in  dem- 
selben X,,  x", ,  x^'  an  die  Stelle  von  x,  x',  x"  setzt,  d.  h.  es  muss  sein: 
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p(jc;— x;)— p'(x.— xO=o  lAit  p(xr-x;')-p"(x,— xO=o. 

Etiminirt  man  Aer  mittelst  dieser  Be<fingung  mis  dem  Gleichungspaare  (53.  a.}  den  CoefRzien-« 
len  p ,  welcher,  wem  dnreh  dieses  Gleichungspaar  wirklich  eine  Gerade  soll  dargestellt  wer* 
den  können,  nie  null  sein  darf,  so  findet  man: 

(x-xO(x;— x;)— (x'— x;)(x,-xo=o  mit  (x-xO(x;'-x;o-(x"-xr)(x.-xO=o.  (m.  »o 

Dieses  letilere  Gleicbungspaar  steHl  nun  zwar  im  Allgemeinen  die  verlangte  Gerade,  welche 
durch  die  zwei  Puncto  x, ,  x^ ,  x['  und  x« ,  x^ ,  x«  hindurch  geht,  dar  ^  aber  in  besondem  Pil-* 
Im,  wo  die  gew^MlG  Ponte  steh  mit  der  Lage  dieser  Puncte  nicht  vertrügt,  ist  es  fflusorisch, 
und  stellt  in  Wahrheit  keine  Gerade  mehr  dar.  Wären  z.  B.  die  zwd  gegebenen  Punde  von 
der  besondem  Beschaffenheit,  dass  man  x,  =:  Xi  hätte,  so  verwandelten  sich  dadurch  die  beiden 

Gleichungen  (58.  b.}  in  die  eine: 

X— x.=0, 

welche  nun  keine  Gerade  mehr,  sondern  nur  noch  eine  Ebene  darzustellen  im  Stande  ist  Nimmt 
man  aber  an  den  Accenten  des  Gleichungspaares  (pS,  b.}  eine  Vertauschung  der  ersten  Art 
vor,  wodurch  es  aus  der  ersten  Porm  (20.  a.}  in  die  zweite  übergeführt  wird  und  die'  nach- 
stehende Gestalt  annimmt: 

(x'-xOCx,-xO-Cx-xO(x;-xO=o  mit  Cx-^OK-x;')-(x"-xr3(x;-xO=o,  (m.  •.) 

so  widerstreitet  jetzt  seine  Ponn  der  besondem  Bedingung  x,=:x,  nicht  mehr.    Wäre  aber 
noch  ansserdaa  x^=x!,  so  würde  sich  auch  dieses  Gleichungspaar  wieder  auf  nur  eine  Gld-*     ^ 
chung,  nämlich: 

x'— x;=o 

zurückziehen,  und  daher  eine  Gerade  darzusfeUen  nicht  mehr  ffihig  sein;  verwandelt  man  in- 
dessen das  Gleichungspaar  (53.  b.},  welches  von  der  ersten  Porm  ist,  dadurch,  dass  man  an 
seinen  Accenten  eine  Veitauschung  der  zweiten  Art  vornimmt,  in  eines  von  der  dritten  Porm, 
wodurch  es  wird: 

(x"_xr)(x;— xO— (x'~xO(xr— xr)  =  0  mit  (x"— xr)(x,— xO-(x— xO(x;'— xr3=0,    (M.  «•) 

so  verträgt  sich  nun  dessen  Fonn  mit  den  beiden  Bedingungen  Xs  =:  X|  und  x^  =  Xi ,  welche 
machen,  d^ss  es  sich  verwandelt  in: 

x' — x!  =  0    mit    X  —  x,:^0  (ftS«  c.) 

und  so  die  verlangte  Gerade,  welche  durch  die  zwei  besondern  Puncte  geht,  darstellt 

Aehntich  gestaltet  sich  der  Hergang,  wenn  das  Gleichungspaar  Tür  eine  Gerade  aufgesucht 
werden  soll,  die  durch  den  Punet  geht,  dessen  schiefe  Coordinaten  Xi,  xi,  Xi  sind,  und  mit 
einer  Richtung  parallel  läuft,  deren  schiefe  Projectionszahlen  a,  a',  a''  sind.  Wählte  man  näm- 
lich für  dieses  Gleichungspaar  die  erste  von  den  in  (20.  a.)  enthaltenen  Formen,  so  Tande  man: 

a(x'— xO  — a'(x  — xO  =  0    mit    a(x"— x^  — a"(x  — xO  =  0.  (M.  f.) 

Dieses  Gleichungspaar  wird  nun  zwar  im  Allgemeinen  die  verlangte  Gerade  darzustellen  im 
Stande  sein,  in  besondem  Fällen  aber  kann  es  überhaupt  keine  Gerade  mehr  darstellen  und 
giebt  dadurch  zo  verstehen,  dass  seine  Form  sich  diesem  besondem  Falle  nicht  mehr  anpassen  . 
kann.    Hätte  z.  B.  die  gegebene  Richtung  die  besondere  Eigenschafl,  dass  bei  ihr  ar=0  wäre,* 
so  zöge  sieb  obiges  Gleichungspaar  in  die  eine  CHeichung 
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zurück,  imd  kann  nun  keine  Gerade  mehr  darstellen.  NinnnI  man  aber  an  den  Aceenten  des 
obigen  Gleichungspaares  eine  Yertauschung  der  ersten  Art  vor,  wodurdi  es  aus  der  ersten 
Form  in  die  zweite  übergeführt  wird,  und  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

a'(x-xO  — a(x'— x;)=0    mit    a'(x"— xl')  — a"(x'— x;)=0, 

80  ist  es  jetzt  die  Gerade  darzustellen  .fähig,  welche  der  beaondem  Richtung,  wobei  a=0 
wird,  parallel  IttufL  Htttte  aber  diese  besondere  Richtung  noch  ausserdem  die  Eigenschaft,  dass 
bei  ihr  nicht  blos  a=0,  sondern  auch  noch  überdiess  a=0  ist,  so  milsste  man  die  erste 
Form  durch  eine  Yertauschung  der  zweiten  Art  in  die  dritte  Form  überführen,  um  das  Glei- 
ehangspaar  zur  Darstellung  dieser  besondem  Geraden  Tähig  zu  machen. 

Alles,  was  in  dieser  Nummer  in  Bezug  auf  Gleichungspaare,  in  denen  achirfe  Coordinaten 
und  Projectionszahlen  auftreten,  gesagt  worden  ist,  gilt  ganz  ebenso  auch  da,  wo  Gleichungen 
verlangt  werden  mit  senkrechten  Coordinaten  und  Projectionszahlen.  Dabei  lassen  sich  die  bei- 
derseitigen Resultate  einfach  dadurch  aus  einander  ableiten,  dass  man  die  Grundzeichen  a,  x 
und  die  c ,  u  mit  einander  vertauscht  Zum  Schlüsse  mag  daher  hier  nur  noch  die  Bemerkung 
stehen,  dass  man  einen  der  in  combinirten  Gleichungen  oder  combinirten  Gleichung^paaren  vor- 
hancAien  Coeffizienten  der  1  gleich  machen  kann,  selbst  da  noch,  wo  die  Vorzeichen  gleich- 
artig gemacht  oder  die  Gleichungen  selbst  in  nächste  combinirte  umgeändert  worden  sind,  und 
diese  Eigenschaft  behalten  sollen;  wir  haben  indessen  dieses  Mittel  zur  Vereinfachung,  da  es 
nur  von  sehr  geringer  Bedeutung  ist,  zu  benützen  unterlassen,  um  den  bei  Vl^inkelbestiminun- 
gen  auftretenden  Ausdrücken  ihre  volle  Symmetrie  zu  bewahren. 

104}  Im  Vorstehenden  sind  die  Schwierigkeiten,  auf  die  man  beim  Gebrauche  der  Gleichungs- 
paare von  den  in  (20.  a.  und  b.}  oder  (22.  a.  und  b.}  angegebenen  Formen  stossen  kann,  in 
FäUen,  wo  das  allgemeine  Verhalten  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  oder  zu  einer  Geraden  er- 
kannt werden  soll,  und  man  in  Betreff  der  Zidässigkeit  der  gewählten  Form  nicht  vdUig  sicher 
ist,  mit  einer  Ausführlichkeit  vorgelegt  worden,  die  man  vielleicht  ftlr  allzugross  zu  hauen  ge- 
neigt sein  wird,  um  so  mehr,  da  dieselben  nicht  selten  so  gut  wie  ganz  verschwiegen  werden ; 
ich  gieng  indessen  dabei  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  WeitläuGgkeiten,  aus  denen  die  An- 
wendung ihre  Sicherheit  schöpfen  moss,  keine  sind.  In  diesem  Sinne  glaube  ich  dem  früher 
Gesagten  noch  beiftigen  zu  müssen,  dass  in  den  (24.  a.  oder  b.)  aufgesteDten  Formen  gleich- 
zeitig die  drei  der  in  (22.  a.  oder  b.}  mitgetheiUen  Gleichungspaare  enthalten  sind,  weswegen 
die  oben  berührten  Unsicherheiten  wegfallen,  so  lange  man  an  jenen  die  Betrachtungen  fort- 
laufen lässt;  diese  Unsicherheiten  treten  aber  wieder  ein,  sobald  man  die  in  (24.  a.  oder  b.) 
angegebenen  Verhältnissgleichungen  wieder  in  zwei  gewöhnliche  Gleichungen  auflösen  will, 
ohne  zuvor  die  besondere  Natur  der  Grössen  p ,  p',  p''  oder  f ,  ))',  p"  erkannt  zu  haben.  So 
wie  man  nämlich  die  Gewissheit  erlangt  hat,  dass  keine  dieser  Grössen  null  ist,  sagt  jedes  der 
aus  den  genannten  Verhältnissgleichungen  gezogene  Glcichungspaar  zweifelsohne  der  Geraden 
zu,  die  durch  es  dargestellt  werden  soll;  und  so  wie  man  zu  der  Einsicht  gelängt  ist,  dass 
eine  oder  zwei  von  jenen  Grössen  null  sind,  kann  man  ohne  alle  Zweideutigkeit  aus  den  Ver- 
hältnissgleichungen das  der  Geraden  zusagende  Gleichungspaar  herholen.  Aus  diesem  Grunde 
kann  man  sagen,  dass  die  durch  analytische  Behandlung  der  Geraden  am  räumlichen  Goördina- 
tensysteme  erhaltenen  Resultate  eine  vollkommene  Allgemeinheit  behalten,  so  lange  ihr  die  For^ 
men  (24.  a.  und  b.}  in  unveränderter  Gestalt  zu  Grunde  liegen.    Da,  wie  wir  gefunden  haben, 
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Grössen  p^  pS  p"  oder  p,  )>',  ))"  in  ihnen  keinä  »dere  Bedingrang  zu  erflUlen  bralichen 
als  die,  dass  sie  den  schiefen  nnd  senkrechten  ProjectionszaUen  von  einer  der  beiden  Ridi«' 
tnngen,  welche  in  der  durch  jene  VerfaätnissgleiGhungen  dargestrihm  Geraden  liegen,  propoi^ 
tiomd  sein  müssen,  man  also  aiich  statt  jener  Grössen  diese  Projeetionszahlen  gesetzt  sich 
denken  darf,  wodurch  dann  aber  die  Verhältnissgleichungen  selber  von  der  Geraden  nichts  an- 
ders angeben,  als  einen  ihrer  Puncto  und  ente  ihrer  Richtmigen,  so  hat  man  zur  sichern  'Er-- 
zielnng  4Yöllig  allgeaieiner  Rechnungsresultate  in  Fällen,  wo  Gerade  im  rännilidien  Systeme  be- 
handrit  werden,  nur  die  folgende  Regel  sich  znm  Gesetz  zu  machen:  Man  lasse  die  Glei- 
chungen der  Geraden  nur  in  einer  der  Formen  (24.  su  oder  b.)  zu,  und  nehme  zu 
dem  Ende  von  ihr  in  die  Rechnung  nur  einen  ihrer  Puncto  und  eine  ihre^  Rieb-« 
tnngen  auf,  führe  aber  diese  Gleichungsformen  nie  in  eines  der  in  (20.  a.  oder  h.^ 
oder  in  (22.  a.  oder  b.}  stehenden  Gleichungspaare  über,  bis  die  vorangegange- 
nen Betrachtungen  entschieden  haben,  welche  von  den  drei  Projectionszahlen 
der  in  die  Rechnung  aufgenommenen  Richtung  null  sind  und  welche  nicht  Die 
Auflösung  der  Verhältnissgleichungen  in  Gleiehungspaare  wird  mtr  da  unvermeidbar,  wo  Durch- 
schnitte der  Geraden  mit  Ebenen  oder  andern  Geraden  aufgesucht  werden  sollen,  und  dieses 
wird  im  Allgemeinen  nicht  früher  gefordert  werden,  als  bis  die  besondere  Richtung  der  Gera- 
den bereits  schon  erkannt  ist;  wo  aber  in  seltenen  FäUen  solche  Aufsuchungen  geschehen  sol- 
len, bevor  die  Richtung  der  Geraden  in  völlig  bestimmter  Weise  angegeben  werden  kann,  da 
ist  die  gleichzeitige  Berücksichtigung  der  oben  angegebenen  möglichen  Fälle  unerlässlich.  In 
der  hier  mitgetheilten  Regel  hat  man  den  Grund  zu  suchen,  warum  später,  da  wo  wir  die  Na- 
tur der  krummen  Linien  und  Flächen  untersuchen,  der  Gebrauch  von  Gleichungen  für  Gerade 
in  einer  der  in  (20.  a.  und  b.}  oder  (22.  a.  und  b.}  mitgetheilten  Formen  ganz  und  gar  ver- 
mieden worden  ist 

Die  Anwendung  der  besprochenen  Verhältnissgleichungen  führt  auch  da,  wo,  wie  in  der 
vorigen  Nummer  geschehen  ist,  die  Gleichungen  für  Gerade,  welche  vorgeschriebene  Eigen- 
schaften besitzen  sollen,  erst  aufzufinden  sind,  zum  sichern  Ziele.  So  z.  B.  kann  man,  wo  die 
Gerade  durch  zwei  Puncte  gehen  soll,  deren  schiefe  Coordinaten  Xi,  x^,  j^  und  x,,  x^,  x^' 
sind,  die  ihr  in  jedem  Fälle  zusagenden  Gleichungen  auf  die  folgende  Art  angeben.  Die  For- 
men (24.  a.)  sagen  nämlich  sogleich  aus,  dass  durch  die  Verhältnissgleichungen 

X  — X|  :  x' — X,'  :  x" — xr=:  p  :  p':  p" 

eine  Gerade  dargestellt  wird,  welche  durch  den  Punct  geht,  dessen  schiefe  Coordinaten  x, ,  xl ,  x[' 
sind,  also  durch  den  einen  der  verlangten,  wenn  dazu  seine  Coordinaten  genommen  worden 
sind;  soll  aber  die  Gerade  auch  noch  durch  den  Punct  gehen,  dessen  schiefe  Coordinaten 
Xi,  x,,  X3  sind,  so  müssen  diese  Coordinaten  für  x,  x',  x'',  in  obige  Gleichungen  gesetzt, 
diese  befriedigen,  d.  L  es  muss  sein: 

X»  — X,  :  xi  — xj  :  xi'— xr=3  p  :  p':  p"  . 
und  aus  diesen  Verhältnissgleichungen  folgt  in  Verbindung  mit  den  vorigen,  dass  man  habe: 

X  '^—  X|  •  X """"  Xi  :  X  "^~'  X|  .  ^  X)  "■""  X|  :  Xj "~~  X|  :  Xj  "~*~  X|  j 
welche  Gleichungen  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  die  geforderte  Gerade  auch  noch  in  jedem  beson- 
dern Falle  darzustellen  fiihig  bleiben,  weü  in  ihnen  noch  jedes  der  einzelnen  Gleichungspaare 
enthallen  ist,  und  Aehmliches  gilt  von  je  zwei  andern  Eigenschaften  der  Geraden,  für  wekhe 
die  geeigneten  deiohnngen.aii^fesociit;  werden  sMen. 
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105)  Wir  haben  schon  kn  vorigen  Abschnitle  gesehen,  dass  da,  wo  aHe  zar  Uatersachang 
gesogenen  Punde  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  das  dreiaxige  System  durch  ein  zwe»- 
axiges,  welches  wir  das  ebene  genanni  haben,  ersetzt  werden  könne;  dieas  wird  daher  auch 
da  geschehen  können,  wo  mehrere  Gerade  zur  Untersuchung  kommen,  die  sämmtiich  in  einer 
und  d^seiben  Ebene  liegen.  Wir  haben  dort  gesehen,  wie  alle  dem  ebenen  Systeme  angehö« 
rigen  Formeln  ganz  einfach  aus  den  für  das  räuudiche  System*,  dessen  dritte  Axe  senkrecht 
steht  auf  den  zwei  Axen  des  d>enen  Systems,  gefundenen  dadurch  abgeleitet  werden  können, 
dass  man  in  diesen  aBe  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  C!oordinaten  oder  Projectionsaah-* 
len  verschwinden  lässt  Etwas  Aehnliches  gilt  zwar  auch  hier  noch,  doch  ist  der  Udiaigang 
wegen  der  bei  Ebenen  und  Geraden  in  die  Betrachtung  aufgenommenen  Hilfsgrössen  kein  so 
unmittelbarer,  weshalb  wir  uns  veranlasst  fühlen,  diesen  Uebergang  noch  näher  vor  Augen  zu 

legea 

Man  kann  alle  Geraden,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  als  Durchschnitte  dieser 
einen  Ebene  mit  noch  andern  auffassen;  denkt  man  sich  daher  diese  Geraden  auf  ein  senk- 
rechtes System  bezogen,  dessen  zwei  Axen  AX  und  AX'  in  dieser  Ebene  liegen,  und  dessen 
dritte  Axe  AX''  senkrecht  auf  ihr  steht,  so  hat  man  als  Gleichung  dieser  Ebene  die: 

(M.  »0  x"=u"=0, 

und  man  kann  jede  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  durch  diese  Gleichung  in  Verbindung 
mit  noch  einer,  welche  einer  zweiten  durch  die  Gerade  hindurch  gehenden  Ebene  angehört, 
darstellen.  Stellt  man  sich  nun  diese  zweite  Ebene  immer  senkrecht  auf  der  vor,  in  welcher 
die  Axen  AX  und  AX'  liegen  und  die  durch  die  Gleichungen  (54.  a.}  dargestellt  wird,  und 
denkt  man  sich  die  auf  dieser  zweiten  Ebene  senkrechte  Richtung,  welche,  als  Hilfsgrösse  bei 
der  Untersuchung  von  Ebenen  gedient  hat,  durch  einen  Punct  der  Geraden  gehend,  in  welcher 
die  Ebene  (54.  a.)  von  der  zweiten  Ebene  geschnitten  wird,  so  kommt  diese  Richtung  ip  die 
'  Ebeno  (54.  a.}  zu  liegen;  diese  Hilfsgrösse  geräth  sonach  gerade  erst  dadurch,  dass  man  die 
zweiten  Ebenen  senkrecht  auf  der  ersten  stehend  voraussetzt,  in  das  Gebiet  des  ebenen  Sy- 
stems, und  kann  in  diesem  als  die  Richtung  deßnirt  werden,  welche  in  der  durch  seine 
Axen  gelegten  Ebene  liegt  und  senkrecht  auf  der  in  Betrachtung  genommenen 
Geraden  steht  Bezeichnet  man  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  eine 
solche  Richtung  an  den  drei  Axen  des  senkrechten  Systems  giebt,  durch  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q", 
wie  zuvor,  so  ist  in  Folge  der  Besonderheit  dieses  Systems: 

(»«•HO  q"=q"=0, 

da  diese  Richtung  mit  seiner  Coordinatenebene  XAX'  zusammenfällt.  Dadurch  nehmen  die  all- 
gemeinen Gleichungen 

px  +  ^)V+p"x"=?U    und    pu  +  pV+p'V'=P, 

welche  wir  in  $.  10.  dieses  Abschnitts  entziffert  haben,  eine  besondere  Gestalt  an,  die  jetzt  auf- 
gesucht werden  wird.  Es  muss  nömlich  den  dort  in  Nr.  86.  geschehenen  Erläuterungen  ge- 
mäss 

|=q,    -=,  ,    ^=q      und    g=q  ,    g  =  q  ,    -g=<r 

teilt,  wenn  die  Hilfsgrössen  ^  und  H  nach  Anleitung  der  dortigen  Oleidiungen  (&}  aus  den 
CoeOizienten  der  zur  Ebene  gehörigen  Gleichung  bestimmt  werden,  wobei  keine  von  diesai 
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beiden  Hilfsgrössen,  wie  dort  ganz  ailgemein  geieigt  worden  ist,  je  null  werden  kann,  so  lange 
die  Gleicbang  eine  Sbeoe  wdnrhafl  darzustellen  im  Stande  ist  Es  geht  aber  aus  den  vor- 
stehenden Gleichwigen  in  Yeitindnng  mit  denen  (54  b.)  sogteicb  hervor,  dass  bei  allen  unsem 
jetzigen  zweiten  Ebenen 

ist,  dass  also  die  Gleichung  einer  jeden  solchen  Ebene  die  besondere  Form 

px  +  p'x:=^    oder    pu  +  pV=rP  (M«  «•) 

annimmt.,  und  dass  man  in  diesen  besondern  Formen 


(»4.  e.) 


^_,  ,    ^  =  ,     und    3j  =  q,    y=q 

zu  nehmen  hat  Die  Gleichungen  (6.),  aus  welchen  die  Hilfsgrössen  ^  und  H  zu  bestimmen 
sind,  verwandeln  sich  an  unserm  jetzigen  senkrechten  Systeme,  in  welchem  W  und  W"  rechte 
Winkel  und  in  Folge  dessen  ihre  Eosinuse  null  sind,  in: 

p»  +  p-  +  2pp'cosW=IP    und    |p«+|^-4.(^|+|)pp'=^« 

oder,  wenn  man  an  die  Stelle  von  91 ,  91',  Sl. ,  9I| ,  @  und  Wi  nach  Anleitung  der  im  vorigen 
Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (104.  b.  und  c.)  ihre  dem  senkrechten  Systeme  zukom- 
menden besondem  Werthe  setzt,  in: 

P*+P'*  +  2pp'cosW=IP    und    -r^W+r-2p^coBYf:)=^\  (M.  f.> 

LSsst  man  jetzt  an  die  Stelle  des  bisher  ins  Auge  gefassten  senkrediten.  Systems  das  aos  den 
Axen  AX  und  AX'  zusammengesetzte  ebene  System  bei  den  Gleichimgen  (54  a.  bis  f.)  tre- 
ten, so  wird  man  gewahr:  erstlich,  dass  die  Gleichungen  (54  a.  bis  a)  bei  diesem  ebenen 
Systeme  ganz  überflüssig  werden,  indem,  was  sie  aussagen,  schon  im  Begriffe  von  diesem  Sy- 
steme liegt;  zweitens,  dass  die  Gleichungen  (54  e.  bis  L)  im  ebenen  System  ganz  den  gleii- 
eben  Sinn  annehmen  wie  im  senkrechten ,  wenn  die  Biehtung ,  welche  beim  senkrechten 
Systeme  als  eine  auf  der  zweiten  Ebene  senkrechte  aufgefasst  worden  ist,  beim  ebenen  Sy- 
Bftäne  als  senkrecht  auf  der  Geraden  stehend  gedacht  wird,  in  welcher  die  erste  Ebene  von 
der  zweiten  geschnitten  wird;  faskst  man  daher  auch  nodi  drittens  von  der  Gleichung  (54  d.}, 
welche  im  senkrechten  Coordinatensysteme  eine.  Ebene  darstellt,  auch  nur  die  zum  ebenen  Sy-r 
Stern  gehörigen  Puncto  ins  Auge,  so  nimmt  sie  allein  schon  die  darzuslidlende  Gerade  in  sich 
auf,  und  weil  dann  alle  in  ihr  sowohl,  als  in  der  auf  ihr  senkrechten  Richtung  aufzufassenden 
Puncto  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  liegen,  sonach  alle  Coordinat»!  x,  x'  oder  u,  u", 
die  hierbei  etwa  zur  Sprache  kommen  könnten,  als  durch  Linien  erzeugt,  die  in  der  Ebene  des 
Systems  selber  den  Axtn  AX',  AX  parallel  laufen  oder  senkredit  auf  denen  AX,  AX'  stehen, 
angössen  werden  können,  worauf  wir  schon  im  ersten  Abschnitte,  da  wo  von  dem  ebenen 
Systeme  die  Rede  war,  aufmerksam  gemacht  haben,  (Absch.  L  $.  5.  Nr.  58.  gai)^  am  Ende), 
so  nehmai  dann  die  Gleichungen  (54.  a.  bis  f.)  nichts  mehr  in  sich  auf,  dessen  Bedeutimg 
Jiicht  am  ebenen  Systeme  voUtändig  erkannt  werden  könnte.  Es  folgt  hieraus,  dass  jede  zum 
ebenen  Systeme  gehörige  Gerade  in  diesem  durch  eine  einzige  Gleichung  von 

der  Form  (54.  d),  statt  deren  man  auch  die 
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(M«ff.)  »)(x  — xO  +  »>'(x'— x;)=0    oder    p(u— u.) +p'(u  — »0=0 

nehmen  kann,  wenn  Xi,  x{  und  U|,  u'  die  schiefen  und  senkreehtai  Coordinaten  von  einem 
dieser  Geraden  angehörigen  Punete  anzeigen,  dargestellt  wird,  und  dass  die  Lage 
dieser  Geraden  in  der  Ebene  des  Systems  aus  der  gegebenen  Gleichung  mit- 
telst der  Gleichungen  (54.  e.  bis  f.}  vollständig  entnommen  werden  kann,  wenn 
man  die  in  ihnen  zum  Vorschein  kommenden  Projectionszahlen  q,  q'  und  q,  q'  auf  die  Rich- 
tung bezieht,  welche  auf  der  Geraden  senkrecht  steht,  und  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems 
liegt. 

Das  hier  Erwiesene  gilt  eben  so  auch  noch  von  al!en  übrigen  in  $.  10.  anfgeRihrten  Glei- 
chungen, welche  sich  dort  auf  eine  Ebene  beziehen,  hier  aber  ihre  Deutung  an  der  Geraden 
finden,  die  im  ebenen  Systeme  durch  die  Gleichung  ^54.  d.}  dargestellt  wird.  So  gehen  im 
ebenen  Systeme,  bei  welchem  man  sich  unter  W  und  W"  rechte  Winkel  zu  denken  hat,  die 
dortigen  Gleichungen  (7.)  über  in : 

(l^ft.  aO   4:q  =  q  +  q'cosW,  +q'=qcosW+q'  und  ±qsin'W=i:q— q'cosW,  +q'sin^W=q'-— qcosW, 

die  (8.3  verwandeln  sich  hier  in: 

(M.  b.)    +?»)=p+p'cosW,  +-5p'=pcosW+p'  und  +^psin»W=^)— ))'cosW,  +tp'sin*VV=p'— ^)cosW, 

{)  V  "  " 

und  die  (9.  a.  bis  c.)  werden  hier: 

(**.  e.)  ^H=p^)  +  pV,    — ^H  =  p^)  +  py,    ^•=ff=p<)  +  pV, 

wo  hier  wie  dort  unter  der  Voraussetzung,  dass  Tür  «^  und  H  nur  ihre  positiven  aus  den  Glei- 
chungen (54.  f.)  sich  ergebenden  Wcrthe  genommen  werden,  von  den  Gleichungen  (55.  a.  und  b.) 
nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen  genommen  werden  dürfen,  je  nachdem  die  Pro- 
jectionszahlen q ,  q'  und  q ,  cf  auf  einerlei  oder  auf  gerade  entgegengesetzte  Richtungen  sich 
,  beziehen,  und  von  den  Gleichungen  (55.  c.)  die  erste  oder  zweite  benützt  werden  muss  in 

den  gleichen  Fällen,  wo  in  denen  (55.  a.  und  b.}  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  das  ge- 
forderte ist;  dagegen  tritt  die  dritte  der  Gleichungen  (55.  c.)  statt  einer  der  zwei  ersten  ein 
in  dem  besondem  FaDe,  wo  sich  H  =  ^  zeigt  und  zugleich  die  Projectionszahlen  q,  q'  und 
q,  q'  auf  einerlei  Richtung  hinrühren.  Hierbei  treten  alle  die  kurz  vorher  angezeigten 
Beziehungen  auf  das  ebene  System  statt  der  dortigen  auf  das  räumliche  System  ein.  Selbst 
die  den  obigen  eine  Ebene  im  räumlichen  Systeme  darstellenden  Gleichungen  (1),  wenn  «e 
combinirte  waren,  unter  Umständen  beigelegten  Prädicate,  womit  ihre  Vorzeichen  als  gleichar- 
tige oder  sie  selbst  als  nächste  combinirte  bezeichnet  wurden,  lassen  sich  hier  wieder  eben  so 
auf  die  eine  Gerade  im  ebenen  Systeme  darstellenden  Gleichungen  (54.  d.},  wenn  es  combi- 
nirte sind,  in  Anwendung  bringen;  man  wird  nämlich  die  Vorzeichen  dieser  Gleichungen  ab 
gleichartige  zu  bezeichnen  haben,  wenn  die  aus  den  Gleichungen  (54.  e.)  unter  Vorarusselzniig 
positiver  Werthe  von  H  und  ^  fllr  q,  q'  und  q,  q'  zu  schöpfenden  Zahlen  einer  und  dersel- 
ben dem  ebenen  Systeme  zugehörigen  Richtung  entsprechen,  und  eben  so  wird  man  jene  Glei- 
chungen nadiste  combinirte  zu  nennen  haben,  wenn  sie  bei  gleichartigen  Vorzeichen  fUr  H 
und  Jq  gleiche  Zahlen  liefern.  Die  oben  (Seite  153.}  gegebenen  Kennzeichen,  mit  deren  HHfe 
die  Beurtheilnng,  ob  Gleichungen,  wie  die  (1.)  sind,  gleichartige  Vorzeichen  haben  oder  nickt, 
und  ob  sie  nächste  combinirte  sind  oder  nicht,  gans  leicht  geschehen  kann,  und  wodurch  man 
eben  so  leicht  diese  Eigenschaften  den  Gleichungen  mittheilen  kann^  wenn  sie  nicht  vorhanden 
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«ind,  lassen  sich  hier  für  die  Gleichungen  (54.  d.}  im  ebenen  Systeme  wieder  gans  so  wie 
dort  in  Bezug  suf  das  räumliche  System  aufsuchen;  man  gelangt  so  zu  denselben  Resultaten, 
nur  mit  dem  Untert^ede ,  dass  aus  den  in  jenen  Sätzen  vorkommenden  Ausdrücken  cEe  Glie-^ 
der,  welche  p'^  p''  oder  q'',  q"  in  sich  enthalten,  den  Relationen  (54.  b.  und  c.)  zur  Folge, 
ganz  wegfallen  müssen. 

Nimmt  man  neben  der  einen  dorn  ebenen  Systeme  angehörigen  Geraden,  deren  combinirte 
Gleichungen  die  in  (54.  d.)  angeschridl>enen  sind,  noch  eine  zweite  in  die  Betrachtung  auf, 
deren  combinirte  Gleichungen  die 

p.x-f-»);x  =  5Po    und    poU  +  p;u'=Po  (M.«.) 

sein  mögen,  und  versteht  man  unter  q^ ,  q« ,  q« ,  q« ,  ^q  und  H«  genau  das,  was  die  Gleichun-  ^.  . 
gen  (54.  e.  bis  f.}  daHir  an  die  Hand  geben,  wenn  man  in  ihnen  die  Grundzeichen  p,  p, 
4  9  4  9  «&  und  H  mit  dem  Index  0  versieht,  so  bleiben  auch  alle  übrigen  in  dieser  Nunnner 
mitgetheilten  Gleichungen  und  Aussagen  in  Bezug  auf  diese  zweite  Gerade  wahr,  wenn  man 
nur  immer  allen  Grundbuchstaben  den  Index  0  beilegt,  und  es  stellen  q«,  qo  und  q, ,  q«  die 
Projectionszahlen  von  einer  der  beiden  Richtungen  vor,  welche  dem  ebenen  Systeme  angehören 
und  auf  der  zweiten  Geraden  senkrecht  stehen;  bezeichnet  daher  6  den  Winkel,  welchen  eine 
bestimmte  von  den  zwei  auf  der  ersten  Geraden  senkrechten  Richtungen  mit  einer  bestimmten 
von  den  beiden  auf  der  zweiten  Geraden  senkrechten  Richtungen  macht,  so  ist  immer 

4:cos^  =  qqo  +  q'qi    und    +oostf  =  qoq  +  qiq',  (»••II.) 

und  man  wird  in  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  unabhängig  von  der  andern  das  obere  Vor- 
zeichen nehmeii  müssen,  wem  die  zwei  Richtungen,  auf  wdche  sich  die  ia  ihr  voikommeaiden 
Projectionszahlen  beziehen,  entweder  beide  Ait  den  Schenkeln  des  Winkels  $  zusammenfallen  ^ 
oder  beide  die  gerade  entgegengesetzte  Richtung  dieser  Schenkel  einnehmen,  hingegen  wird 
man  in  jeder  solchen  Gleichung,  unabhängig  von  der  andern,  das  untere  Vorzeichen  nehmen 
müssen ,  wenn  dfe  eine  der  in  ihr  auftretenden  Richtungen  mit  einem  Schenkel  des  Winkels  B 
zusammenfallt,  die  andere  dem  andern  Schenkel  aber  gerade  entgegenläuft  Setzt  man  in  die 
Gleichungen  (56.  b.}  für  q ,  q',  q ,  q'  und  q« ,  q» ,  q« ,  q'o  ihre  nach  Anleitung  der  Gleichungen 
(54.  e.)  sich  ergebenden  Werthe  ein,  so  findet  man: 

i  1 

rfcOS^=^-^(p^>o  +  pya)      Und      +  COS  ö  =  ^-jj- (po  p  +  p'o  p')  ,  (&•«€•) 

und  es  gelten  hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  die  so  eben  angegebenen  Regeln.  Da  0 
unter  solchen  Umständen  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  vorstellt,  den  zwei  auf  den  beiden 
Geraden  senkrecht  stehende  und  in  der  Ebene  des  Systems  liegende  Richtungen  mit  einander 
bilden  und  dieser  dem  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  gleich  kommt,  den  die  beiden  Geraden 
mit  einander  machen,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  von  diesen  zweierlei  Bedeutungen  man  dem 
Winkel  0  unterlegen  will  —  Man  überzeugt  sich  übrigens  leicht,  dass  zufolge  der  so  eben 
hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (56.  b.  oder  c.)  gegebenen  Regeln 
in  den  beiden  neben  einander  stehenden  Gleichungen  gleichzeitig  das  obere  oder  gleichzeitig 
das  untere  Vorzeichen  genommen  werden  muss,  wenn  die  Projectionszahlen  q,  q'  und  q,  q', 
so  wie  die  q« ,  q«  und  q, ,  q«  entweder  gleichzeitig  auf  einerlei  oder  gleichzeitig  auf  gerade 
entgegengesetzte  Richtungen  hinrühten,  dass  hingegen  in  der  einen  Gleichung  das  obere,  in 
der  andern  (fildchifiig  das  tintere  Vorzeichen  genoiiunen  werden  mutt»)  wenn  das  Projeotions* 


(*••*•) 
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zahleiqiaar  im  einen  Falle  zu  derselben,  im  andern  Falle  aber  zu  entgegengesetzten  Riditongen 
Unlbhrt.  Das  hier  Gesagte  Usst  sich  mit  andern  Worten  auch  so  geben:  Von  den  beiden  in 
(56.  c.}  steh^iden  Gleichungen  muss  gleichzeitig  das  obere  oder  gleichzeitig  das  untere  Vor- 
zeichen genommen  v^erden,  je  nachdem  die  combinirten  Gleichungen  der  zwei  betrachteten  Ge- 
raden entweder  in  Bezug  auf  jede  Gerade  gleichartige  oder  in  Bezug  auf  jede  Gerade  un- 
gleichartige Vorzeichen  haben,  hingegen  nrass  von  der  einen  das  obere  und  von  der  andern 
das  untere  Vorzeichen  genommen  werden,  wenn  die  combinirten  Gleichungen  der  einen  Gera- 
den gleichartige  und  die  der  andern  Geraden  ungleichartige  Vorzeichen  haben.  Multiplicirt  man 
nun  die  beiden  Gleichungen  (56.  c.}  mit  einander,  so  erhält  man: 

und  es  geht  aus  der  so  eben  in  Bezug  auf  die  doppelten  Vorzeichen  gegebenen  Regel  hervor, 
dass  in  dieser  Gleidiong  das  obere  Vorzeichen  genommen  werden  müsse,  wodurch  sie 

wird,  wenn  die  combinirten  Gleichungen  bei  jeder  Geraden  entweder  gleichartige. oder  ungleich- 
artige Vorzeichen  haben,  und  dass  in  ihr  das  untere  Vorzeichen  genommen  werden  müsse, 
wodurch  sie 

~  "^^'^  *  —  Hj)HoAo  ^P  **•  "*■  ^'^'^  ^^'  ^  '^  P'"  ^'^ 

wird,  wenn  die  combinirten  Gleichungen  der  einen  Geraden  gleichartige,  die  der  andern  Ge- 
raden ungleichartige  Vorzeichen  haben.  Es  ist  aber  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (55.  c): 

H^=±CP^)  +  pr3    und    Ho^o  =  +  Cp.»)o  +  p:»)0, 

und  es  muss  in  Folge  der  dort  hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  gegebenen  Regel  in  jeder 
dieser  Gleichungen  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden,  je  nachdem  die  com- 
binirten Gleichungen  der  Geraden,  worauf  sie  sich  beziehen,  gleichartige  oder  ungleichartige 
Vorzeichen  besitzen;  multiplicirt  man  daher  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält 
man: 

H^H.^,=+Cp»)+py)Cp,^),+p;^;), 

und  es  muss  in  dieser  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  denselben  Fällen  genommen  wer- 
den, wo  es  bei  der  Gleichung  (56.  d.)  geschehen  muss,  woraus  folgt,  dass  diese  letztere  Glei- 
chung, wennn  man  in  sie  für  U^U^^.  den  hier  erhaltenen  Werth  einsetzt,  in  jedem  Falle 
wird 

»«.  mA  cos'  e  -  Cp<>.+p>OCp.p+p;»0 

^      '  cp«>+pyKp.»>.+»»;p'o ' 

und  diese  Gleichung  nimmt,  wenn  die  Gleichungen  einer  jeden  von  den  zwei  Geraden  nächste 
combinirte  sind,  in  welchen  sowohl  H  =  ^  als  Ho  =  ^o  also  auch  H^e  =  Hoi&  ist,  und  zu- 
gleich in  jeder  der  beiden  Gleichungen  (56.  c.)  nur  das  obere  Vorzeichen  genommen  werden 
darf,  da  0  in  beiden  denselben  Winkel  vorstellt,  und  also 

CM.  M  P»>o  +  P>;  =  p.<)  +  p;«>' 

eine  Folge  von  der  Gleichung  H^,  =  H,|)  ist,  jede  von  den  zwei  nachstehenden  GMdten  an: 
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Cpv+p'pocp.»>.+p;p;)~(pp+pv)(p.p.+p;»);)  "  ^•'*  *' 

Wird  cos  0=0,  so  ist  0  ein  rechter  Winkel,  und  daim  stehen  die  beiden  Geraden  senk- 
recht auf  einander.    Dieses  geschieht  aber,  wenn  entweder 

P^  +  P>i  =  0    oder    p.»)  +  p;p'=0  (5^) 

ist,  wobei  jede  von  diesen  Gleichungen  schon  in  der  andern  enthalten  ist,  wie  ein  Blick  auf 
die  Gleichungen  (56.  c.}  zu  erkennen  giebt;  es  trägt  sonach  jede  der  Bedingungen  (58.)  das 
Kennzeichen  der  senkrechten  Stellung  der  beiden  Geraden  gegen  einander  in  sich. 

Wird  cos'tf.Tz:!',  also  cos9=+l,  so  ist  6  entweder  null  oder  zweien  Rechten  gleich, 
in  jedem  dieser  beiden  Fälle  laufen  aber  die  zwei  Geraden  mit  einander  parallel  Diess  ge- 
schieht also  der  Gleichung  (57.  a.}  zur  Folge  im  Allgemeinen,  wenn 

Cp  >>• + p Vo)  (Po  P + pi  »)0 = Cp  P  +  P>0  CPo  ^>o  +  Pi  VO  (M.  •.) 

ist,  und  im  Falle  die  beiden  combinirten  Gleichungspaare  nächste  sind,  den  Gleichungen  (57.  a} 
gemäss,  wenn 

Cp  P + p>')  Cp.  Po + ?;»>;)  =  (p  »>.  +  p>;)*  oder  (fp  +  pV)  (p.  p. + p;  »>;) = (p.  »> + p;  pj  (»•.  *o 

ist,  wo  von  den  letzten  beiden  Gleichungen  eine  was  die  andere  sagt.  In  den  Bedingungen 
(59.  a.}  und  (59.  b.)  sind  die  Kennzeichen  d^  parallelen  Lage  zweier  Geraden,  welche  durch 
Gleichungen  von  der  in  (56.  a.}  angegebenen  Ponn  dargestellt  werden,  enthalten.  Aus  ihnen 
lässl  sich  ein  anderes  einfacheres  Verhalten  herleiten,  welches  die  Coeffiizienten  solcher  Glei- 
chungen unter  sich  einhalten  müssenr,  wenn  die  durch  die  Gleichuiigen  dargestellten  Geraden 
mit  einander  parallel  laufen  sollen,  das  sich  aus  dem  (i7.  c.)  fiir  Ebenen  gefundenen  ergiebt, 
wenn  man  die  auf  die  dritte  Axe  des  dem  ebenen  Systeme  zu  Grunde  liegenden  senkrechten 
sich  beziehenden  Projectionszahlen  null  sdn  lässt;  man  ertiält  so: 

p.:p',  =  p:p'    oder    po  :  p'o  =  p  :  p'.  ^••*  •'^ 

Die  in  dieser  Nummer  angestellten  Betrachtungen  haben  dargethan,  dass  alle  der  Geraden 
im  ebenen  Systeme  zugehörigen  Gleichungen  sich  aus  denen  Tür  die  Ebene  im  räumlichen  Sy- 
steme gefundenen  einfach  dadurch  erhalten  lassen,  dass  man  alle  Coordinaten  und  Projections- 
zahlen an  der  dritten  Axe  verschwinden  lässt,  und  dabei  die  Coordinaten  der  Puncte  an  den 
Axen  A  X  und  A  X'  als  durch  Linien  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems,  welche  mit  den  Axen 
AX',  AX  parallel  laufen,  oder  auf  denen  AX,  AX^  senkrecht  stehen,  erzeugt  sich  denkt,  so 
wie  die  dort  bei  den  Betrachtungen  der  Ebene  zur  Hilfe  genommene  auf  ihr  senkrechte  Rich- 
tung hier  als  eine  auf  der  Geraden  senkrechte  und  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  liegende 
Richtung  auflasst.  Die  Herleitungsweise  der  Formeln  für  die  Gerade  im  ebenen  Systeme  aus 
denen  Tür  die  Ebene  im  räumlichen  Systeme  ist  eine  völlig  allgemeine,  weswegen  auch  die 
Gleichung  (11.  d.)  bei  der  Geraden  im  ebenen  Systeme  wird: 

ajp 

PV  +  PV 
wenn  AS  den  Absland  der  Geraden  von  der  Coordinatenspitze  des  ebenen  Systems  vorstellt 
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Dritter  Abschnitt« 

Die  Gurve  H|id  Flftche  im  lielieliigeii  Coordinatensystem. 
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Hilfssitze  MS  der  ibleitogsreeknag  eathattcBd. 

In  die  rechnende  Behandlang  der  Curven  oder  Flächen  gehen  häufig  Sätze  aus  der  Diffe- 
renzial-  oder  Ableitungsrechnung  ein,  deren  für  unsem  Zweck  wichtigste  hier  in  der  später 
stets  gebrauchten  Bezeichnungsweise  aufgestellt  werden  sollen,  und  als  Einleitung  in  das  Fol- 
gende angesehen  werden  können. 

■ 

A.  CDmittelbar  oder  entwickelt  gegebene  FanetioneD. 

106}  Jeden  durch  irgend  Rechnungsoperationen  aus  beliebig  vielen  Grössen  zusammen- 
gesetzten Ausdruck  kann  man  immer  durch  einen  einzigen  Buchstaben  bezeichnen,  wozu  wir 
in  der  Regel  einen  der  folgenden  7 )  t/'  9  F ,  S ,  /,  f  nehmen  werden.  Sieht  man  eine  oder 
mehrere  von  den  in  einem  solchen  Ausdruck  vorkommenden  Grössen  als  solche  an,  von  denen 
jede  für  sich  ihren  Werth  ganz  nach  Belieben  ändern  kann,  während  man  den  übrigen  in  dem 
Ausdrucke  vorkommenden  Grössen  Werthe  zuschreibt,  die  stets  dieselben  bleiben,  so  nennt  man 
jene  die  veränderlichen  oder  variablen  Grössen,  auch  schlechtweg  die  Veränderlichen 
oder  Variablen  des  Ausdrucks,  diese  hingegen  dessen  beständige  oder  constante  Grös- 
sen, auch  kurzweg  dessen  Beständige  oder  Constante.  Da  der  hier  angegebene  Unter- 
schied zwischen  beständigen  und  veränderlichen  Grössen  blos  in  unserer  Vorstellungsweise  sei- 
nen Grund  hat,  und  Grössen,  die  wir  uns  jetzt  als  veränderliche  denken,  ein  andermal  die 
Rolle  von  beständigen  spielen  können,  so  wie  umgekehrt  Grössen,  die  jetzt  als  beständige  auf- 
gefasst  werden,  später  in  unserer  Vorstellung  zu  veränderlichen  werden  können,  so  wird  es 
nöthig,  um  Verwechselungen  der  Frädicate  zu  vermeiden,  diejenigen  Grössen,  welche  man  im 
Laufe  einer  Untersuchung  als  veränderliche  ansieht,  besonders  hervorzuheben.  Diess  geschieht 
gewöhnlich  dadurch,  dass  man  die  Buchstaben,  womit  die  als  veränderlich  gedachten  Grössen 
des  Ausdrucks  bezeichnet  worden  sind,  demjenigen  Buchstaben,  der  als  Zeichen  für  den  gan- 
zen Ausdruck  gewählt  worden  ist,  rechts  und  etwas  tiefer  anhängt   So  giebt  (p    zu  verstehen, 

dass  in  dem  Ausdruck  tp  die  eine  Grösse  x  als  Veränderliche  angesehen  wird,  (p      hingegen 

giebt  zu  verstehen,  dass  in  dem  Ausdruck  q>  die  beiden  Grössen  x  und  u  als  Veränderliche 
angesehen  werden  und  so  fort,  wenn  drei  und  mehr  Grössen  des  Ausdrucks  veränderlich  ge- 
dacht werden.  Schon  in  den  vorangegangenen  Abschnitten  und  auch  in  der  Folge  noch  sind 
die  von  uns  gebrauchten  Zeichen  so  gewählt  worden,  dass  meistens  alle  Grössen,  die  gleich- 
zeitig als  Veränderliche  oder  als  Beständige  genommen  werden,  einen  und  denselben  Buchsta- 
ben an  sich  tragen,  der  von  einer  zur  andern  blos  mit  einem  Abzeichen  (Accent)  versehen 
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wird.  Diese  Eigenthümlichkeit  unserer  Zeichen  macht  es  fast  immer  möglich,  die  in  einem  Aus- 
druck als  veränderlich  gedachten  Grössen  einfach  dadurch  anzudeuten,  dass  wir  dem  für  den 
fuisen  Ausdrucic  gewfihllen  Buchstaben  den  einen  Buchstaben  anhängen,  der  allen  Verändeiii* 
eben  zum  Grunde  liegt    So  giebi  uns  ^    in  verstehen,  dass  in  dem  Ausdnick  ip  alle  durdi 

den  Buchstaben  x  bezeichneten  Grössen,  die  x ,  x\  x". . . .  und  von  einander  gänzlich  verschie- 
den sein  können,  als  Veränderliche  anzusehen  sind.  Hierbei  haben  wir  uns  freilich  immer  noch 
die  Anzahl  dieser  Veränderlichen  besonders  zu  merken^  die  sich  jedoch  jederzeit  aus  der  Art 
einer  jeden  besondern  Untersuchung  gleichsam  von  selbst  schon  zu  erkennen  giebt,  und  daher 
bei  Anwendungen  kaum  je  noch  besonders  erwähnt  zu  werden  braucht.  Kommen  in  dem  Aus- 
druck (p  ausser  den  Veränderlichen  x ,  x',  x" auch  noch  die  u ,  u',  u''. . . .  vor,  so  drücken 

wir  diess  durch  w       aus.     Sollen   in   dem  Ausdruck   w    an  die  Stelle  der  Veränderlichen 

X ,  x',  x". ...  die  Grössen  | ,  1",  ^' treten,  so  geben  wir  diesen  Umstand  dadurch  zu  er- 
kerinen, dass  wir  tp^  anstatt  (p    schreiben;  und  9?.      anstatt  q>      ,  wenn  ausserdem  auch  noch 

$1 ,  fi\  fi[\ ...  an  die  Stelle  von  u ,  xk\  v!\  • . .  treten  sollen,  wobei  es  keinen  Unterschied  macht, 
ob  man  sich  die  Grössen  £,  ^,  £^. ...  und  17,  17%  ff\.*.  tlr  Veränderliche  oder  als  Bestän- 
dige vonsualellen  h^be.  Der  Weitk  eines  Ausdrucks  ändert  sich  mit  den  Werthen  seiner  Ver«* 
iinderlicheo  xugleich,  was  wir  dadurch  ettstusprechefl  pflegen,  dass  wir  ihn  eiaeFunetian  vm 
saioea  VeräaderMcben  nennedo* 

.107}  Stellt  if    eine  Function  der  einen  VeränderliQhen  x  vor,  90  bezeichnen  wnr  durch 

^tp    die  Ableitung  oder  den  Differenzialquotienten  der  Function  9  ,  d.  h.  jene  andere  Function 

von  X,  welche  man  findet,  indem  man  x4~h  in  den  Ausdruck  op    filr  x  einsetzt,  ihn  hienraf 

in  eine  nach  ganzen  positiven  Potena^en  von  h  geordnete  Reihe  entwickelt,  und  den  zur  ersten  Potenz 
von  h  gehörigen  Coefüzienten  nimmt  Die  Ableitungs-  oder  Diffcrenzialrechnung  lehrt,  wie  sich  %  q> 

aus  €p    immer  durch  höchst  einfache  Operationen  erhalten  lasse,  durch  welche  Zahlverimikpfim- 

gen  auch  tp    aus  den  darin  vorkommenden  Grössep  entstanden  sein  mag.    Die  Ableitung  von 

^(p    wird  durch  Vq>  ,.  die  von  Vq)    durch  V(p    bezeichnet,  und  so  foit 

Stellt  q>    eine  Fuoolion  der  zwei  Verändeilichen  x  und  x'  vor,  so  kann  man  Abkitonfeil 

dieser  Function  in  Bezug  auf  die  eine  Veränderiiche  x  oder  in  Bezug  auf  die  andere  x',  oder 
auch  th^s  in  Bezug  auf  die  x  und  theils  in  Bezug  auf  die  x'  nehmen  wollen.  Diess  pflegt 
man  dadurch  anzudeuten,  dass  man  tiber  das  Ableitungszeichen  %  zuerst  die  Anzahl  der  in  Be- 
eng auf  X  hinter  einander  zu  nehmenden  Ableitungen  setzt,  und  dann,  durch  ein  Komma  von 
jener  getrennt,  die  Zahl  der  von  diesem  Resultate  in  Bezug  auf  x'  hinter  einander  zu  nehmen- 

dea    So  bezeichnet,  wenn  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  vorstellen^  ^  qp    das  Resultat  voa 

m-f-n  auf  einander  folgenden  Ableitungen,  ynm  denen  sieb  die  m  ersten  auf  die  Veränderüclie 
X ,  die  n  letztern  auf  die  Veränderliche  x'  beziehen,  wobei  jedoch,  wenn  nach  einer  der  beiden 
Veränderlichen  gar  nicht  abgeleitet  werden  soll,  aaslAtt  .der  2Saht.der  auf  sie  sieh  beziehenden 
Ableitungen  das  Zeichen  0  gesetzt  werden  nuiss,  dawt  p\m  immer  wisse^  auf  welche  Verän* 
derliche  die  daneben  stehende  Zahl  zu  beziehen  sei    Eben  so  bezeichnet  man,  wenn  tp    eine 

Function  der  drei  VerSaderiidien  x,  x',  x"  «nzeigt,  oncl  m,  D^  p  gante  posUiTe  ZaUen  voi^ 
L  25 
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stellen,    durch    o  tp    das  Resultat  von  m-f-n  +  P  Ableitungen^  von  denen  die  m  ersten  auf 

die  Veränderliche  x ,  die  n  folgenden  auf  die  Veränderliche  x',  die  p  letzten  auf  die  Veränder- 
liche x'^  Bezug  nehmen,  und  0  an  die  Stelle  von  einer  dieser  Zahlen  tritt,  wenn  gar  keine 
Ableitung  in  Bezug  auf  die  Veränderliche,  zu  der  sie  gehört,  vorgenommen  werden  solL  Aehn- 
lich  verfährt  man  bei  noch  mehr  Veränderlichen,  die  denselben  Buchstaben  an  sich  tragen. 
Diese  Bezeichnungsweise  kann  zu  keiner  Unbestimmtheit  Anlass  geben,  weil  in  der  Ableitungs^ 
rechnung  dargethan  wird,  dass  das  Resultat  solcher  Ableitungen,  von  deren  Aufeinanderfolge 
gänzlich  unabhängig  ist.  Solche  Ableitungen,  die  immer  nur  die  eine  von  mehrem  unabhängig 
Veränderlichen  in  einer  Function  treffen,  oder  jetzt  nur  die  eine  und  später  nur  die  andere, 
pflegt  man  mit  dem  Namen  von  Partialableitungen  zu  belegen.  Wo  Ableitungen  von  ei- 
ner Function  (p      ,  im  Sinne  der  in  Nr.  106.  besprochenen  Bezeichnungsweise  genommen,,  theils 

in  Bezug  auf  die  Veränderlichen  x ,  x',  x". . . . ,  theils  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen  u ,  u',  u''. . . .  ^ 
geschehen  sollten,  da  könnte  man  sich  noch  immer  einer  der  vorigen  analogen  Bezeichnungs- 

weise  bedienen.  So  würde  B    oy       das  Resultat   von   m  +  n+p  +  q  +  r  Abldtungen  an- 

seigen,  von  denen  sieh  die  m ,  n ,  p  ersten  auf  die  Veränderlichen  x ,  x,'  x'',  die  q ,  r  fol-^ 
genden  hingegen  auf  die  Veränderlichen  «,  u'  beziehen.  Sollen  in  dergleichen  Ableilungsre* 
sultaten  die  Grössen  |',  1",  ^'  an  die  Stelle  derer  x,  x',  x''  treten,  so  schreibt  man,  um  die« 

Bes  anzudeuten,  o  </> .  oder  009).  anstatt  0  9)  oder  0  ctp  ,  und  sollen  auch  noch  die 
Grössen  ii^  rf  wn  die  Stelle  derer  u,  u'  treten,  so   schreibt  man,  um  dieses  anzuzeigen^ 

»i4a,pcur  m^,p^r 

^   oq>^     anstatt  t   o*f      .    Offenbar  kann  man  hierbei,  so  lange  die  Grössen  | ,  l',  l''  oder 

17,  ff  noch  völlig  unbestimmt  bleiben,  und  ihr  Buchstabe  nicht  schon  von  beständigen  Grös- 
sen des  Ausdrucks  in  Besitz  genommen  worden  ist ,  die  Ableitungen ,  welche  zu  dem  Re- 
sultate 

f  • 

filhren,  eben  sowohl  auf  die  Grössen  ^,  ^,  |"  und  »7,  17',  als  auf  die  x,  x',  x*'  und  u,  u' 
beziehen;  ja  selbst  wenn  £,  ^,  ^'  oder  17,  if  Ziffernwertbe  oder  andi  die  Null  vorzustellen 
Jhaben,  kann  mau  die  Ableitungen  ..doch  noch  auf  sie  sich  beziehen  lassen,  wenn  man  sie  bis 
nach  voUführtem  Ableiten  blos  als  Typen  ansieht,  die  man  bis  dahin  durch  irgend  ein  Mittel 
von  einander  und  von  den  Beständigen  des  Ausdrucks  unterscheidet  und  bezüglich  derselben 
erst  nach  vollendetem  Ableiten  Werthverknüpfungen  unter  sieh  und  mit  den  übrigen  Grössen 
des  Ausdrucks  eingehen  lässt  Wir  werden  in  der  Folge  zur  Vereinfachung  des  Druckes  die 
Kommata  zwischen  den  über  dem  Ableitungszeichen  stehenden  Zahlen  weglassen,  was  zu  kei- 
ner Undeutlichkeit  führen  kann,  da  nirgends  Zahlen  mit  zusammengesetzten  Zeichen  als  Ablei- 
iungsindexe  vorkonunen;  wo  diess  aber  geschehen  sollte,  hat  man  die  Kommiata  an  ihre  Stelle 
hin  zu  setzen. 

106}  Aus  der  Differenziai-  oder  Ableitungsrechnung  ist  bekannt,  dass,  wenn  q>    eine 

Ymiction  der  einen  Veribideriichenx  vorstellt,  die  Gleichung 


I 
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oder,  wenn  (p    eine  Function  der  beiden  Yerfinderliohen  x  md  x'  vorstellt,  die  Gleichung 

<p, = ?Pf + p  «Pf  ^  V^V^ 'i] + [  ?)V^  o +'^' ^f  *•  *• + '^'*' *  Sl 


.so  «.3  9  1  w»  II  w'S  0  S 


und  dass  eben  so  die  ähnlich  gebildeten  Gleichungen,  wenn  tp    drei  oder  mehr  Veränderliche 

])|  sich  trägt,  auf  beiden  Seiten  identisch  gleiche  Ansdrüdke  damteUen,  wenn  in  den  auf  ihrer 
linken  Seite  stehenden  Ausdrücken  für  x ,  x\  x'\ ...  die  durch  nachstehende  Gleichungen  be- 
stimmten Summen 

x=H-x.,x'=r+x;,    x"=:r+x;'....  («.) 

gesetzt  werden.  Hierbei  ist  es  ganz  einerlei,  ob  die  Theile  $  und  Xo ,  ^  und  x^» ,  ^'  ui^d  x«', . .  • , 
in  welche  die  Veränderlichen  x,  x',  x'". ...  zerlegt  worden  sind,  beide  selbst  wieder  als  Ver- 
änderliche angesehen  werden,  oder  ob  man  unter  den  einen  Theilen  rbeständige  und  unter  dei^ 
andern  veränderliche  Grössen  sich  denkt  Nimmt  man  beiderlei  Theile  als  Veränderliche  an^ 
so  enthalten  die  Gleichungen  (1.  a.),  (1.  b.)  u.  s.  L,  wenn  man  |4-^i.'l'+^»  |"+xi'.... 
an  die  Stelle  von  x,  x',  x''. ...  setzt,  den  Satz  in  sich,  welchen  man  den  verallgemeinerten 
Taylorschen  Satz  zu  nennen  pfie^;  denkt  man  si^h  hingegen  die  Theile  |,  l',  1""....  ab 
conslante  Grössen,  und  schreibt  den  Gleichungen ,(2.}  gemäss  x  —  S,  x' — f,  x" — $"....  an 
die  Stelle  von  x,,  Xo,  x«'. ...,  so  erhält  man  den  Satz,  welcher  der  vcqraUgemejserte  Mac- 
laurinsche  Satz  genannt  wird,  beide  nach  den  Namen  ihrer  ersten  Erfinder  so  genannt. 

r 

Man  kann  die  Gleichungen  (1.  a.},  (1.  b.)....  auch  so  schreiben: 

10..  Ol.       .rso        ^       II.  09      Y^tn 

und  so  fort.    Denkt  man  sich  in  diesen  Gleichungen  sämmtliche  Theile  $  und  x« ,  ^  und  x^ , 

J"  und  xi' als  Veränderliche,  so  zeigen  sie,  wie  die  Werthunterschiede  einer  und  derselben 

Function  für  verschiedene  Werthe  der  in  ihr  enthaltenen  Veränderlichen,  durch  die  Unterschiede 

« 

der  diesen  Veränderlichen  beigelegten  Werthe  selbst  ausgedrückt  werden  können.  Die  in  die- 
ser Nummer  ajifgestellten  Gleichungen  haben  sämmtlich  eine  unbedingte  Gültigkeit,  so  lange  der 
Ausdruck  q)  sowohl  zwischen  §  und  x«  als  zwischen  ^  und  x^  und  zwischen  ^'  und  x^  end- 
Kch  und  stetig  bleibt,  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  er  innerhalb  dieser  Grenzen  seine 
Znsammensetzungsweise  nicht  verändern  darf. 

109}  Stellt  (p    eine  Function  der  einen  Veränderlichen  x  vor  und  /   eine  Function  der 

einen  Veränderlichen  u;  denkt  man  sich  ferner  in  der  Function  9>    an  die  Stelle  von  x  die 

Function  /  gesetzt,  so  geht  diese  Function  von  x  in  eine  andere  von  u  über,  die  wir  durch 

V„  bexeichnen  woQen,  und  man  hat  den  Begebt  der  Ablrihiiigsreduiang  gemiiss: 

25» 
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U.«.)    {Z^ft,^z=l'q>^(^fJ  +  lq>^t*f^ 

n.  s.  f. 

Stellt  aber  q>    dne  Function  der  zwei  Veränderlicben  x  und  x'  vor  und  /  ,  f'  zwei  von 

einander  verschiedene  Functionen,  von  denen  jede  die  beiden  Veränderlichen  u  und  u'  in  sich 
enthält;  denkt  man  sich  femer  in  der  Function  (p    an  die  Stelle  von  x  und  x'  die  Functionen 

/  und  /'  gesetzt,  so  geht  dadurch  diese  Function  von  x  und  x'  in  eine  andere  von  u  und  u' 

aber,  die  wir  durch  ip    bezeichnen  wollen,  und  man  hat  den  Regeln  der  Ableitungsrechnung 

gemäss: 

10  10  10  Ol  10 
Ol  10  0  1  010  1 
30        90     10  II     10    10       03      10         10     90       Ol    90 

11  90     10    Ol       11       10    Ol       10    Ol         09    10    Ol        10     II        Ol    II 
09        SO     Ol  II     Ol    Ol       09      Ol         10     03       oi     09 

U.  S.  f. 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sich,  noch  bilden,  wenn  die  Function  <p  drei  oder  mehr  von 
den  Veränderlichen  x,  x\  x'\.,.  in  sich  enthält,  und  durch  die  GleichiHigen 

in  eine  Function  rp    von  eben  so  vielen  der  Veränderlichen  u,  u',  u"....  übergeführt  wird. 

B.  Bureh  Clelchangen  oder  onentwlckelt  gegebene  Fonetioneii« 

110}  Wenn  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  gegeben  ist,  so  wird  durch  diese 
Gleichung  die  eine  der  beiden  Veränderlichen  zu  einer  Function  der  andern  gemacht,  die  man 
finden  würde,  wenn  man  jene  Veränderliche  als  unbekannte  Grösse  in  der  Gleichung,  alles 
Uebrige  dagegen  als  bekannt  ansähe,  und  dann  diese  Unbekannte  durch  Auflösen  der  Gleichung 
bestimmte.  Ist  aber  eine  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  gegeben,  so  wird  durch  diese 
Gleichung  jede  der  Veränderlichen  zu  einer  Function  der  beiden  übrigen  gemacht,  die  man 
durch  Auflösen  der  Gleichung  erhielte,  wenn  man  jene  Veränderliche  als  die  dnzige  unbekannte 
Grösse  in  ihr  ansähe,  und  so  fort,  wenn  eine  Gleichung  zwischen  vier  oder  mehr  Veränderli- 
chen gegeben  wird.    Ist  z.  B.  die  Gleichung  qp     =0  zwischen   den  zwei  Veränderlichen  x 

und  u  gegeben,  so  kann  man  u  als  Function  von  x  ansehen,  was  man  dem  so  eben  über  die. 
Bezeichnung  der  Functionen  Vorgebrachten  gemäss,  wenn  man  u  gleich  fUr  den  Buchstaben 
nähme,  welcher  den  für  u  durch  Auflösen  zu  findenden  Ausdruck  in  x  beaeichnet,  durch  ü    an^ 
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zeigen  könnte;  aber  eben  sowoU  hätte  man  auch  x  als  eine  Function  von  u  oisehen  und  durch 
X  bezeichnen  können.  Ist  hingegen  z.  B.  die  Gleichung  (p  =0  zwischen  den  drei  Ver- 
änderlichen X,  u,  z  gegeben,  so  könnte  man  z  als  Function  von  x  und  n  darstellen,  und  zu- 
folge der  gleichen  Bezeichnungsregebi  durch  z      andeuten,  oder  u  als  Function  von  x  und  z 

gedacht  durch  u      ,   oder  endlich  x  als  Function  von  u  und  z  genommen  durch  x      be* 

zeichnen,  und  so  fort  bei  einer  Gleichung  zwischen  vier  und  mehr  Veränderlichen.  Man  nenni 
(fiejenigen  in  Gleichungen  vorkommenden  oder  sonst  wie  in  Veri>indnng  unter  einander  gedach« 
ten  Verändeiüchen,  welche  man  sich  als  Functionen  der  andern  denkt,  abhängig  Veränder- 
liche; unabhängig  Veränderliche  hingegen  solche,  die  man  sich  nicht  als  Functionen  von  an-> 
dem  vorstellt  Wenn  aber  bei  der  von  uns  gebrauchten  Bezeichnungsweise  <p  =:rO  eine  Giei« 

chung  zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  x^  vorstellt,  so  müsste  man  nach  Art  der  so 
eben  besprochenen  Bezeichnungsweise  x',  als  Function  von  x  gedacht,  durch  x!^  ,  oder,  wenn 

9>  =0  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  darstellt  und  man  wollte 
x"  als  Function  von  x  und  x^  ansehen,  so  müsste  diess  durch  x^  angedeutet  werden  mi  Sinne 

der  in  Nr.  106.  eingeführten  Bezeichnungsweise,  und  ähnlich  müsste  die  Bezeichnung  bei  noch 
mehr  Veränderlichen  geschehen.  In  diesem  letztem  Falle  jedoch,  wo  die  Veränderlichen  stets 
denselben  Buchstaben  in  sich  tragen,  der  schon  im  Fnnctionszeichen  vorkommt,  ist  dessen  Wie- 
derholung völlig  überflüssig,  und  es  genügt  die  Mose  Angabe  des  Functionszeichens  schon  voll- 
kommen, wenn  dazu  noch  die  Abzeichen,  welche  die  durch  de»  gleichen  Buchstaben  vorgestdl- 
ten  unabhängig  Veränderlichen  an  sich  tragen,  gefügt  werden.  Ja  sogar  die  Beifügung  dieser 
Abzeftehen  kara  wegfäHen,  wenn  wir  darin  mit  einander  üb^einkommen,  wie  wir  jetzt  thua 
>^ollen,  dass  immer  nur  die  Veränderliche,  bei  welcher  der  Buchstabe  die  meisten  Accente  hat, 
als  Function  der  übrigen  angesehen  wird,  denn  dann  sind  bei  einem  solchen  Functionszeichen 
immer  alle  diejenigen  veränderlichen  Grössen  als  unabhängige  hinzu  zu  denken,  welche  der 
gleiche  Buchstabe  mit  Accenten  in  geringerer  Anzahl  als  das  Functionszeichen  hat,  hergiebt 
Diesem  gemäss  haben  wir  uns  immer  in  der  Function  x'  die  eme  Veränderliche  x,  in  der  x^' 
die  zwei  Veränderlichen  x  und  x',  in  der  x"^  die  drei  Veränderlichen  x,  x^^  x"  zu  denken  u. 

n  iB,a         BiJiii,p 

s.  f.  Nach  diesen  Bestimmungen  stellt  sich  nun  die  Bedeutung  der  deichen  %  x',  %  x'\  o  x!" 
ganz  von  selbst  heraus. 

Wenn  gleichzeitig  2  Gleichungen  zwischen  3  Veränderlichen,  3  Gleichungen  zwischen  4 
Veränderlichen,  4  Gleichungen  zwischen  5  Veränderlichen  u.  s.  f.  gegeben  wären,  so  würden 
durch  diese  Gleichungen  alle  Veränderlichen  bis  auf  eine  zu  Functionen  dieser  einen  gemacht, 
wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  mit  Ausnahme  dieser  einen  Veränderlichen  alle  übrigen 
in  den  Gleichungen  als  unbekannte  Grössen  ansieht,  die  sich  dann  durch  Auflösen  der  Glei- 
chungen, wefl  deren  gerade  so  viele  als  Unbekannte  sind,  als  Ausdrücke,  worin  nur  noch  die 
eine  Veränderliche  vorkommt,  darstellen  lassen.  Eben  so  würden,  wenn  2  Gleichungen  zwi- 
schen 4  Veränderlichen ,  oder  3  Gleichungen  zwischen  5  Veränderlichen ,  oder  4  Gleichungen 
zwischen  6  Veränderlichen  gegeben  wären,  alle  diese  Veränderlichen  bis  auf  zwei  zu  Functio- 
nen dieser  zwei  gemacht  werden,  wie  sich  ganz  auf  die  gleiche  Weise  einsehen  lässt.  Allge- 
mein kann  man  sich  überzeugen,  dass,  wenn  m  Gleichungen  zwischen  m  +  n  Veränderlichen  ge- 
geben sind,  m  von  diesen  Veränderlichen  durch  die  m  Gleichungen  zu  Functionen  der  n  übri- 


(».».) 
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gea  Veränderliehen  gemacht  werden.  .  Tragen  in  einem  solchen  Falle  alle  V^ränderiichen  einen 
und  denselben  Buchstaben  an  sich,  und  unterscheiden  sie  sich  von  einander  nur  durch  die  die* 
sem  Buchstaben  beigegebenen  Abzeichen,  so  scheint  unsere  bisherige  Bezeichnung  mangelhaft 
zu  werden.  Sind  z.  B.  3  Gleichungen  zwischen  den  6  Veränderlichen  x ,  x',  x",  x"',  x*^  und  x^ 
gegeben,  so  dass  3  von  ihnen  zu  Functionen  der  übrigen  3  werden,  und  wählen  wir  zu  diesen 
letztem,  dem  so  eben  getroffenen*  Uebereinkommen  gemäss,  die  x,  x',  x",  so  müssen  wir 
•x!'\  x^^  and  x^  als  Functionen  der  Veränderlichen  x ,  x',  x'"  auffassen,  und  man  erkennt  jetzt 
nicht  mehr  aus  dem  Functionszeichen  x'^  oder  x""  allein  die  in  diesen  Ausdrücken  vorkommen» 
den  Veränderlichen  mittelst  der  vorhin  angegebenen  Regel  Erwägt  man  jedoch,  dass,  wie 
schon  in  Nr.  106.  angegeben  worden  ist,  die  Anzahl  der  unabhängig  Veränderlichen,  derjenigen 
nämlich,  die  nicht  wieder  als  Functionen  von  andern  aufgefasst  werden,  sich  aus  der  Art  einer 
jeden  besondern  Untersuchung  gleichsam  von  selber  schon  zu  erkennen  giebt,  so  überzeugt 
man  sich,  dass  sogar  in  einem  solchen  Falle  die  von  uns  eingeführte  Bezeichnung  zu  keiner  Un- 
bestimmtheit Anlass  geben  kann. 

lll}  Wenn  in  der  Gleichung 

die  beiden  Veränderlichen  x  und  x'  voAommen,  und  demgemäss  x'  als  Function  von  x  ge- 
nommen wird,  so  hätte  diese  Function,  wenn  sie  durch  Auflösen  der  Gleichung,  x'  als  Unbe- 
kannte nehmend)  gefunden  worden  wäre,  der  Natur  der  Gleichungen  zufolge  die  Eigenschaft,^ 
dass  sie,  an  die  Stelle  von  x'  in  den  Ausdruck  (f    eingesetzt,  diesen  vernichtete,  so  dass  in 

ihm  kein  x  mehr,  es  sei  denn  blos  scheinbar,  zurückbliebe.  Deswegen  muss  nicht  nur  die  erste,' 
sondern  auch  jede  der  folgenden  Ableitungen  des  Ausdrucks  (p  ,  in  welchem  mmi  sidi  an  die 

Stelle  von  x'  die  genannte  Function  von  x  geschrieben  denkt,  nach  dem  dann  in  ihm  nur  noch 
scheinbar  vorhandenen  x  genommen,  null  geben,  so  dass  man  den  Regeln  der  Ableitungsrech- 
nung gemäss  hat: 


'« 0  II  es  Ol 


Mk  Jk»  A  ^k 

U.  S.  f., 

in  welchen  Gleichungen  man  sich  stets  unter  x'  die  so  eben  beschriebene  Function  von  x  zu 
denken  hat  Diese  Gleichungen  sind  deshalb  von  so  grosser  Wichtigkeit,  weil  sie  lehren,  wie 
die  Ableitungen  %  x',  ^^  x', .  •  •  •  der  Function  x'  sich  darstellen  lassen,  ohne  dass  diese  Function 
selbst  gefunden  zu  sein  braucht,  und  daher  in  vielen  Fällen  in  den  Stand  setzen,  die  mit  dem 
Auflösen  der  Gleichungen  verknüpften  Schwierigkeiten  zu  umgehen.    Bezeichnet  man  zur  Ab- 


I  0 


9x 

kürzung  ^^ —  durch  q)'^^  so  ändern  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  um  in: 

(».  li.)    { Vyi  +  Vyi^x'+S'x'rrrO 

u.  s.  f.. 
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in  welchen  qpz  ^^ne  mit  der  Gleichung  9^=0  zugleich  gegebene  Function  von  x  und  x'  vor- 
stellt 

Sucht  man  aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  (5.  a.}  den  Werth  von  "bx'  auf 
und  nimmt  von  der  so  sich  ergebenden  Gleichung  auf  einander  folgende  Ableitungen  nach  x, 

dabei  immer  x'  und  seine  Ableitungen  als  Functionen  von  x  ansehend,  so  erhält  man: 

it 

I§  II  «1  9«  10  OS  Ol  11  \     •  • *        C^*    ^•) 

^  ,_ ^(jPx^yx  — ^^qpx^yx-f  C^yx^yx— ^yt^yO^x' 

O    X-~.  ,  , 

u.  s.  f. 
oder,  wenn  das  Gleiche  bei  den  Gleichungen  ^5.  b.}  geschieht: 

Sx'+yi=0  \ 

^»x'VVx— yi*yi=o[' (»•*•) 

u.  s«  f.,  )     .    . 

welches  nichts  anders  als  wieder  die  Gleichungen  (5.  a.}  und  (5.  b.}  sind,  nur  in  etwas  ab- 
geänderter Gestalt,  und  wie  jene  die  Ableitungen .  von  x'  lediglich  aus  dem  gegebenen  Aus- 
druck (pj^  hervorgehen  lassen,  wenn  man  in  jede  folgende,  bevor  man  sie  aufs  Neue  ableitet, 
A^r  ^x'  seinen  aus  der  ersten  entnommenen  Werth  einsetzt 

112}  Wenn  in  der  Gleichung 

yx=o 

die  drei  Veränderlichen  x,  x',  x!'  vorkommen  und  demgemäss  x"  als  Function  von  x  und  x' 
genommen  wird,  so  hätte  diese  Function,  wenn  sie  durch  Auflösen  der  Gleichung,  x'^  als  Un- 
bekannte in  ihr  nehmend,  gefunden  worden  wäre,  der  Natur  der  Gleichungen  zufolge  die  Ei- 
genschaft, dass  sie,  anstatt  x!'  in  den  Ausdruck  <)px  eingesetzt,  diesen  vernichtete,  so  da^s  in 
ihm  weder  x  noch  x'  mehr  anders  als  blos  scheinbar  zurückbleiben  könnte.  Deswegen  müssen 
die  nach  x  oder  x'  genommenen  Ableitungen  des  Ausdrucks  (pj^ ,  wenn  man  in  diesem  un- 
ter x"  die  genannte  Function  von  x  und  x'  sich  vorstellt,  sämmtlich  null  geben,  so  dass  man 
den  Regeln  der  Ableitungsrechnung  gemäss  hat: 

100  001  10  010  001  Ol 

t)  ^+  t  9x^x"=0    und    ?)  yx+^  <px^x"=:0  , 

Vforaus  man  findet: 

100  010 

imd  durch  wdter  fortg^etztes  Ableiten  dieser  Gleichungen  nach  x  oder  x',  jedesmal  pta  ^xf' 

Ol 

oder  ^x",  da  wo  sie  entstehen,  ihre  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  gegebenen  Wcrthe 

90  II  Ol 

einsetzend,  findet  man  d  x'",  %  x'",  t  x"  u.  s.  f.  lediglich  ans  dem  gegebenen  Ausdruck  tp^  her- 
vorgehend.   Setzt  man  hier  der  Kürze  halber 

f 00  010 

oTT—  =yx     ™d    ,-77^  =  yx  , 

^  <Px    '  ^  yx    " 
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so  verwandeln  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  (6.  n.)  in: 

(«.*•)  0=yi  +  Sx"    und    0=yi'+Vx", 

in  welchen  qp;  und  yi'  Functionen  von  x,  x',  x"  vorstellen,  die  als  mit  der  Gleichung  <yr=0 
selbst  gegeben  zu  erachten  sind.  Reitet  man  die  Gleichungen  (6,  b.)  aufs  Neue  nach  den  un-* 
abhängig  Veränderlichen  x  oder  x'  ab,  so  ergeben  sich: 


0=  S  yi+  l  yibx"+Sx", 

0  10  0  0  1  Ol  II 

(•.c.) ; ]o=Zf^+^f^i^'+ix'\ 

10  0  0  0  1  10  II 

0  10  00  1  Ol  02 

o=b<p;;+S(p;'ax''+Sx", 

welche  mit  Zuziehung  derer  (6.  b.)  übergehen  in: 

10  0  0  0  1  90 

Ol«  001  •        1  1    ' 


0  10  00  1  Ol 

0=zl  (p';  —  y,'il<p'i+\x". 


11 


und  von  denen  die  beiden,  welche  t  x''  enthalten,  asu  erkennen  geben,  dass  2wischen  den  Grös- 
sen q>x  und  <pz  die  Bedingungsgleichung: 


010  001  100  001 

so  21 


(••  e.)  ^  fx  —  <Px  ^  qPx=  ^  Vx  —  <f±  ^  g>x 

statt  finde.  Durch  weiter  fortgesetztes  Ableiten  käme  man  zu  Gleichungen,  in  denen  %  x''',  t  x'\ 

12  OS 

«x",  Äx"  u.  s.  f.  auftreten. 

Man  sieht  leicht  ein,  wie  verfahren  werden  müsste,  wenn  in  der  Gleichung  <]Px=0  mehr 
als  drei  Veränderliche  vorkämen.  ' 

113)  Wenn  gleichzeitig  die  zwei  Gleichungen 

^=0    und    0x  =  O 

zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  gegeben  sind,  und  man  demgemäss  x'  und  x"  ab 
Functionen  von  x  annimmt,  so  hätten  diese  Functionen,  wenn  sie  durch  Auflösen  der  beiden 
Gleichungen,  x'  und  x"  als  Unbekannte  in  ihnen  ansehend,  gefunden  worden  wären,  der  Natur 
der  Gleichungen  zufolge  die  Eigenschaft,  dass  sie  anstatt  x'  und  x''  in  die  Ausdrücke  opx  und 
<l>z  eingesetzt  diese  vernichteten,  so  dass  kein  x  mehr  anders  als  blos  scheinbar  in  ihnen  m^ 
rückbliebe.  Deswegen  müssen  die  nach  x  genommenen  Ableitungen  dieser  Ausdrücke,  wenn 
man  sich  dabei  unter  x'  und  x"  die  genannten  Functionen  von  x  vorstellt,  null  geben,  so  dass 
man  den  Regeln  der  Ableitungsrechnung  gemäss  hat: 

..      ^  ,T9)x+"bV?>x'+'^VxSx"=0    und 

%!•  a* j    < 

100.  010  #01 
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Bliminiit  man  aus  diesen  beiden  Gleidrangen  einmal  tjf  und  ein  andermal  bx^',  ao  erhäU  man 
2wei  andere  Gleiehungen,  in  deren  einer  blos  dx'  und  deren  anderer  Mos  "tx"  vorhanden  ist, 
so  dass  man  diese  Ableitungen  wie  folgt  ausgedrückt  erhält: 

••I       itt  i«o        oei 

^■^  "—  •  0 1        0 1  •  0  10         trfi 

«ad  > («•  »»l 

•10    100         100     01t 
*^  *  -~' ""^  •  I  •    001         001     Ol«      > 

^^x^^x —  Sysx^^x 

wodurch  man  die  Ableitungen  t  x'  und  %  x"  unmittelbar  durch  die  beiden  gegebenen  Ausdrücke 
f^  und  C&z  darstellen  kaut    Setzt  man  auch  hier  wieder  der  Kürze  wegen  sowoU 

100  0  10 

2^^<p'.    und    ^=:<p'i 

^  (fx  ^  q>x 

als 

10  0  01  0 

,  .7yT_5=*x    und    _-»—*,, 

so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (7.  a.}  in: 

und  1 ' €*••) 

und  diese  liefern  anstatt  der  Gleichungen  (7.  b.}  die: 

und 

Nimmt  mali  von  dies^  Gleichungen  immer  wieder  neue  Ableitungen  nach  x,  jedesmal  für  dj^ 
und  tx'\  da  wo  sie  entstehen,  ihre  Werthe  aus  den  voratehendw  Gfejichung^n  eiffse^end^  so 
gelangt  man  zu  Ausdrücken  für  V x\  ^ x',. •  •  •  sowohl  als  für  V xf\  ^ x", •  •  •  •  welche  sämmt^ 
lieh  blos  die  gegebenen  Functionen  (jc^  und  4^z  so  "^^  Tx  und  0x  i^  ^^^  aufnehmen.  So 
z.  B.  erhält  man  für  die  zweite  Ableitung  von  x': 


(«•  *•) 


100  100  100.  100 


-  (94  -  <py  [(y'x  -  *xK*^'<)pi -?•**;)- (<pi  -  *i)  oVx  -  *^*^^^ 

Eben  so  lassen  sich,  wenn  3  Gleichungen  zwischen  4  Yerändedichen,  oder  4  Gleichungen 
zwischen  5  Veränderlichen  u.  s.  f.  gegeben  sind,  und  dadurch  aHe  Veränderlichen  bis  auf  eine 
zu  Functionen  tfeser  einen  werden,  die  Ableitungen  dieser  Functionen  nach  der  einen  unaln 
^^i^g  gebliebenen  Veränderlichen  unmittdbar  durch  die  in  den  Gleichm^en  gegebenen  Aus- 
drücke darsiden. 
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Immer  auf  dem  gleidien  Wege  fortschreitend  gelangt  man^  zu  der  Ueberzeigungi  dass, 
wenn  m  Gleichungen  zwischen  m  +  n  Verändefk*Iichen  gegeben  sind  und  dadurch  m  Yerändeiiiche 
zu  Functionen  der  n  übrigen  gemacht  werden,  man  die  Partialableitungen  dieser  Funclionea 
nach  den  unabhängig  gebliebenen  Veränderlichen,  unmittelbar  durch  die  mit  den  Gleichungen 
selbst  gegebenen  Ausdrücke  darstellen  könne.  • 

114}  Man  wird  dadurch,  dass^man  die  Ableitungen  von  verwickelt  gegebenen  Functionen 
darstellen  kann,  ohne  dass  diese  Functionen  erst  durch  Auflösen  der  Gleichungen  in  entwicklet« 
ter  Form  aufgefunden  zu  werden  brauchen,  weiter  in  den  Stand  gesetzt,  Umwandlungen  sol- 
cher verwickelf  gegebener  Functionen  von  der  Art,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (3.  a.}  und 
(3.  b.}  iur  entwickelt  gegebene  Functionen  aufgestellt  worden  sind,  ganz  in  der  gleichen  Weise 
Torzunelunen. 

Ist  nändich  x!  eine  durch  eine  Gleichung  verwickelt  gegebene  Function  von  x ,  und  setzea 
wir  x=^-f-Xe,  wodurch  x  in  die  beiden  Theile  |  und  x«  zerlegt  wird,  zugleich  aber  auch 
x'=:|'+xi,  wo  I'  das  vorstellt,  was  aus  x'  wird,  wenn  |  für  x  gesetzt  wird,  so  dass  xi  den 
Werthunterschied  der  Function  x'  für  die  beiden  Werthe  x  und  |  der  in  ihr  vorkommenden 
unabhängig  Veränderlichen  anzeigt,  so  ist  der  Gleichung  (3.  a.}  zufolge: 

(••  •.)  ^=^^*'+^*^ri+^^il3+  •  •  •  • ' 

durch  welche  Gleichung  man  den  Werthunterschied  Xo  oder  x' — ^  der  verwickelt  gegebenen 

Function  als  völlig  gegeben  anzusehen  berechtigt  wird,  da  sich  die  Ableitungen  ^x',  %*x' , 

sonach  auch  die ^^',  ^'l',....  nach  dem  in  Nr.  lli.  Vorgebrachten  unmittelbar  aus  der  gegebe- 
nen Gleichung  erhalten  lassen. 

Ist  x"  eine  durch  eine  Gleichung  verwickelt  gegebene  Function  von  x  und. x',. und  setzt 
man  xzir^  +  Xo,  x'=^+xi,  wodurch  jede  der  beiden  unabhängig  Veränderlichen  in  zwei 
Theile  zerlegt  wird;  lässt  min  aber  zugleich  auch  x^zzz^'+xi'  sein,  wobei  |"  das  vorstellt, 
was  aus  der  Function  x''  wird,  wenn  in  ihr  £  und  1"  für  x  und  x'  gesetzt  werden,  so  dass 
x^'  den  Werthunterschied  anzeigt,  den  diese  Function  hergiebt,  wenn  einmal  x  und  x',  ein  an- 
dermal £  und  ^  an  die  Stelle  der  in  ihr  vorkommenden  zwei  unabhängig  Veränderlichen  treten, 
so  ist  der  Gleichung  (3.  b.}  zufolge: 

durch  welche  Gleichung  man  den  Werthunterschied  x^'  oder  x" —  |"  als  völlig  gegeben  ansehen 
darf,  da  sich  die  Partialableitungen  tx",  Vx",  Vx",  *dx",  b  x", ....  sonach  auch  die  bV',  V|", 

J«  I  I  Ol 

?  I",  ^  I",  ^  S", nach  dem  in  Nr.  1 12.  Vorgebrachten  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung erhalten  lassen. 

Aehnlich  könnte  man  verfahren,  wenn  die  durch  eine  Gleichung  verwickelt  gegebene  Func- 
tion von  3  und  mehr  unabhäi^ig  Veränd^lichen  abhängig  gemacht  würde. 

115)  Sind  X  und  x"  durch  zwei  vorhandene  Gleichungen  venvickelt  gegebene  Functionen 
von  X,  und  setzt  maa  x=::£  +  x^,  wodurch  x  in  die  beidein  Theile  lund  x«  zxxlegi  wird, 
zugleich  aber  auch  x'=|'+^i  nnd  x"=|"+x;',  wobei  ^  und  ^'  das  vorateüOQ)  waa  au(^ 


.1 
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7^  vmi  ji'  wird,  wem  in  diesen  Fnndionen  von  x  die  Grösse  |  an  die  Stelle  von  x  tritt,  so 
diss  xi  und  x^'  die  Wefthmiterschiede  anzeigen,  welche  ans  jeder  der  Funotionen  x"  und  tiC' 
hervoryelien,  wenn  einmal  der  Werth  x ,  ein  andermal  der  |  an  die  Steile  der  in  ihnen  vor* 
konmenden  nnabhingtg  VerXnderiiehen  tritt,  so  ist  der  Glelöhng  (3.  a.}  mfolge  sowohl 

x;=afx.+s»rä+^»rf|f+-- 

Jib  auch 

durch  welche  Gleichungen  man  die  Wertbunterschiede  x«  und  x«'  oder  x' — l'  und  x" — ^\ 
welche  sich  auf  die  verwickelt  gegebenen  Functionen  x'^und  x''  beziehen,  als  völlig  gegeben 
ansehen  darf,  (}a  sich  die  Ableitungen  %  x',  ^*  x',  S'  x', . . . .  und  %  x",  V  x",  V  x", ....  sonach 
auch  die  Sf,  b'J',  ^f,....  und  ^t,  ^'T,  ^Ti-*--  »ach  dem  in  Nr.  113.  Yorgebrachten 
unmittelbar  aus  den  gegebenen  Gleichungen  erhalten  lassen. 

Es  iSsst  sich  aus  dem  Bisherigen  mü  Leichtigkeit  entnehmen,  dass  ähnliche  Umwandlungen 
einer  jeden  irgend  wie  durch  Gleichungen  verwickelt  gegebenen  Function  immer  in  der  glei- 
chen Weise  geschehen  können,  wesshalb  wir  Betrachtungen  dieser  Art  nicht  noch  weiter  zu 
verfolgen  brauchen. 

CL  Aendemigen  in  der  Art  ud  Weise,  wie  man  skk  ,dle  Veriladerihiien  ven  eiaander  abhlaglg  denkt 
116}  Wenn  in  der  Gleichnng  • 

blos  die  beiden  Veränderiichen  x  und  n  vorkommen,  so  kann  man  die  eine  u  als  Function  von 
X  ansehen,  aber  eben  so  gut  auch  die  x  als  Function  von  der  u,  und  die  erstere  müsste  im 
Sinne  der  in  dieser  Einleitung  besprochenen  Bezeichnungsweise  durch  Ux ,  die  andere  durch  Xq 
J>ezeiohnet  werden.  Im  erstem  Falle  kann  man  von  Ableitungen  der  Function  u  nach, der  un- 
abliängig  Veränderlichen  x,  im  andern  Falle  von  Ableitungen  der  Function  x  nach  der  unabi- 
I^ngig  Veränderlichen  u  reden,  und  es  uniss  zwischen  diesen  beiderlei  Ableitungen  ein  durch 
die  Gleichung  selbst  vemitidter  Zusammeobang  statt  finden ,  der  jetzt  ang^eben  werden  solL 
Sehen  wir  u  ids  Function  von  x  an,  «o  ist  der  ersten  der  in  (5.  c.)  aufgestellten  Gleichungen 
JWfolg^       ; 


Su  =~^ 


(••  «•> 


a 


» 


wenn  an  ihr  die  der  gegenwärtigen  BeKeichnung  entsprechende  Abänderung  vorgenommen  wird; 

sehen  wir  hingegen  x  als  Function  von  u  an,  so  ist  in  Folge  derselben  Gleichung 

•  I 

^9e,u  . 

und  durch  Multiplication  dieser  beiden  findet  man: 

Bn»ax,=  l,  !*••••> 

voraus  folgt,  daar  das  Product  dieser  beiderlei  Ableitungen  stets  1  giebl,  imd  sich  dernnach 
•die  eine  Ableitung  auf  eine  höchst  einfache  Weise  aus  der  andern  erhallen  Msst 
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Eg  ist  hier  dem  Bachstaben,  der  die  VerSnderiiche  b'özeidmet,:  welche  ilb  FuHelilNi  der 
mit  einem  andern  Buchstaben  bezeichneten  Yerttndeiüchen  angesehen  wird,  snr  grdissem  De«l^ 
Uohkeit  und  um  Worterläaterungen  enüiehren  zu  können,  dieser .  letztere  Bnehstabe  aqgehüBgt 
worden;  indessen  werden  wir  in  Fällen,  wo  nur  zweierlei  Baohslaben  yoikonunen,  wie  hier  x 
und  u,  dieses  Anhängen  dadurch  überflüssig  machen,  dass  wir  anstatt  des  Ableitungszeichens 
t  das  andere  S  vor  den  Buchstaben  setzen,  der  die  abzuleitende  Function  bezeichnet,  so  dass 
jedesmal,  wo  8  zum  Ableitungszeichen  genommen  wird,  der  bei  ihm  stehende  Buchstabe  nictyi, 
sondern  der  zweite  von  den  vorhandenen  Buchstaben  als  Zeichen  der  unabhängig  Veränderli- 
chen zu  nehmen  ist    Diese  Regel  befolgend  können  wir  den  Satz  (10.  a.}  so  schreiben: 

(tO.  bO  8n8x=:i. 

Legtet  man  diese  Gleichung,  S  u  als  Function  von  x  und  8  x  als  Function  von  u  ansehend,  nach 

X  ab,  so  erhält  man: 
(tO.60  8'n8x  +  (8nyS'x  =  0 

und  wenn  man  nach  u  ableitet: 

welche  letztere  Gleichung  man  auch  aus  der  ihr  vorangehenden  durch  Multiplication  mit  8  x  mit 
Rücksichtnahme  auf  die  Gleichung  (10.  b.)  hätte  erhalten  können.  Durch  nochmaliges  Ableiten 
der  Gleichung  (10.  c.)  nach  x  in  dem  angezeigten  Sinne  findet  man: 

(tO.  eO  5x^u  +  3^ii**ua*x  +  (*n)*««x=0, 

welche  durch  Multiplication  mit  8x  und  (^x)'  mit  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichung  (fO.  b.} 

sich  überführen  lasst  in: 

(tO.  f.)i  (5x)'5»u  +  3yu5^x  +  (5u)^i'x=0 

und  in:  . 

(t0.9J)  {8;xf8'u  +  38xS'\iS'x  +  8n8'x  =  0, 

1173  Dieselbe  Bezeiehnungsweise  lässl  sieh  mit  derselben  vollen  Sicherheit  und  iSelbsl^ 
Verständlichkeit  auch  da  anwenden,  wo  ausser  den  beiden  von  einander  abhängig'  gemachten 

Grössen  x  und  u  noch  andere  x',  x'\ als  Functionen  von  x  und  wieder  andere  u',  u", .... 

als  Functionen  von  u  vorkommen.    Sieht  man  nämlich  x  als  Function  von  u  an,  jo  muss  man 

•x',  xT, als  mittelbare  Functionen  von  u  ansehen,  deren  Ableitungen  dann  durch  8 x\  8x'%.... 

bezeichnet  werden;  sieht  man  dagegen  u  als  Function  von  x  an,  so  muss  man  u',  n'\....  ab 
mittelbare  Functionen  von  x  ansehen,  deren  Ableitungen  wir  dann  durch  ^u',  8u"j...,  bezeich- 
nen. Wir  bedienen  uns  in  beiden  Fällen  des  Ableitungszeichens  8  aus  dem  Grunde,  weü  sich 
die  Ableitungen  auf  eine  Grösse  beziehen,  die  durch  einen  andern  Buchstaben  vorgestellt  wird, 
als  die  abzirieitende.  Bei  der  so  festgesetzten  Bezeiehnungsweise  hat  man  den  Regeln  der 
Ableitungsrecbnung  gemäss: 

(ti.aO  8x'=lx'8xy    8x"=lx"8x,....    und    «u'=Su'«u  ,    *u"=Stt"*u.... 


I« 


Im  Sinne  der  so  eben  eingerührten  Bezeichnungsweise  sollen  in  der  Folge  durch  ^u  und 

d'u  die  Ableitungen  von  u  als  Function  von  zweien,  durch  einen  andern  Buchstaben  bezeich- 
neten Veränderlichen  x  und  x'  aufgefasst,  nach  der '  einen  und  nach  der  andern  dieser  zwei 
Veränderlichen  genommen,  bezeichnet  werden,  wobei  die  über  dem  .Ableitungszeichen  9  stehen- 
den Ziffern  der  Reibe  nach  sich  puf  4ie  unabhängig  gedachte^  Veri;n4erlif}hen  x,  x'  beziehen, 
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wie  sie  vom  mindest  accentoirten  Buchstaben  x  zu  den  luehr  accentuirVen  auf  einander  folgen.  , 
Man  sieht  auf  der  Stelle  ein,  wie  sich  diese  Bezeichnungsweise  auch  dann  noch  völlig  sicher 
gebrauchen lässt,  wenn  u  eine  Function  von  mehr  als  zwei  solchen  Veränderlichen  x,  x',  x''.... 
vorstellt  und  wenn  h(Riere  als  erste  Ableitungen  derselben  genommen  werden  sollen;  denn  stellt 
u  eine  Function  der  drei  Veränderlichen  x ,  x\  x"  vor,  so  sind  dem  Gesagten  zufolge  die  Zei- 

!••  *!•         tOl         >••  II*         •>•  '\ 

chen  du,^u,9u,<fu,ou,^uu.  s.  w.  von  selbst  verständlich.  In  diesem  Sinne  hat  man 
den  Regeln  der  Ableitungsrechnung  gemäss,  wenn  man  sich  u'^  als  Function  von  u  und  u",  diese 
letztem  dagegen  wieder  als  Functionen  von  x  und  x'  vorstellt: 

I«'  !•  I«  01  I«  Ol  I»  «1  Ol  tl 

Ju"=ibu"Ätt  +  »u"au'    und    *u"r=:Bu"*u  +  ?)u"*u'  (ü*  M 

,und,  wenn  man  sich  u"'  als  Function  von  u ,  u',  u'%  diese  letztem  aber  selbst  wieder  als  Func- 
tionen von  X,  x',  x"  vorstellt,  hat  man: 

|«0        It*     100      Ol*     lOO      0  01    100'    010        100    010      010    010      001    010     \ 

S  u"'=  t  n'"  5  u-f  S  u'"  8  u'+  'd  u'"  *  u^  S  u"'=  »  a*"  *  m+  »  uV  8  n'-f-  b  n'"  8  u",/  ,.,  .  ^ 

00t        100    001      010    001       001    001  £ 

8  u"'=  ^  u'"  ^  u  +  ?)  u'"^  8  n'+  'd  u'"  8  u".  ) 

Stellen  u  und  u'  beliebig  2|usamiiiens^Uangen  yo«  x  twd  x'  vor,  wie  sie  durch  die  Glei- 
chungen 

u  =  Fx    und    u'==:yx 

gegeben  werden,  in  denen  Fx  is^iwohl  als  fx  beliebige  Functionen  von  x  und  x'  anieeigen,  und 
denkt  man  sich  .in  diesen .  Gleichungep  x  und  x'  als  unbekannt,  alles  Uebr^e,  hingegen  als  be- 
kannt, so  würde  man  durchs  Auflösen  derselben  in  Bezug  auf  die  beiden  Unbekannten  x  und  x' 
-diese  ds  Functionen  von  u  und  u^  dargesteHt  erhalten,  welche  in  die  vorstehenden  Gleichungen 
an  die  Stelle  von  x  und  x'  gesetzt,  diese  Gleichungen  identisch  machen  würden,  wie  aus  der 
Lehre  von  den  Gleichungen  bekannt  ist ; .  fasst  man  daher  F^  und  f^  in  dem  Sinne  auf,  dass 
man  sich  in  ihnen  an-  die  SteHe  'VO»  x  und  x'  die  angegebenen  Functionen  von  u  und  u'  ge-  ^  r 
setzt  denkt,  so  muss  die  Ableitung  von  F^t  nach  u  und  nadi  u'  geben  1  und  0,  so  wie  auch 
die  Ableitung  von  f^  nach  u'  und  nach  u.  geben  mifss  i  und  0 ,  d.  h.  es  ifiosg  sein : 


10  10  0110  1001  0101 


•        f 


l=bFx5x  +  ^tx*x'    und    i=lfxSx+yj,Sx\ 
so  wie 

1001  0101  1010  0110 

0=^V^Sx  +  tFJ■8x'    und    0^=1/^8 x  +  tfj,8x^, 
.wodurch  eine  bestimmte  von  den  Functionen  F^  und  fx  abhängige  Relation  zwischen  Sx  und  dx'  « .  :  .*" 

und  zwischen  Sx  und  ^x'  festgestellt  wird,  welche'  man  im  Sinne  der  bisherigen  Bezeichnungen 
auch  so  schreiben  kadv: ' 

1019  0110  10        01  0101 

l  =  Juafx4-^u*x'    und    \=:SvL'dx  +  8ur8x\  (M*  ••) 

so  wie  •  x  • 

«001  ilOI  10        1001        10 

0=8üSx  +  8a8x'    mi    0=8u'8x  +  8a'8x^.  U**  ^) 

.Stellen  ,        .  <         • 

x=Sb    und    x'=f, ,  ■         . 

die  Resultate  >vov^  wdche*  maa  dureba  Auflösen  der  obigw  Gleiohatigea  eihielb»»  wenn  man  sich 
ifi  diesen  bloa  iXi  und  ^'  als  Uab^nnl^  dllchte^  und  wendet  tman  auf  .diese  GAeidmogen  die 
eben  dwrcl^efi^tfn  Selraohtniigian  rnfsj^fene  an^  m  gebngl  maa  au. den  .folge&denJklatiQnen: 
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1«    10  Ol    10  la      f,i  Ol     Ol 

(M.  c)  l=zSxSii  +  SxSn'    und    lz=Sx' Su  +  Sx' Svl\ 

so  wie 

JdOl  0101  1010  OIJO 

(M.dO  0=dxdu  +  öxSu'    und    0=z8x' Su  +  8x' dn\ 

welche  aus  den  vorigen  durch  eine  wechselsdtige  YerUuisohung  der  Grössen  x,  x'  und  a»  u' 
mit  einander  hervorgehen  und  auchlinmittelbar  aus  den  Gleichungen  (12.  a.  und  b.)  geflinden  wer- 
den können.    Eliminirt  man  nämlich  aus  den  ersten  der  Gleichungen  (12.  a.)  und  (12.  b.}  ein- 

10  Ol 

mal  die  Grösse  ^u  und  ein  andermal  die  Grösse  ^u,  so  eibalt  man: 

Ol  Ol  10      Ol  1«       Ol  Ol  If  J«      Ol  10.      Ol 

dx^—SuQSxSx'—Öx'Sx)     und    Sx'z=8uQSxSx'—Sx'8x) 

10  Ol, 

und  eben  so  giebt  die  Elimination  der  Grössen  dn'  und  Sn'  aus  den  letzten  der  genannten 
Gleichungen 

10       Ol     10   Ol       10   Ol  10  10     10   Ol       10   Ol 

Sxz=i8uX9xSx:—dx^Sx)    und    5k'=— 5u'(5xS»'— Äx'Jx), 
woraus  sich  sogleich  die  folgenden  ergeben:    , 

0  1.0110  10 

CM.  e.)  __=_.=-_  =  _^_-=:5x5x  — Jx  5x, 

^u      ^u       8n  du' 


mittelst  welcher  sich  nun  die  erwähnten  Ueberfilhrungen  mit  der  grössten  Leichtigfceil  bewirken 

10  Ol 

lassen;  eliminirt  man  dagegen  aus  den  Gleichungen  (12.  a.}  und  (12.  b.)  die  Grössen  8x^  Sx 

10  Ol 

und  ^x',  ^x^  so  erhält  man  auf  die  gleiche  Weise,  oder  auch  durch  eine  blose  VertaflASchung 
der  Grössen  x,  x'  und  u,  u'  mit  einander: 

Ol  Ol  10  10 

(M.  f.)  —_  =  __=__  =  — __=c:5u5u  —  5u^u. 

'      *x      8x      Sx^         8j! 

» 

Die  Gleichungen  (12.  e.)  und  (12.  f.}  liefern  femer: 

1001  10        Ol  1001  10       01 

(t%.  »•)  (öxJx'— ffx'^x)(*uJu'— Ju'5u)  =  l 

und: 

10  10  10  Ol  Ol  10  l#  Ol  Ol  Ol  Ol  10 

^    «x'_Ätt'      *x_5u'      ,  5x'_      Sxk      Sx_      Sn'      Sx_      8u       Jx'_      8n 

et*.  M.)  n rr* »  n ar-  ""**  rr*-—     «r"  »  ri iT~  »  n rr"  >  n •     rr^  > 

8x      8\i       8x!      8xk  8x  8n      8x'  8n'      8x  .       8n'      8x^  8ji' 

von  welchen  letztem  je  drei  schon  in  den  drei  übrigen  enthalten  süi^  Leitet  man  die  G)^ir 
chungen  (12.  a.}  und  (12.  b.}  wiederholt  nach  x ,  x'  und  u ,  u'  ab,  s^  erhält  man  Relationen, 
die  zwischen  den  hohem  Partialableitungen  von  x ,  x^  und  u ,  u'  statt  finden  und  mittelst  der 
Gleichungen,  aus  denen  sie  entstanden  sind,  auf  unsäglich  viele  Arten  sich  abändern  lassen. 

118}  Da,  wo  durch  eine  Anzahl  von  Gleichungen  eben  so  viele  Veränderliche  zu  Func- 
tionen der  noch  übrigen  gemacht  wenden,  bringt  es  zuweilen  Vortheil,  diese  unabhängig  Ver- 
lüideriiehen  selbst  wieder  als  FonctioBen  von  Grössen  anzubellen,  die  gar  nickt  imter  den  m 
der  Untersuchung  durch  Zeichen  emgeflUurtea  vorkommen  und  dadurch  diä  abhängt  Veränder- 
Uchen  zu  mittelbftren  Fimotk)nen  dieser  neuen  Grössen  werden  ni  lasnen.   DMse  V^rtMlMgsH 


S.  12.  fbt.  118.  .     AbleitangsHätaie.  *     MT 

vfme  htmffi  denVorAeil,  dMS  man  zu  jeder  Zdt  über  diese  unbestMnl  geks^eoeu  Gtiisikm 
ganz  nach  Gefallen  und  so  verfugen  kato^  wie  es  die  jedesmaligen  Umstände  afls  am  ntthlichsten 
erscheinen  lassen.  In  diesem  Falle  kann  man  dann  von  Ableitungen  einer  jeden  Veränderlichen 
nach  diesen  neuen  Grössen  sprechen,  deren  Zeichen  ganz  uiibestimint  bleibt,  nur  dass  dazu  '  '•  * 
nicht  sQiehe  gewflhlt  werden  dürfen»  die  in  depr  Untersuchung  sdion  2u  andem  Zwecken  vern 
brauch  worden  si^d.  Wir  k$noen  daher  neue.  Zeichen  für  äieae  neuen  Gröasan  dadurch  gan^ 
enti^ehrUchi  machen,  da^s  wir  in  ^olphen  FSlIen  ein  von  den  bisherigen  vorsdiiedenes  AMeitungs** 

n 

zeichen  ein&hren,  wozu  wir  das  d  wählen  wollen.  So  gibt  abo  dx''  die  mte  Ableitnng  der 
Veränderlichen  x"  nach  einer  beliebigen  unter  den  vorhandenen  gar  nicht  vorkommenden  Grösse 

zu  erkennen,  du"'  giebt  das  Resultat  von  m  +  ii  auf  einander  folgenden  AbTeitungen  der  Ver-        *  '     ' 
änderlichen  u'"  zu  verstehen,'  von  Welchen  die  m  ersten  sich  auf  eine,  die  n  andern  auf  eine 
zweKe  von  Jener  verschiedene  Grösse  sich  beziehen,  deren  beider  Zeidien  Muwerhalb  der  schon 
in  die  Unlensuitliuiig.attfgenQimDeneB  ganz  nach  Belid)en  gewählt  werden  kami,  aber  eben  d6s*« 
wegfOB  auch  gtiiz  ungewäUt  bleiben  darf! 

Diesig  Vorausgeschickt  sieht  man  nun  ohne  Mühe  ein ,  dass ,  wenn  bei  irgend  einer  Unter- 
suchung x^  x",  x'" als  Functionen  von  x  gedacht  werden  müssen ,  und  man  wül  x  selbst 

wieder  ris  Fonctfon  einer  tiefen  Grösse  ansehen,  die  Ableitung  dieser  Function  nach  dieser 
Bfeuen  Grösse,  auch  wenn  beide,  jene  Function  sowoU  als  diese  Grösse,  nicht  weiter  besthnmt 

werden,  doch  durch  dx  angegteben  werden  wird,  während  die  Veränderiichen  x',  x",  x''' 

dieselben  Functionen  von  dieser  neuen  unbestimmt  gelassenen  Function  bleiben  müssen,  die  sie 
zuvor  von  der  noch  unabhängig  gedachten  Veränderiichen  x  waren ,  und  also  mittelbare  Func- 
tionen der  nett  eingeführten  Grösse  werden,  daher  hat  man  den  Regeln  der  Ableitungsrechnung 
gemäss:  •  - 

dx'=?)x'dx  ,    dx."=Sx"dx  ,    dx"'=Sx'"dx,....  (tf*  #0 

oder  "  * 

o./      dx       ^   ff     dx        ^  ^,,      uX.  I 

dx  '      .  dx    '  dx  ^  -^ 

Leitet  m^  diese  Gleichungen  noch  einmal  nach  der  neu  eingeführten  QröMe  alv  fio  eriiill  man: 

cv,   fj         dxd»x'  — dx' d*x       .       ^^  ,       dxd'x'  — dx' d»x 
o'x  dx=3^ T-rr-Ti oder    o'x  =  -tt^^ — • —  i 

•  '    •        (dx)*  (dx)* 

e,,  ,,  ,         dxd*x"^dx"d'x       ,       ^..,      dxd*x"—dx"d«xy  ••••*•••*•    tt»««*) 

^*x  dx=— rr-Ti oder    Vjii=i         >    ..  .u 

(dx)'  (dx)* 

n.  s.  f 

und  ganz  auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  auch  die  noch  hohem  Ableitungen  von  x',  x",  x'". ... 
nach  X  in  Ableitungen  derselben  Veränderlichen  und  der  x  nach  der  neuen,  ganz  unbestimmt 
gelassenen,  unabhängig  Veränderlichen  ausdrücken. 

•     •  •    ' 

Hätte  man  sich  hingegen  in  irgend  feiner  begonnenen  Untersuchung  die  Veränderiidieii 
x",  x"', ....  als  Functionen  der  beiden  unabhängig  gebliebenen  x  und  tC  gedacht^  und  man 
wollte  diese  an  ein^r  beliebigen  Stelle  der  Untersuchung  selbst  wieder  als  noch  unbestimmt  ge-> 
lasßene  Zu£fauuaena^t;?ung9n  yqu  %yr^  neuen  unabUingig .  bleibenden  Veränderüdien  sieh  denken, 
die  vorläufig  mit  den  übrigen  Grössen  der  Aufgabe  in  gar  keine  Beziehung  gebracht  werden 
soUen ,  so  müsste  man.  jetzt  die  VeriiiderliGhen  x'\  j!'\  . .  • .  als  dieselben  Functionen  dieser 
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wAeslimmt  gelassenen  Zasammenseiznngen  auffassen^  die  sie  vorher  von  x  und  x^  waren,  wes-> 
wegen  man  den  Regeln  der  Ableitungsrechnang- gemäss  hat: 

16  I«  I»  0110  Ol  It         0  I  0  101 

(t«.diO  dx"=:Sx"dx  +  ax"dx'    und    dx"=^x"dx  +  Sx'dx', 

und  jede  der  andern  abhängig  VeränderHchen  liefert  ein  dem  hier  gegebenen  v0llig  ämliches 
Paar  von  CHeichungen,  das  sich  aus  dem  vorstehenden  dadurch  ergiebt,  dass  man  für  li'  die 
spätere  Veränderliche  x'"  oder  x'^  u.  s.  f.  setzt.    Aus  den  Gleichungen  (13.  d.}  lassen  sich 

10  Ol 

die  Partialableitungen  von  x'"  nach  x  und  x',  nändidi  %x"  und  ^x"'^  finden,  und  man  erhält: 

1001  0110  1001  ori* 

'•  „      dx"dx'— dx"dx         ^    •»  „      dx"dx  — dx"dx 
(IS.  c.)  d»  =  ro — n Tx — vT-    ™d    öx  =  j^ — ^ lo    <i 

dx  dx' — dx  dx'  dx  dx' — dx  dx' 

und  durch  Yerwechsehing  von  x'"  mit  jC'\  x^^,....  erhält  man  die  den  übrigen  abhängig  Ver« 
änderlichen  zugehörigen  Gleichung^en,  welche  wir  aus  diesem  Grunde  fbglidi  wegksseii  kömiea* 
Auch  kann  man  durch  wiederholtes  Ableiten  der  Gleichungen  (13.  e.}  und  der  diesen  ähnKchen 
nach  den  neu  eingetührten  unabhängig  Veränderlichen  die  hohem  Partialableitungen  von  x",  x'''. . .  • 
nadi  X  und  x'  durch  Ableitungen  derselben  Veränderlichen  und  der  x  und  x"  nach  den  neu 
eingeführten  Veränd^lichen  ausdrücken.  Wollte  oder  musste  man  sich  im  gegea,wiirlj[gen  FaHe 
die  beiden  unabhängig  Veränderlichen  x  und  x'  nicht  als  beliebige  Functionen  von  zwei  neuen 
unbestimmt  gelassenen  Grössen,  sondern  als  zwei  verschiedene  Zusaimnensetzungen  von  einer 
und  derselben  unbestimmt  gelassenen  neuen  Grösse  denken,  so  wären  dadurch  die  abhängig 
Veränderlichen  x",  x'"....  zu  Functionen  dieser  zwei  beliebigen  Zusammensetzungen,  also  unr- 
bestimmte  mittelbare  Functionen  der  einen  neu  eingeführten  Grösse  geiVorden,  und  die  Ahl?i-> 
tungsrechnung  hätte  jetzt  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen  (13.  d.}  nur  die  eine: 

'   (14.)  '   " '  d  x''=  B  x"  d  X  +1&  x"  d  x'  ' 

setzen  können,  oder  die,  welohb  sich  durch  Vertauschung  von  x"  mit  x'",  x^^,....  aus  der 

•  •    •  1 0      '  or  10  01 

vorstehenden  ergeben,  wodurch  die  Partialableitungen  %  x",  %  x"  oder  S  x"',  %  x"', ....  sich  nicht 
mehr  einzeln  bestimmen  Hessen,  aber  doißh  ehie  Relation  zwischen  je  zweien  derselben  festge-» 
stellt  würde.  Man  sieht  leicht  ein,  wie  die  hier  begonnenen  Betrachtungen  sich  gestalten,  wenn 
anstatt  der  bi^iden  x  und  x'  die  drei  unabhängig  Veränderlichen  x,  li^  x''  oder  auch  noch 

(.>  .'  \    mehr  vorhanden  gewesen  wären. 

Hätte  man  endlich  im  Geiste  einer  begonnenen  Untersuchung  die  Veränderlichen  x',  x", . .  • 
als  Functionen  der  einen  x  angesehen,  diese  letztere  aber  selbst*  wieder  als  eine  Zusammen- 
setzung von  einer  als  unabhängig  genommenen  Grösse  u,  die  in  der  Aufgabe  schon  bestimmt 
worden  ist,  und  man  wollte  u  von  einer  ausserhalb  den  Grössen  der  Aufgabe  liegenden  und 
vorläufig  gänzlich  unbestimmt  gelassenen  neuen  Grösse  abhängig  machen,  so  hätte  man  sich 
unter  u  eine  unbestimmte  Zusammensetzung  dieser  neuen  Grösse  vorzustellen  und  unter  x,  x^,  x'\.. 
dieselben  Functionen  dieser  unbestimmt  gebliebenen  Zusammensetzung,  welche  sie  zuvor  von 
u  waren,  so  dass  man  x  als  eine  mittelbare  Function  der  unbestimmt  gelassenen  Grösse  und 
x',  x", .•••  äIs  Functionen  von  dieser  miltelbareh  Function  sich  zu  denken  hätte,  weswegen 
die  AbleÜungsrechnutig  unter  solchen  Umstäi^den  und  hn  Sinne  der  von  uns  eingeführten  Be- 
zeichnungen gäbe^ 

(ift.«.)    .  dx=:5xdu.,..dx'=Äx'dx  ,    dx'^=Bx"dx, 


« •  •  • 
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oder  $iUGh,  weil 
ist: 


da  '  .  dx  '  dx    '  . .,  .  • 

Sx'=lx'Sx  ,    8x"=zlx"8x  , 

*         dx       ^  .      dx'       -j  „      dx"  ^^^       ^ 

ö x=  j—  ,    öx=  -j—  ,    öx  =z  3 — Cftft«  ••) 

du  '  flu  '  du 


Leitet  man  die  Gleiclniiigen  (15.  b.)  wiederholt  nuch  der  neu  eingeiilhrteBi  .aivuieitelb  den  6r0Sf- 
•en  der  AufgabOv  gewäfalien  unabhängig  Veribideriiohen  ab,  ao  erbäR  man: 

dttd'x  — dx  'Ju 


S'x  du= 


(du)» 
dxd'x'  — dx'd^x 


yx-dx=i="^""~r        v\ •— • U*.«.) 

(dx)* 
^,  .,.        dxd^x"— dx^d'x 

%X'dx= ^j^^j5 

und  so  weiter,  und  die  Gleiefaungen  (15.  e.)  liefern  durah  die  glaidie  Behandlung:  .^  ^;  - 1 

dud*x— dx  d*u 


5*x  = 


(du)^ 


„  ,      dud'x'  — dx' d'u    \  1-^-   ^\ 

^*= (tHö' ^^ ••  ^••'   '^ 

„  „     dnd'x"— dx"d'tt 

(du)» 

ttRid  80  fori   Auf  demselben  Wege  fortgebend,  lassen  aich  auch  Ae  dritten  uM. hohem  «Ableir 
iungen  von  x'^  y,  k'\  .  * .  nach  u  darstellen. 

119}  Die  vorstehenden  Nummern  zeigen  in  allgofneinster  Weise,  welcher  Zusammenhang 
zwischen  den  Ableitungen  der  Functionen,  bei  welchen  man  sich  nach  und  nach  eine  stets  ab- 
geänderte  Abhängigkeils  weise  der  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  vorstellt,  statt  findet;  bevor 
wir  aber  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  die  AbhSngigkeitslAertragungen  in  der 
besondem  Form  durchnehmen,  in  der  sie  bei  Anwendungen  der  Ableitungsrechnung  auf  Gegen- 
stände, welche  im  Räume  erscheinen,  aufzutreten  pflegen,  weil  wir  so  eine  öftere  Wiederho- 
lung derselben  Betrachtungen  im  Laufe  der  später  folgenden  Untersuchung  zu  vermeiden  hoffen 
dürfen.    Stent  zuvörclerst 

eine  Gleichung  zwischen  den  zwei  Veränderlichen  x  und  x^  vor,  in  der  wir  x"  als  Function 
von  X  ansehen,  so  dass  auf  sie'cfe  vorhin  in  Nr.  111.  aufgestellte  Gleichung 


■        « 


anwendbar  ist,  wenn  '94  ^'ie  dort  den  Quotienten  o^  vorstellt  '  Werden  hierauf  die  Grdssen 
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X  und  x'  von  zwei  andern  u  und  u'  abhängig  gemacht  durch  die  beiden  Gleiehmigea  y<Mn  errte» 

Grade: 
(!••  «.)  X  =:fi,  +  /M,  tt  +  /M,  u'    und    x'=zi/.  +  /»,'  u  +  /m;  u', 

in  welchen  ju, ,  fc, ,  fi,  und  ju«,  fi[,  /i,  beliebige  constante  Grössen  vorzustellen  haben,  und 
setzt  man  für  x  und  x'  in  die  Gleichung  (16.  a.}  ihre  durch  die  Gleichungen  (16.  c.)  gege- 
benen Ausdrücke  in  u  und  u'  ein,  so  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in  eine  andere 

vrelche  mit  der  erstem  einerlei  Inhalt  hat,  aber  anstatt  x  und  x'  treten  in  ihr  u  und  u'  aut 
Durch  diese  letztere  Gleichung,  wenn  man  sie  fitr  sich  betrachtet,  wird  u'  zu  einer  FunctiOD 
von  u  gemacht,  für  welche  der  obem  Gleichung  (5.  b.)  zufolge 

(tf.  *.)  ^u'+t^i=:0 

ist,  wenn' t/4  den  Quotienten  ^f^  vorstellt.    Denkt  man  sich  die   Gleichungen  (16.  c.)  nach 

den  als  unbekannt  betrachteten  Grössen  u  und  u'  aufgelöst,  so  kommen  zwei  andere  Gleichun- 
gen vom  ersten  Grade 

(19.  ••)  u=:y«  +  y,x-f"y«x'    und    uzsi/i  +  vix-f-vix' 

zum  Vorschein,  welche  mit  denen  (16.  e.)  einen  und  denselben  Inhalt  haben,  und  in  denen 
wieder  y, ,  Vi ,  Vs  und  v» ,  v! ,  y%  constante  Grössen  vorstellen.  Diese  letztem  Gleichungen 
besitzen  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  an  die  Stelle  von  u  und  u'  ihre  durch  sie  in  x  und  x' 
gegebenen  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (17.  a.}  einsetzt,  diese  sich  wieder  in  die  Gleichung 
(16.  a.)  umgestaltet.  Die  3  Gleichungen  (16.  a.)  und  (16.  c.)  sowohl  als  die  drei  (17.  a.) 
und  (17.  c),  in  welchen  die  vier  Veränderlichen  x,  x'  und  u,  u'  auftreten,  machen  drei  von 
diesen  Grössen  zu  Functionen  der  vierten.  Fasst  man  erstlich  x,  x'  und  u'  als  Functionen 
von  u  auf,  und  leitet  in  diesem  Sinne  die  Gleichungen  (16.  c.)  nach  u  ab,  u'  als  mittelbar 
durch  die  Gleichung  \ff^'=^0  gegebene  Function  von  u,  x  und  x'  aber  als  die  imtleibar  durch 
die  Gleichungen  (16.  c.}  gegebenen  Functionen  von  u  ansehend,  so  erhält  man: 

(M.«.)  Jx=iM,  +  jw,Bu     und    5x=iti;  +  /a(Öu'; 

fasst  man  hingegen  u,  u'  und  x'  als  Functionen  von  x  auf,  von  denen  die  letztere  mittelbar 

durch  die  Gleichung  9)2=0  gegeben  ist,  die  ersten  beiden  aber  mittelbar  aus  den  Gleichungen 

(17.  c}  hervoi^ehen,  und  leitet  man  diese  letztem  Gleichungen  in  diesem  Sinne  nach  x  ab, 

so  erhält  man: 
(19.  b«)  Ju=ri/,  +  i;,Sx'    und    5u'=i'I  + vi^x'. 

Da  Ju  die  Ableitung  von  u,  als  Function  von  x  gedacht,  und  ^x  die  Ableitung  von  x,  als 
Function  von.  u  gedacht,  bezeichnet  und  also  der  Gleichung  (10.  b.}  gemäss  £xJu  =  l  ist,  so 
geben  die  ersten  der  Gleichungen  (18.  a.}  und  (18.  b.}: 

(!•.  ••)  (/'.  +  ^.8u')(i/.  +  y.*x0  =  l, 

woraus  eine  der  Ableitungen  %  u'  und  t  x'  aus  der  andern  sich  finden  lässt  Setzt  man  in  diese 
letzte  Gleichung  für  %x'  und  Bu'  ihre  aus  den  Gleichungen  (16.  a.)  und  (17.  a.}  erhaltenen 
Wertfae  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (5.  b.}  ein,  so  verwandelt  sie  sich  in: 


f.  li.  Nr.  119.  AbleitnngSBfttee.  SU 

iHid  gfiebt  80  die  AbMngigkeÜ  zu  erkennen,  welche  zwischen  den  ans  den  Gieichmigen  (16.  a.} 
vnd  (17.  a.}  hergeholten  Qaotienten  «px  vind  t^^  stattfindet. 

Leitet  man  die  Gleichungen  (18.  a.}  noch  einmal  nach  u,  die  (18.  b.}  noch  einmal  nach 
X  ab,  so  ergiebt  sich  im  ersten  Falle: 

Fx=i4^l*n'    und    ^x=^;^*u',  (•••••) 

im  andern  Falle: 

a»u  =  y,SV    und    3*n'=p^l^x\  («••  »0 

und  setzt  man  die  hier  fUr  ^x  und  ^u  erhaltenen  Werthe  in  eine  der  Gleichungen  (10.  c.} 
oder  (10.  d.},  z.  B.  in  die  erstere,  so  kommt: 

v^Vx'8x+fi^t*u:{8uy:=zO, 

welche,  wenn  man  sie  successive  mit  ^u  und  (^x)*  multiplicirt  und  auf  die  Gleichunig  (10.  b.) 
RUcksickt  nimmt,  die  beiden  folgenden  Formen  annehmen  kann:  < 

v,l'x'+/i,l'vi'{3uy=0    und    y,?«x'(5x)'  +  ^.B»u'=0,  («!••.) 

mittelst  welcher  sich  eine  von  den  beiden  Ableitungen  d'x'  und  d'u'  in  die  andere  übertragen 
Idsst    Leitet  man  die  Gleichung  (16.  b.}  nach  x  und  die  (17.  b.}  nach  u  ab,  so  findet  man: 


If  «1  !•  «1 


^yi  +  ?<pi%x'+Vx'=rO    und    tiff/^+tii/^lvf+l^ü=0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  aus  den.  CMeichuugen  (16.  b.}  imd  (17.  b.}  fttr  %x'  und  %u'  sich 
ergebende^  Wertbe:  , 

'ivx—Vx^Vx  +  ^'^  —  0    «nd   '^V'ii  — VJi^Vii  +  ^'u'=0 

«nd  die  hieraus  für  H'x'  und  %'u'  sich  ecgebenden  Werthe  machen,  wenn  man  sie  in  die 
Gleichungen  (21.  a.}  einsetzt,  diese  übergehen  in: 

i'.(»Vi-vi*^Vo+/'.oV;i-v'i'^Vü(*u^^ 

und 

i.,(ayi_yiV7>;)(5i)*+^,(Va-V'i*^Vü=0- 

Weil  aber  zufolge  der  ersten  der  Gleichungen  (18.  a.}  und  (18.  b.^  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (16.  b.}  und  (17.  b.} 

^x=jti,  —  ju,-^    und    5tt  =  if|  — y,^ 
ist,  so  gehen  die  beiden  vorigen  Gleichungen  über  in: 

und  > («!•  ii.) 

m  denen  beiden  sich  eine  und  dieselbe  zwischen  ^9^9  dqp^  und  <&t^a,  ^V^q)  ^  ^  zwischen 
den  zweiten  Fartialableitungen  von  (p  und  ^,  stattfindende  Relation  zu  erkennen  giebt,  die 
sich  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (19.  b.J  ableiten  Iftsst 

Auf  dieselbe  Weise  fortfiihrend  kann  man  Gleichungen  zwischen  den  dritten  und  hohem 
Ableitangen  mn  %'  und  u'  nach  x  und  u  und  zwischen  den  dritten  und  hohem  Fartialableitungen 
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von  (^  und  ^  «ufitelleB.  Auch  kann  man  au  den  zweiten  der  Gleidmafen  (18.  c)  und  (18.  k) 
Relationen  zwiichen  tx'  und  %u'  herleiten»  welche  eich  von  der  (19.  a.}  darin  untersdieiden, 
dasi  In  ihnen  blos  CoeHizienten  der  Gleichungen  (16.  c.)  oder  der  Gleicdiungen  (17.  c.}  vor- 
kommen und  eben  deswegen  in  vielen  Fällen  directer  zum  Ziele  führen.  Schreibt  man  näm- 
lich Jene  Gleichungen  im  Sinne  unserer  Bezeichnung  so: 

tx'8T=^i{+fi[ln'    und    «u'*u=y;  +  y;«x', 

so  geben  sie  unter  Berücksichtigung  der  ersten  Gleichongen  (18.  a.}  und  (18.  b.}: 

CM.«.)  *x=fJi±il*»;    und    ^u'=?^±^, 

und  setzt  man  in  diese  fllr  tx'  und  %u'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (16.  b.}  und  (17.  b.) 
ein,  SD  erhält  man  noch: 

(tf-n.)  ^=eiJtkzi4'  und  v^i=?i£k=4. 

Eine  von  den  bisherigen  verschiedene  Form  solcher  Gleichungen  erhält  man  noch,  wenn  man 
die  (22.  a.}  oder  die  (22.  b.)  mit  einander  multiplicirt,  und  dabei  die  Gleichungen  (19.  a.^ 
und  (19.  b.)  zu  Rathe  zieht,  wo  sich  dann  ergiebt: 

(ft.«o  bx'«u=(/i;+fi;%u'Kp;+v;«x')  und 

Die  vielerlei  Formen,  in  welchen  die  Relationen  zwischen  tx'  und  tu'  oder  qpx  ™d  ^[^  sich 
lelgon,  haben  ihren  Grund  in  dem  bestimmten  Zusammenhange,  in  welchem  die  CoeSizienten 
1*1}  f  •  9  t^\  9  f<t  und  Vi  ,  Vi ,  v\y  v\  unter  einander  stehen ,  welcher  Folge  der  zwischen  den 
Gloichungon  (16.  c.)  und  (17.  c.)  festgesetzten  Abhängigkeit  ist  Aus  dem  Umstände  iiinifi<^ 
dass  die  letzteren  dieser  Gleichungen  die  nach  u  und  u'  auFgeldsten  ersteren,  und  die  ersterea 
die  nach  x  und  x'  aufgelösten  letzteren  sind,  folgt  dass 


(••»iu) 


Uli'  — u'i#  — ^  — ^— —  ^'— ?^     oder 

Vi  y»  ^i      »t 

#«i  f»  l»i      /<« 


und  zugleich 

ist,  wie  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  man  die  Gleichungen  (16.  cJ)  nach  a  «ad  n',  odtf 
die  (17.  c.)  nach  x  und  x'  auflöst  und  im  erstem  Falle  die  Resultate  mit  den  Gleichungen 
(17.  c.)«  im  andern  Falle  »il  denen  (16.  c},  wekhen  sie  identisch  gleich  sein  müssen,  zu- 
sammenhält« Diese  Relationen  ziehen  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  der  Fonnen  nach  sich,  die 
sich  noch  mehr  bei  den  hohem  AUeitui^^en  geltend  macht  So  z.  B.  erhalt  man,  wenn  die 
erste  der  Gleichungen  (22.  a.}  nach  u,  die  andere  nach  x  abgeleitet 


U«.+*»t^u3'  (r, 


+  »',cx}' 


w«klie  Mf  de«  ersl«M  A«Mick  von  <i«a  GkkhHfca  (21.  •.)  sekr  Tersdaedea  ai  seai  sckei- 
«M»  dbier  ia  «äese  aberg«keB>  w«n  mm  Ar  ix  «id  im.  itoe  Werths  «s  iem. 
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CUeidumgen  (18»  a.}  «od  (18.  bw}  uad  f&r  ^ijti« — fi[f4t  fmdv^vi  —  i^iy«,  den  61eioii«0gen  (23.} 
gemäss,  — —  und setzt. 

120)  Wäre  anstatt  der  Gleichung  (16.  a.)  die 

zwischen  den  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  gegeben  gewesen,  der  zufolge  wir  x"  als  Func- 
tion von  X  und  x'  anzusehen  hätten,  so  dass  nadi  Anleitung  der  Gleichungen  (6.  b.}  r   .     . 

Vx"+yi=0    und    Vx"+9>x=0  («4.*.) 


I  •  ff  0  1  ff 


( 


ist,  wenn  unter  qp^  ^nd  y^  die  Quotienten  ,-71^  und  ^,,^'  verstanden  werden,  und  werden 

^  Vx  ^  ?>x 

unter  diesen  Umständen  die  Grössen  x,  x',   x"  mittelst  dreier  Gleichungen  vom  ersten  Grade 

von  drei  andern  Grössen  u,  uV  u"  abhängig  gemacht,  zufolge  derer 

x=/4,+^.u+/i.u'+/i.u",   x'=^;+/^u+^;u'+Ai;u",   x"=^;'+/iru4-|M;'u'+^;v  c«^.«.) 

ist,  worin  sämmtliche  mit  dem  Buchstaben  ia  versehene  Coeffizienten  constante  Grössen  voi^ 
stellen,  so  wird  die  (Heiohung  (24  a.},  wenn  man  in  dieselbe  filr  x,  x',  x"  ihre  durch  die   ,  ••. 
Gleichungen  (24  c.}  gegebenen  Ausdrücke  in  u ,  u"»  u"  setzt,  in  eine  andere  . 

t  ■       m 

umgewandelt,  welche  mit  der  vorigen  einerlei  Inhalt  hat,  in  der  abw  an  die  Stelle  von  x ,  x',  x'" 
die  Grössen  u ,  u',  u'",  wiewohl  mit  verändertem  Baue  der  Ausdrücke  (p  und  ip ,  getreten  sind. 
Durch  diese  letztere  Gleichung,  für  sich  genommen,  wird  man  berechtigt,  u^  als  Function  von 
u  und  u'  anzusehen,  so  dass  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (G.b.}  *  •       .  < 


I  ff  ffi 


%u"4-v;=0    und    t»"+VH=0  (»5.  fc.) 


I  ff  0  ff  I  ff 


ist,  wenn  man  unter  ^p'^  und  t/Zg  die  Quotienten  ,^/°  und  ,,,       sich  denkH    Sieht  man  in 

den  Gleichungen  (24.  c.}  u,  u',  u''  als  unbekannte  Grössen,  alles  übrige  hingegen  als  bekannt 
an,  und  löst  sie  in  Bezug  auf  diese  Unbekannten  auf,  so  erhält  man  drei  neue  Gleichungen 
von  der  Form: 

u=i/.+v,x+i/,x'+y.x",  u=/ff+v;x+i4x'+j/;x",  u"=>';'  +  i/rx+i/;'x'+yrx",    («5.«.) 

welche  mit  denen  (24  c.}  einerlei  Inhalt  haben  und  in  welchen  alle  mit  dem  Buchstaben  v  ver- 
sehenen Coefiizienten  constante  Grössen  sind.  Diese  letztern  Gleichungen  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  die  Gleichung  (25.  a.}  wieder  in  die  (24.  a.)  zurückfuhren,  wenn  man  in  er- 
stere  fttru,  n',  u"  die  aus  ihnen-  sich  ergebenden  Ausdrucke  in  x,  x',  x"  setzt.  Die  vor- 
stehenden 6  Gleichnngen  bilden  daher  einen  in  sich  zurück  laufenden  Cychis  von  Gleichungen, 
in  welchem  die  drei  ersten  und  die  drei  letzten  in  völlig  bestimmter  Weise  von  einander  ab- 
hängig sind,  ^was  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Partialableitungen  von  x''  und  u",  so  wie 
zwischen  denen  vt)n  ip  und  ^  nach  sieb  zi0ht|  die  wir  jetzt  näher  kennen  lernen  werden. 
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Die  Tier  Gleichungen  (24.  a.)  und  (24.  c.},  so  wie  die  vier  Oieichwifen  (25.  a.}  and 
(25.  c.},  in  welchen  die  sechs  Veränderlichen  x,  x',  x"  und  u,  u',  u''  auftreten,  machen  vier 
von  diesen )  die  man  beliebig  auswählen  kann,  zu  Functionen  der  zwei  noch  übrigen.  Fassen 
wir  zuerst  x,  x',  x''  und  u''  als  Functionen  von  u  und  u'  anf,  und  leiten  wir  in  diesem  Sinne 
die  Gleichungen  (24.  c.}  sowohl  nach  u  als  auch  nach  u'  ab,  wobei  wir  uns  u"'  als  die  durch 
die  Gleichung  t/^a  =  0  gegebene  Function  von  u  und  u',  x,  x',  x"  als  mittelbar  durch  die  Glei- 
chungen (24.  c')  gegebene  Functionen  derselben  Grössen  u  und  u  zu  denken  haben,  so  kommt : 

und 

(t«.b.)  Vxzs^^+^.Vu",  yx'=ii;+/i;Vu",  Vx"=^;'+^;'Vu"; 

fassen  wir  hierauf  u ,  u',  u''  und  x"  als  Functionen  von  x  und  x'  auf,  und  leiten  wir  in  die- 
sem Sinne  die  Gleichungen  (25.  c.}  sowohl  nach  x  als  auch  nach  x'  ab,  wobei  wir  uns  x"  als 
eine  durch  die  Gleichung  9?x  =  0  gegebene  Function  von  x  und  x',  u ,  u',  u"  dagegen  als  mit- 
telbar durch  die  Gleichungen  (25.  c.}  gegebene  Functionen  von  denselben  Grössen  x  und  x' 
zu  denken  haben,  so  kommt : 

und 

(M.  fc.)  3u  =  j/,  +  ysVx",    Vu'=i4  +  y;Sx",    Vtt"=:y;'  +  y;^Vx". 

Da  aber  hier ,  wo  bald  x  und  x'  als  Functionen  von  u  und  u^  bald  u  und  n'  als  Functionen 
von  X  und  x'  betrachtet  werden,  die  Gleichungen  (12.  g.)  und  (12.  h.}  ihre  Anwendung  finden, 
so  wird,  wenn  man  an  die  Stelle  der  dortigen  Ableitungen  ihre  hier  in  den  letzten  vier  Grup- 
pen gegebenen  Werthe  setzt: 

und 


1  •  10  I •  • I 


•  I  I  •  10  Ol 


Ct9«  *•)    < n —  = Ti —  >  Tö^ n —  > 

^.+/i,?u"        v,+  v,ix"    ^;+/i;^u"        v;  +  y;«x'' 

welche  zur  Darstellung  der  Fartialableitungen  von  u"  in  Partialableilungen  von  x''  dienen  kön- 
nen und  von  welchen  je  drei  der  in  (28.  b.)  enthaltenen  schon  in  den  drei  übrigen  enthalten 

^  looi  10         Ol 

sind.  Setzt  man  in  diesen  Gleidiungen  an  die  Stelle  von  c)x%  Bx"  und  d^u",  %u"  ihre  durch 
die  Gleichungen  (24.  b.}  und  (25.  b.)  gelieferten  Werthe  —  f^x  ?  —  T'x  und  —  ^ ,  —  y/^f  so 
verwandeln  sie  sich  in: 

t>i  f'i  —  f«>i  —  Gwi  jWj  —  jM.  tt'O  ^i  —  0*.  f*i  —  fi>3)  V'tt]  >< 
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.f/ — >f ~  >      —T — 7? ;  —  "^     /  _^ 7  >  / iwv«  m^j 


y/  _.    -_#r  *  _*y^ 


^»V^n— ^«  __  y»yx— y«      ^«V^n— ^«  __  ysym-^yi 

wodurch  die  zwischen  den  Partialableitungen  von  (p  und  i/;  stattfindenden  Relationen  an  die 
Hand  gegeben  werden.    Mit  den  Gleichungen  (28.  a.}  und  (28.  b»}  gleichbedeutende,  aber   ^       .  . 
schon  ihrer  grossem  Symmetrie  wegen  ungleich  vortheilhaflere  Gleichungen  eriiält  man,  wenn 
man  mfolge  der  Glefehongen  (11.  b.}  in  den  letzten  der  Gteichungen  (27.  a.)  und  (27.  b.) 

It  l«10  «ll«  «1  l»tt-|I«l 

«tt"=»u"Äu+»u"«u'    und    Äu"=bu"5tt  +  ^u''5u' 
'und  in  den  letzten  derer  (26.  a.)  und  (26.  b.) 

!•'  !•         10  •!!•  «1  lo'oi  Ol  Ol 

«x"=bx"«x  +  Sx"«x'    und    *x"=Bi"5x  +  *x"^x' 
setzt,  wodurch'  sie  werden: 

«)«"!5u  +  Vu'''(5u'=i<'+i'r'^x"    and    W' «  n  +  Vu"  *  u'=: »;' + 1»?  Vx'V  : 
«0  wie 

's*x''*x+Vx"«i'=/4,"*+k'^*'»"    vnd    Vx"Vi+Vx"Vx'=<  +^;' bB", 

und  mit  Zuziehung  der  beiden  ersten  in  (27.  a.)  und  (27.  b.},  so  wie  der  beiden  ersten  in 
(]26.  a.}  und  (26.  b.}  enthaltenen  Gleichungen  übergehen  in: 

b  vT  Qv, + K  'i  x"D + Vu"  (v;  + »;  'i  x'o = »r + v[''i  x", 

S  u"  (v,  +  y,  V  i")  +  Vu"  (/,  + 1/,  *i  x'O  =  v'r'  + ./,'  'i  x" 
und 

bx"o.+«.w')+Vx"o«;+A«;'«*u")=//;'+Ä",  ' 

'«*x"0'.+f.*^tt")+Vx"Oi;+/i;Vu")=/<;'+^i'Su", 

MS  denen  sioh  sogleich  die  folgenden  ergeben: 

-^vx  =;■  .   .     ^,  Yi-  .,  •  —ax  = n n— '  (*••••) 

r;'— »';bu"—i',bu"  1^'— i^.bn"— ".Ott" 

and 

—  ou=^^ — -»TT > — ji — ,.— eu= f, r, —  ,  !••.  ».) 

fi;'-/,bx"-fi.bx"  ^;'-^;bx"-/«,bx" 


I«  tl  1« 


wodurch  jede  der  Par^ialableftungen  %x''  und  bt''  durch  die  beiden  Partialableitungen  <du''  und 
%u'',  so  wie  jede  von  diesen  letztern  durch  die  beiden  erstem  dargestellt  wird.  Wir  unter- 
lassen  es,  noch  anders  geformte  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  dx'',  tx"  und  Su",  tv!' 
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aufzusteUen  und  bemerken  Mos,  dass  alle  diese  verschiedenen  Formen  ihren  Grand  in  der  Ab» 
httngigkeit  haben,  in  der  die  CoeflFizienten  der  Gleichungen  (24.  c.)  und  (25.  c.}  zu  einander 
stehen,  und  die  man  kennen  lernt,  wenn  man  die  einen  wirklich  aus  den  andern  herleitet 

!•  0  1 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (30.  a.}  und  (30.  b.),  filr  ^x'',  Zx^'  ihre  Werthe  aus  den 

if       «1 
Gleichungen  (24.  b:}  und  für  ^u'\  %u"  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (25.  b.},  so  ver-* 

wandeln  sich  dieselben  in: 


n 


worin  sich  das  Verhalten  zwischen  den  Partialahleitungen  der  Ausdrücke  qp  und  ^  auf  dne 
sehr  einfache  Weise  ausspricht 

Leitet  man  die  bisher  aufgestellten  Gleichungen  wIedeihaU  nach  x  und  x'  oder  nach  u  und 
u'  ab,  so  stösst  man  auf  Gleichungen,  welche  Relationen  zwischen  den  zweiten  Und  hdheni 
Partialahleitungen  von  x''  und  u''  oder  zwischen  den  zweiten  und  hohem  Partialahleitungen  der 
Ausdrücke  <p  und  ^  an  die  Hand  geben.  Auch  hier  wieder  irird  man,  je  nachdem  man  diesen 
oder  jenen  Weg  einschlägt,  auf  Relationen  von  sehr  verschiedener  Form  zwischen  denselben 
Partialahleitungen  stossen,  die  ihren  Grund  in  dem  Umstände  haben,  dass  die  in  (24.  c}  und 
(25.  c.}  enthaltenafi  Gleichungen  ihrem  Inhalte-  nach  eine  und  dieselben  sind,  nur  mit  dem  Un- 
terschiede, dass  erstere  in  einer  nach  x,  x',  x",  letztere  in  einer  nach  u,  u',  u"  aufgelösten 
Form  hingestellt  sind;  setzt  man  daher  die  Werthe  von  u ,  0',  u''  aus  den  letztem  in  die  er- 
stem, so  müssen  die  dadurch  sich  ergebenden  Gleichungen  identische  sein,  welche  zu  folgen- 
den Relationen  fuhren,  zu  welchen  man,  und  zwar  auf  eine  noch  directere  Weise,  gelangt,  wenn 
man  die  Gleichungen  (25.  c.)  der  Reihe  nach  einmal  mit  jU| ,  /i, ,  ^, ,  ein  andermal  mit  fc| ,  /i, ,  fjil, 
zum  drittenmal  mit  /ij",  fi^ ,  fi»  multiplicirt  und  jedesmal  die  drei  erhaltenen  Resultate  addirt,  und 
diese  Summen  mit  den  Gleichungen  (24.  c.},  denen  sie  identisch  gleich  sein  müssen,  zusam- 
menhält : 

/       ff  ^,       I      .  "  >  '     I  «»     t^ i\  '  y  ^,       I  ff      f      t         ff'     r* ^  A  .  ^     .       I         ff      f      \  ff      tf j 

Diese  Gleichungen  sind  ihrer  Form  nach  dieselben  wie  die  im  '  ersten  Abschnitte  $.  2.  unter 
(80.}  aufgestellten,  nur  dass  hier  Vj,  Vi,  v'(  steht,  wo  dort  A,  A',  A'',  y,,  y»,  vi^  wo  dort 
A,,  A[,  Ar,  Vs9  ^»  ^sS  wo  dort  A«,  A;,  A;';  fem^  hier  fi,,  ju,,  ^»,  wo  ilort  B,  B,,  B,, 
^19  ti%y  ^s>  wo  dort  B',  Bi,  B^,  /li',  /i^',  /i^",  wo  dort  B'',  B^,  K%  weswegen  sich  aus  ihnen 
die  gleichen  Relationen,  wie  die  dort  unter  (81.  a.)  aufgestellten  sind,  herleiten  lassen  und  die 
sich  in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 


(»1.».) (  = 


rf.v'i 

v". 

rf^ 

^i 

V, 

v.vi' 

^ 

»tVi  — 

v; 

Vt 

/*! 

"^■~ 

/<» 

— — 

/*. 

y^V, 

/*! 

v; 

v". 

=: 

Vi 

v: 

/«i 

< 

Vt 

=: 

v\v^- 

^ 

1^ 

v\v'i 

— 

vr 

v\ 

_ 

vr 

»» 

Vi 

^ 

ViV\- 

^i 

V, 
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wo  zur  AbkürznDfif  . 

.  Vi  v\  vi—  i/j  vi  if^  —  v\  y»  v;'.+  v\  v'i  Vi  + 1<'  Va  v\  —  !<'  v\  y,  =  N  (Si.  ••) 

gesetzt  worden  ist  Aehnliche  Relationen  erhält  man  auch,  wenn  man  die  Werthe  von  x ,  x',  x'" 
aus  (ko,  Gleichungen  (24.  c.}  in  die  Gleichungen  (25.  c.}  setzt,  wodurch  man  auf  identische 
Gleiehuugen  geführt  werden  muss,  w.Qlche  Rektiosen  aber  auch  ays  dep  vorigen  durch  wech- 
selseitige Vertauschung  von  /u  und  v  hergeholt  werden  können  und  sind: 


t       ft  ff      f  .jf  ..  ..        tr 


.  M^  f<a  f<3  —  fit  A<«  ^  f<»f<>— ^»/fs  _  M^Jh^zJ^tJf^ 

Vi  V»  Vs  I  ;» 


/'    '  t    it         ..    ,/*        . ." 


Vi  Va  V, 


.        ,^  fi.  fi>-  fii  AI»  _  fii  f»v-^i  /*3  _  fi.  AI,  -  /4,  AI3     y , C»t.bO 

.    Vi'  v\  vi  ' 

*    '_  fl^jWa'  —  Pi>i  _  fl?>a  —IXxfH   _  (JCj  ti[  ^  fi'i  pt^ 

I 

^enn  zur  *  Abküt^üng 

Aiijui/Mi'— Aii/iiVi  — /iAlA'»i"i'  +  i«if«iVj  +  /«»V«iwi'-^/MrAi8^  '  (M.  c.) 

geaet^t .wird.    Auch  folgt  noch  weiteir,.dass 

'i  ■  '  ■ 

ist,  wie  man  sogleich  iindat,  wenn  man.  aus  den  erslen  beiden  neben  einander  stehenden  Glei- 
chungen (3i.  a.}  jUs  dirtiinirt,  wodurch  man  findi&tt 

......  v;';;:=/i,(y.v{'~yai;0+/^,(v;K'-.v:VO,    .   .    . 

welche  Gleichung  mittelst  der  in  (31.  b.}  aufgestellten  übergeht  in: 

i  '        ....  'i^  ^  '1    .        ' 

v; = N  0«,  ^r—  fi,  Ali') 


'I  *l    V 


und  nun' mit  Rücksicht  auf  die  Gledchungen  (32.  b.)  die  angegebene  wird.  Diese  KMationen 
setzen  uns  in  den  Stand,  vorstehenden  Gleichungem  aHerhattd.GentAltäi  2Ui  geben,  aitfi  •  denen  imte» 
jedesmal  die  einfachsten  auszuwählen  hat.  So  gestatten  sie  uns,  die  Gleichungen  (28.  a.)  und 
(29.  a.)  in  viel  einfacherer  Weise  darzustellen.  Dividtrt  man  nftmlich  jene  Gleichungen  mit 
der  (33)  und  nimmt  Rücksicht  auf  di^i(31».;b»)..m^  (32.  b.),.«io  lass^  ^h  di^^lboii  «s^ 
schreiben: 

und  .  . 

Um  den  Gebrauch  .jener  Relationen  an  einem  dazu  geeigneten  Beispiele  zu  erläutern,  wol-      t.ci    -vi 
leii  wfr  aui^  den'Gleit61^t]|geR  (80.' a.)  ftdationeh  zwischen  den  ^^eiteni  Ableitungen  voff  x'" 
und  u''  herholen,  .wiewohl  sich  diesei^  Ziel  auf  kiM:zerem  Wege  erreichen  lüsst.    Leitet  man« 
jede  der  Gleichungen  (30.  a.)  sowohl  nach  u  als  nach  u'  ab,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf - 
die  ReljB^(Nien'(81;  b^):    > 

L  28 
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Vu"— y,  wo»(Vx"5x + ?)V!5xo =N  [—  0';+f«;Vu")Vu"+  o; +(/!in'ji 

•I  It  III«  «Sl«  «It«  l«ll 


— (y;— »';iü"— ^iu")*(^x"yx+Vx"5xO  =  N  [o.  +  ^  Vu'o  Vtt"— Oi,+^Vo")ä«"] 


und 

•I  I*  t«         «1  II  •■  It  •!  •!  II 


und  diese  Gleichungen  nehmen  mit  Rücksicht  auf  die  ([26.  a.}  und  ^26.  b.}  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

•I  19  >•         !•  It     «I«  •!       t«  t»      II 

(v^—vt^u"—v,^n'y(^x"Sx+^x''Sx'^=nQ^8J!^u"—S3:^n"^), 

•I  !•  II  !•  «t  !•  «1       9«  I«       II 

und 

(»i  —  »;*^u"—  v^iu'y  cVx"Vx  +  tJx"  Wj  i=N  (— 'j'x'Vu'+Vi'än") , 

C^r— >^.»u"— »,'^u")*ci»"«x+Vx"Vx')=N(+'ix  Vtt"— Vx  '^u'o . 

S«  II 

Man  kann  ans  den  ersten  beiden  dieser  vier  letzten  Gleichungen  %u"  und  Zu"  u>d  aus  daa 

•  »  II 

letzten  beiden  %u"  und  du'"  finden ,  und  erhält  so: 

!•     •!  I«    «1        S«  »I  I«  !•  *•  !•       I«  |l  !•  «t 

NC«x*x'— «x'«x)t)u''=(i'r— *i^"— ».^u'O»  [(5x)'  ^1"+  2  «X  Jx'  1»^+  (Jx^*  ^<!  » 

It     tl  I«       «I         II  •!  I*  I*    91     9«  !•     •!  I«      «I         II  1«    •§    «9 

Ji(SxSx'—Sx:3x)tir=Cp7—y,^''—y»^n'yiSxSxtx"+(8xSx:+8x'Sx)Zx"-\-8x'SxT>xr], 

!•  91     19   91   99  91  19  91    ,99  91   91    II        91    99 

1iQSxSx!—Sx^Sx)ln"=Cv7—p:,lu"—Pttn"y  l(Sxy  bx"+  2S  x8  xT  'dxr'+(ax')*S)jf']. 

J  19  91 

Setzt  man   nun   der   Gleichung   C^3   zufolge    -^  f&r  N  und  zu  gleicher  Zeit  Ar  ^x,  ix^ 

JH. 
19  91 

8i^^  8x'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungoi  (26.  a.}  und  (26.  b.},  so  wird  zunächst 

91  19 

odor  mit  Rüdoricht  auf  die  Gleichungen  (32.  b.): 

I«      91  19        91  91  19 

N  C*  X  a  x'— «x' 3  x)  =  i4'-- »4  S  «"— y.  2>  u", 
md  hiomf  gehen  die  vorigen  drei  Gleidningen  über  in; 

C9S.  •.}      |.(^(^+^Vu'^(^+,4Vtt'>H/«;+^bVj(>i.+fi.lVo)VxH<K+^^ 

Vu"=  (/:—  wVbvT—  v^^  u")  [O, + f«.  Vo")* »  x"+  20.  +  /i.  ViT)  04  +  A«;  Vtf")  V  X" 
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welche  Gleichungen  sieh  imt  Zuzlekan^  derer  (26^  a.}  Aiioh  auf  die  viachsteheiide  ein&diere 
Weise  schreiben  lassen:  :  >  \  i        . 

lO  Ol        '  '      It  1«  tf  1«         I«  II  '  fo  ts 

a  u"=  K— »;  t  u"*-  >,  ?) »")  [(5  x)»  a  x"+  2  a  X  5  x'  a  »"+  («  x')'  ^  x"] , 

^  u"=  Qv':—  v;  D  u"—  V,  t  u")  [^x  5x  Sx"-f  C*x^x'H-^x'^x)^x"+5x''ix'Sx'']  ,  )    C»».  ■»•) 
V  tt"  =(!»;:--  *4  V  n"  —  y,  '^* «")  [(V  x)»  :V  x"  -f  2  V  xJä  x'  '^  xT^  -f  (V  .x')'  V  x"]  . 

Zu  ähnlichen  Resultaten  führen  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen  (30.  b.J,  welche  sich 
aber  schon  aus  den  vorstehenden  durch  wechselseitige  Vertauschung  der  Buchstabdn  x  und  u 
so  wie  derer  v  und  fi  mit  einander  erhalten  lassen.  Aus  den  so  gefundenen  Relationen  2wi* 
sehen  den  zweiten  Partialableitungen  von  js!'  und  u'^  lassen  sich  dann  auch  die  zwischen  den 
zweiten  «PartiAlableitiingen  von  (p  und  ip  ofiittelst  der  Gleichangeii  (24.  ,b.)  und  (25.  b.)  her-  r 
holen. 

121}  Hätte  man  schliesslich  anstatt  der  emen  Gleichung  (24.  a.}  die  beiden 

vorgelegt  bekommen,  wo  in  (p^  sowohl  als  in  <^x  ^  ^^  Veränderüelien  x,  x',  x''  vortooK 
men,  so  wenfen  durch  das  gleichzeitige  Bestehen  dieser  beiden  GkichwigieB.zwei  von  den  drei 
Veränderlichen  zu  Functionen  der  dritten  gemacht  und  man  l^at,  im  Falle  x"  und  x''  als  Func- 
tionen von  X  genommen  werden,  den  Gleichungen  (7.  d.}  gemäss: 

9>i-*i  +  (9>x-'*'^^x'=0    und    ip;«i-9;i<Pi'  +  (9>'i-<P»»x"=0,  («•.  li.) 


I«0  100.  010  010 


wenn  man  unter  yi »  *x  «nd  Vx >  *x  ^^  Quotienten  ,,/^  ,  -^xi — ^  ™^   öti^  > . rrrr^  • .    .   .    ' 

versteht.  Werden  nun  wieder  die  Veränderlichen  x,  x',  x"  von  drei  andern  u,  u',  u"  durch 
^e  drei  Gleichungen  vom  enrten  Grade 

x=/io  +  ^.u  +  ^,u'+/i.u",     x'=/.  +  /i;u  +  /.u'+/.u",     x"=iur4-/iru  +  <u'+/iru"   (••••.) 

abhängig  gemacht,  und'  settt  man  die  Uerdnroh  tun  x^  x^,  x"  gegebenen  Ausdrücke  in  die  •  >     *     ; 
Gleichungen  (36.  a.!  ein,  so  gehen  die|$e  in. zwei  andere: 

t/;^=0    und    Wa—0  (mr.  a.) 

von  demselben  Inhalt  übet»  in  denen  ip  und  ^  im  Allgemeinen  die  drei  Veränderlichen  u ,  u',  u'^ 
in  sich  tragen  werden,  und  die  durch  ihr  gleichzeitiges  Restehen  zwei  von  diesen  Grössen  zu 
Functionen  der  dritten  imacfaea  Sieht  man  in  diesen  Gleichungen  n'  und  u''  als  Functionen  von 
n  an,  so  hat  man  den  Gleichungen  (7.  d.}  gemäss: 

und  fasst  man  in  den  Gleichungen  (36.  c.)  die  Grössen  u,  u',  u"  als  Unbekannte  alles  Uebrige 
in  ihnen  als  bekannt  auf,  so  giebt  die  A^flösung  der  genannten  Gleichungen  in  Bezug  auf  ^  ^ 
diese  Unbekannten  drei  neue  Gleichungen  vom  ersten  Grade,  nändich:  '*    *  '    ' 

ganz  1^0  wie  in  der  yotig^n  Nutnmer.  t>iese  Ausditicke  von  u,  nV^"  würden,  wenn  man  sie 
an  die  Stelle  dieser  Grössen  in  die  Gleichungen  (37.  a.)  setzte,  wieder  ^  flieichangen  (8&  a.} 

28» 
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liefeni»  so  diss  von  de»  letzten  drei  Gleichungen  zu  den  ersten  drei  genau  der  i^eiche  Ueber- 
gang  stattfindet,  wie  von  diesen  zu  jenen  und  also  alle  sechs  einen  in  sich  zurücklaufenden 
Cyclus  bilden.  Die  5  Gleichungen  (36.  a.}  und  (36.  c.}  machen  5  von  den  6  Veränderiichen 
X,  x',  x"  und  u,  u',  u"  zu  Functionen  der  sechsten  und  das  Gleiche  thun  auch  die  Gleichun«- 
.  .  gen  (37.  a.)  in  Verbindung  mit  denen  (37,  c).    Passen  wir  zuerst  x ,  x',  x"  und  u',  u"  als 

Functionen  von  u  auf,  und  leiten  wir  in  diesem  Sinne  die  Gleichungen  (36.  c.}  nach  u  ab, 
Wobei  wir  uns  u%  u''  als  die  durch  die  Gleichungen  (37.  a.)  gegebenen  Functionen  von  u, 
hingegen  x,  x',  tC'  als  die  durch  die  Gleichungen  (36,  c.}  gegebenen  Functionen  von  dersel- 
ben unabhängig  Veränderlichen  u  denken,  während  in  diesen  letzten  Gleichungen  die  Grössen 
u',  u''  als  die  durch  die  Gleichungen  (37.  a.}  gegebenen  Functionen  von  u  anzusehen  sind, 
so  liefert  die  Ableitungsrechnung  dieser  Vorstellungsweise  zur  Folge: 

(s^a.)      5x=/i,+f«.su'+^,«u",  *x'=:^;+^;%u'+iM;Bu",  «x"=^r+^^u'+fi;'^u'. 

Leiten  wir  hierauf  die  Gleichungen  (37.  a}  in  der  Art  nach  x  ab,  dass  wir  x'  und  x"'  als  die 
mittelbar  durch  die  Gleichungen  (36.  a.}  gegebenen  Functionen  von  x,  hingegen  u,  u",  u" 
'  als  die  durch  die  Gleichungen  (37.  c.},  in  denen  man  sich  unter  x'  und  x"  die  eben  genann* 
ien  Functionen  zu  denken  hat,  mittelbar  gegebenen  Functionen  von  derselben  nnabhfingig  Ver«* 
änderiichen  x  ansehen,  so  liefert  die  Ableitungsredinnng  im  Sinne  dieser  Vorstdinngsweifie: 

CS9.bO  Ju  =  y,  +  v,ax'+»'.»x",    au'=i/;  +  y;Sx'+y;Sx",    «u"=y;'+i/r^x'+ v;'Sx"; 

und  ein  nochmaliges  Ableiten  der  Gleichungen  (38.  a.}  und  (38.  b.3  liefert: 

^(^*x=^,yu'+/i,»*u",    «»x'=:^;^»u'+/,Vu",    i*x"=^;'S*u'+^r%'u" 
iM».  eO    I     und 

(5*u  =  v,?*x'+j/,^'x^    «•u'=i/;^*x'+v;^'x",    5*u"=vr^'x'+yr^*x". 

Da  im  gegenwärtigen  Falle  bald  x  als  Function  von  u  und  bald  u  als  Functftfn  von  x  be- 
Irachtet  und  daher  der  Gleichung  (10,  b.}  gemäss  8xS\k=:i  ist,  so  hat  man  zuvörderst: 

und  ausserdem  geben  die  2  letzten  Gleichungen  in  (38.  a.}  sowohl  als  die  in  (38.  b.),  wenn 
man  in  ihnen  den  Gleichungen  (11.  a.)  gemäss 

«x'zzSx'Jx  ,    Sx''—%Js:'Sx    und    «u'=Su'Ju  ,    ?u"=l>u"*u 

setzt  und  9Xt  Sx  und  Svl  ihre  Werfhe  aus  den  ersten  der  Gleiehungen  (38.  a.)  und  (38.  b.) 
nimmt: 


CM«M 


(»••  ••) 


fli  +  Z^t^U'+^sBu"  '      ^^  fA^+ii,  BU'+/I.  'du 

und 

c,  ,_  y;  +  y;Bx-+y;^x-      .  ._  vr+v':^x'+v^lx'' 

Durch  weiter  fortgesetztes  Ableiten  kann  niA  leicht  die  Werthid  von  IbV,  t*x'\  V  x",  %*  x''. . . 
oder  von  Vn'y  Vn'\  l^u\  VW. f.  auffinden.  So  z.  B.  geben  die  Gleichungen  (39.  b,},  wenn 
man  sie  nach  n  ableitet: 
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und 


(»•.  d.) 


(S*.  c.) 


welehe  dorck  den  in  (38.  a.}  «agegebenen  Wertb  vqo  Jx  fibergehien  in: 

^,  ,  _  If^ftt  -  fi',  fi.  -  (f. M»  - Hr f*»')^  n'1  ya'+  ["./«i-^^.H-  O.^»--/««/«.}  t>u']y«" 

und 

ond  ebra  so  verilUirt  man  in  allen  andern  FäHen. 

B.  Aofttellug  dies  Saties,  w«dirck  sldi  der  Ueker^Mg  vira  4«  hüMimgmnthamg  n  tiien  ds  ZaU^ 

eigeisdiafteii  leleht  wd  sicker  bewirkitoUigMi  ilbst 

122)  Wir  zerspalten  diesen  Satz  je  nach  der  Anzahl  der  vorhandenen  Grössen  in  folgende 
ünterfölle : 

a}  Lassen  sich  zwei  von  einander  verschiedene  Grössen  A  und  B  durch  zwei  von  einander 
verschiedene,  aber  nach  steigenden  Potenzen  einer  und  derselben  Veränderlichen  fortlaufende 
fihnUche  Reihen  mit  ganzen  und  positiven  Exponentea  darstellen,  so  dass  man  hat: 

A3:y"(K  +  K,y  +  K.y*+...0  und 

wobei  K,  Ki/K,,....  und  St^  §tiy  St,,....  beliebige  reelle  und  endliche  Grössen  vorstellen, 
die  mit  Ausnahme  von  K  und  St  auch  Null  sein  können;  und  sind  die  Grössen  A  und  B  von  ( 
solcher  Art,  dass  deren  Unterschied  bei  jedem  möglichst  klein  gedachten  Werth  von  y  in  Ver- 
gleich zu  ihnen  selbst  verschwindend  klein  wird,  so  muss  sein: 

b)  Lassen  sich  zwei  von  einander  verschiedene  Grössen  A  und  B  durch  zwei  von  ein- 
ander verschiedene,  aber  nach  steigenden  Potenzen  zweier  Veränderlichen  fortlaufende  ähnliche 
Beihen  mit  ganzen  und  positiven  Exponenten  darstellen,  so  dass  man  hat: 

A  =  y"y'-[K  +  CK.y  +  K'yO  +  fK.y»  +  K:yy'+K'YO  +  ..-.]  )  ,^^      ^ 

Brrry^y'-  [«  +  («,  y  +  Ä'y')  +  (ft.y^+«;yy'+«'YO  +  ....]j '""    ^  *"  "^^ 

wobei  K ,  K, ,  K V  •  -  •  und  ft ,  £i ,  ft', . . . .  beliebige  reelle  und  endliche  Grössen  vorstellen,  die 
mit  Ausnahme  von  K  und  St  auch  Null  sein  können;  und  sind  die  Grössen  A  und  B  von  sol- 
cher Art,  dass  deren  Unterschied  bei  jeden  möglichst  klein  gedachten  Werthen  von  y  und  y 
in  Vergleich  zu  ihnen  seftst  verschwindend  klein  wird,  so  muss  immer  noch  sein: 

c}  Man  kann  schon  tus  den  beiden  in  a}  und  b)  «nfgesteilten  FlBen  leidit  enlnehmei^ 
wie  der  Satz  lauten  würde,  wenn  üß  beiden  Grössea  A  «nd  B  durdi  ähnliche  Reihen  darge-  i 


9%i  Analjtische  fteometrie.  Absek«  VOL 

stellt  werden  könnten,  die  nack  Potenzen  von  drei  oder  mekr  Verindeiiichen  mit  ganzen  posi- 
tiven Exponenten  fortliefen. 
^  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  springt  schier  von  selbst  in  die  Augen,  doch  wollen  wir, 

seines  grossen  Einflusses  bei  Anwendungen  der  verschiedensten  Art  halber,  dessen  Beweis  hi^ 
nicht  übergehen. 

Beweis  zu  a}  Die  Gleichungen  (40.  a.}  geben  sogleich  den  Unterschied  der  beiden  6r6s* 
sen  A  und  B  an  die  Hand;  es  ist  nlimlich 

A-B  =  y"[CK-5t)  +  (K,-»0y  +  CK.-ÄOy'+----], 

und  diese  Gleichung  verwandelt  sich  bei  einem  möglichst  kleinen  Werth  von  y,  wo  jedes  fol- 
gende Glied  der  in  eckige  Klammem  eingeschlossenen  Reihe  verschwindend  klein  wird  in  Ver- 
gleich zu  jedem  wirklich  vorhandenen  früheren  derselben  Reihe,  entweder  in 

(4«.)  A  — B  =  y-CK  — ft), 

wenn  K^-^ft  nicht  der  Nall  gleich  ist,  oder  in 

A-B=v-[(K.-JtOT+afa-»Oy*+..-], 

wenn  K  —  St  der  Null  gleich  ist,  und  man  kann  in  diesem  letztem  Falle  anstatt  der  in  eckige 
Klammem  eingeschlossenen  Reihe  das  erste  in  ihr  wirklich  vorhandene  Glied  allein  nehmen, 
weil  alle  übrigen  bei  dem  möglichst  klein  gedachten  Werthe  von  y  gegen  dieses  eine  völlig 
verschwinden,  dieses  eine  aber  enthält  offenbar  die  erste  oder  eine  noch  höhere  Potenz  von  y 
in  sich;  stellt  daher  r  eine  ganze  positive  Zahl  vor,  die  entweder  i  oder  grösser  als  1  ist,  so 
Iflsst  sich  der  Unterschied  zwischen  A  und  B  in  dem  Falle,  wo  K  —  9z=zO  und  j  möglichst 
klein  ist,  so  darstellen: 
i     (MO  A-Bz^y-^^CKr-ftr). 

Nun  liefern  aber  die  Gleichungen  (40.  a.}  flir  einen  möglichst  klein  gedachten  Werth  von  y,  dt 

K  und  St  nicht  null  sind,  stets 
(440  A=y-K    und    Brny"», 

woraus  folgt, '  dtiss  der  in  (42,')  angegebene  Unterschied  zwischen  A  und  B ,  welcher  stattfindet, 
wenn  K  —  St  nicht  der  Null  gleich  ist,  vergleichbar  ist  mit  den  in  C^O  angegebenen  Werthen 
I  .  von  A  und  B  selber,  da  in  allen  dreien  y  in  derselben  Potenz  vorkommt,  dass  aber  der  in 
(43.)  angegebene  Unterschied  zwischen  A  und  B,  welcher  statt  findet,  wenn  K  —  9=0  ist, 
verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  in  (44.)  angegebenen  Werthen  von  A  und  B  wird, 
weil  er  eine  höhere  Potenz  des  möglichst  klein  gedachten  y  als  diese  in  sich  trägt  Folglich 
uiuss  jedesmal,  wenn  A  —  B  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  A  und  B  ist,  K  —  S=0 
oder  K=5t  sein. 
^  Beweis  zu.  b}.  Die  Gleichungen  (]41.  a.)  geben  sogleich  den  Unterschied  der  beiden  Grös- 

sen A  und  B  an  die  Hand;  es  ist  nämlich: 

A-B=y-y'-[CK-Ä)  +  C(K^-«.)y  +  CK'~r)yO 

+C(Kt-ÄOy'+(K:-ÄDyy'+(K"-Ä'0y'O  +  .-.3; 

diese  Gleichung  verwandelt  sich  aber  bei  möglichst  klein  gedachten  Werthen  von  y  und  Yt  ^^ 
jedes  folgende  Glied  der  in  eckige  Klammern  eingeschlossenen  Reihe,  welches  alle  TheOe  von 
emerlei  Dimension  in  Bezug  auf  y  und  y'  in  sich  aufnimmt,  verschwindend  klein  vrird  in  Ver- 
gleich SU  jedem  wirklich  voritandenen  frühem  solchen  Gliede,  entweder  in: 

(4*0  A-Brrry-y'-CK-Jt), 
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W6im  K — St  nieht  der  Noil  gleidi  iriird,  oder  ia: 

A-B==y-y^[((K.-»Oy+(K'-Jny) +C(K.-ÄOf +(IC-«)y  y'+(K--^^  . . .] , 

wenn  K — St  der  Null  gleich  ist,  und  man  kann  in  diesem  letztern  Falle  anstatt  der  in  eckige 
Klammem  eingeschlossenen  Reihe  das  erste  in  ihr  wirklich  vorhandene  Glied  allein  nehmen, 
weil  alle  übrigen  gegen  dieses  bei  möglichst  klein  gedachten  Werthen  von  y  und  y^  völlig 
verschwinden,  dieses  eine  aber  gehört  offenbar  entweder  zur  ersten  oder  zu  einer  noch  hohem 
Dimension  in  Bezug  auf  y  und  y';  stellt  daher  r  die  Zahl  1  oder  eine  noch  grössere  ganze 
positive  Zahl  vor>  so  ist  der  Unterschied  zwischen  A  und  B  in  dem  Falle,  wo  K  —  St=zO  ist 
und  y  sowohl  als  Y  möglichst  klein  gedacht  werden,  stets  so  darzustellen: 

A^B===y»y'»[(Kr-ÄOy'  +  (K;-.-Ä-Oy'-'y'+(K;r.,_jrrlOf-'^^^  (4M 

Nun  liefern  aber  die  Gleichtmgen  (4i.  a.)  für  mögUchst  klein  gedachte  Werthe  von  y  und  y', 
da  weder  K  noch  St  null  ist,  stets: 

Aziiy^y'-K    und    B  =  y"'y'»ft,  («.) 

wotaus  foigt,  dass  der  in  (45.)  angegebne  Unlersi^ed  zwisdieii  A  und  B ,  welcher  stattfindet^ 
WWA  K  —  S  nicht  der  Null  gleich  ist,  vergleichbar  ist  mit  den  in  (47.)  angegebenen  Werthen 
von  A  und  B ,  da  in  allen  dreien  y  und  y'  in  einer  und  derselben  Dimension  erscheinen»  dass 
hingegen  der  in  C^O  angegebene  Unterschied  zwisehea  A  und  B,  welcher  statt  findet,,  wenn 
Kr-S=:0  i«t,  verschwindend  klein,  in  Vergleich  xu  den  ja  (47.}  angegebenen  Wert)ieii  von 
A  und  B  wird,  weil  er  lauter .Theile  der  m-|*n  +  rten  Dimension  in  Bezug  auf  y  und  y'  in 
BuA  enthält y  während  diese  bloa.Tlieile  der  m^-nt^  Dimension  in  sich  aufnehmen,  und  jene 
Pjnifipiiion  der  ZaU  r  zur  Folge  stets  grösser  als  diese  ist  Folglich  um»  jedesipal,  wen*. 
A — »B  verschwindend  kliBin  in  Vergleich  zu  A  und  B  ißt,  K — ft=0  oder  K:z=2St  sein. 

Beweis  zu  c}.  Der  Beif^is  dieses  Satzes,  wenn  die  Reihen  nach  Potenzen  von  3  und 
mehr  Veränderlichen  fortlaufen,  lässt  rieh  immer  wieder  auf  dieselbe  Weise  iUhren,  wie  schon 
dier  vöOig  gleichntarmige  Gang  desselben  in*  den  Fällen  a}  und  b}  deutlich  genug  zu  O'kennen 
giebt '    *  ■ 


» • « 


s-  «f 

Toi  <CT  efeeaei  Cvr«. 

Unser  Gang  war  bisher  immer  so,  dass  wir  aus  den  Betrachtungen  der  Gegenstände  in 
Räume  die  besevidere  Betrachtungsweise  ableiteten,  wdehe  genUgt,  wenn  alle  Pmcte  der  un- 
tenmebleii  Gegenstände  in  einer  und  derselben  H^ene  Hegen ;  jetzt  aber,  wo  alle  Vorstdlangea 
eine  zusammengesetzlere  Natur  aimehmen,  wird  es  besser  sein,  wenn  wir  die  Untersuchmng» 
der  letztem  Art  vorausgehen  und  ers(  auf  sie  die  der  erstem  Art  folgen  lassen,  weil  so  das 
Yerwiekellere  rieh  aus  dem  EinfKbern  Licht  verschaffen  kann. 

1J23)  Wenn  in  einer  Gleichung  wie 

yjc==0    oder    tjf^»==0  (t.) 

mr  di^  zw«  Vertndeiüeheii  x  und  x'  oder  u  und  n'  v^Mrkommen  und  diese  Veränderiichen  die 
sduefiHi  o4er  senkrechlen  CmrdBnaien  eines  unberiimmten  Punoles  0  in  Bezug  auf  vwi  Axeo 
AXi  AX'  «nes  beUeUgen  ebenen  Goerdinatensystema  yenmatelleii  haben,  so  stellt  jede  mMm 
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Gleichung  alle  diejenigen  Puncte  der  Coordinatedebene  dar,  deren  Gtfordiiialen  sie  walir  oia* 
chen^  alle  übrigen  Puncte  der  Coordinatenebene  sowohl  als  des  ausseifaalb  derselbe  liegenden 
Raumes  hingegen  werden  durch  die  Gleichung  ausgeschlossen;  es  stellt  mithin  jede  solche 
Gleichung  einen  Complex  von  Puncten,  die  in  der  Coordinatenebene  liegen,  dar,  dessen  Wesen- 
heit wir  nun  näher  kennen  lernen  wollen. 

Fehlt  in  der  Gleichung  qPx  =  0  oder  V'a^^  ^^^^  der  Veränderlichen  x  und  x'  oder  u  und 
u'  ganz  und  gar,  so  wird  die  andere  in  der  Gleichung  allein  zurückbleibende  Veränderliche 
durch  diese  Gleichung  selbst  völlig  bestimmt  und  verliert  eben  dadurch  den  Character  einer 
veränderlichen  Grösse  vollständig.  Je  nach  der  Natur  der  Gleichung  schreibt  diese  der  in  ihr 
noch  allein  vorkommenden  Coordinate  nur  einen  oder  mehrere,  auch  wohl  unendlich  viele  Werthe 
vor,  die  jedoch  stets  die  Eigenschaft  besitzen^  dass  sie  nie  stetig  in  einander  übergehen,  son- 
dern immer  um  endliehe,  wenn  auch  noch  so  kleine  Grössen  von  einander  verschieden  sind 
Ist  nun  x'  die  eine  in  der  Gleichung  €^^=^0  noch  vorhandenf  Coordinate,  und  liefert  diese 
Gleichung  für  x'  bestimmte,  aus  einander  liegende  Werthe  in  irgend  einer  Anzahl,  so  fuhren 
diese,  wenn  man  ihnen  noch  die  Bestimmung  x  =  0  beifügt,  zu  eben  so  vielen  in  der  Axe 
AX'  getrennt  von  einander  liegenden  Puncten  hin;  weil  aber  der  Gleichung  9x=0  die  Be- 
stimmung x=:0  völlig  gleichgültig  ist,  da  x  in  ihr  gar  nicht  vorkommt,  man  sich  also  inler 
X  eben  so  gut  jeden  andern  Werth  wie  den  0  denken  darf,  so  steDt  jene  Gleichung  alle  Puncto 
dar,  die  den  Geraden  angehören,'  welche  man  paraDel  zur  Axe  AX  durch  die  so  eben  m  der 
Axe  A  X'  aufgefundenen  Puncte  legt,  denn  aUe  Puncte  einer  jeden  solchen  Geraden  entsprechen' 
dem  einen  durch  die  Gleichung  vorgeschriebenen  Werth  von  x\     ' 

Ist  hingegen  u'  die  eine  in  der  Gldchnng  ^a=:0  vorkommende  Coordinate,  so  liefleri 
diese  Gleichung  flir  n'  bestimmte  aus  einander  liegende  Werthe  in  gewisser  Anzahl,  wflhrenrf 
sie  u  völlig  uid>e^immt  lässL  Diese  für  jf  sich  ergebenden  Werthe  f&hren,  wenn  man  ifane^ 
ttodi  die  Bestimmung  u  =z:  0  beifiigt,  auf  eben  so  viele  in  der  Polaraxe  A  ST,  welche  senkrecht 
anf  der  Grundaxe  AX  steht,  liegende,  von  einander  geDreni^  Puncte  hia;  weil  aber  der  Glet-i 
duiBg  rf\izzz0  die  Beslimmung  u=0  ganz  gleichgültig  ist,  da  u  in  ihr  |^  nkbi  vorkomml^ 
man  sich  also  unter  u  eben  so  gut  jeden  andern  wiridichen  Werth  wie  den  0  vorstellen  dari^ 
so  stellt  obige  Gleichung  alle  Puncte  der  Geraden  dar,  die  man  sich  durch  die  so  eben  in  der 
Polaraxe  AX'  aufgefundenen  Puncte  senkrecht  zur  Grundaxe  AX'  oder,  was  dasselbe  ist,  pa- 
rallel zur  Polaraxe  A3E  gelegt  denkt,  denn  aUe  Pwcte  einer  jeden  solchen  Geraden  entspre- 
chen einem  der  bestimmten  Werthe,  die  der  Coordinate  u'  durch  die  Gleichung  t^g=:0  ange- 
wiesen worden  sind 

Jede  Yoa  den  Glekfaungen  (1.)  stellt  niitbin,  wenn  ia  ihr  von  den  btidm  CoM^dinaten^ 
auf  wdche  sie  sich  bezieht,  nnr  (fie  eine  vorkommt,  im  ebenen  Coordkial^Miysteme^eiaea  Com^ 
plex  von  eben  so  vielen  ans  einander  liegenden  paraUelen  Geraden  dar,  als  die  Gkkbimg  der 
emen,  in  ihr  allein. vorkommenden  Coordinate  Werthe  anweist  .  . 

Kommen  aber  in  einer  von  den  Gteichungen  (1.)  die  beiden  Veränderlichen  gieichtitig 
vor,  welche  man  sich  als  Coordinaten  von  Puncten  auf  ein  ebenes  System  bezogen  sa  denken 
hat,  so  stellt  jede  solche  Gleichung  im  Allgemeinen  eine  krumme,  in  der  Ebene  des  Coordina- 
tensystems  liegende  Linie  dar,  wie  sich  so  zeigen  lässt 

Heilen  wir  von  den  zur  Gieichnng-  q>^:rzO  »der  ^=0  gchMgen  Pandeik  ifg«nd  einoi 
0  heraus,  und  bezeichnen  wir  dnrcdi  ^,  ^  oder  17,  17'  dfe  «Keaent  einen  Paacie  anyefcärige« 
WeiAe  von  x ,  x'  oder  n ,  n';  denlMi  wir  uns  ferner  Auch  diefeen.  heUelngen  einen  Ikmct  (k 
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zwei  neae  Axen  OX  und  OX'  gelegt,  welche  nit  den  vorigen  parallel  md  gleichlKufig  sind, 
so  dass  den  im  ersten  Abschnitte  C§.  2.}  mitgetheUteB  Gieicbttngen  (!.')  zw  Folge,  wenn  man 
in  ihnen  der  Natur  des  ebenen  Systems  gemäss  x'^=u"=0  und  |'=iy"=i:0  sein  lässt,  was 
x^'=:u^'=::0  nach  sich  sieht,  und  dadurch  zu  erkennen  giebt,  dass  m«fi  das  neue  Coordinaten-» 
systan  sich  wieder  ab  ein  ebenes  zu  denken  bat,  welches  mit  dem  Yorigen  nach  Aussage  der 
genannten  Gleichungen  ^7.}  durch  die  Gleichungen 

x=|  +  Xo  ,    x'=§'+xi    oder    u=i?  +  u«  ,    u'=^«?'+ui  (490 

zusammenhängt,  in  denen  x, ,  x^  die  schiefen,  u«,  u«  die  senkrechten,  dem  Puncte,  dessen 
Coordinaten  im  ursprünglichen  System  x,  x'  und  u,  u'  waren,  angehörigen  Coordinaten  im 
neuen  ebenen  System,  dessen  Axen  OX  und  OX'  sind,  vorstellen:  so  findet  zwischen  diesen 
beiderlei  Coordinaten,  wenn  man  sich  der  Natur  der  Gleichungen  C^O  ^^^^  ^'  ^^  Function  x 
oder  u'  als  Function  von  u  d^kt,  welche  Function  jedesmal  unter  den  in  diesem  Abschnitte 
([$.  12.  Nr.  114.}  angegebenen  Umständen  sich  befindet,  zufolge  der  dortigen  Gleichung  (9,  a.} 
eine  von  den  beiden  nachstehenden  Relationen  statt: 

oder 

u;  =  ?i?'u.  +  %Vj^+«"Vj|3+....  (*o.  *.> 

Biese  Relationen  umfassen,  auf  die  Axen  OX  und  OX'  bezogen,  noch  aUe  die  Puncte,  welche 
von  den  Gleichungen  (48-}'  ^^^  ^^  Axen  A  X ,  A  X'  bezogen,  dargesteflt  werden,  so  dass  also 
durch  die  Gleichungen  ^48.3  und  durch  die  (pO.  a.  und  b.}  ein  und  derselbe  Complex  von  Func- 
ten  gegeben  wird.  Fassen  wir  nun  von  allen  diesen  Puncten  einen  0'  ins  Auge,  der  von  dem 
vorigen  0  verschieden  ist,  diesem  aber  stets  näher  rückt,  so  werden  die  ihm  angehdrigen 
Grössen  Xo  oder  u«  stets  kleinere  Werthe  annehmen,  und  da  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichungen  pO.  a.  oder  b.)  später  kommenden  Glieder  immer  höhere  Potenzen  von  x©  oder  u« 
in  sich  tragen,  als  die  ihnen  vorangegangenen,  so  müssen  die  später  kommenden  in  Vergleich 
zu  den  ihnen  vorausgegangenen  in  immer  grösserem  Teihältnisse  kleiner  werden,  je  kleiner 
man  sich  x,  oder  u«  denkt;  lässt  man  daher  Xq  oderuo  in  Gedanken  möglichst  klein,  aber  doch 
TidtA  völlig  null'werdeii,  so  hat  man  sich  auch,  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  7> ^,  B^|^,  V^j... 
4>ier  ^^9  '^''l'j  ^«7'9-*«  lauter  endliche  Werthe  an  sich  tragen,  den  Wertk  eines  jeden  später 
folgenden  GHedes  unvergldcUidi  kleiner  als  den  eines  jeden  ihm  voranstehenden  zu  deinen, 
falls  dieses  letztere  wirklich  «vorbandim  ist,  weshalb  jener  Werth  gegen  diesen,  felis  er  nicht 
null  ist,  völlig  verschwindet.  Für  soiche  Puncte  also,  welche  man  sich  in  grösster  Nähe  bei 
^em  0  liegend  denkt,  gehen  die  Gleichungen  (50.  a.  oder  b.}  über  in: 

xJ=^J'x«     oder    ui='St;'Uo,  CM*> 

wenn  nicht  b$'r=:0  oder  bV=0  in  einem  besondem  Falle  ist.  jede  dieser  beiden  letzten 
Gleichungen  aber  stellt  im  ebenen  Systeme,  wenn  man  Xo  und  x^  oder  u«  md  ui  alle  Werthe 
vorstellen  läest,  die  jene  Gleichungen  wahr  machen,  den  im  zweiten  Abschnitte  geschelienen 
Untersuchungen  (tfr,  105.)  gemäss,  eine  durch  den  Punct  0  gehende  Gerade  dar,  und  giebt 
dadurch  zu  verstehen,  dass  in  den  durch  die  Gleichungen  (48.)  dargesteOten  Gebilden  von  J^ 
dem  beliebige  hervorgehobenen  Fonete  0  derselben  ans  sidi  andere.  Punc^  anreihen,  die  auf 
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eine  möglichst  klein  gedachte  Strecke  wie  die  Puncte  einer  Geraden  neben  einander  liegen. 
Weil  aber  bei  jedem  andern  hervorgehobenen  Puncte  0  im  Allgemeinen  ^  mid  ^  oder  17  und  ff' 
und  deshalb  auch  %  ^  oder  S  V  andere  durch  die  zwischen  ihnen  statt  findenden  Gleichungen  ge- 
gebene Werthe  annehmen  werden,  so  wird  die  Richtung,  in  welcher  sich  die  Puncte  auf  eine 
mögUchst  kurz  gedachte  Strecke  wie  in  einer  Geraden  an  einander  reihen,  von  einer  Stelle  des 
Gebildes  zur  andern  in  der  Regel  sich  stetig  abändern,  und  eben  deswegen  wird  dieses  Ge- 
bilde im  Allgemeinen  den  Character  einer  krummen  Linie  an  sich  tragen,  und  da  alle  Puncte 
des  Gebildes  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  werden  wir  es  eme  ebene  Curve  nennen. 

Die  bis  hierher  aus  einer  Gleichung,  welche  entweder  die  beiden  schiefen  oder  die  beiden 
senkrechten  Coordinaten  eines  ebenen  Systems  in  sich  aufnimmt,  gezogenen  Schlüsse  ändern 

sich  nicht,  wenn  eine  oder  mehrere  von  den  Ableitungen  S*^,  S*J", oder  S*V>  ^'^7', .... 

null  werden.  Ja  sogar  wenn  d^'  oder  ^17'  null  wird,  bleibt  alles  Gesagte  noch  unverändert 
wahr;  denn  obgleich  es  scheinen  möchte,  dass  man,  wenn  z.  B.  %^=0  ist,  an  die  Stelle  der 

ersten  Gleichung  (51.)  die  x;=^'^^,  oder  wenn  auch  l^^z=:0  sein  soHte,  die  x;="8'^' ^ 

x'  X* 

u.  s.  w.  zu  setzen  hätte,  weil  in  diesem  Falle  die  Glieder  ^"i^T-^  oder  ^'f -JL  u.  s.  w.  nicht 

'  *  1.2  '^  1.2.3 

mehr  als  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  ihnen  vorangegangenen,  die  jetzt  wahrhaft 

null  sind,  angesehen  werden  dürfen,  so  überzeugt  man  sich  doch  leicht,  dass  selbst  in  einem 

solchen  Falle  die  durch  die  erste  Gleichung  (51.),  welche  jetzt  Xo  =  0  wird,  dargestellte  Gerade 

die  Richtung  anzeigt,  in  welcher  die  Puncte  an  der  hervorgehobenen  Stelle  sich  linienartig  an 

einander  reihen.    In  der  That  wollte  man  im  gegenwärtigen  Falle  anstatt  der  Gleichung  x^=:0 

X*  x' 

die  xi=^'5'-i  oder  die  xi=S*^-~-  u.  s.  w.  nehmen,  so  würde  man  für  xi  Werfte  er- 
halten, die  unvergleichlich  kleiner  als  der  möglichst  klein  gedachte  Werth  Xg  selber  wären,  und 
schon  deshalb  könnten  die  durch  zwei,  solchen  Werthen  von  x«  und  x,  entsprechende  Puncte 
gelegten  Geraden  und  die  durch  x,=:0  dargestellte  keinen  Winkel  von  angebbarer  Grösse  mit 
einander  bilden,  so  dass  die  Gleichung  x'=0  immer  noch  die  Richtung  anzeigt,  in  welcher 
sich  an  dieser  Stelle  die  Puncte  an  einander  reihen.  Das  Gleiche  lässt  sich  aber  ganz  eben 
so  auch  in  Betreff  der  senkrechten  Coordinaten  erweisen. 

Obgleich  nun  aber  die  Fälle,  wo  einer  oder  mehrere  der  zu  den  auf  einander  folgenden 
Potenzen  von  x,  oder  u«  gehörigen  Coefiizienten  in  den  Reihen  (50.  a.  oder  b.}  null  werden, 
nicht  aus  der  allgemeinen  Regel  heraustreten,  so  giebt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  dieser 
Regel,  die  wir  anzeigen  werden,  da  deren  Kenntniss  erst  volles  Licht  auf  den  hier  vorgerühr- 
ten Gegenstand  wirft.  Wenn  wir  aus  einer  der  Gleichungen  (48.}  durch  das  Auflösen  derselben 
die  eine  Coordinate  x'  oder  u'  durch  die  andere  x  oder  u  bestimmen,  so  werden  sich  die  er- 
stem in  der  Regel  als  mehrförmige  Ausdrücke  dieser  letztem  ergeben,  so  dass  man  im  All- 
gemeinen zu  jedem  beliebig  gewählten  Werthe  x  oder  u  Tür  x'  oder  u'  so  viele  Werthe  auf- 
findet, als  solche  Foraien  in  dem  fttr  x  oder  u'  erhaltenen  Ausdrock  vorhanden  sind.  Jede 
dieser  einzelnen  Formen  kann  man  für  sich  allein  als  eine  zwischen  x'  und  x  oder  zwischen 
u'  und  u  gegebene  Gleichung  ansehen,  auf  wdehe  alles  oben  Gesagte  seine  Anwendung  findet; 
und  in  der  That,  da  wir  in  den  oben  geschehenen  Betrachtungen  die  Grossen  £  und  l'  od^ 
fl  und  fi'  nur  auf  einen  einzigen  in  den  Gleichungen  (48.)  enthaltenen  Punct  bezogen  haben, 
der  dann  in  der  Regel  nur  zu  einer  von  den  mefarern  Formen  gdiören  wird,  50  springt  in  die 
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Angen,  dass  jede  dieser  inehrem  Formen  fllr  sich  zu  einem  besondem  linienartigen  Gebilde 
hinführen  wird,  das  wir  einen  Zweig  des  ganzen  Gebüdes  nennen  woDen.  In  besondem  Fäl- 
len aber  können  allerdings  mehrere  von  diesen  einzelnen  Fonnen  für  denselben  Werth  von  x 
oder  u  zu  einerlei  Werth  von  x'  oder  u'  f&hren,  welches  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  sich 
an  einer  Stelle  zwei  oder  mehrere  von  den  verschiedenen  Zweigen  gegenseitig  durchkreuzen, 
und  solche  Stellen  der  Curve  haben  den  Namen  der  vielfachen  Puncto  erhalten.  Obgleich 
nun  die  zu  solchen  vielfachen  Puncten  gehörigen  Werthe  von  x  und  x'  oder  u  und  u'  gleich- 
zeitig mehrere  der  einzelnen  Formen  wahr  machen  müssen,  so  kann  es  doch  geschehen,  dass 
die  solchen  Stellen  entsprechenden  Werthe  von  ^x',  S^  oder  ^u',  Si?',  welche  sich  auf  die 
verschiedenen  Zweige  der  Curve  beziehen,  von  einander  verschieden  sind  an  den  Stellen,  wo 
x',  ^  oder  u',  fi'  einerlei  Werth  besitzen ;  dann  durchschneiden  sich  die  Zweige  in  dem  viel- 
fachen Punct  in  Richtungen,  die  einen  Winkel  von  endlicher  Grösse  mit  einander  machen.  Solche 
Zweige,  welche  an  dergleichen  Stellen  auch  für  dx%  ^^  oder  du',  Bf/'  einerlei  Werth  liefern, 
besitzen  eine  gemeinschaftliche  Richtung  bei  dem  vidfachen  Puncto. 

Sollte  es  geschehen,  dass  sich  unter  den  mehrem  Formen,  die  man  für  x'  oder  u'  aus 
der  Gleichung  (48.)  findet,  eine  von  der  Gestalt  x'=px  +  P  oder  u'=J)u  +  ^4^  vorfindet,  wo- 
bei p ,  P  oder  )f ,  ^Jß  constante  Grössen  vorstellen,  so  giebt  diess  zu  verstehen,  dass  der  dieser 
Form  entsprechende  Zweig  eine  Gerade  ist  In  einem  solchen^  Falle  lassen  sich  aber  die  Glei- 
chungen (^48.}  stets  auf  eine  der  zwei  nachstehenden  Formen  bringen: 

(x'— px  — P)yi  =  0    oder    (u  — <)u  — 5P)V';  =  0, 

welche  alle  Puncto  in  sich  fassen,  die  den  Gleichungen 

x'— px  — P=0    und*  9)^  =  0 
oder 

ii'_j>u  — 5P  =  0    und    '^u  =  0 

einzeln  angehören.  Diess  ist  indessen  nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgemeinen  Satzes, 
in  welchem  alle  ähnlichen  Erscheinungen  ihre  Begründung  finden.  Kann  man  nämlich  die  Glei- 
chungen (48.}  auf  eine  von  den  Formen 

(fl^fx=0    oder    i^^vC^O  (M.  a.) 

bringen,  und  sind  die  Factoren  ^x?  9x  o^^^  V^9  V^n  ^on  solcher  BeschafTenheit,  dass  die 

Werthe  von  x  und  ^  oder  von  u  und  u',  welche  den  einen  Factor  zu  NuU  machen,  den  an- 

a  0 

dem  nicht  auf  Form  ^c  oder  ^r  bringen,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  durch  alle  die 

Werthe  von  x  und  i^  oder  u  und  u'  befriedigt,  welche  den  einen  oder  den  andern  von  ihren 
beiden  Factoren  zu  Null  machen,  während  solche  Werthe  der  Vei*änderlichen,  die  keinen  der 
beiden  Factoren  auf  Null  bringen,  offenbar  auch  nicht  im  Stande  sind,  die  obigen  Gleichungen 
zu  befriedigen.  Es  ist  daher  gestattet,  die  Gleichung  ^x7x=0  ^^^  ^^^^^  Verein  der  beiden 
Gleichungen 

9^=0    und    9x=0  (M.  b.) 

aufzufassen,  wenn  man  sich  die  beiden  letzten  als  von  einander  völlig  unabhängig  denkt,  und 

eben  so  kann  man  die  Gleichung  ^f'^ip'^zzzO  als  einen  Verein  der  beiden  Gleichungen  « 

V/a=:0    und    V^q  — 0  (M.  ••> 

29» 


Analytische  Geometrie.  Absch«  III. 

aoffasisen,  weim  man  diese  letzten  beiden  als  Yöüig  unabhängig  von  einander  sich  denkt  Es 
folgt  hieraus,  dass  das  in  einer  Gleichung  von  der  Form  (52.  a.)  enthaltene  Gebflde  nichts  an-* 
ders  ist,  als  eine  Vereinigung  der  zwei  in  den  Gleichungen  (52.  b.)  oder  (52.  c.}  enthaltenen 
Gebilde,  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  der  Veränderlichen,  welche  den  einen  Factor  zu  MuU 
machen,  den  andern  nicht  auf  eine  in  der  Rechnung  unzulässige  Form  bringen. 

Ausserdem  giebt  es  noch  andere  Umstände,  weldie  machen  können,  dass  der  vorhin  an- 
gegebene allgeraeine  Bau  der  durch  die  Gleichungen  (48.}  dargestellten  Curve  an  einzelnen 
Stellen  eine  Modification  erleidet    Diess  geschieht  namentlich  da,  wo   eine  oder  mehrere  der 

a  0 

Ableitungen  S^,  S'|', —  oder  Bi;",  S*«^',.*--  di^  Form  tt  oder  ^  erhalten  und  eben  hierdurch 

zu  verstehen  geben,  dass  bei  solchen  Stellen  die  Reihe  (50.  a.}  oder  (50.  b.)  ihre  Anwendbar- 
keit verliert  Für  diese  Stellen,  welche  stets  nur  Ausnahmen  von  der  Regel  bilden,  müssen 
auf  die  gleiche  Weise,  wie  in  der  Lehre  vom  Grdssten  und  Kleinsten  unter  'ähnlichen  Umstän- 
den geschieht,  besondere,  ihnen  angemessene  Entwickelungen  aufgesucht  und  an  die  Stelle 
der  Reihen  (50.  a.)  oder  (50.  b.)  gesetzt  werden,  aus  denen  man  dann  die  Eigenthümlichkeit 
der  Curve  an  einer  solchen  Stelle  zu  beurtheilen  hat    Gemeinhin  zeigt  es  sich  dabei,  dass  da, 

a  0 

wo  eine  oder  mehrere  der  Ableitungen  ^  l',  S'  l', . . . .  oder  t  fi\  S*  jy', . . . .  die  Form  ^  oder  ^ 

annehmen,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  eines  Curvenzweiges,  das  durch  den  üeber- 
gang  der  Coordinatenwerthe  vom  Reellen  ins  Imaginäre  hervorgerufen  wird,  oder  eine  plötzliche 
Richtungsänderung  der  Curve  von  einem  endlichen  Betrage,  oder  sonst  eine  Contiunitätsunter- 
brechung  anderer  Art  ankündige.  Man  pflegt  die  Beurtheilung  aller  an  einzelnen  Stellen  auf- 
tretenden besondem  Eigenthümlichkeitei^  einer  durch  eine  Gleichung  gegebenen  ebenen  Curve 
die  Discussion  dieser  Gleichung  zu  nennen.  Die  Discussion  einer  Gleichung  geschieht 
in  derselben  Weise,  es  mag  diese  Gleichung  auf  ein  senkrechtes  oder  auf  ein  schiefwinkliges 
Coordinatensystem  bezogen  werden,  weshalb  wir  es  hier  unterlassen  können,  weiter  auf  die- 
selbe einzugehen. 

124)  Die  eine  ebene  Curve  darstellende  Gleichung  ist  entweder  gegeben  und  es  sollen 
aus  ihr  die  Eigenschaften  dieser  Curve  abgeleitet  werden,  oder  es  wird  die  Curve  selbst  durch 
eine  sie  characterisirende  Eigenschaft  gegeben,  imd  man  soll  aus  dieser  Eigenschaft  die  Glei- 
chung der  Curve  finden.  Um  das  hierbei  einsuhalteade  Verfahren  an  einem  einfachen  Beii^iele 
vor  Augen  zu  legen,  wollen  wir  die  Gleichung  für  eine  in  der  Ebene  des  Systems  liegende 
Kreislinie,  deren  Mittelpunct  und  Radius  gegeben  ist,  aufsuchen.  Die  characteristische  Eigen- 
schaft der  Kreislinie  besteht  darin,  dass  alle  ihre  Puncto  gleich  weit  von  ihrem  MIttelpuncte 
abliegen,  welcher  gleiche  Abstand  ihr  Radius  oder  HaUuuesser  genannt  wird ;  bezeichnen  daher 
Xi,  x[  die  schiefen,  U|,  tt[  die  senkrechten  Coordinaten  ihres  Mittelpunctes ,  femer  x,  x'  die 
scUefen,  u^  u'  die  senkrechten  Coordinaten  von  irgend  einem  Funde  O  der  Kreislinie  selber^ 
beide  auf  die  Ax^n  AX,  AX'  rines  ebenen  Coonliaatensystems  bezogen,  in  dessen  Ebene  die 
Kreislinie  liegt,  und  stellt  r  die  Länge  vom  Radius  der  fraglichen  Kreislinie  vor,  so  ist  in  Ge- 
mässheit  der  ersten  Gleichung  (108.  d.)  (AbsdL  I.  %.  5.}  *) 


*)  Wir  yerweisen  hier  auf  die  im  ersten  Abschnitte  (JXr.  58.)  fiir  das  ebene  System  besonderi  an^^esteHten 
Formeln,  die  sich  indessen  eben  so  Iddit  anth  ans  den  rilfenwinen  dadureh  erhallen  lassen,  dass  man  ft» 
diesen  ifss  vt'ss  0  and  a'^ss  c^s  0  setst,  welches  leUt^e  Verfahren  wir  daher  auch  eben  so  gut  eintreten 
lassen  können. 
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Jeder  Punct,  dessen  Coordinatenwerlhe,  für  x ,  x'  und  u ,  u'  gesetzt,  die  vorstehende  Gleichung 
wahr  machen,  gehört  der  verlangten  Kreislinie  an,  so  wie  umgekehrt  jeder  Punct  dieser  Kreis- 
linie die  vorstehende  Gleichung  befriedigt»  somit  stellt  die  Gleichung  (]53.  a.}  die  verlangte 
Kreislinie  wahrhaft  dar.  Die  Gleichung  (53.  a.}  besitzt  die  Eigenthümlichkeit,  dass  in  ihr  gleich- 
zeitig schiefe  und  senkrechte  CoordinateB  der  Puncte  auftreten.  Man  könnte  zwar  die  senk-^ 
rechten  mittelst  der  dritten  und  vierten,  oder  die  schiefen  mittelst  der  fünften  und  sechsten  der 
Gleichungen  (108.  d.}  (Absch.  l  $.  5.}  eliminiren  und  so  zu  einer  Gleichung  gelangen,  wo- 
durch die  Kreislinie  entweder  nur  in  schiefen  oder  nur  in  senkrechten  Coordinaten  dargestellt 
wird;  dadurch  aber  würde  die  Gleichung  ihre  Einfachheit  verlieren,  weshalb  man  besser  thut, 
sie  bei  weiterem  Gebrauche  stets  in  ihrer  gemischten  Form  beizubehalten.  Wie  diess  geschehen 
könne,  wollen  wir  durch  die  Aufsuchung  einiger  von  den  Haupteigenschaften  klar  zu  machen 
suchen. 

Bezeichnen  jc ,  r'  die  schiefen ,  u ,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  von  irgend  einem  in 
der  Ebene  des  Coordinatensystems  liegenden  Puncte  Oi  und  q  die  Entfernung  dieses  Punc- 
tes  von  irgend  einem  Puncte  der  Kreislinie,  dessen  schiefe  und  seidcredite  Cootdinaten  durek 
X ,  x'  und  u  9  u'  vorgest^  werden,  so  ist  sufolge  der  so  eben  benützten  Gleichungen  (i08.  d.}: 

(X  _  X)  (u  -  u)  +  (x'~  O  Cii'-  ti')  =  q\  iM.  I».) 

Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  (53.  a.)  unA  (53.  b.}  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

(x_r)(u-u)  +  (V~-OCtt'~w')-Cx~:^.)(u-uO-(x'-x;)(u'_u(3=(^-rS       (m.  e.) 
und  diese  QleidiuBg  geht,  weMi  mm  in  ihr  den  Theit 

Cx  -  0  («  -  tt) + Cx'- «')  C«'- ttO 
durch 

(x-x,  +  x,-r)(u-u,  +  u,-u}  +  (x'-x:+x;-O(u'-u;  +  u;-u0 
oder 

Cx-xO(u-uO+(x'-x;)(u'-nO+(x-xO(tt,-it)+(x-xO(u;-uO 

+  (x,-r)(u-u0  +  (x;-OCu-u0  +  Cxi-r)(u.-u)  +  (x;-O(a;-tt') 
ersetzt,  über  in: 
(x-xO(u.-u)+(x'-x;)(u;-uO  +  (x.-0(u-uO+(x;-rO(u'-uO+(x.-x)(ur-u) 

+  (x;-o(u;-itO=^*-r*.  (»»•*.) 

Bezeichnet  nun  R  den  Abstand  des  Punctes  0|  von  dem  Hittelpunct  des  Kreises,  so  ist  nach 
Anleitung  der  obigen  Gleichung  (108.  d.}: 

(xi^jr)(u.-^U>+(x;~O(u;-u0=:R^  (M.  eO 

bezeichnen  femer  p ,  p'  und  p,  p'  die  schiefen  und  senkrechten  ProjectlonsziMen^  welche  die 
vom  MittelpuneC  der  Kreislinie  nach  dem  beliebigen  in  Ar  liegenden  Puncte  0  farnzvelende  Wob^ 
tung  an  den  Axen  A  X ,  A  X'  giebt,  so  ist  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (3.)  (Abscb.  I.  §.  2.), 
wenn  man  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Gleiehungen  wegUsst,  der  Kator  de«  ebenen 
Systems  gemäss: 
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und  eben  so  ist,  wenn  q,  q'  und  q,  q'  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  vor- 
stellen, welche  die  vom  Mittelpunot  der  Kreislinie  nach  deia  beliebig  wo  in  ihrer  Ebene  Uzen- 
den Punct  Ol  hinzielende  Richtung  an  denselben  Axen  giebt: 

Aus  den  Gleichungen  (53.  f.)  und  (53.  g.}  findet  man,  dass 

Cx-xOC«.-u)  +  Cx-xOCu:-»')=-Cpq+pV)rR 

und 

(u-uOCx.-0  +Cu-n0W-O=:-Cq*  +  q>0rR 

ist;  weil  aber,  wenn  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  beiden  vom  Mittelpunct  der  Kreislinie 
nach  den  Puncten  0  und  0,  hinzielenden  Richtungen  mit  einander  machen,  nach  Anleitung  der 
oben  (Absch.  L  §.  2.}  gegebenen  Gleichungen  (9.  a.  imd  b.},  wemi  man  in  ihnen,  der  Natur 
des  ebenen  Systems  gemäss ,  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Projectionszahlen  null 
sein  lässt,  '  ^'  i 

cos  tf  =:p  q  +  pV=  q  ^  +  qV 
ist,  wodurch  die  vorigen  zwei  Gleichungen  werden: 

(JM.  Ii.)    (x  — xOC«i  — «)  +  (x— xO W— uO  =  C^— uO(x.— r)  +  Ctt— «0 W^0=— rRcostf, 

so  geht  mittelst  der  Gleichungen  (53.  e.}  und  (53.  h.)  die  (53.  d.}  über  in: 

R»_2rRcos*  +  r*  =  p*, 

welche  sich  auf  jede  der  zwei  folgenden  Formen  bringen  lässt : 

(R  — r)*  +  4rRsin*ifl=:e*    und    (R  +  r)*— 4rRcos*i^  =  e'5    v 

in  denen  sich  nun  mittelbar  die  folgenden  Eigenschaften  der  Kreislinie  aussprechen:  Die  von 
einem  in  der  Ebene  der  Kreislinie  irgendwo  liegenden  Puncte  Oi  nach  einem  beliebigen  Puncto 

0  der  Kreislinie  gezogene  Gerade  ist  am  kleinsten  und  gleich  +(R — r),  wenn  ihre  Verlän- 
gerung durch  den  Mittelpunct  geht;  sie  ist  dagegen  am  grössten  und  gleich  R  +  r,  wenn 
der  Mittelpunct  in  ihr  liegt.   Die  Länge  dieser  Geraden  wird  gleich  2rsin^0,  wenn  der  Punct 

01  in  der  Kreislinie  liegt,  wo  dann  R  =  r  und  die  Gerade  0|  0  eine  Sehne  wird,  und  man  sieht, 
dass  die  Sehne  stets  kleiner  als  der  Durchmesser  ist,  und  um  so  kleiner  wird,  je  weiter  sie 
sich  vom  Mittelpunct  entfernt. 

125}  Zur  Darstellung  einer  ebenen  Curve  ist  eine  von  den  Gleichungen  (48.),  entweder 
die,  welche  schiefe,  oder  die,  welche  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufnimmt,  hinreichend,  und 
zuweilen  bringt  es  Vortheil,  eine  solche  Gleichung  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  in  welcher 
theils  schiefe  und  theils  senkrechte  Coordinaten  vorkommen,  wie  in  der  vorigen  Nummer  ge- 
■  schehen  ist  Es  können  jedoch  auch  zwei  Gleichungen  vorhanden  sein,  welche  beide  eine  und 
dieselbe  Curve  darstellen,  dann  nennen  wir,  wie  schon  bei  der  Ebene  geschehen  ist,  die  beiden 
einem  und  demselben  Gebilde  angehörigen  Gleichungen  combinirte  Gleichungen,  und  ins- 
besondere werden  wir  uns  dieser  Benennung  boi  solchen  zwei  Gleich^ngen  bedienen,  von  wel- 
chen die  eine;  Mos  schiefe,  die  andere  blos  senkrechte  Coordinaten  in. sich  trägt.  Zwischen 
den  in  conü)inirten  Gleichungen  auftretenden  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  finden,  in 
so  fem  sie  sich  auf  einerlei  Puncte  im  Räume  beziehen,  im  Allgemeinen  jene  Relationen  statt, 
welche  wir  im  ersten  Abschnitte  als  den  zu  einem  und  demselben  Puncte  gehörigen  beiderlei 
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XJoordinalen  eigenthümUch  anfj^efiiRden  haben;  hier  aber,  wo  das  CoodEnatensystem  ein  ebenes 
J6t,  sind  die  daselbst' ($.  5.  Nr.  5&}  mitg^etheilten  Gleichungen  anwendbar,  von  welchen  die 
(^108.  b.}  zeigen,  dass  .     ^-^ 

Ti=:x  +  x'cosW  ,   u'==xcosW+x'    und    xsin*W  =  u — u'cosW,  x'sin*W=u' — ucosW   ift4«  ••) 

« 

ist,  wenn  x,  x'  die  schiefen,  u,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  von  einem  und  demselben 
Puncte  der  durch  combinirte  Gleichung^en,  wie  die  C*^^}  ^'^^  gegebenen  Curve  vorstellen.  So 
wie  die  Relationen  (54.  a.}  stets  zwischen,  den  in  combinirten  Gleichungen  auftretenden  auf  ei- 
nerlei Puncte  der  Curve  sich  beziehenden  Coordinaten  im  ebenen  Systeme  statt  haben,  so  kön- 
nen sie  auch  dazu  dienen,  wenn  nur  eine  Gleichung  der  Curve  gegeben  ist,  andere  zu  finden, 
welche  zu  jener  combinirte  sind;  man  hat  zu  diesem  Ende  nur  in  die  eine  gegebene  Gleichung  . 
anstatt  einer  oder  mehrerer  Coordintften  der  einen  Art  ihre  durch  vorstehende  Relationen  ge- 
gebenen Ausdruck^  in  Coordinaten  der  andern  Art  zu  setzen.  Drückt  man  auf  solche  Wei^e 
alle  senkrechten  Coordinaten  in  sdiiefen  aus,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung  von  der  Form 
^=1^0,1  und  drüdct  man  alle  schiefen  in  senkrechten  aus,  so  gel«igt  man  zu  der  Gldehung 
t/Zg  =  0 ,  und  diese  gebt  in  jene  oder  jene  in  diese  über,  wenn  man  für  u ,  u'  oder  x ,  x'  ihre 
durch  die  Gleichungen  (54."  a.}  gegebenen  Werthe  setzt« 

Da  diesem  nach  zwischen  den  zwei  combinirten  Gleichungen  qpx  =  0  und  t/;„  =  0,  welche 
eine  ebene  Curve  darstellen,  alle  jene  Beziehungen  obwalten,  welche  in  diesem  Abschnitte 
($.  12.  Nr.  H9.)  als  zwischen  den  dortigen  eben  so  bezeichneten  Gleichungen  bestehend  vor- 
ausgesetzt worden  sind,  so  müssen  alle  dort  erhaltenen  Resultate  auch  hier  noch  ihre  Gültig- 

1             cos  W 
keit  behalten,  wenn  mao  in  ihnen  «, ,  «, ,  iij  mit  0 ,    .  ,.,. , v-r^r  und  tu  *  Ui ,  wi  mit  0 , 

r     7   r    7  r  Sm' W  Sm   W  n    7  r-   7  r- 

cos  ^V^     '^  1 
—  •  *w '    •  aw »  ®^  ^*^  y« j  Vii  ^a  mit  0 ,  1 ,  cos W  und  ri ,  yj ,  ri  mit  0 ,  cos W ,  1  ver- 
tauscht, wie  die  Vergleichung  der  hier  bestehenden  Gleichungen  (54.  a.)  mit  den  dort  angenom- 
menen (16.  c.}  und  (17.  c.)  unmittelbar  an  die  Hand  giebt;  daher  hat  man  den  dortigen  Glei- 
chungen (18.  a.  und  b.}  zur  Folge:  i 

5xsin«W  =  i  — Su'cosW  ,    5x'sin'W  =  au'— cosW 
und  \ (M.  b.) 

Ju=l  +  c)x'cosW  ,    Sxk'=cosW  +  lx\ 

und  eben  00  geben  die  dortigen  Gleichungen  (20.  a.  und  b.} : 

5'xsin'W=— S'u'cosW  ,    5*x'sin'W=S'u' 1 

und  >  (*4«  e.) 

«»urrVx'cosW  ,    3»n'=B*x'.  ) 

Femer  nehmen  die  dortigen  Gleichungen  (22.  a.}  hier  die  nachstehende  Form  an: 

^  ,       Su'-cosW        ^  ,      cosW  +  Sx:  .^^    .^ 

Sx=3 — ^— ; — ^,    ^u=  ■   ,  cv  / — n?  >  (»4.  *•> 

1  —  oucosW  l  +  cxcosW 

wobei  vrir  bemerken  wollen,  dass  die  Gleichungen  (54.  b.}  bis  (54.  d.}  sieh  auch  unmittelbar 
aus  denen  (54.  a.}  darch  Ableiten  nach  x  oder  u  eibalten  lassen,  dass  wir  sie  jedoch  aus  den 
im  zwölften  Paragraphen  gegebenen  Resultaten  entnommen  haben,  um  ihre  Stellung  zu  den  all- 
gemeinen Vorschriften  der  Ableitungsrechnung  schlUrfer  bezeichnen  zu  können.    Die  Gleichun- 
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gen  (54  c.)  ergeben  sich  aus  denen  (54.  b.},  wenn  tnan  die  auf  erster  Zeile  stehenden  nach  u^ 
die  auf  zweiter  Zeile  stehenden  nach  x  ableite  Eben  so  kann  man  aus  den  Gleichungen  (54.  d), 
welche  die  zwischen  den  ersten  Ableitungen  %  u'  und  t  x'  eintretenden-  Beziehungen  aufdecken, 
die  herholen,  wodurch  das  gegenseitige  Verhalten  zwischen  den  zweiten  Ableitungen  Vx'  und 
%'u'  angezeigt  wird;  leitet  man  nämlich  die  vordere  der  genannten  Gleichungen  nach  u,  die 
hintere  nach  x  ab,  so  findet  man: 

^,  ,.              B^u'sitfW  ^  ,.  ^'x'sin'W 

crx  öx=:  7^ sr-T vsTsr*  ,     o'u  ÖU  = 


(1— Bu'cosW)"  H+lx'cosWy 

und  diese  verwandeln  sich,  die  vordem  Gleichungen  (54.  b.}  berücksichtigend,  in: 

o,,  r  ^*u'sin*W  ^  ,  S^x'sin'W 


(1  _  «  u'cos  wy  Qi  +  i  xcos  wy 

Aehrdich  lassen  sich,  wo  es  gefordert  wird,  ans  den  hier  gegebenen  Relationen  die  erhalten, 
welche  zwischen  den  dritten  und>hdheni  Ableitungen  der  Coordinaten,  wobei  eine  von  ihnen 
zur  unabhängig  Veränderlichen  genommen  wird,  statt  finden,  worauf  wir  indessen  bier  nicht 
weitOT  eingehen  werden. 

Dagegen  wollen  wir  an  dieser  Stelle  noch  von  jenen  Formen  handeln,  welclie  die  vorstec- 
henden Gleichungen  annehmen,  wenn  nicht  mehr  eine  der  Coordinaten  selbst,  sondern  eine  aus- 
ser ihnen  liegende  Grösse,  von  der  man  sich  alle  Coordinaten  abhängig  denkt,  zur  unabhängig 
Veränderlichen  genommen  wird,  wobei  wir  uns  auf  die  Gleichungeo,  welche  denen  (54.  b.^  ana^ 
log  sind,  beschränken  können,  da  sich  alle  übrigen  aus  diesen  durch  bk)ses  Ableiten  leicht  er- 
halten lassen.  In  diesem  Falle  hat  man,  den  im  vorigen  Paragraphen  (Nr.  118.)  gegebenen  Er- 
örterungen gemäss,  nur  in  jenen  Gleichungen  die  Ableitungen  nach  x  oder  u  durch  Ableitungen 
nach  der  neuen  Unabhängigen  zu  ersetzen,  welches  jederzeit  mit  Beihilfe  der  dortigen  Gleichun- 
gen (13.  b.)  oder  (15.  c.}  geschehen  kann.    Diese  geben  in  unsenn  gegen witrtigen  Falle: 

^         dx       ^  ,      dx'       ev/       du' 

ÖXZ=-j—  ,      ÖX=  T—   ,      öu  =    j — 

du  '  du  •  du- 

(tttt.  ••)    {     oder 

dx  dx   '  dx 

und  hierdurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (54.  b.}  in: 

dxsin'W  =  du  — du'cosW  ,    dx'sin»W=du'— ducosW 

und 
du  =  dx  +  dx'cosW  ,    du'=dxcosW  +  dx', 

welche  die  gesuchten  sind.  Vergleicht  man  die  Gleichungen  (55,  b.}  mit  denen  (54.  a.},  so  wird 
man  gewahr,  dass  jene  in  Bezug  auf  d x ,  d x'  und  du,  du'  genau  das  sind,  was  diese  in  Be- 
zug auf  X ,  x',  u ,  u',  woraus  weiter  folgt,  dass  es  immer  einen  Punct  im  Baume  giebt,  dessen 
schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  dx,  dx^  und  du,  du'  vorgestellt  werden  können, 
und  dass  also  von  diesen  Grössen  alles  das  gilt,  was  von  den  Coordinaten  eines  Punctes  wahr 
ist  So  ist  namentlich  nach  Aussage  der  in  ersten  AbschniUe  aufgeslellten  Gleichung  (16.}, 
wenn  man  sie  Tür  das  ebene  Coordinatensystem  dadurch  ejnrichtet,  dass  mui  in  ihr  die  auf  die 
dritten  Axen  sich  beziehenden  Coordinaten  einer  jeden  Art  nuU  sem  lässt: 

(Aft.  e.)  xdu  +  x'du'=udx+ii'dx'. 


(ftft.  b.) 
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#eldifr  Gl^idnmg  nUHi^aMh  aus  diiieii^5BL*b.^  sA  Zuiebaiig  derer  (54.  a}  heridten  kann. 
Dividirt  man  diese  Glef chung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d  x ,  jedesmal  an  die  Stelle  der 
entstehenden'' OMlienten^  swei^r  •  AkleiliiiigfeB  Ihve  diirch  die  Gleiehiingen  (55.  a.}  angesEetglen 

Werthe  setzend,  so  findet  man: 

*.  "^  .  • 

nnd   •  *  '    '  f 

welche  Gleichungen  für  die  unabhcingig  Veränderlichen  ü  und  x  das  sind,  was  die  (55.  c.}  in 
]Mreff  der  neu^n  Vnfd!)häi]|[igea  ist  Letotere  treten  ^nur  deejbalb  in  einer  weniger  srymmetri- 
schen  Form  als  die  erstere  auf,  weil  die  Ableitung  der  in  ihnen  zur  unabhängig  YerändedicbeA 
genommenen.  Coordjnate  1  wird  und  so  dem  Auge,  sich  entzieht  Auf  die  hier  angezeigten  . 
allgemeinen  Relationen  stützt  sich  aber  die  nun  folgende  Untersuchung  der  Natur  der  ebenen 
Cnnre.  .  ,  *- 

126)  Die  beiden  Gleichungen  (51.}  gehören  einer  und  derselben  Geraden  an,  wenn  die 
Gleichungen  (48:}  einer  und  derselben  Curve  angehören,  d.  h.  combinirte  sind.  Man  kann  sich 
hierren  noch  auf  folgende  Weis^  »dnrecte  tt>erzengen:  Set£t  man  nämlich  in  die  Gleichungen 
(51.}  fiür  X«  9  X«  und  u« ,  u«  ihre  durch  die  Gleichungen  (49.}  gegebenen  Werthe,  wodurch  dk 
dort  auf  die  Axen  O^X ,  0  X'  bezogene  Gerade .  Jelit  wieder  auf  das  aus  den  Axen  A  X  und 
AX'  gebildete  System  bezoi||[en;|^ird,  so  werden  sie: 

V~r=?>r(x-|)    wid    u'-i?'=V(u-i?},  .    (*•.•.) 

nnd  da  zwischen  ^^  und  ^rj'  dieselben  Relationen  statt  finden,  wie  die  zwischen  Sx'  und  %tt^ 
in  den  Gleichungen  (54.  d.}  angezeigten,  wenn  die  Gleichungen  (48.}  ^mbinirte  sind,  so  hat 

man '  ".'*'■ 

durch  diese  Werthe  gehen  aber  die  Gleichungen  (56.  a.}  nach  WegschalTang  der  Nenner  über 

(x'-n  +  C^-|)C0SW=^1,'[Cx'-r)CO«W  +  (x-*|)]  BIKl        • 

(u'— »jO  —  C«  —  »0  cos  W = S  r  [C"  —  1?)  —  C«'— <?'}  cos  W] , 

welche  mit  Zuziehung  ,der  im  ersten  .^schnitte,  aufgestellten  Formeln  (108.  d.},  $,  ^  und  ^ ,  ^' 
an  die  Stelle  von  x,  ,'xl  und  U|,  ui  setzend, ^wieder  in  die  Gleichungßn  (56.  a}  zurück  gehen^ 
aber  so,  dass  aus  der  ersten  die  zweite  und  aus  4cr, zweiten  die  erste  geworden  ist,  was  zu 
erkennen  giebt,  dass  beide  Gleichungen  völlig  einerlei  Inhalt  haben« 

Die  Gerade,  welche,  wenn  die  GleiGbungeh-(48.}  combinirte  sind,  durch  jede  der  Gleichungen  '- 
(51.}  oder  (56.  a.}-  dargestellt  wird,  in  denen  man  sioh  unter  ^S'  und  "brf  die  aus  ^n  Glei-*' 
chungen  q>^zzzO  und  ^||=:0  zu  entnehmenden  Werthe  Yon  "bx'  und  %.u',  welche  dem  Punel« 
0  angehören,  zu  denken  bal,  die.  Gerade  alao«  wekhe^  wie  wir  in  Nlr.  123.  gesehen  hd)ea,  die 
Riabtung  der  Ourve  an  der  Stelle  0  m  erkennen,  gi^bl,  wird  die  Berährttngslinie  oder 
Tangente  der  ebenen  Cujrve  am  Pttncte  O^.  dessen  Jiobiefe  und  senkrechte  Coordin^tM 
an  den  ursprünglichen  Axen  |,.  j|'.  und  97,  V  sind,  genaimt»  Man  fcaila  don iGleithungen  dea* 
Tangente  noch  eine  andere,  in  manchen  Falten  aebr  bratiCU)ar0  Gestatt  gäben..  Erwdgt  maki 
nämlich,  dass  den  in  $,  12.  Nr.  111;. niedergelegten; Ergebsisseil  mfolge,  welobe  sich  auf  eine 
l  30 
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.Gteiehimg  mit'  awei ' Yeränderlidieii  «r8(red»n, .  nadi.  Aasige  der  eraleii  Gieichnng'  (B.  a«)  tu* 
feneiD  ^jt'=;-^  ri^  und  Su'si:--  yr^  isl^  und  man  also,  |,  ^  für  x,  x"  uid  •;,  i?'  filr 
u,  u'  setzend,  hat: 

und  setzt  man  diese  Werlhe  von  t^^  Bi^'  in  die  Gleichuhgen  (56.  a.},  so  wandeln  sie  sidi 
tarn  in: 

(M.bO  0^  —  ^'i(p.  +  0^—n^(p.=(^    und    (u  — i?3?)V  +  (u'— i^oVv'  ==0; 

sie  stellen  so  die  Tangente  der  Cmrve  am  Puncte  0  in  andern  Formen  dar,  in  solchen  nttn« 
Uchy  die  sich  unmittelbar  aus  den  Gleicbaagen  C^O  ^ball^n  lassen. 

127}  Wir  wollen  noch  eine  zweite  Ajrt,  die  Tangente  einer  ebenen  Curye.  zu  bestimmeoi 
«ngebenj  durch  die  man  zu  Ausdrücken  hing^filhrt  wird, .  welche  in  spätem  Untersuchoogen 
^e  grosse  Rolle  spielen.    Stellen  nämlich  auch  hier  wi^er 

ipx^=0    und    t^n^ürO  "^ 

die  combinirten  Gleichungen  einer  ebenen  Curve  vor,  von  denen  die  erste  die  schiefen  Coor- 
•  t  dinaten  x ,  x^  die  andere  die  senkrechten  Coordinaten  u ,  u'  aller  Puncte  der  ebenen  Curve 
in  sick  trägl^  und  will  mau  die  Richtung  dieser  Curve  an  einem  beliebigen  ihrer  Puncte  0 ,  des- 
sen schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  wir  durch  £,  S^  und  ij,  t/  bezei^^hnen  wollen,  kennen 
lernen,  so  darf  man  nur  die  Gerade  aufsuchen,  welche  darch  den  hervorgehobenen  Punct  Q 
geht,  und  deren  Puncte  zunächst  um  0  herum  möglichst  nahe  bei  Puncten  der  Curve  liegen; 
diese  so  bestimmte  Gerade  ist  .die  Tangente  der  Curve  an.  der  Stelle  0 . 

Denkt  man  sich  durch  den  bezeichneten  Punct  0  zwei  neue  Axen  OX  und  QX^  ?^l€|g^ 
welche  den  vorigen  parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnet  man  durch  x«,  x^undu«,.u^ 
die  schiefen  un|d  senkrechten -Coordinaten  eines  beliebigen,  jedoch  yon^dem  0  verschiedenen 
Punctes  0'  der  Curve,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  an  den  ursprünglichen  Axen 
X,  x'  und  u,  u'  sind,  so  finden  zwischen  den  Grössen  x,  x',  x«,  x^ ,  ^,  ^  und  u,  u',  u«,  u^,  17, 17' 
die  Gleichungen  (4^0  statt,  und  es  lassen  sich  x^  und  u»  durch  die  Gleichungen  C50.  a.  und  b.} 
in  Reihen  darstellen,  die  nach  den  Potenzen  von  Xo  oder  u«  fortschreiten,  und  es  ist,  wenn  R 
den  Abstand  des  Punctes  0'  von  dem  0  bezeichnet,  der  ersten  im  ersten  Abschnitt  mitge- 
theilten  Gleichung  (^108.  b.}  analog: 

Legt  man  jetzt  durch  den  Punct  0  eine  voifäofig  noch  vöflig  unbestintmt  bleibende  Gerade, 
nnd  denkt  man  sich  vom  Puncte  0'  aus  auf  diese  Gerade  ein  Loth  geßilt,  von  dem  sie  im 
Puncte  S  geschnitten  wird;  bezeichnet  man  femer  die  schiefen  und  senkrechten  Projedions- 
YaUen,  welche  diese  Gerade,  in  der  Richtung  von  0  nach  S  hin  aufgefasst,  »1  den  Axen  AX 
«nd  AX'  oder  an  den  ihnen  paraNeien  und  gieicUänfigen  OX  und  OX'  liefert,  emslweflen 
durch  p,  p'  und  p,  p\  nnd  stellt  B  don  spitzen  Winkel  vor,  weichen  die  Richtung  AS  mit 
der  von  0  nach  0'  hinzielenden  bildet,  so  ist  der  im  ersten  Abschnitt  aufgesteüten  Gleichung 
(13.}  lar  F'o%e,  wenn  uun  in  ihr  die  auf  die  dritte  Axe  sich  begehenden  Coordinaten  «ad 


(2  IZi  UtJ  137.  Bbott  übmit. 

Projectionszahlen ,   den  ersten  in  (106.  a.  und  b.}  stehenden  Gleidiungan  jgeüääs.inuM 

lässt:  f  ■      '  •   '  '        •  ••  • 

Rqos0  — »x:+)p'x;  =  tni.  +  p'u;;  /      '         -^ 

ei  ist  aber  Rbok&'die  Läilge  des  Tom  Lotbe  abg^^cHnRteben  Stücks  OS  der  Geraden;  be-    •*-'  *    '^ 
«eicliiwt  man' i4«o  dies«  Umga  ditfcb .  J7 ,  «0  dii«s  .    ,  /\ 

ist.  'so  verwandeln  sieb  die  vorstellenden  Gleicbuniren  in: 

vnld  muM^Ikiirttoan  di^se  letzten  beiden  nift  di^^  '  /     ! 

Bezeichnet  man  noch  durch  E  die  Länge  des  von  X)'*  aus  auf  äie  Gerade  gefüllten  Lothes ,  bis 
zu  dem  ]>iirßhjsidMJittspullct<^  S  iniHschett  lyeiflöh' 'gfffoMnnen;  itSmliöli  dieLin^eO'd',  so  fcat  maH^ 
weil  O'OS  ein  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck  und  demgemfiss  0'S'=i>'0*^OS*  isl: 

dder,  wenn  man  fiir  V  und  !7P  ihre  in  den  Ol^ieKüni^en  (57.  a.}' und  (57.  d.)  enthaHeneil 
Werthe  setzt:  "-  ..•..'    j  .';•••    .- 

E«=x^u.+x;u;— 0)x*!+ft'x;)(pu.+p'u;).  cw-.«r> 

Erwägt  man  nun,  dass  £*  das  Quadrat  des  Abstandßs  des  Ijeliebigen  Curvenpunctes  0'  von  der 
durch  0  gelegten  und  lioc^  völlig  unbiestimmt  jg^elassendn  Geraden  ist;  und  dass  sich  in' diesem 
Quadrate  die  absolute  Entfernung  ,4es  l'upctes  0'  yfit\  die^€«'.vnbestimmten  Geraden  abspiegelt^ 
so  überzeugt  man  sich,  dass  diese  Qerade  Tangente*  der  Cürve  am  Puncto  0  wird,  wenn  sie 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  zunächst  an  0  liegende  Puncte  O'  der'Cofve;  in  Bezug  auf 
sie  die  kleinsimöglichen  Werthe  von  jB?  liefern.  (.•!.;.';) 

Um  -die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  zu  erhalten,  setze  man  in. die  v^rste^I^ea^^u 
Gleichungen  für  x^  und  u«  ihre  durch  die  Gleichungen  (50.  a.  und  b.^  gegebenen  Werthe  eia^ 
so  verwandelt  sich,  weil. diese  Gleichungen  ,    ^.  •.    . 

^ebcn,  erstlich  die  Gleichung  (57i  a.)  in:     ' ^       .     .  . 

i '  +  Jt)i?' W4tJ+ •j*'^«? Vj<«i«.+ ^  SI^'V'ij^öH- . . .  •]  /  C»»«  ••> 

tMwn  Tehnmayln.  «hsh  -ttfe  gleioharigBa .:C37i;  c.}  jnr- .  ■  i.-  •  ■      .   >    > ' 

and  .,,.'».,}-!.«!  \ im,im^ 

JT=flt[p.+B'^«iW-)5,p;Wf.+;|p'?>*.«:ia+--tr.)A    ■       -•     •> 

and  die  (57.  d.}  in:  , 

■  ,  -hilf  Cl:*-*'»^^'fl'«.+ ••••]?      t»^  ••) 
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IM  Analjrtinli^  «eonietrie.  Absehe  HF« 

Koletzf  wird  die  (57.  e.}: 

Da  nun  £",  wenn  die  durch  0  gelegte  Gerade  Tangente'  der  Corre  Mi  dieser  Stelle  werden 
soll,  für  alle  in  grösster  Nähe  bei  0  liegende,  Punf)te  0'  der  Curve,  d  h.  für  alle  möglichst 
klein  gedachte  und  Curvenpuncten  entsprechende  Werthe  von  x«  und  u«  so  klein  wie  möglich 
werden  muss,  und  diess  nur  dann  geschieht,  wenn  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (58.  d.} 
'  •'  •'  ^  ;  so  viele  Glieder  der  niedrigsten  Dnuensionea  in  Bezug  auf  x«  und  «« ,  als  sich  nur  immer  thun 
lässt,  zu  Null  gemacht  werden,  so  hat  man  zuvördenst  an.  die  Gerade,  w;elc|ie  Tanfeute  depr 
Curve  an  0  werden  soll,  die  Forderung  zu  stellen,  dass  sie  . 

roaiSie.  Diese  Bedingung  der  Tangente. nimmt.. durch  Wegschaffu^  der;  in,  ihr  befiodlichen  Klamr 
mem  die  folgende  Gestfdt  an:       .      .  .   i- s  '  .,;  ;   .  .'..:.,'- 

und  lässt  sich 9  ^^evn  man  Ibeaditet,  dasa,  nach  Aussage  der  im  ersifip  Abs^^hwttfs  stehenden 
Gleichungen  (|108.  a.),  die  an  zweiter  Stelle  befindliche 

(»•.•••)  PP  +  pV=4 

gtebt,  man  also  für  1— pV  und  1 — pp  hier  p))  und  pY  setzen  kann,,  auf  die  nachstehende 
Form  bringen: 

.   •    •  .      .  •  • 

welche  sogleich  in  die  zwei  folgenden  zerrallt; 

(&••  bO  p'ö?=p'    oder    pltf^V- 

Jfede  von  diesen  zwei  Bedingungen  der  Tangente  drückt,  wie  die  Gleichungen  C^iO»  ^  ^^  ^^^ 
sich  leicht  überführen  lassen,  eine  und  dieselbe  Eigenschaft  der  Tangente  aus,  und  man  über- 
zeugt sich  bald,  dass  diese  Bedingungen  die  einzigeil  sind,  denen  man  die  Tangente  uhferweir- 
fen  kann;  denn  da  durch  die.  Gleichungen  {59.^.}  das  Verbifltniss  zwischen  p  und  p'  oder 
zwischen  p  und  p'  gegeben  wird,  und  dadurch  den  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  21.}  angestellten 
auf  das  ebene  Ck)Ordinatensystem  zurückgeführten  Betrachtungen  zur  Folge  die.  schiefen  oder 
senkrechten  Projectionszahlen  der  zur  Gonaden  gehörigen  Richtung,  somit  auch  diese  Richtung 
selbst  gänzlich  bestimmt  werden  und  die  Gerade  überdiess  durch  den  Punct  0  geht,  so  ist  diese 
Gerade  eine  vöUtg  bestimmte ,  an  die  nian  keine  neaenl -Anforderungen  mehr  machen  kann. 

Setzt  man  die  durch  die  Gleichungen  (pH.  b.}  gegebenen  Werthe  von  p'  aad'  f'  in  die 
Gleichung  (59.  a.},  fo  findet  man:  ,  ;. 

►c«)  i=ppc*+^r^i?'3, 

und  durch  dieselben  Werthe. g^hen  die  Gleidiiin^en'  (iüS:  h.)  dber  in: 
€••.».)    <     und  .  " 


•  •  •  *' 


I.  IS.  Nr«  127.  n^aie  Curre.  ttf 

Hörend  die  {58.  e;)  mit  2axidi«nf  der  (6(K  ä.}  wird: 

und  die  (58.  d.}  auf  die  gleiche  Weise  behandelt  giebt: 


welche  letztere  sich  auf  die  folgende  Form  bringen  lässt: 


f   «' 


Sie  GleiohuBgen  (60*  a.  bis  d.}  liefern  die  Gri^sse  def«  senkre^^n  Abstandet:  eines  beliebigen 
Punctes  0'  der  Curve  von  der  durch  0  gelegten  Tangente,  so  wie  das  Stück  der  Tangente» 
welches  von  0  an  bis  zu  der 'Stelle  reicht,  wo  das.  durch  0'*  auf  die  Takigente  geflillte  Loth 
diese  schneidet,  während  die  Gleichungen  (59.  a.  bis  d.)  dieselben  Grössen,  aber  auf  eine  be«^ 
liebige  durch  0  gelegte  Gerade  bezogen,  hergebea  Da  das  erste  Glied  in  der  Gleichung  (60.  d.} 
schon  von  der  vierten'Dimeiision  in  Bezug  auf  Xo  und  u«  ist,  wÄrend  das  erste  in  der  Glei- 
chung (59.  d.}*  vorhandene  Glied  nur  von  der  zweiten  Dimension ;  in  Bezug  tuf  di^  gt^Manlen 
beiden  Grössen  ist,  so  folgt  hieraus,  vorausgesetzt,  dass  dieCoeffizienten  dieser  Reihen  bei 
der  Stelle  0  nicht  aufhören,  von  endlicher' Grösse  zu  sein,  dass  die  Entfernungen  der  zunächst 
bei  0  liegenden  Curvenpuncte  von  der  Tangente  an  0  unvergleichlich  kleiner  sind,  als  die 
Entfemungea,  derselben  Curvenpuncte  von  |eder  andern  durch  0  gelegten  Cferaden,  die  mit  der 
Tangente  einen,  w«pa  au(^  noch  so  Ueinea  ^if inkel . vpii  endlicher  jEr^-össe  einschliesst  Eben 
^^riya.ist  diese  Tangente  untw  allen,  den  durch  0  gelegte^  Geraden  die  einzige»  welche.  4ie 
Richtung  der  durve  an  dieser  Stelle  anzuzeigen. im  Stande  ist.    ,       '^  ■ 

Hat  man  stets  nur  solche  Puncto  0'  .der  Curve  vor  Augen,  die  dem  0  so  nahe  liegen, 
dass  sich  deren  Entfernung  von  0  nicht  durch  eine  endliche  Grösse  angeben  lässt,  so  haben 
für  solche  Puncto  auch  die  Grössen  x«  und  u«  keinen  endlichen  Werth,  und  dann  verschwindet 
in  obigen  Reihen  jedes  folgende  Glied  in  Vergleich  zu  seinem  vorfiergehenden,  falls  dieses'  nicht 
völlig  null  ist,  oder  jenes  einen  CoefTizienten  hat,  dessen  Grösse  überhaupt  nicht  mehr  darstell- 
bar ist  Die  Reihen  (60.  a.  bis  d.}  ziehen  sich  in  diesem  Falle  auf  ihr  erstes  Glied  zurück 
und  diess  gilt  auch  von  der  Reihe  (58.  a.^,  so  dass  man  Tür  sie  die  folgenden  Formen  erhält, 
in  denen  wir  den  Buchstaben  R,  i7,  K  ein  Null  als  Index  angehängt  habeii,  um  dadurch  An- 
zudeuten, dass  diese  Grössen  sich  nur  auf  solche  Punde  0'  der  Curve  beziehen,  deren'  Eht^ 
femungen  von  0  kleiner  sind,  als  dass  sie  sich  durch  eine  endliche  Zahl  aussprechen  liessen : 


(••.  *•) 


•      4        i         • 


9S8  Analytiftebf  ^Si^ometrie.  Atadu  IUI. 

welche  zeigen,  dass  für  so  nah  an  0  gfißg^nfi.CxmenfuM^  K=zJll.iaij.od^'dßi8ü  ihre  BM#» 
fernungen  und  die  der  von  ihnen  aus  gegen  die  Tangente  gezogenen  Lothe  von  dem  Puncte 
0  als  gleiche  Grössen  anznselien  sind. 

Erwägt  man  endlich,  dass -nach  Aussage  derjenigen  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Glei- 
ehungen  (108.  a.),  welche  an  dritter  und  fünfler  Stelle  stehen, 

p=:p  +  p'cosW    und    p sin' W i=  p  —  })'cos W 

ist,  oder  wenn  man  fUr  p'  und  ^'  iiure  aus  den  Gleichungen  1^59.  b.}  sich  ergebenden  Werthe 

•     .  • .  •  ^        - 

einsetzt  * 

P  =  P(i  +  ^?cosW)    und    psin*W  =  p(l— SVcosW), 

und  dass  diese  letztem  Gleichungen  mit  Zuziehung  derer  (]54.  b.},  ^,  l'  für  x,  x'  und  17,  ff 
,   .  für  u,  u'  setzend,  übergehen  in: 

j)  =  p*ij    und    p  =  j)J|, 

Bo  findet  mm  dadwoh,  dass  man  jede  «Keaer  iwel  letzten  Gleichungen  mit  der  (60.  a.)  multi^ 
plioirit  .        »  '  i 

45=p'^i|(14-*r»V)    und    l  =  <>'^g(*+^*'^V), 
worai^  folgt: 

n T-— ^  - *  »< ■  ■ >-~. '   und    }b j^3      -  ..II. .1  i.i-— .  • 

lii«i*darch  nun  gehen  die  ««f  iweiter  Zefle  stdienden  GleMMuigen  QMl.  •.')  Ober  h: 

„     i/i+^r^fl'    j  TT     i/*+«rw 

.  JI,;=:x,y   -^  A — -    vni   il,=u.^<  —  x        ■  * 

welche  man^  weil  d^5f^z=:l  i^,  auofi  M  S9hreih,eii  kann: 

n.=2x.Q8fj+l^lf!'9fj^^    und    n^u.CSS  +  tn'^r9?)^' 
oder,  mit  Berücksidhtigiing  der  im  vorigen  Palrägraphen  durch  die  Gleichüngefn  (t3.  a.  und  b.} 
ausgesprochenen  Eigenschaften  solcher  Ableitungen,  auch  so:       ' 

CM.M  n.=x.(Sfi+i^8rf^^  und  n^u.(Si+Usr)*. 

^  128)  Die  Tangenten  spielen  bei  der  Beurtheilung  aller  übrigen  Eigenschanen  der  Curve 
eine  so  wichtige  Rolle,  dass  wir  nicht  umhin  können,  ihr  Verhalten  noch  etwas  weiiar  zu  ver-«* 
folgen,  um  nichls  zurückzulassen,  was  zum  besseren  Yerständniss  des  noch  Folgenden  dienen 
könnte.  Ans  den  bisherigen  Betrachtungen  hat  sich  ergeben,  dass  die  Tangente  einer  durch 
combinirte  Gleichungen,  wie  die  (48.)  sind,  gegebenen  Curve  an  einem  beliebigen  ihr^  Puncte 
0,,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  |,  ^  und  ^^  V  sind,  durch  jede  der  Gleichun* 
^ea  (51.)  näj^lich 
£•••«•)  iCt=t^x.    und    u;=^t?'ö* 

dargestellt  wird,  und  dass  die  Curve  selbst  durch  jede  der  Gleichung  (50.  a.  und  b.),  nämlich: 
(M.  to.)  ^  x;=Srx^  +  2    und    u;=%i2'n,  +  3 

dargestellt  wird,  wban  der  Kürze 'wegen  '• 

"  •    '  i»T^  +  ^^rx:  +  ....=Z    «nd 


iW-J+l^Vti  +  .-i^a 


$:  13*  9fJ  128.  Und  Ciml.     ' 

geifcetxlf  wüdy  uad  iniR  sich  untisr  x«,  xi  und  n«,  «•  die  schiefe  und  seilcrediten  Cootdiniiteii 
der  Tmigeiitenpiuuite  in-  der  Glmohungf  (68.  z!}  wtA  der  CnrvenpaDcfee  in  4er  (Seickuiig:  ($2.  h,} 
'an  den  durch  den  BerUhnmgsputict  gelegten,  nit  den  ursprttngliclien'lNnrallelen  und.gleichlän^ 
figen  neuen  Axeu  vorstellt.  Hebt  man  nun  aus  der.Curve  zwei  bestimmte  Piuicte  Oi  und  0« 
heraus,  und  bezeichnet  die  an  den  Axen  0  X  linfd  0  X'  sich  biidendeu  schiefen  und  senkrechten 
Coordinaten  des  einen  Punctes  durch  Xj ,  Xi  und  Ui  •  u[ ,  des  andern  Punctes  durch  x, ,  x^  und 
At ,  Ui ,  so  ist  in  Bezog  auf  deik  einen  Punct  '     ' 

x:=^|'x,  +  Z.    imd    o;=«ij'«,4-3,  •     (•«.•.) 

WKi  In  Beruf  aof  den  «ndeni  Pmct 

x;=?i|*x,+z,  und  u;=%i}>.  +  3.,  (••.«.) 

wenn  Z,  und  3«  das  bedeuten,  was  aus  Z  und  3  y^i^  wenn  man  in  diesen  x«  und  u^  an  die 
Stelle  von  x«  und  u«  setzt,  so  wie  Z,  und  3i  das  bedeuten  sollen,  was  aus  Z  und  3  ^ird, 
wenn  Xa  und  u^  für  x«  und  u«  gesetzt  wird.  Pie  durch  die  beiden  Puncto  Oj  und  0,  hindurch 
g^eode  Gerade  wird  durch  jede  der  Gleichungen: 

(x;— x{)C*.— xO-(x»-^xOCä;— i{3=0  und  («;— »,lCu.~tti>— (Ui^uOC«;— uQx:©   (M«  ••> 

dargestellt,  nach  Aussage  der  im  zweiten  Abschnitte  Nh  103.  besprochenen  Formeln,  wenn  man 
diese  aaf  die  neuen  Axen  in  Anwendung'  bringt  und  in  ihnen  der  Natur  des  ebenen  Systems 
gemäss  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Coordinaten  null  sein  lässt.  Aus  den  Gleichun- 
gen (62.  c.  und  d.}  findet  man  durch  Subträction  der  über  einander 'stehenden:  '  '  - 

x;-x:=srCx.-xO  +  z«-z, .  und  u;-u;=Si?Xu»-uö+3.-3. 

und  durch  die  hieraus  für  x»  —  x^  und'  Uy — ui  sich  «rgebenden  Werthie  verwandeln  sieh  dif 
Gleichungen  (63.  aj  in: .  '        a 

.  .     x;^x;=(x^~x.)r8r+^^^l     und    u;-u;=Cu*--uOrW+^^^l  .        ,=   (•«.*•) 

L  Xj  ~~~  XiJ  ^  Uj  "~""  UfJ 

■         *  <  . 

Pie^e  Gleichupgen  gehören  der  durdi  0|  und  0,  gelegtßn  Geraden  an,  wo  immer  sich,  auch 
diese  zwei  Puncto  auf  der  Curve  befinden  mög^n;  lässt  ipan  aber  diese  zwei  Puncto  dem.  0 
stets,  näher  rücken,  bis  Xi,  x,  und  U|,  u«  so  klein  werden,  dass  sich  deren  Grössen  durch 
keine  endlichen  Zahlen  mehr  ausdrücken  lassen,  und  in  den  Entwickelungen  die  Glieder,  wdöhe 
in  Bezug  auf  x,  und  x«  oder  u,  und  u^  von  einer  höheren  Dimension  als  andere  sind,  gegen 
diese  andern  verschwindend  klein  werden,  so  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  einfachere 
Formen  an.  Ist  nämlich  das  erste  Glied  in  Z  und  3  i^^eht  null,  so  giebt  es  allein  den  vollen 
Werth  von  'Z|,  Z,  und  3i  9  3«  her,' und  man  findet  erstlich 

z,-z.=  ^a'r(xi-xO  und  3.-3.=|^''?'CuJ-uO 

und  hieraus 

welche  Werthe  neben  denen  t)^  und  ^V  in  den  Gleichungen  (63.  b.}  verschwinden,  wegen 
des  in  ihnen  auftretenden  Factors  x,  +  Xi  oder  u,  +  Uj ,  so  dass  die  Gleichungen  (63.  b.}  iti 
diesem  FaUe  werden: 

x;— x;=(x,— xo^r  und  u;— u;=(u«— uov.  (•••••) 


Analytiflcha  CSeMq^tiie.  Abtfch*  HL 


• .  •>   r  ^ 


Sind  hingegen  die  enlen  in  Z  nnd  3  enttnlteneh  Gliader  nnll,  so  ergeben  sidi  die  Weifte 
E«,  Z,  und  3>9  3i  >^^  ^B^  ersten  in  ihnen  wiiidich  vorhandenen  GKcde;  nehmen  wir  an,  dass 
der  Exponent  von  x;  oder  u«  in  diesem  GUede  r  sei,  so  findet  man: 

z,-z,_    yr    x;-x?         3«-3.        ^'V    n^-tf 

■             SS  j  ^  '    untt     ■  ■  ■         "•":  j-^  _^— .  ^ 

Xi  —  X,        1.2 r  Xa  —  X,  u,  —  II,        1.2  —  r  u, — n, 

und  diese  Grössen  verschwinden  wieder  neben  denen  S  ^  und  ^  i^"  in  den  Gleichungen  (^63.  b.}, 

X    ~—  x'  fi^       n' 

und  zwar  um  so  mehr,  da  r  immer  grösser  als  zwei  ist,  also  -^ und  -^ Ausdrücke 

Xj  —  X|  Us — U| 

sind,  welche  in  Bezug  auf  x.  und  x,  oder  u,  und  u,  von  einer  hohem  Dimension  als  der  er- 
I.  .  sten  sind    Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  die  Puncte  0,  und  O9  dem  0  so  nahe  liegen,  die 

durch  sie  hindurch  gehende  Gerade  stets  durch  die  Gleichung  ([63.  c.}  vollkommen  dargestellt 
wird,  wenn  nicht  etwa  einzelne  der  Coeffizienten  in  Z  und  3  zufällig  am  Puncte  O  WerChe  von 
solcher  Grösse  annehmen,  dass  sich  diese  nicht  mehr  durch  endliche  Zahlen  angeben  ISssl 
Solche  seltene  Ausnahmen  abgerechnet  zeigen  die  Gleichungen  (63.  c.},  dass  die  durch  je  zwei 
möglichst  nahe  bei  0  gelegene  Puncte  0«  und  0,  hindurch  gehende  Gerade  immer  mit  der 
.  Tangente  an  0  einerlei  Ridilung  hat«  woraus  folgt,  dass  in  einem  Gurvenelement  von  gaaa 
geringer  Ausdehnung  in  der  Regel  keine  Richtungsänderungen  von  inessbarer  Grösse  vorkom- 
men können.  Selbst  wenn  ^^  und  ^dr/  null  wären,  hätte  man  doch  noch  immer  die  parallele 
Lage  der  durch  0,  und  0,  gelegten  Geraden  mit  der  Tangente  an  0  unter  solchen  Umständen 
als  eine  in  der  Regel  vorhandene  Eigensc]^  des  Curvenelements  anzusehen;  denn  in  diesem 
Falle  würde  x^  —  x^  unvergleichlich  kleiner  als  x«  —  Xj ,  oder  u^  —  ul  unvergleichlich  kleiner  als 
u«  —  u,  werden,  und  schon  deswegen  könnte  die  durch  0,  und  0,  gehende  Gerade  mit  der 
Tangente  an  0  keinen  Winkel  von  messbarer  Grösse  bilden. 

Aus  dem  Umstände,  dass  jede  durch  zwei  unendlich  nahe  bei  0  liegende  Puncte  0.  und 
'     0,  gehende  Gerade  mit  der  Tangente,  an  0  parallel  läuft,  also  die  Gurve  in  grösster  Nähe  bei 
0  von  Punct  zu  Punct  in  einer  Richtung  fortschreitet,  welche  die  der  Tangente  selber  ist,  las- 
sen sich  nun  mit  grösster  Schärfe  und  gleich  leicht  auf  geometrischem  wie  auf  analytischem 
Wege  folgende  zwei  Eigenschaften  der  Tangente  herieiten: 

9l)  Geht  möglichst  nahe  an  dem  Puncte  0  eine  Gerade  vorbei,  welche  die  Tangente  und  die 
Curve  unter  einem  endlichen  Winkel  schneidet,  so  unterscheiden  sich  die  von  0  aus  bis 
zu  dieser  Geraden  genommenen  Längen  der  Tangente  an  0  und  der  Curve  um  keine 
Grösse,  die  mit  diesen  Längen  selbst  vergleichbar  wäre; 

b}  zieht  man  von  0  aus  bis  zu  der  eben  genannten,  möglichst  nahe  an  diesem  Puncte  vor» 
^  bei  gehenden  noch  eine  zweite  Gerade,  die  mit  der  Tangente  an  0  einen  Winkel  von 

endlicher  Grösse  bildet,  so  unterscheiden  sich  die  zwei  von  £esen  beiden  Geraden  und 
einerseits  von  der  Tangente,  andererseits  von  der  Curve  eingeschlossenen  Räume  um 
keine  Grösse  von  einander,  die  mit  diesen  Räumen  selbst  vergleichbar  wäre. 

Zu  den  vorstehenden  Eigenschaften  der  Tangente  fugen  wir  noch  die  folgenden  hinzu. 
Läuft  eine  der  Coordinatenaxen,  z.  B.  die  A  X ,  parallel  mit  der  Tangente  an  irgend  einem  be- 
stimmten Puncte  der  Curve,  so  wird  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Tangente,  welche  schiefe 
Coordinaten  in  sich  trägt: 
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wflhrend'  die  Glitiohimg  dersdben  Tmgenl^  in  wdeher  Midarechte  Coordmaten  voAoimnen,  in 

diesem  Falle 

u'~  fl'=  (a — ff)  cos  W 

wird,  wie  sich  schon  ans  der  im  ersten  Abschnitte  unter  (106.  d»}  in  letzter  Stelle  stehenden 
Gleichung  entnehmen  Usst  Die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  bleiben  für  jeden  Punct  der 
so  beschaffenen  Tangente  wahr  und  zeigen,  wenn  man  sie  mit  den  in  (56.  a.}  aufgestellten  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Tangente  vergleicht,  dass  in  dem  hier  angenommenen  Falle,  d.  h. 
wenn  die  Axe  AX  parallel  mit  der  Tangente  an  einem  bestimmten  Puncto  0  läuft,  sein  müsse 

1^=0    und    ln  =  ^osWi  («A*«*) 

es  kann  also  nur  dann  sowohl 

^^=0    als  auch    ^17=0  («A.  1b«) 

werden,  wenn  W  ein  rechter  Winkel  ist,  d  h.  wenn  die  Axen  des  ebenen  Systems  senkrecht 

auf  einander  stehen.    Liefe  anstatt  der  Grundaxe  AX  die  Polaraxe  A£  mit  der  Tangente  an 

einem  bestimmten  Puncto  der  Cnrve  parallel,  so  würde  jetzt  die  Gleii^hnng  der  Tangente,  welche 

senkredite  Coofdinatett  in  sich  trägt; 

u'-w'=0, 

und  die,  welche  schiefe  Coordinaten  in  sich  trägt,  in  Folge  der  im  ersten  Abschnitte  an  vierter 
SteOe  stehenden  Gleichung  (108.  d.) : 

x'-r=-(x-öcosW, 

welche  beide,  verglichen  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  (56.  a.},  zu  erkennen  geben,  dass  in 
diesem  Falle 

^V=0    und    a|'=  — cosW  (MU  ••) 

ist,  dass  also  unter  diesen  Umstfinden  nur  dann  gleichzeitig 

lfl'=0    und    %r=0  (•4-*.) 

sein  könne,  wenn  die  Axen  d^s  ebenen  Systems  senkrecht  auf  einander  steheiu   Aehnliche  Re- 

1  '"     '1 
sultate,  in  welchen  blos  ^  und  r-7  xu  sieben  kommt,  wo  zuvor  %|'  und  ^ij'  stand    erhält 

man  in  dem  Falle,  wo  die  Grundaxe  AX'  oder  die  Polaraxe  AST  mit  der  Tangente  an  einer 
bestimmten  Stelle  der  Curve  parallel  läuft 

129)  Man  nennt  die  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  liegende  Gerade  welche  durch  den 
beliebigen  Punct  0  einer  ebenen  Curve  geht  und  senkrecht  auf  der  zu  dieser  Stelle  der  Curve 
gehörigen  Tangente  steht,  die  Normale  der  Curve  an  dem  Puncto  0.    Bedeuten  wieder 
I ,  J'  und  fl ,  V  die  i^chiefen  und  senkrechten  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  0  der  durcb 
die  combinirten  Gleichungen  (48.)  dargestellten  Curve  an  den  Axen  AX  und  AX'  des  ebenen 
Systems,  so  wird  irgend  eine  durch  den  Punct  0  gehende  Gerade,  dem  im  zweiten  Abschnitte 
Nr.  105.  «Ür  die  dortige  Gleichung  (54.  g.)  Erwiesenen  gemäss,  durcb  jede  von  den  zwei  nndi- 
stehenden  Gleichungen  dargestellt: 

».(«-ö  +  »>;(x'-n  =  0    und    PtC^~i2)  +  p;(u'-i3')  =  0,  cm«  tu) 

in  weleher  x,  a'  »d  n,  u'  die  sdiiefen  und  swkrecblen  Coordinaten  von  irgend  einem Puncle 
dieser  Geraden  m  im  Axen  AX  und  AX\  »•,  ^^;  und  p^,  p;  aber  die  in  diesen  Gteicfamgea 
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noch  unbeslimint  gebfebenen  CoeSikieBten  bezeichnen,  und  diese  GleidiiHif  en  werden  der  Nor«» 
male  an  dem  Puncte  0  angehören,  wenn  die  in  ihnen  enthaltene  Gerade  auf  der  Tangeate  an 
0  senkrecht  steht;  stellen  daher  in  derselben  Weise  auch  noch 

*Cx-Ö  +  l>'Cx-n=0    oder    pCu-i^D  +  p'Cu'-O^O 

die  Gleichungen  der  Tangente  an  dem  Puncto  0  vor,  so  wird,  nach  Aussage  des  im  zweiten 
Abschnitte  gegebenen  Kennzeichens  (58.}  die  Gleichung  (65,  a.}  der  zu  findenden  Normale  an- 
gehören, wenn 
(M.  M  pp,  +  py,  =  0    oder    p,»)  +  p:p'=r:0 

ist.  Nun  zeigt  aber  die  Vergleichung  der  so  eben  JFUr  die  Tangente  angenommenen  Gleichun- 
gen mit  den  oben  daPür  gefundenen  (56.  a.},  dass 

}f  :)f'=l^:  —^  und  f  :  f' =:  Itj' :  —  i 
sein  müsse,  wodurch  das  Kennzeichen  (65.  b.}  sich  verwandelt  in: 

y«  :  p;  =3  1  :  ^1^'  oder  p«  :  pi  =  i  :  ^f  i 
und  die  Gleichungen  (65«  a.}  in  jeder  der  zwei  nachstehenden  Formen  fleh  schreiben  lassen: 

(•*.•.)  (x-|)  +  (x'-r)^fl=Ö    und    <u-i7)  +  (u'-V)Sr=0, 

von  denen  jede  die  gesuchte  Normale  der  Curve  an  dem  Puncte  0  darstellt  Diese  Gleichungen 
lassen  sich,  wenn  man  mit  Hilfe  der  schon  in  Nr.  111.  mitgetheilten  Relationen 

I  •  I  • 

%r=-.-i-^    und    SV=_.^ 

die  Grössen  %^  und  ^tj'  aus  ihnen  dkninirl»  auf  die  andete  Form 

(M.  <i.)  (x  — öVv^-(x'-r)'^V^=0    und    (u-i?y?)<p^-(u'— oVy^  =  0 

bringen,  in  der  sie  zeigen,  wie  die  Gleichung  der  Normale  unmittelbar  aus  der  Gleichung  der 
Curve  von  der  einen  oder  andern  in  (46.}  angegebenen  Art  geßinden  werden  kann. 

130}  In  der  zu  einem  bestimmten  Radius  gehörigen  Kreislinie  herrscht  allerwärts  nur  eine 
und  dieselbe  Krümmung,  aber  von  einem  Kreis  zum  ändern  ändert  sich  die  Krümmung  mit  dem 
Radius  ab;  sie  ist  grösser  beim  kleinem  Radius  und  kleiner  beim  grossem  Radius«  Steltt  man 
«ich  Kreislioiea  durch  alle  Abstufungen  hindurch  vom  kleinsten  bis  zum  grössten  Radius  vor^ 
so  tragen  diese  allo  möglichen  Krümmungen  von  der  grössten  bis  zur  kleinsten  in  sich.  Man 
kann  aus  diesem  Grunde  den  Radius  einer  Kreislinie  im  umgekehrten  Verhältnisse  genommen 
zum  Jllaase  ihrer  Krümmung  machen,  und  bei  einer  Curve,  die  von  Stelle  zu  Stelle  eine  an^- 
4ere  Krümmung  bat^  die  Frage  aufwerfent  welche  Kreiskrümmung  mit  der  Krümmung  der  Curve 
an. einer  bestimmten  ihrer  Stellen  iU)ereinstimme,  wenn  man  sich  an, dieser  Stelle  ein  9Q  klei- 
nes Stück  der  Curve  abgesondert  denkt,  um  in  dessen  Umfange  überall  eine  und  dieselbe»  d,  It 
eine  Kreiskrümmung  voraussetzen  zu  können.  Von  allen  Kreislinien,^  die  durch  eine  bestimmte 
Stelle  der  Curve  gehen  und  zu  verschiedenen  lllittelpuncten  gehören,  kann  offenbar  nur  dieje- 
nige die  Krttmmungsgrösse  der  Curve  an  dieser  St^He  hergaben,  denen  PuMle  'mit  den  zunicbsi 
%fei  «dieser  Stelle  liegenden  Puncten  der€urve  mOgUehst  gtnau  AbtreiilstiMieiii  Mmnefeinl  ite 

.1 
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Kreis  y  deMen  Krümmung  nR  der  KrytmBMiii|f  der  CiK^e  dn  eiiier  ihrer  SieHeli  Qberdikölnait^ 
den  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Krümmung skreis  der  Curve,  und  den  diesem  Kreise 
entspi^ecbenden^Radiiift  den  Krüaimungsrndias  oder  Krümmungshtlbmesser  der  Curve 
•n  der  Stelle,  all  welcher  der  Krümmimgskreis  gehdri. 

Ist  eine  ebene  Curve  durch  die  combinirten  Gleichungen  (4B.^  gegeben,  in  deren  erster  die 
Veränderlichen  x,  x'  und  in  deren  zweiter  die  Verfinderilchen  u,  u'  vorkommen,  jene  Verän- 
derlichen als  sdhiefe,'  diese  als  senkrechte,  auf  die  Axen  AX  und  AX'  eines  ebenen  Systems 
bezogene  Coordinaten  gedacht,  und  will  man  die  Grösse  der  Krümmung  erfahren,  welche  diese 
Curve  an  einer  ihrer  Stellen  0  besitzt,  vfcbei  wir  ins  den  Punct  O  zwar  als  eifiea  völlig  be- 
liebigen, aber  doch  bestimmt  hervorgehobenen  zu  denken  haben,  dessen  schiefe  i^nd  senkrechte 
Coordinaten  wir  durch  £,  1'  und  fjy,  rf  vorstellen  werden,  so  kann  man  dabei  wie  folgt  ver- 
fahren. Man  lege  durch  diesen  Punct  0  mit  den  Axen  AX  und  AX'  parallel  und  gleichläufig 
zwei  neue  Axen  0  X  und  0  X'  und  bezeichne  durch  x« ,  x«  und  i)« ,  u«  die  schiefen  und  senk- 
rechten CoordinateA  desselben  Curvenpunctes  an  diesen  neuen  Axen,  der  an.-  den  ursprünglichen 
Axen  die  x ,  x'  und  u ,  u-  gab,  so  finden  zwischen  diesen  Coordinaten  und  deüeii  des  Puiicteä  - 
0  die  Gleichungen  (49.}  sowohl  als  die  (50.  a.  undb.}  statt  Bezewhnen  wir  nun  durch  r»,  r« 
und  u«,  u«  «Ue  seUfefen  und  senkrechten,  amf  die  neveH  Axen  OX  und  OX'  bezogenen  Cooi>«' 
djnaten  des  Mittelpunctes  voa  einem  durch  den  Pinct  0  hindurch  gehewlfitt  Kreise,  .^ssea 
Halbniesser  dorch  q  vorgestellt  werden  seil,  VMd  den  wir  uns  mit  dem  Axen  A  X  Und  A  X'  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegend  denken,  so  hat  nan  aack  Ani^tuDg  derjenigen  von  den  im 
ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (108.  b.},  welche  an  erster  SteHe  steht: 

e»— r«u.+t:u;;  (•••».) 

bezeichnet  femer  ^'  die  Linge  der  von  dem  gletohen  Mittelpancte  bis  zu' irgend  einem  von  0 
verschiedenen  Pimate  O'  der  Curve  gezogenen  GeradeUi  und  stellen  ^«9  M!i^^^i  «# ,  v^  die  schier 
ien  und  senkrechlen  Auf  die  neuen  Axen  OX,  OX'  bezogenen  Qoordina|en,desfunctes  0'  vox^ 
so  ist  UQoh  Anssi^e  derjenigen  von  den  im  ersten  Abscbnitte  gegebenep  Gleichnogen  (108.  d)^ 
welche  an  erster  Stelle  steht: 

oder  wenn  man  ausmultiplicirt  und  auf  die  Gleichung  (66.  a.}  Rücksicht  nimmt: 

Der  kleinste  Abstand  des  Curvenpunctes  0'  von  dem  Kreise,  dessen  Radius  q  ist,  ist  den  in 
Nr.  124.  entwickelten  Eigenschaften  d^  Kreises  zw  Felge  die  von  O^  bh  an  diese  Kreislinie  ge- 
hende Gerade,  welche  verlängert  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises  geht,  also  +(ß  —  ^^ ,  und 
man  hat  der  Gleichung  (66.  b.}  gemäss: 

ß-p'==e-(e'^{(x.Ko+ji4i;4rno}^+ii;r;3-(x.u,+x;u;)])* 

Dieser  kleinste  Abstand  wird  nur  dann  null,  wenn  1 

x.iu+x;u;+nbt,4-u;y;— (x.4i,+x;it)=:0  (••.  •.) 

ist,  und  nimmt  in  dem  Grade  zu,  als  die  Coordinaten  vom  Mittelpunct  des  Kreises  und  vom  Cnr- 
tenpuncl  </  der  CHrichnng  (66b  c.)  mehr  entgegen  sind;  soll  AAßt  unser  btis  vom  Radiw 
f  Krttmmungskreis  der  Curve  an  der  Stelle  0  werden,  so  muss  die  Gleichung  (66.  c)  dorA 
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die  Panete  0'  der  Ciirve,  weldie  dem  0  zuniehst  Heg^eB,  ohne  jedoch  mit  ihm  suMmmen  za 
fflUen,  möglichst  genau  wahr  gemacht  vr&rien. 

Erwägt  man  nan,  dass  der  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Gleichung  (i6.')  zmr  Folge, 
wenn  man  in  ihr,  wie  beim  ebenen  System  geschehen  muss,  die  auf  die  dritte  Axe  sich  be-» 
ziehenden  Coordinaten  null  sein  lässt, 

x,u,+x;u;=u,r,+u;r; 

■ 

ist,  so  wird  man  gewahr,  dass  die  Bedingung  (66.  c.}  sich  auf  jede  der  beiden  folgenden  For- 
men bringen  lässt: 

(•«•».)        2(x,u,+x;u;)— (x,u,-hx;u;)=o  und  2(u.r.+u;i;)— (x.u.+x;u;)=o. 

Um  diesen  letzten  beiden  Gleichungen  eine  unserm  gegenwärtigen  Zwecke  angemessenere  Ge- 
stalt zu  geben,  setze  man  in  ihre  einzelnen  Glieder  für  x^  und  ul  ihre  durch  die  Gleichungen 
(50.  a.  und  b.}  gegebenen  Werthe,  wodurch  man  findet: 

/2Cx,u.+x;u;)=2x,cu,+u;ar)+x2u;%*r+.-.. 

(«.*•)    J2(u,r.  +  u;r;)=:2u.(r.+r;ai?')  +  uJr;S*i?'+.... 

(    x.u.+x;u;  =x.u.ci  +  ar'^0  +  ..-.» 

wo  überall  nur  diejenigen  Glieder  angesdurieben  worden  sind,  welche  in  Bezug  auf  x»  und  n« 
die  zweite  Dimension  nicht  übersteigen.  Erwigl  man  femer,  dass  die  Gleichungen  (54  a.} 
und  (54  b.},  welche  auf  alle  in  den  Gleichungen  (48.}  enAaltenen  Puncto  anwendbar  sind, 
auch  hir  den  Punct  0 ,  dessen  Coordinaten  |,  |'  und  17,  17'  sind,  bestehen  bleiben,  und  man 
deswegen  hat  nicht  nur 

i7  =  |+|'cosW       und       Jsin'W=i?  — i;'cosW, 
sondern  auch 
<M.siO  8fi=l+l^eoBW    und    «|sin*W=l— »VcosW, 

und  dass  man  in  denselben  Gleichungen  auch  x ,  x'  mit  x, ,  x^  und  u ,  u'  mit  u# ,  u«  yertau- 
sehen  könne,  wobei  W  seinen  Werth  nicht  ändert,  da  die  neuen  Axen  OX  und  OX'  den  or- 
sprüngtichen  AX  und  AX"  parallel  und  gleichläufig  sind,  so  dass  man  auch  noch  hat: 

u.  =  x.  +  xicosW    und    x,sin*W=:Ut  —  uicosW 

oder,  wenn  man  auch  hier  vrieder  für  x«  und  u«  ihre  durch  die  Gleichungen  (50.  a.  und  b.) 
gegebenen  Werthe  setzt: 

u*  =  (l  +  «rcosW)x,-t-jB*|'cosWx:  +  .... 
und 

x,sin*W=(l— «i7'cosW)u»  — jl^iy'cosWu;  — , 

welche  Gleichungen  sich  mit  Zuziehung  derer  (68.  a.}  auch  so  schreiben  lassen: 

u.=:*i7X.  + j^fcas  Wx;  +  .... 
und 

X,  =  O^U» — ^0  fj  g|^«  ^  ^  —  ••••> 

f 

so  übeneogt  man  sich^  dass  x«  u»  auf  jede  der  zwei  n^difolgenden  Weisen  geschrieben  werden 
kann: 


C«9«  Ib.) 
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und  ..r 

und  hierdarch  geht  die  leiste  der  Gleichungen  (fft.  b.}  über  in  jede  der  zwei  nachstehenden 
Formen : 

und  f • •  •  •  •  • 

xou.+x;u;=:ujj|O+^r«i70-....,' 

in  denen  blos  Glieder,  der  dritten  und  hohem  Dimension  in  Bezug  auf  x«  oder  u«  nicht  ange- 
schrieben stehen*  Setzt  man  nun  in  die  erste  Bedingung  (67.  a.}  für  2(x,u,  +  XoU«}  und 
X«  u»  -|-  x^  u«  ihre  Werthe  aus  den  ersten  in  (67.  b.}  und  (68.  c.}  enthaltenen  Gleichungen  und 
eben  so  in  die  zweite  Bedingung  (67.  a.}  fttr  u«r0  +  u«r«  und  x,u«-|-XoU,  ihre  aus  den  zwei- 
ten in  (67.  b.)  und  (68.  c.)  enthaltenen  Gleichungen  entnommenen  Werthe,  so  nehmen  jene 
beiden  Bedingungen  die  folgende  Gestalt  an: 

2x.(u.+«;Bf)+xjcu;yr-«i?ci+^r»v)]+.-..=o ) 

und  [ (•••) 

in  welchen  alle  diejenigen  Glieder  angeschrieben  stehen,  die  nicht  in  Bezug  auf  x«  oder  u«  von 
der  dritten  oder  eilier  noch  hohem  Dimension  sind.  Es  ist  jede  der  Gleichungen  (69.}  die 
(66.  c.}  in  einer  abgeänderten  Gestalt  und  daher  kann  unser  Kreis  vom  Radius  q  nur  dann 
amf  den  Namen  des  Krfhnumngskreises  Anspmch  machen,  wenn  die  zunächst  bei  0  gelegenen 
Puncto  der  Curve  die  eine  oder  die  andere  der  Gleichungen  (69.}  mdglichst  vollkommen  be^ 

friedigen. 

. 

Da  aber  die  zunächst  bei  0  liegenden  Curvenpuncte  sowohl  fttr  x,  als  für  u,  so  kleine   '  • 
Werthe  liefern,  dass  deren  Grösse  sich  nicht  durch  endliche  Zahlen  bezeichnen  lüsst,  so  ver- 
schwinden die  in  den  ReUien  (69.}  enthiyitenen  Crlieder,  welche  eine  htthere  Potenz-  von  x,  oder 
u,  in  sich  tragen,  gegen  solche,  die  eine  niedrigere  Potenz  dieser  Grössen  in  sich  aufnehmen 
und  deren  CoefFtzienten  nicht  iröllig  null  smd.    Hieraus  folgt  weiter,  dasd  die  zunSchsl  bei  0 
gelegenen  Curvenpuncte  die  Gleichungen  (69.}  um 'so'vollkouimener  befriedigen  werden,  je 
mehr  Coeffizienten  von  den  -in  ihnen  auftretenden  und  mit  den  niedrigsten  Potenzen  von  x« 
oder  u,  versehenen  Gliedern  durch  die  Lage  des  Mittelpuncts  in  unsenn  Kreise,  dessen  Radius  ^  ' 
Q  ist,  zu  Null  gemacht  werden,  dass  also  dieser  Kreis  dadurch  zum  Krümmiingdurets  wird, 
dass  man  in  den  Reihen  (69.}  von  vom*  herein  so'  viele  Coeffizienten  von  x,  oder  u«  null  wer-       . 
den  Usst,  als  durch  die  Wahl  seines  Hittelpunctes  geschehen  kann.    Die  zwei  ersten  Glieder 
der  genannten  Reihen ^liefem  diesem  gemäss  die  zwei  folgenden  Bedingungen: 


li.+'w;»r— 0    und    tt;Vr-^5iyC*+*S'*«/')=0  ) 
oder  [ 

t.-\-f.lrf=0    und    f.Vff—S§ii+t^lf3':)  =  0,) 

und  hieraus  laasen  gich  sowoW  die  senkrechten  Coordinaten  u  ^  jf^  ,  wie  die  schiefen  u« ,  tt^  vom 
^iltelpunct  des  Kreises  finden;  maii  erhält  aämlic|i;  .  ^ 


(«••  9U) 
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VUo= ■■■^^^    ■ — ^    und    «0  =  -^  Vt 

il9.  b.)    (     oder 

und  da  hierdurch  die  Lage  dieses  MUtelpuuctes  völlig  bestimmt  wird,  man  also  kein  Mittel  mehr 
f   >  .  hat,  noch  fernere  Coeffizienten  der  Reihen  (69.)  zu  Null  zu  machen,  so  wird  durch  die  Glei- 

chungen (70.  b.}  der  Mittelpunct  des  KrUmmungskreises  angezeigt  Setzt  man  diese  Werthe 
von  u, ,  Uo  und  jr«,  X^  in  die  Gleichung  (66.  a.}  ein,  und  berücksichtigt  man,  dass  der  in 
§.  12.  enviesenen  Gleichung  (lö.  b.)  zur  Folge  ^xJun:!  Tür  alle  Puncte  der  durch  die  Glei- 
chungen (48.)  gegebenen  Curve  und  daher  in  Bezug  auf  den  Punct  0  auch  d^dfj^=:i  ist,  so 
erhält  man: 

und  diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  q  vom  Krümmungskreise  der  Curve 
an  einer  beliebigen  ihrer  Stellen  0 ,  deren  Coordinaten  |  ^  ^  und  17 ,  tf  sind.  Eben  weil  diese 
Stelle  jedä  beliebige  aus  der  Curve  herausgehobene  sein  kann,  haben  die  Coordinaten  ^ ,  ^  und 
rj ,  fj'  eine  eben  so  allgemeine  Bedeutung  wie  die  x ,  x'  und  tt ,  n'  in  den  Gleichungen  (48.), 
falls  man  sich  diese  als  einem  und  demselben  Puncte  der  Curve  angehörig  denkt;  man  kaut 
daher  unter  dieser  Beschränkung  in  der  Gleichung  (71«  a.}  auch  diese  letztem  Coordinaten  an 
die  Stelle  der  erstem  setzen.  In  dem  besondera  Falle,  wo  die  Tangente  an  der  hervorgeko* 
benen  Stelle  0  entweder  mit  der  Gmndaxe  AX  oder  mit  der  Polaraxe.  AX  parallel  läuft,  «m1 
deswegen  den  Gleichungen  (64.  a.)  uid  (64  c.)  zur  Folge  entweder  %{'=?0  oder  df'=0 
wird,  verwandelt  sich  die  Gleichung  (71.  a.)  jedesmal  in: 

Stehen  die  Axen  AX,  AX'  des  ursprüngHchen  ebenen  Coordinateosystems  senkrecht  auf  efa^ 
ander,  so  geben  alle  Puncte  der  Curve  x=u  und  x'=zW;  es  sind  daher  auch  die  auf  einatder 
folgenden  Abl^ituqgen  von  x'  und  u',  sonach  auch  die  von  |'  und  rf  einander  gleich;  destre* 
gen  verwandelt  sidi  üi  dieseuL  Falle  die  Gleichnag  (71.  a.)  in:  > 

«md  die  (Tl.  b.)  int  .  '- 

,11 

Halten  wir  die  ersten  Gleichungen  (70.  a.)  an  die  der  Normale  an  0  entsprechenden  Glei- 
chungen (65.  c.)  und  bedenken  wir^  ^fss  man  in  4iesien  an  die  Stella  von  x  —  |,  x' — ^  und 
)  u  —  ^^  u' — r{  aucti  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  setzen  kann,  welche  die 
von  einem  beliebigen  Puncte  der  Normale  nach  dem  0  hialaiifende  Riebtu^g ,  die  stets  in  dieser 
zu  0  gehörigen  Normale  liegt,  an  den  Axen  AX,  AX',  sonach  auch  an  den  diesen  parallelen 
und  gleiehlSuftgen  0  X ,  O  X'  Befeft,  9tf  gewinnen  wir  die  Ueberteogung',  ^ss  der  vom  Hittel^ 
punct  des  Krümmungskreises  nach  dem  Puncte  O  der  Curve  jgecogene  Radiiß  In  der  m  Ö 


f[tkö|%eBNdniiftlo  Hegt^  taiich  4er  IHltelpuiißt.  dei  w  eiMr  SMto  der  Curve  gelii^rigen  Kriim- 
mungprianiteoi  stete  .in  did  '^U  dendbes  Stelle  g^hdrif  e  lf0rmele  ffi)lt    Oiefte  Eigenschaft  de« 
KrUmmungskreises  giebt  in  Verbindung  mit  der  au»  der  Gleichang  (71.  a.}  zu  entnehmenden 
Grösse  q  seines  Halbmessers  alles*  an  die  1/bMj  w^s  zur  Erkenntniss  der  Curvenkrümmung  an    ' 
einer  ihrer  Stellen  erfordert  wird. 

•  * 

i31}  Obscbon  dje  fiestimmongen  der  vorigen  Jfummer  alles  in  sioh  enthalten,  wodurcti 
sich  die  in  einer  ebepen  Curve  vorfallenden  KnUmnungsändemngen  vollständig  beurtbeilen  las- 
sen, so  werden  lyir  doch  noch  einpge  Yergleiehungen  der  hier  gewonnenen  Resultate  mit  schoQ 
früher  erhaltenen  folgen  lassea,  durch  die  der  Gegenstand  mehr  von  allen  Seiten  beleuchtet 
wird.  Dividiiren  wir  nSmlich  die  letzte  der  Gleichungen  (61.  a.},  welche  Ei  dars^'^  ^  das 
Quadrat  der  vorletzten,  welche  IH  darstelUi  so  erhalten  wir: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (Yi.  a.} : 
woraus  man  findet: 

^S?:2^,  (9S.ll.) 

f 

wenn  man  sich  unter  £«  «nd  g  immer  nur  positive  Werthe  vorstellt,  und  diese  letzte  Glei- 
chung zeigt,  dass  man  den  Ourehmes^er.  des  zu  einer  Stelle  0  gehörigen  Krümmungskrei^e^ 
findet,  wenn  man  von  «iner  andern  S^eUe  Ö'  der  Curve  amf  die  w  0  gehörige  Tangente  ^ii^ 

OS* 
Loth  miH,  welches  diese  Tangente  in  8  trifft  und  den  Werth  von  ^r;^  nimmt,  wie  er  wird, 

wena  man  den  Puoct  0'  so  nahe  an  den  0  rücken  lässt,  dass  sieh  .die  Entfernung  die^r  bev- 
den  Puncte  von  einander  durch  keine  endliehe  Zahl  mehr  bezeichnen  Uisst 

Erwägt  man  ferner,  dass  bei  so  grosscfr  Anntherung  des  Fundes  (X  an  den  O,  wie  .sie 
4ie  Grössen  /7«  und  E^  Immer  voraussetzen,  den  Gteichnngen  (6i.  a.)  gemäss  J7i=R2  uA, 
ftind  man  daher  die  Gleichong  (73.  a.)  anch  so  sohreiben  kann : 

R* 

]^=2«,  (1«.  *.) 

O'S 
und  dass,  wo  man  auch  den  Punct  0'  auf^der  Curve  nehmen  mag,  j^rjy  immer  der  Sinus  ißß 

spitzen  Winkels  ist,  den  die  durch  0  und  0'  gelegte  Gerade  mit  der  Tangente  an  0  bildet, 
'oder,  vrenn  man  hier  wieder  die  Bezeichnungen  der  Nr.  12T>  beibehält,  dass  «^gemein 

E 


»-^r^sind 


*\ 


ist»  so  bmn.iqan  dieser  Gleichiyig  in  dem  Falle»  wo  der  Punct  0'  deti.O  unbestimmbar  nahe 
rückt,  und  deswegen  E  und  R  in  £«  und  R«  Übergehen,  die  andere  Geslal^  geben; 

•=-*=sin0,  ,  (««.c.) 

-       •  .  II«  ■ 


i;       . 
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wenn  man  analog  den  so  nahen  Pnncten  0  uhd  0'  entsprechimdeii  Winkel  A  Airok  9«  Ke« 
seichnet.    Die  Gleichung  (73.  c.)  lässt  sich  aber  mittelst  der  (73«  b.)  auch  so  schrdieft: 

R 

(««•«•)  ^=sii>eo. 

Wir  werden  in  der  Folge  den  spitzen  Winkel  0«,  den  die  Tangente  an  0  mit  einer  Geraden 
einschliesst,  die  durch  0  und  noch  einen  zweiten  Punct  0'  der  Curve  geht,  welcher  So  nahe 
an  dem  0  liegt,  dass  sich  die  Entfernung  beider  von  einander  durch  kein  endliches  Haas  mehr 
angeben  lässt,  den  Krümmungswinkel  der  Curve  an  der  Stelle  0  nennen.    Der  Krttm- 
mungswinkel  besitzt  nach  Aussage  der  Gleichung  (73.  d.}  folgende  Eigenschaften: 
a}  Da  Ro  die  Entfernung  der  beiden  Puncto  0  und  0'  von  einjpder  bezeichnet,  also  stets 
eine  unbestimmbar  kleine  Grösse  bleibt,  so  ist  an  jeder  Stelle  0  der  Curve,  bei  weicher 
Q  einen  endlichen  Werth  hat,  sin@«  eine  unbestimmbar  kleine  Grösse,  weshalb  man  in 
der  Gleichung  (73.  d.)  auch  blos  0«  für  sind«  setzen  kann; 
b}  der  Werth  von  sind,  ist  bei  jeder  bestimmten. Curvenstelle  0  der  Grösse  R«^  d.  h.  der 
unbestimmbar  kleinen  Entfernung  des  Punctes  0'  von  dem  0  proportional,  was  nichts  an-> 
ders  sagt,  als  dass  die  Neigungen  der  von  0  nach  verschiedenen  diesem  so  nahe  liegen- 
den Puncten  0'  gezogenen  Geraden  gegen  die  Tangente  den  Abständen  dieser  Puncto 
von  dem  0  proportional  sind; 
c}  das  Yerhältniss  zwischen  jedem  solche  Abstände  und  ^em  dazu  gehörigen  KrUmmungs- 
Winkel  liefert  stets  den  zu  0  gehörigen  Krümmungshalbmesser. 

Noch  mag  hier  die  Bemerkung  stehen,  dass  zwar  in  Nr.  130.  vorausgesetzt  worden  ist,  dass 
der  Krümmungskreis  in  der  Ebene  der  Curve  liege,  was  vielleicht  bedenklich  scheinen  könnte; 
indessen  überzeugt  man  sich  sehr  leicht,  dass  ein  Kreis,  dessen  Ebene  nicht  in  der  der  Curve 
Hegt,  die  von  dem  Krümmungskreise  vertengten  Eigenschaften  nicht  besitzen  könne,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  kleinsten  Abstände  der  zunächst  an  0  gelegenen  Curvenpuncte  von  einer 
durch  0  gelegten  und  die  Ebene  der  Curve  unter  einem  Winkel  von  noch  so  kleiner  angeb* 
barer  Grösse  schneidenden  Ebene  im  günstigsten  Falle  doch  nie  Grössen  von  einer  hohem*  als 
der  zweüen  Ordnung  in  Bezug  auf  x«  und  u«  werden,  welches  dann  um  so  mehr  nock  von 
den  kleinsten  Abständen  derselben  Curvenpuncte  von  einer  in  dieser  letztem  Ebene  liegenden 
Kreislinie  gilt,  während  aus  den  in  Nr.  130.  gepflogenen  Untersuchungen  sogleich  hervorgehl, 
dass  die  kleinsten  Abstände  solcher  Curvenpuncte  von  dem  dort  bestimmten  Krümmmgskreise 
nur  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  x,  und  u, ,  also  unvergleichlich  kleiner  als  jene 
sind,  wodurch  eben  dieser  letztere  Kreis  zum  Krümmungskreis  gestempelt  wird.  In  dem  Aus- 
dmcke 

x^u.+x;u;+u,r.+u;x;— (x«u,+x;u;) 

nämlich,  welcher  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (66.  c)  voiiiomnl  und  von  welchem  die 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (69.)  blose  Umformungen  sind,  bleiben,  nachdem  die  Be- 
dingungen (70.  a.)  erTüllt  sind,  blos  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  x«  und  u«  zu- 
rück, und  dann  giebt  die  unmittelbar  vor  (66.  c.}  stehende  Gleichung  lUr  q  —  q\  weiches  der 
Abstand  eines  solchen  Curvehpunctes  vom  Krümmungskreise  wird,  auch  nur  eiiie  Gr6sse  der 
dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  x«  und  u«  an  die  Hand. 

132)  Ist  eine  ebene  Curve  durch  die  combinirten  Gleichungen  (48.)  zwischen  den  schie- 
fen und  senkrechten  Coordinaten  ihrer  Puncto  an  den  Axen  A  X  und  A  X'  des  ebenen  Systems 
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gegeben,  und  st^  mdn  srrch  irgend  eineil  Ihrer  Puncte  D  (Pig;  2.  a.)  oder  (T%.  2i  hi)  als 
die  eine  wiTerttnderliche  Grenzt  diaser  Cdrve  yor,  so  ^wird  die  Lttnge  des  zwischen  D  und  ei^ 
nen  beUebigen  andem  Punote  0'  der  Ckirve  befindlichen  Curvenstäcks,  wenn  man  sich  den  Ewei«^ 
len  Pnnct  O'  veränderlidi  denkt,  sieh  lediglich  mit  der  Lage  des  Punctes  0^  abändem,  abd 
eine  Function  von  dieser  Lage,  d.  b.  von  den  die  Lage  des  Pnnctes  0'  bestimmenden  Coordi*« 
naten  sein,  wobei  es  gansß  gleichgültig  ist,  ob  diese  die  schiefen  x,  x'  oder  die  senkrechten 
n ,  u'  sind,  da  sich  die  dnen  in  die  andern  mittelst  der  iSleichüngen  (]34.  a.}  überführen  lassen; 
Weil  aber  durch  die  Gleichungen  der  Curv^  die  beiden  Coordinaten  einer  jeden  Art  von  ein-» 
ander  abhängig  gemacht  werden,  und  man  sich  deswegen  die  eine  als  Function  der  andern  zu 
denken  hat,  so  folgt,  dass  man  sich  die  Länge  eines  solchen  Curvenstücks  immer  als  Function 
von  einer  einzigen  der  viei^^zum  beweglichen  Puncto  0'  gehörigen  Coordinaten  x ,  x'  und  u ',  u' 
vorstellen  kann,  die  dann  die  unabhängig  Veränderliche  wird. 

Wir  werden  durch  2^  die  Länge  des  kewischen  '£>  und  (/'  liegenden  Theils  der  Curve  be-« 

zeiehnen,  wenn  x  zur  Unabhängigen  genommen  wird,  und  durch  8^ ,  wenn  man  sich  u  als  un- 

abhängig  Veränderliche  denkt;  bei  dem  ersten  Zeichen  hat  man  die  Puncto  0'  der  Curve  wi^ 
in  Fig.  2.  a.  vorgestellt  worden  ist,  als  durch  die  Stücke  A  P'  gegeben  anzusehen,  welche  v-oQ 
der  Axe  A  X  durch  Gerade,  die  mit  der  Axe  A  X'  paralld  durch  die  Puncto  0'  hindurch  gehen, 
abgeschnitten  werden;  das  zweite  Zeichen  hingegen  setzt  voraus,  dass  man  die  Puncto  0'  der 
Curve,  wie  in  Fig.  2.  b.  vorgesteht  worden  ist,  auffasse  als  bestimmt  durch  die  Stücke  AP', 
welche  von  der  Axe  AX  durch  Gerade  abgeschnitten  werden,  die  von  den  Puncten  0'  au^ 
senkrecht  auf  die  Axe  AX  gefällt  werden.  In  jedem  dieser  zwei  Fälle  heben  wir  neben  dem 
einen  Punct  0'  noch  einen  beliebigen  zweiten  0  aus  der  Curve  heraus,  den  wir  uns  zwischen 
JD  und  0'  liegend  vorstellen,  und  legen  durch  diesen  Punct  0  zwei  neue  Axen  OX  und  OX', 
welche  den  ursprünglichen  AX  und  AX'  parallel  und  gleichläufig  sind,*  dann  ist  in  dehieiben 
Weise,  wie  schon  in  Nr«  123.  gezeigt  worden  ist,  wenn  wir  wie  dort  die  schiefen  und  seidcreoh** 
len  Coordinaten  des  Punctes  0  an  den  Axen  AX  ^nA  AX'  durch  |,  ^''-und  97,  1/,  die  detf 
Punctes  0'  an  den  Axen  AX  und  AX'  durch  x,  x'  und  u,  u',  an  den  Axen  OX  und  OX' 
aber  durch  x«,  x,  und  u»,  u«  bezeichnen: 

x  =  |  +  x,  ,    x'=f+x;    und    u=:i?  +  u,  ,    u'=i?'+u;, 

und  darum  hat  man  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Gleidiung  (3.  a.}  zur  Folge,  was 
fttr  Functionen  von  x  oder  u  auch  £^  oder  2^  sein  mögen,  wenn  sie  nur  zwischen  den  zwei 

Stellen  x  und  $  oder  u  und  tj  stets  endlich  und  stetig  bleiben,  sowohl 
als  auch 


8  —8  =%8  u.+  ^'8  5i+.... 

und  es  stellt  in  diesen  Reihen  i^  pder  8^  die  Läi^e  des  Curvenstücks  zwischen  JD  und  0', 
so  wie  8^  oder  8    die  Länge  des  zwischen  jD  und  0  befincBichen  vor,,  ^o  dass  al^p  8^  —  8^ 
oder  8g  —  8    die  Länge  des  duf  cl|  0  und,  ,0'  begrenzten  Stücks  anzeigt. 
L  32 
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Denkt  man  sich  nun  in  jeder  der  beidtn  Vorstelluiigsweisen,^  welche  dansh  Fig.  2.  a.  wid 
Fig.  2.  b.  versiimlicht  werden,  die  zu  0  gehörige  Tangente  OT  gezogen  imd  die  der  jedes«* 
Bialtgen  Figur  angdiörige  Gerade  P'O'  verlängert,  bis  sie  die  Tangente  iaO,  schneidist,  «nd 
bezeichnet  man  durch  X| ,  x[  und  Ui ,  uj  die  dem  Puncte  0|  in  Fig.  2.  tu  entaprechenden  schie« 
fen  und  seidcrechten  Coordinaten  an  den  Axen  0  X  und  0  X\  so  wiä  durch-  x, ,  x«  und  u« ,  «« 
die  dem  gleichbezeichneten,  aber  in  Fig.  2.  b.  auftretenden  Puncte  0,  entsprechenden,  so  ist, 
weil  die  Puncte  0'  und  O»  in  Fig.  2.  a.  einerlei  schiefe,  und  dieseiben  Puncte  0'  und  Oi  in 
Fig.  2.  b.  einerlei  senkrechte  Coordinaten  an  der  Axe  AX  liefern: 

(M.  b.)  X,  =  Xo    und    u,  =  u« . 

Man  hat  also  im  Falle  der  Fig.  2.  a.  das  zum  Puncte  0|  gehörige  x^  als  durch  das  zum  Puncte 
0'  gehörige  x« ,  und  im  Falle  der  Fig.  2.  b.  das  zum  Puncte  0|  gehörige  u,  als  durch  das 
zum  Puncte  0'  gehörige  Uo  gegeben  anzusehen.  Um  nun  die  übrigen  Coordinaten  der  Puncte 
0,,  welche  den  beiderlei  Figuren  entsprechen,  zu  finden,  erwäge  man,  dass.die  Gleichungen 
der  Tangente,  welche  der  einen  und  andern  Figur  entsprechen,  in  Gemüssheit  der  Gleicbungeii 

(51.)  sind: 

xi^r^fxo    und    ui  =  Si;'Uo, 
Weshalb  man  hat: 

xI=SS'x,    und    ui  =  SVu7, 

da  die  Coordinaten  X|  und  x(  dem  Puncte  Oi  in  Fig.  2.  a.  die  u,  und  u,  dem  Puncte  0,  in 
Fig.  2.  b.  angehören,  und  diese  Puncte  in  den  beiderlei  Figuren  doch  immer  in  der  zu  0  ge- 
hörigen Tangente  der^Curve  liegen.  Die  letzten  zwei  Gleichungen  nehmen  mit  Zuziehung  derer 
(74.  b.)  die  folgende  Form  an: 

xI  =  B|'Xa      und      ^i  =  ^1?'Uo. 

r 

Mittelst  der  auf  die  neuen  Axen  0  X  und  0  X'  angewandten  Gtcichuogen  (54«  a.)  lassen  sich 
nun  ans  den  schiefen  Coordinaten  Xi  und  xi  des  Punctes  Oi ,  im  Falle  er  der  Fig.  2.  a.  ange* 
hiHrt,  des$en  senkrechte  Jh  und  u[  finden,. und  eben  s6  aus  den  seidireehten Koordinaten  u«  und 
u^  des  Punctes  0|,  im  Falle  er  der  Fig.  2.  b..  angehört,  dessen  schiefe  x,  jund  x,;  die  genann- 
ten Gleichungen  geben  nämlich: 

u.=x«(l+S^cosW)    und    u;  =x„(cosW  +  Sn      . 
oder 

x,sin'W  =  Uo(l--SVcos\\0    und    xi  sin' W  =  u,  ((ö  »J  —  cos  W) , 

und  diese  Gleichungen  werden  mit  Zuziehung  der  auf  den  Punct  0  der  Corvo  angewandten 
Gleichungen  (54.  b.):  ,       .  i    i   , 

(14.  €•)  u,  =  Xo5i?  ,    uI  =  Xo5f?'    oder    x,=:Uo5|  ,    x;  =  Uo5^. 

Aus  den  so  gefundenen  Coordihafcn  des  Punctes  0,  in  den  beiderlei  Figuren  und  denen  des 
'    -         >   Punctes  0  ergeben  sich  jetzt  mittelst  der  im  ersten  Abschnitte  an  erster  Stelle  stehenden  Glei- 
chung (108.  b.)  die  Abständ9  der  Punote  0  und  pi  von  einander;  es  ist  nämlich  bei  der  in 
Fig.  2.  a.  versinnlichten  Yorstellungsweisc : 

00?=x,u,  +  x:u:=xj(«f;  +  er^«?')' 
oder  bei  der  in  Fig.  H.  b.  versinnlichten  Vorstellungsweise : 

oo?=:x,u.+x;u;=i:ui(*5+fe*'*r), 


fi  ]&.  Nri  1S3.  KbeM  Curre.  Ml 

md  Ueraiid  findet  mm  im  ersten  Falle; 

und  im  andern  Falle:  S.w.. •    (14«  4.) 

iniid  es  haben  in  diesen  bejdpn  Ausdrücken  x«  und  lU  vollkommen  dieselbe  Bedeutung  wie  iy 
den  Reihen  ^74.  a.}. 

Lässt  man  jetzt  in  Gedanken  den  Punct  (T  dem  0  stets  näher  rücken,  bis  die  Entfernung 
beider  von  einander  unbestimmbar  klein  geworden  ist,  so  unterscheidet  sich  die  Länge  des 
Curvenslticks  0  0',  welches  in  den  Gleichungen  (74.  a.)  durch  8  — 8>  oder  i  — 8    gegeben     • 

ist,  von  der  Länge  0  0,  des  Tangentenatücks,  —  welches  durch  die  Gerade  P'  0'  in  der  einen 
und  andern  Figur  abgegrenzt  wird,  und  in  der  ersten  oder  zweiten ,  Gleichung  (74.  d}  enthal- 
ten isl^  je  nach^m.  0  0'  durch  i^  —  2^  oder  durch  8^ — 8^  ausgesprochen  wird,  —  um  keine 

Grösse^  die  mit  diesen  Längen  selbst  vecgieiehbar  wäre,  wie  uamitlelbar  au»  Nr.  128.  bervonv 
geht;  daher  ist  dem  oben  (^  12.}  aufgestelltem  Satze  (40.  a.  und  b.)  gemäss: 

li^=zC8ti  +  l^Si}'^i    oder    «8^=C^§  +  %ij' 5^*  ,  £»•«»•) 

I  • 

und  da  in  diesen  Gleichungen  0  wie  (Y  jeden  Punct  der  Curve  vorstellen  kann,  so  ist  es  er- 
laubt, in  ihnen  die  Buchstaben  x  und  u  an  die  Stelle  derer  |  und  j}  zu  setzen,  wenn  man  nur 
unter  x,  x'  und  u,  u'  die  Coordinaten  elires  beliebigen  aber  doch  bestimmten  Punctes  der 
Curve  versteht,  so  dass  man  in  diesem  Sinne  auch  schreiben  kann: 

«»  =(5u  +  ^x'5u'3'    oder    l»=(8x-\-lu'Sx'}^.  («».».) 

Aus  den  Gleichungen  (75.  b.},  welche  die  Ableitung  der  verlangten  Curvenlänge  an  die  Hand 
geben,  lässt  sich  rückwärts  durch  Integration*  diese  Länge  selber  als  Function  von  x  oder  u 
auflinden.  Durch  diese  Integration  werden  beliebige  Constanten  in  die  Längen  eingeführt,  welche 
der  angenommenen  festen  Grenze  D  gemäss  bestimmt  werden  müssen  in  der  Weise,  dass 
8^=0  oder  8^  =  0  werden  muss,  so  wie  für  x  oder  u  sein  der  festen  Grenze  O  zukommen- 

der  Werth  in  8^  oder  8^  eingesetzt  wird. 

Sieht  man  nicht  mehr  x  oder  u,  sondern  irgend  eine  ausserhalb  der  Coordinaten  liegende 

Grösse  als  unabhängig  Veränderliche  an,  so  werden  in  Bezug  auf  diese  die  Gleichungen  (75.  a.) 

und  (75.  b.3  andere,  die  man  aus  diesen  erhält,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Ableitungen 

^U)  ^u',  ^x'  nach  x  oder  an  die  Stelle  der  Ableitungen  Sx,  £x',  ^u'  nach  u  die  .dureh  die 

Gleichungen  (55.  a.}  gegebenen  Aiuidrticke  in  Ableitungen  nach  der  neu  eingeRlhrten  Uaab-r 

hängigen  setzt,  zugleich  aber  auch  denselben  in  ($.  12.  Nr.  118.}  entwickelten  allgemeinen  Prin- 

d8     '  d8  ^ 

cipien  gemäss  %  8^  durch  -p  und  ^  8^  durch  -p  vertreten  Usst,  wobef  es  auch  erlaubt  ist,  die 

Grundzeichen  x  und  u  mit  ^  und  tj  zu  vertauschen.  Dadurch  geht  jede  der  beiden  Gl^ichUhgbh 
(75^  a.},  so  wie  jede  der  beiden  (75.  b.}  in  eine  einzige  über,  wetcl^e  die  nachstehende  Ge- 
stalt annimmt:  , 

d8=(d|di?  +  d,rdi?')*    oder    d8=(dxdu-hdx'dii')*..  /  ..    C».  e.) 

32* 


1  •-      :*•  I 
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Man  kann  die  Ableitung  von  S  immer  auch  unmittelbar  durch  die  combinirten  GlektengeM 
q>x  =  0  und  t/'a=0  ausdrücken.  .  Da  nämlich  ^x':=%x'^x  und  ^u  =  du'Ja  ist,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  (75.  b.}  auch  so  schreiben: 

(W.  «0  S?3,  =  [^u(l+?x'*u')]*    und    %?„=[5xCl  +  ^x'Su')]*. 

* 

Erwägt  man  nun,  dass  den  im  zwölften  Paragraphen  mitgetheilten  Gleichungen  (p.  a.}  zur  Folge 

10  10 

^x'=: —  y^  und.Su'= —  ri       ist,  so  überzeugt  man  sich,  dass 

gesetzt  werden  kann;  nhnmt  man  aber  an,  dass  i^q  aus  qpx  dadurch  hervorgegangen  ist,  dass 
man  in  lelzterm  Ausdruck  für  x  und  x'  ihre  Werthe  in  n  und  u'  ausgedrtkckt  eingesetzt  hat, 
wo  darin  au^h  umgekehrt  ije)^  ms  ^  dadurch  hervorgeht,  daas  in  letzter  Function  für  h  und 
u'  ihre  Werthe  in  x  und  x'  ausgedrückt  eingesetzt  werden,  in  welchem  Falle  wir  die.  beiden 
Gleichungen  nächste  combinirte  nennen  wollen,  so  ist: 

Ol  10  Ol  Ol  Ol  Ol  10  Ol  Ol  Ol 

Ol  Ol  Ol  p^^  W     •  *  -1 

oder,  well  ?u  =  cosW,  5u'=l  und  «x=—  ??^,  Sx'rr-^I—  ist: 

sm*W  «m*W 

Ol  10  Ol  Ol  10  flOI 

%<Px=St//„cosW  +  ?i/^„    und    sin'W%t/;„  =  —  ^yxC0sWS<px+^yx- 


Dividirt  man  nun  die  vordere  der  zwei  letzten  Gleichungen  mit  %  i/f^ ,  die  hintere  mit  %  qpz »  Tür 


•  1  «1 

lun  die  vordere  der  zwei  letzten  Gleichungen  mit 

10  10 

^^  und   77^  ihre  vorhin  angegebenen  Werthe  — du'  und  — dx'  setzend,  so  kommt: 

Ol  Ol 


I 

J^=l— Su'cosW    und    ^sm'W=l+Sx'cosW, 
und  diese  Gleichungen  gehen  mit  Zuziehung  derer  (54.  b.}  über  in: 


Ol  Ol 


Setzt  man  nun  Tür  l-{^%x'^u',  ^u  und  ^x  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (75.  e.  und  f.) 
in  die  (75.  d.)  ein,  so  erhält  man  nach  einer  ganz  leiehten  Umformung: 

« 

CM«  »•)   k     uad 

und  da  dem  voriiin  Gesagten  sor  Folge  dS=di8xdx=:%Sgdtt  ist,  so  hat  man  noch: 
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I  ■  '  • 

Die  doppelte  Gleichung  (75.  h.)  giebt  an  die  Hand,  dass 

8in*WdxVi//q_- 

seil  wovon  man  $ich  auch  directe  Ueberzeugung  verschaffen  kann,  wenn  man  mittelst  der  ersten 
der  Gleichungen  (55.  a.}  eine  der  Ableitungen  d  x  und  d  u  durch  die  andere  ausdrückt,  und  zu- 
gleich die  Abhängigkeit  beachtet,  welche  zwischen  den  Functionen  ^^  und  ^//q. unter  der  Vor- 
aussetzung stattfindet,  dass  die  Gleichungen  q>^  =  0  und  yj^==:0  nächste  combinirte  sind,  welche 
Abhängigkeit  durch  die  Gleichungen  (75.  f.}  oder  die  diesen  nächst  voranstehenden  ausgespro- 
ehen  wird. 

133}  Um  den  Flächeninhalt  voll  einem  Stücke  der  Coordinatenebene,  worin  die  ebene  Curve 
liegt,  zu  finden  unter  der  Voraussetzung,  dass  jenes  Stück  ringsum  begrenzt  ist  und  diese  Curve 
entweder  die  ganze  oder  doch  einen  Theil  der  Begrenzung  ausmacht,  hat  man  ein  Verfahren 
einzuhalten,  das  sich  an  mehrem  Stellen  von  dem  in  der  vorigen  Nummer  zur  Längenbestim- 
mung gegebenen  unterscheidet  und  in  Folgendem  besteht.  Denken  wir  uns  zuvörderst  ein 
Stück  der  Coordinatenebene  0'  D'  D«  0'  (Fig.  3.  a.},  welches  einerseits  durch  die  mit  den  Axen 
A  X  und  A  X'  parallelen  Geraden  0'  Do  und  0'  O'  und  andererseits  durch  das  zwischen  Do  und 
ID'  liegende  Curvenstück  begr^zt  ist,  und  wobei  0'  irgend  einen,  völlig  willkührlichen  Funct 
der  Coordinatenebene  vorstellt,  so  ändert  sich  die  Grösse  des  so  begrenzten  Flächenraums  of- 
fenbar nur  mit  der  Lag]e  des  Punctes  0'  ab,  ist  also  eine  Function  von  dieser  Lage  oder  von 
den  sie  bestimmenden  Coordinaten  des^  Punctes  0",  als  welche  man  sowohl  dessen  schiefe,  die 
wir  durch  x  und  x'  vorstellen  wollen,  wie  auch  dessen  senkrechte,  die  durch  u  und  u'  bezeich- 
net werden  sollen,  ins  Auge  fassen  kann.  Weil  aber  iler  Punct  0'  im  Allgemeinen  nicht  ih 
der  Curve  liegt  und  daher  zwischen  seinen  Coordinaten  in  der  Regel  keine  der  Gleichungen 
(48.},  wodurch  die  Puncto  der  Curve  dargestellt  werden,  stattfindet,  vielmehr  jede  von  ihnen 
ganz  nach  Beliebea  genommeii  werden  kann,  und  eben  deshalb  jede  als  gfinzlich  unabhängig  .. 
von  der  andern  angesehen  werden  muss,  so  hat  man  sich  die  Grösse  des  zu  suchenden  Flä- 
cheninhalts als  Function  der  beiden  Unabhängigen  x  und  x'  oder  der  beiden  u  und  u'  vorzu- 
stellen. Diese  noch  unbdumnte  Function  von  zwei  Veränderlichen  werden  wir,  der  in  $.  12. 
getroffenen  Uebereinkunft  gemäss,  durch  %^  oder  %^  bezeichnen,  je  nachdem  x  und  x'  oder  u 
und  u'  die  in  ihr  auftretenden  unabhängig  Veränderlichen  sind. 

Nehmen  wir  im  Innern  des  zu  bestimmenden  FUchenraums,  dessen  Grösse  durch  9x  vor* 
gestellt  wird,  irgendwo  noch  einen  zweiten  Punct  0  an,  dessen  schiefe  Coordinaten  wir  durch 
I  und  ^  anzeigen  werden;  legen  wir  zudem  durch  den  Punct  0  zwei  neue  Axen  OX  und 
OX',  welche  den  ursprünglichen  AX  und  AX'  parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnen 
wir  die  schiefen,  Coordinaten,  wdche  der  erste  Punct  0'  an  diesen  neuen  Axen  liefert,  durch 
X«  und  xl,  so  isi  in  Gemässheit  der  Betrachtangen,  welche  im  ersten  Abschnitte  zu  den  Glei- 
ehnngen  (7.)  geftlhrl  haben: 

x=|+Xo    und    ^t'zsf'+x;,  («••••) 

Diese  neuen  Axen  OX  und  OX'  werden  nöthigenfalls  verlängert,  die  Curve  in  zwei  Puncten 
O»  und  Df  so  wie  die  Geraden  0' Dt  und  O'D'  in  zwei  andern  S  und  S'  schneiden,  und  es     •  ' 
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,  steflen  dann  die  Räume  OD.DO,  SSXDSj  S'O.D'S'  dem  O'D'.UO'  ähnKohe  Flächenia- 
halte  vor  mit  dem  Unterschiede,  dass  dem  Puncte  0'  in  jedem  eine  andere  Stelle  angewiesen 
worden  ist  Während  die  Coordinaten  des  Punctes  0'  durch  x  und  x'  dargestellt  werden,  wer- 
den die  des  Punctes  0  durch  |  und  ^y  die  des  Punctes  S  durch  ^  und  x\  die  des  Punctes  S' 
durch  X  und  l'  vorgestellt,  und  so  wie  der  Flächenraum  O'OoO'O'  allgemein  durch  9z  oder, 
weil  es  hier  gut  ist,  die  beiden  Unabhängigen  einzeln  hervortreten  zu  lassen,  durch  %  .  vor- 
gestellt wird,  welche  Werthe  man  auch  übrigens  den  Grössen  x  und  x'  beilegen  mag,  muss 
der  ODoDO  durch  g^^^,  der  SD;DS  durch  g^^,,  der  S'D.D'y  durch  g^^  vorgestellt 

werden.  Fasst  man  daher  den  Punct  0  wie  einen  bestimmten,  während  der  ganzen  Untersu- 
chung sich  gleich  bleibenden  auf,  so  dass  |  und  |'  von  vorn  herein  zwar  beliebige  Werthe 
erhallen  können,  aber  während  der  ganzen  femern  Untersuchung  wie  constante  Grössen  betrachtet 
werden  müssen,  so  wird  dadurch  %t  ^  zu  einer  Function  der  einen  Veränderlichen  x'  und  %^ 

zu  einer  Function  der  einen  Veränderlichen  x ,  weswegen  man  der  in  $.  12.  mttgetheiltea  Glei- 
chung C^*  a.}  gemäss  unter  Berücksichtigung  je  einer  der  Gleichungen  (76.  a}  hat: 

und 

während,  man  in  Gemässheit  der  daselbst  für  Functionen  zweier  Veränderlichen  nutgetheillen 
Gleichung  (3.  b.)  unter  Berücksichtigung  der  beiden  Gleichungen  (16.  9.)  hat: 

zieht  man  aber  von  der  Gleichung  (76.  d.)  die  beiden  (76.  b.)  und  (76.  c.)  ab,  so  erhäR  man  r 

Nun  ist  aber»  wie.  die  blose  Beschauung  der  Fig.  3.  zeigt: 

und  da  0'  S  0  S'  0'  ein  Parallelogramm  bildet,  in  welchem  die  beiden  Seiten  0'  S  und  S  0  die 
W^crthe  x — S  und  x' — ^  oder  x«  und  xi  haben  und  den  Axenwinkel  W  cinschliessen,  dessen 
Inhalt  sonach  x,xlsinW  ist,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

(W.  •.)  Xox;sinW=^g^x.x;  +  [?)a[^^x:-f%x.g]...., 

'welche  Gültigkeit  behält,  wo  auch  der  Punct  0'  liegen  mag,  d.  h.  welche  Weitbe  man  aveh 
den  Grössen  x«  und  xl  beilegen  mag,  unter  der  Bedingung  jedoch,  dass  die  dnrch  ihn  gelegtei, 
mit  den  Axen  AX  und  AX'  parallelen  Geraden  O'O',  und  O'O'  die  Curve  in  zwei  Ponctai 

'    Oi  und  £)'  treffen;  daher  zerrällt  die  eine  Gleichung  (77.  a.)  in  nachstehende  viele: 

•  *      •        '       ■ 


(«•.  d.) 
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und  da  die  nach  der  ersten  folgenden  Gleichungen  (77.  b.}  schon  in  dieser  enthalte»  sind,  so 

liehen  sie  sich  sfimmtlieh  auf  die  erste  zosammen,  nftmüch: 

1 1 

?)g^=sinW,  O^ii.) 

und  diese  Gleichung  allein,  welche  man  auch  mittelst  des  in  $.  12.  mitgetheilten  Satzes  auf  eine 

Ähnliche  Weise,  wie  die  (75.  a.)  gefunden  worden  sind,  erhalten  kann,  ist  zur  Auflindung  des 

gesuchten  Flächeninhalts  hinreichend,  wie  aus  folgender  Betrachtung  hervorgeht    Da  nämlich 

II  II 

^S>  das  bedeutet,  was  aus  ^d^^  wird,  wenn  man  ^  und  ^  an  die  Stelle  von  x  und  x'  setzte 

1 1 
und  t^    aus  9    durch  ein  doppeltes  Ableiten  nach  x  und  x'  erhalten  wird,  so  sieht  maTi  ein, 

dass  man  %^  unter  der  Voraussetzung  eines  stets  beweglichen  Punctes  0',  d.  h.  unter  der  An- 

mime  stets  sich  äudernder  Werthe  von  x  und  x'  zu  finden  hat  Aber  selbst  unter  dieser  Vor^ 
aussetzung  ist  noch  in  Bezug  auf  diesen  beweglich  gedachten  Punct  0',  wie  die  Gleichung 
(78.  a.)  in  Bezug  auf  den  unbeweglich  gedachten  Punct  0  aussagt: 


1 1 


I 

t  %  » 

^enn  obgleich  diese  Eigenschaft  durch  die  Gteicbung.  (78.  a.}  blos  für  den  während  der  Unter- 
suchung uiiveränderlidi  gedachten  Punct  0.  erwiesen  worden  ist,  der  Punct  0  aber  jeder  in-* 
nerhalb  des  Raumes  0'  D,  O'  0'  liegende  sein  kann  und  dieser  Raum  durch  nichts  bedingt 
wird,  als  dass  die  Curve  von  der  mit  den  Axen  AX  und  AX'  parallelen  Geraden  O'Di  und 
O'JO'  in  zwei'  Puncten  JDo  und  £)'  geschnitten  wird,  so  gilt  die  in  (78.  a.}  ausgesprochene 
Eigenschaft  flir  alle  Puncto  im  Innern  eines  so  begrenzten  Raumes  und  hört  nur  dann  auf 
wahr  zu  seiUi  wenn  der  Punct  0  ein  solcher  ist,  der  die  so  eben  angezeigte  Begrenzung 
nicht  mehr  zidä^st.  Es  ist  demnach  die  in  (78.  b.)  aufgestellte  Gleichung  Tur  alle  Puncto 
gültig,  die  möglicherweise  in  einem  Räume  liegen  können,  der  durch  die  Curve  und  zwei 
mit  den  Axen  AX  und  AX'  parallele  Gerade  völlig  begrenzt  ist,  und  umgekehrt  hat  man  von 
dem  Vorhandensein  dieser  Bedingung  die  Zulfissigkeit  der  Gleichung  (78.  b.}  abhängig  zu 
machen. 

Aus  der  Gleichung  (78..  b«}  nun  lässt  Sich  %x  mittelst  einer  doppelten  Integration,  das 
eine  Hai  nach  x'  und  das  andere  Mal  nach  x,  finden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  ändern  sich  nicht,  und  man  wird  durch  sie  iiamer  wieder 
zn  den  gleichen,  in  (78.  a.)  und  (78.  b.}  ausgesprochenen  Resultaten  hingeführt,  wenn  die 
dtiroh  den  Punct  0'  gehenden,  den  z«.  suchenden  Flächeninbdt  begrenzenden  Gnaden  neuen, 
jedoch,  unverfinderlich  begrenzenden  Geraden  wie  O  S  und  0'  S'  (Fig.  3^  a.)  begegnen,  die  mit 
einer  der  Coordinatenaxen  parallel  laufen,  oder  sonst  irgeid  welche,  in  derselben  Ebene  Ue« 
gende  feste  Grenzen  bilden,  die  in  Vert)indung  mit  der  einen,  bisher  vor  Ai^gen  gehabten  ebe- 
nen Curve  den  verlangten  Flächeninhalt  einschliessen.   Solche  Abänderungen  üben  auf  die  Glei- 
drangen  (78.  a.  und  b.}.keiAerltt  £influss  aüs^  so  U«ge  der  Puticl  O  innerhalb  des  von  dem 
Puncto  0'  abhängig  gemachten  Flächenraums  liegen  bleibt  und  zu  dem  Pandlelogramm  0  S'  0'  S 
Anlass  gicbt,  welches  letztere  sl^ts  geschehen  wird^  wenn  man  sich  ihn  möglichst  nahe  bei  dem 
0'  Hegend  denkt;  sie  machen  blos,  dass  die  während  des  Integrirens  eintretenden  Grenzbestim- 
muBgen  hi  anderer  Weise  geschehen  mftssen. 
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134)  Wk  kMhem  m  der  vorifai  \ 
Gerade^  die  mS  dea  GnoMbxea  pandkl  hadern^  fcgfiMUlai  Slicks 
eise  Ftmeium  der  fcUefes  Coordioaleo  x  «ad  jc"  tob  den  Paocle,  tob  wckhen  die 
Ajce«  psraOelett  Befreoznngen  aosiaiifett,  zn  fiodea  gelehrt;  werden  aber  die  Toa  deai  bewcf 
lidiea  Pumie  aufbafeadea  Befrenzaagen  oidbt  mehr  den  Gmadaxen  pardel,  sondern 
gqi^ea  diese  geslelU  gedacht,  §o  lassen  sich  diese  ahgeändertea  GrenzbestinuBongen  n 
der  s<;nkrechten  Coordiaaten  a  and  o'  des  beveglichea  Pnnctes  einfach  ansdrackea.  In 
solchen  Fslle  ist  es  daher  vorfheiihafler,  den  verlangten  Flächenmua  als  eine  Function  Ton  n 
und  u^  aufzosochen,  welche  Fanctton  wir  dorch  %^  bezeichnen  werden,  nnd  nn  diese  zn  er- 
haltea,  denken  wir  ans,  wie  in  Fig.  3.  k  irersinnlicht  worden  ist,  durch  den  beweglicfaen  Pnncl 
(y  die  geradlinigen  Grenzen  O'C«  und  (XC  senkrecht  gegen  die  Axen  AX  und  AX'  gerich- 
tet, und  innerhalb  des  zu  bestimmenden  Flächeninhalts  0' C  C.O'  oder  %^  noch  einen  zweiten 
Fnnct  0  angenommen,  de§§en  senkrechte  Coordinalen  tj  und  tf  sein  mögen,  und  von  welche« 
die  ebenfslbs  auf  den  Axen  AX  nnd  AX'  senkrecht  st^enden  Begrenzungen  OC«  nnd  OO 
auslaufea    Es  ist  nun  zuvdrderst  %    die  Grdsse  des  Flächeninhalts  OjO«DO,  wenn  %    das 

bedeutet,  was  aus  %^  dadurch  hervorgeht,  dass  man  17  und  17'  an  die  Stelle  von  n  und  n'  s^zl, 

denn  0  ist  offenbar  eine  von  den  Lagen,  die  der  bewegliche  Punct  (X  einnehmen  darf;  denkt 
man  sich  daher  durch  den  Punct  0  zwei  neue,  den  vorigen  parallde  und  gleichlSufige  Axen 
0  X  und  0  X'  gelegt,  §0  lassen  sich  an  der  Fig.  3.  b.  in  Bezug  auf  die  Functionen  %^  und  % 

alle  die  Betrachtungen  ganz  eben  »0  wiederholen,  welche  in  der  vorigen  Nummer  mit  den 
Functionen  %^  und  9>  vorgenommen  worden  sind    WeQ  nämlich  unter  solchen  Uniständen 

n=i7  +  <s«    wtd    u'=V+ui 

{st,  wenn  u«  und  u«  die  senkrechten  Coordinaten  an  den  neuen  Axen  0  X ,  0  X*  von  dem  Puncto 
vorstellen,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  die  u  und  u'  hat,  so  folgt  nach  Aussage  der  im 
zwOinen  Paragraphen  mitgetheilten  Gleichungen  (3.  a.}: 

und 
§0  wie 

welche  Gleichungen  sich  von  denen  (76.  b.  bis  d.}  in  nichts  unterscheiden,  als  dass  die  Grund« 
zeichen  47  und  u  an  die  Stelle  derer  |  nnd  x  getreten  sind.  Aus  diesen  Gleichungen  findet 
man  nun  hier  wieder  ganz  wie  dort: 

und  die  an  der  Flg.  3.  b.  aufgeführte  Bedeutung  der  Ausdrücke  ^q  ^'  j  %^^yf  9  9„y  9  9.y  P^it 
auch  hier  wieder  zu  vei'Steheni  dass 

ff    ._a    ,  —  ^    .  +  «f    ,=:0'SOS'0' 
ist|  wo  O'SOS'O'  das  in  der  Fig.  3.  b.  angezeigte  Parallelogramm  vorzustellen  hat,  desaen 
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Seilen  OS  und  OS'  durch  die  Grössen  t-^  und  -r-W  geffeben  werden,  wie  man  sogleich 

einsieht»  wenn  man  beachtet,  dass  die  Begr^nsangvKnien  0'  D«  und  0'  D'  von  den  neuen  Axen 
OX  und  OX'  in  zwei  Puncten  t  nn4  f  geschnitten  werden,  und  dass  die  Dreiecke  OtS'  und 
OfS  bei  t  und  t'  rechtwinklig  sind,  während  ihre  Seiten  Ot  und  Ot'  die  Grössen  u«  und  u; 
sind,  ihre  Winkel  OS't  und  OSt'  aber  entweder  durch  W  oder  durch  180* r-W  dargestellt 
werden,  weil  beide  entweder  dem  XOX'  gleich  sind  ojler  ihn  zu  zwei  Rechten  ergänzen;  hier- 
aus folgt  aber,  dass  der  Inhah  des  fraglichen  ParaUelogranins  >^v^^-T^^sinW  oder  -^^^ 

®  sinWsmW  smW 

ist,  und  deswegen  liefern  die  vorstehenden  Gleichungen: 

welche  Oleichung,  weil  sie  für  jeden  beKebigen  Punct  0'  besteht,  d.  L  flir  jegMehe  Werthe  n» 
und  1^  wdir  bleiben  muss,  der  folgenden  einen  gleich  xa  achten  i^t: 

wofür  man  eben  so  gut  auch  die   ' 

"      sinW  ^  ' 

setzen  kann ,  weil  die  (79.  a.)  für  jeden  Punct  0  ^  der  eine  vollständige  Begrenzung  herbei- 
führt, Gültigkeit  behält,  und  man  sich  darum  in  ihr  diesen  Punct  wieder  als  beweglich  denken 
darf,  wiewohl  unter  dem  in  der  vorigen'  Nnmmer  gemachten  Yaii>ehalt. 

Auch  hier  ändern  sich  die  sämmtlichen  Betrachtungen  nicht  und  führen  immer  wieder  zu 
denselben  Resultaten,  wenn  gleich  die  von  dem  Puncto  .0'  auslaufenden  geraden  Grenzen  nicht 
bis  zu  der  ins  Auge  gefassten  Curve  hinreichen,  sondern  unterwegs  auf  andere  feste  gerade 
oder  krumme  Begrenzungslinien  stossen,  di6  in  Verbindung  mit  jener  Curve  den  zu  bestimmen- 
den Flächeninhalt  ringsum  einschliessen. 

135)  Um  die  Besonderheiten,  welche  während  des  Integrirens  aus  jener  Verschiedenheit 
des  festen  Theils  der  Begrenzung  entspringen,  von  der  zu  Ende  der  beiden  vorigen  Nunimem 
die  Rede  war,  klar  vor  Augen  legen  zu  können,'  müssen  wir  einige  FegrilTe  der  Integrajrech- 
nung  zur  Hilfe  nehmen»    Ist  nämlich.  .-  ^  ,  -      %^\ 

gegeben,  wo  %^  die  zu  suchende  und  ^  die  bekannte  Function  der  einen  Veränderlichen  x 
vt0nstellt,  und. kennt  man  irgend  eine  Fnnotioh  F^  von  x,  welche  die  Eigenschaft  besitet,  dass 

ist,  so  lehrt  die  Integralrechnnng,  dass  9x  j^^  durch  die  Gleichangr 

f 

vorgestellte  Function,  und  ausser  diesen  keine,  sein  kann,  wenn  St  eine  völlig  willkührliche 
Zusammensetzung  von  einer  oder  mehrem  Grössen  ist,  falls  nur  keine  von  diesen  Grössen  x 
selber  ist,  oder  irgendwie  durch  den  jedesmaligen  Werth  von  x  influenzirt  wird.  Auf  der  an- 
dern Seite  hat  man,  wenn  man  sich  x  aus  den  beiden  theflen  x»  und  y  zusammengesetzt  denkt, 
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so  dass  x  =  Xo  +  y  ist,  (wornach  also  x,  hier  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat,  als  die  war, 
welche  wir  diesem  Zeichen  in  den  vorangegangenen  Betrachtungen  beigelegt  haben;  es  stellt 
nämlich  x«  hier  vor,  was  dort  | ,  and  y ,  was  dort  x»} : 


«x.+y=«x.+^s«.y+^*5«.fi+ 


worin  y  jeden  Werth  annehmen  kann.  Denkt  man  sich  nun  y  so  klein,  dass  es  sich  durch 
kein  endliches  Maas  mehr  darstellen  lässt,  und  dem  zur  Folge,  vorausgesetzt,  dass  alle  Coeffi- 
zienten  dieser.  Reihe  endlich  darstellbar  sind,  jedes  später  kommende  Glied  in  der  vorstehende« 
Reihe  neben  den  ihm  vorangehenden,  wenn  diese  nicht  wahrhaft  null  sind,  völlig  versckwindeti 
so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

Während  in  der  vorigen  :Gtoichopg  y  noch  jeden  Werth  haben  konnte,  muss  es  in  dieser  tinen 
unendlich  kleinen  haben,  den  wir  uns  als  aliquoten  Theil  von  jenem  denken  und  mit  ^  be^eieh-* 
nen  wollen,  wornach  also  y  =  n^  ist,  wenn  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 
die  jede  Grösse  überschreitet.  Schreiben  wir  nun  dieser  neuen  Bezeichnung  gemäss  die  zu- 
letzt erhaltene  Gleichung,  und  setzen  wir  in  dieser  successive  x,  -}-  i^ ,  ^  +  2 1^ . . . .  x^  +  (»  —  1}  ft 
an  die  Stelle  von  x« ,  so  erhält  man : 


r 
I 


und  die  Summe  aller  dieser  Gleichungen  liefert: 

I  <  -  *  *  '  '  '  I 

•  '  '  •  •  •  •  ■  ' 

oder,  wenn  man  für  ^-^nJ}  wieder  x*  +  y  oder  x  setzt: 

$ieht  man  /^  siß  ein  dem  W^rthe  x  beigelegtes  Prädictment,  als  eine  ihm  ^u^chrieben/e  Ei- 
genschaft an,  'so  lägst  Sidtt  die  leerstehende  Gleichung  unter  der  VoranMetrang,.  dass  .^  vnn 
X«  bis  X  seinen  Werth  nur  stetig  ändert,  so  aussprechen:  %^  ist  zusammengesetzt  aus  %^  und 
allen  möglichen  Prädicanienten,  die  /^  hergiebt,  während  x  stetig  alle  Werthe  von  einem  be-t 

;  stimmten  x«  an  bis  zu  einem  beliebigen  ap^dem  x  hin^urchläuß.  Hierbei  ist  ^  mit  y  oder  x  —  x» 
zugleich  positiv  oder  negativ;  man  hat  daher  die  Folge  der  Eigenschaften  mit  dem  Vorzeichen 
-j-  oder  —  in  obiger  Gleichung  versehen  sich  zu  denken,  je  nachdem  x  grösser  oder  kleinejr 
als  Xo  genommen  wird.    Was  hier  von  5^  für  jeden  beliebigen  Werth'  x  dargethan  worden  ist, 

gut  natürlich  auch  von  $     in  Bei^ug  auf  .den  bestimmten  Werth. x«;  man  kanii  ;Sich  %^  m^ 
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saimneiigeÄetzt  vonftUen  a«s  %^  und  allen  den  Eigenschaften,  die  ^  hergidrt,  wfilirend  x  aBe 

mc^Uchen  Werthe  Von  x  an  bis  zn  x«  InnduncUinft.  ffierans  folgt  aber,  dass,  wenn  bei  einer 
Untersuchung,  die  sich  über  alle  Eigenschaften  /,  von  x«  an  bis  zu  x  bin  Terbreitet,  der  Fall 

vorkommt,  dass  man  die  Eigenschaften  f^  flir  alle  möglichen  Werthe  von  x ,  auf  die  man  stösst, 

wenn  man,  yon  x  nach  x«  schreitend,  über  x«  hinausgehommen  ist,  als  nicht  vorhanden  anneh-* 
men  nnss  oder  Annehmen  will,  man  diesem  zur  Folge  nethwendiger  Weise  auch  $=0  in 

der  Gleichung  (80.  c.])  zu  setzen  habe,  indem  auf  der  Seite,  auf  welcher  sich  diese  Grösse  in 
jener  Gleichung  zu  bilden  hätte,  gar  keine  Eigenschaft  voriiandea  ist,  die  sie  in  sich  aufnehmen 
könnte. 

In  einem  solchen  Falle  nun,  wo  man  ^  =0  zu  nehmen  hat,  giebt  die  Gleichung  (80.  b.} 
an, die  Hand,  dass 

sei,  und  zieht  man  diese  Gleichung  von  der  (80.  b.)  ab,  so  findet  man: 

Diese  Gleichung  liefert  also  Rir  9z»  wie  ihre  Vergleichung  mit  der  (80.  c.}  sogleich  zu  er- 
kennen giebt,  die  stetige  Aufeinanderfolge  aller  Eigenschaften  f^  von  x,  an  bis  zii  x  hin  und 

zwar  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  genommen^  je  iiachdem  x  grösser  oder  kleiner  als  x, 
ist,  wie  aus  den  dortige.n  Betrachtungen  hervorgegangen  ist  Wir  nennen  diesem  gemäss  den 
Ausdruck  F  —  F     das  von  x«  ausgehende  und  bis  zu  x  fortlaufende  Integral  der  Function  / 

/  ,  so  dass  wir  die  vorige  Gleichung  auch  so  schreiben  können:  • 

Diese  Gleichung  liefert  den  Werth  S^  nicht  nur»  wenn  die  Function  /^  von  solcher  Art  ist, 

däss  sie  fiif  jedön  unterhalb  x«  liegenden  Werth*  vM  x  von  selber  saB  wird,  sondern  selbst 
dann  noch,   wem  f^  zwar  fthr. solche  Werthe  von  x  nicht  null  wird,  vidmehr  positive  oder 

negative  wirkliche  Grössen  liefert,  die  aber  gegenwärtig  von  dem  Ausdrucke  %^  ausgeschlossen 

Eleiben  sollen;  denn  es  war  den  Betrachtungen,  welche  mittelst  der  Gleichung  (80.  d.3  zu  der 
(80.  e.}  flihrten,  ganz  gleichgültig,  ob  man  die  unterhalb  x«  liegenden  Werthe  von/^  als  nicht 

vorhanden  annehmen  musste  oder  auch  nur  wollte.  Indessen  theilt  doch  dieser  Unterschied  der 
Gleichung  (80.  f.}  oder  (80.  e.)  in  den  beiden  Fällen  eine  andere  Beschaffenheit  mit.  Wird 
nämlich  die  Function  /^  ihrer  Natur  nach  für  jeden  unterhalb  x«  liegenden  Werth  von  x  bis 

zu  einer  beliebigen  Grenze  x  hin,  schon  von  selber  null,  so  kann  man  in  jenen  Gleichungen    (  ;• 
ftlr  X,  jeden  dieser  Werthe  schreiben,  ohne  ihren  Inhalt  im  Geringsten  zu  verändern,  während 
ihr  Inhalt  in  jedem  solchen  Falle  ein  anderer  würde,  wenn  die  filr  x«  gesetzten  Werthe  die' 
Fuiclion  /^  nicht  sdion  von  selber  zu  Null  machten. 

Wiewohl  nun  aber  im  Allgemeinen  $^  ftr  jeden  andern' Werth  von  x«  eine  abgeänderte 

Bedeutung  annimmt,  so  ist  es  doch  erlaubt,  untei'  x«  sich  jeden  mit  dem  behandelten  Gegen-  ' 

33» 


I  * 


MO  Analyliffcfae  fieometrle.  Abscb.  IIL 

Stande  vertriigiichen  Werth  von  x  voranutelien,  wenn  man  nur  auck  der  Fanclion  %^  die  die* 

Sern  Werthe  angemessene  Bedeutung  zuerkennt;  man  kann  sich  daher  x«  eben  so  beliebig  wie 
X  selber  denken  und  dessen  nähere  Bestimmung  in  eine  spätere  Zeit  verlegen,  so  lange  man 
nicht  gebieterisch  dazu  aufgefordert  wird.  In  diesem  Falle  kommen  in  dein  Ausdrucke  %^  oder 

Fy  —  F,   zwei  Grössen  x  und  x»  vor,  die  man  sich  beide  als  Veränderliche  vorzustellen  hat, 

und  eben  deswegen  hat  man  %^  als  eine  Function  dieser  zwei  Veränderlichen  anzusehen.    Wir 

drücken  diesen  Umstand  da,  wo  wir  ihn  fest  im  Auge  behalten  wissen  wollen,  dadurch  aus, 
dass  wir  die  Gleichung  (80.  f.}  so  schreiben: 

Liegt  es  aber  in  der  Natur  einer  besondem  Untersuchung,  dass  man  sich  unter  x«  oder  x  ei- 
nen völlig  bestimmten  Werth  zu  denken  habe,  den  wir  durch  a  oder  b  bezeichnen  wollen,  so 
drücken  wir  diess  äusserlich  schon  dadurch  aus,  dass  wir  jene  Gleichung  so  schreiben: 

und  wir  setzen: 

»^  Xo  =s  a 

wenn  wir  andeuten  wollen,  dass  der  einen  Grösse  x«  der  völlig  bestimmte  Werth  a,  so  wie 
der  andern  Grösse  x  der  völlig  bestimmte  Werth  b  beigelegt  wird.  In  diesem  letzten  Falle 
enthält  der  Ausdruck  $  gar  keine  Veränderliche  mehr,  während  in  den  zwei  vorangegangenen 
Fällen  %    eine  Function  der  einen  Veränderlichen  x,  $,   eine  Function  der  einen  Veränderli- 

eben  Xo  zu  bedeuten  hat,  wie  schon  von  sich  selber  verständlich  ist 

Manchmal  geschieht  es,  dass  man  unter  dem  einen  oder  andern  von  den  völlig  bestimmton 
Werthen  a  oder  b ,  wohl  auch  unter  beiden,  diejenige  positive  oder  negative  Zahl  gedacht  wis- 
sen will,  deren  Grösse  alles  Maas  übersdireitet;  danli  wefrden  wir  diess  dadurch  andeuten,  dass 
wir  an  die  Stelle  von  a  und  b  die  fttr  solche  FäUe  eingerührten  Zeichen  *f-QO  oder  — od  setzen. 
Eben  so  schreiben  wir,  wo  x»  oder  x  zwar  nicht  bestinunte  Grössen  a  oder  b,  aber  bestimmte 
Zusammensetzungen  von  andern  Veränderlichen  anzeigen  sollen,  diese  bestimmten  Zusammen- 
setzungen an  die  Stelle  von  a  oder  b . 

136}  Um  nun  den  grossen  Wechsel  der  Grenzbestimmungen,  welche  während  des  Inte- 
grirens  solcher  Ausdrücke,  wie  die  (78.  b.}  oder  (79.  b.)  sind,  vorkommen,  vor  Augen  legen 
zu  können,  wollen  wir  in  allgemeinerer  Weise  voraussetzen,  dass  man 
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habe^,  wo  %^  sowohl  als  f^  Functionen  der  beiden  Coordinaten  x  und  x'  vorstellen ,  und  dass 
der  Raum,  innerhalb  welchem  man  Werthe  der  Function  f^  ins  Auge  zu  fassen  habe,  einerseits 
durch  eine  ebene  Curve,  deren  Gleichung  in  aufgelöster  Gestalt 

CM.  b.)    -  X— 9>j 
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bt,  wobei  X  und  x'  die  Coordinftten>  der  Puncie  dieser  Curve  von  der  gleichen  Art,  wie  die  x 
und  x'  sind,  vorsteUen,  und  andererseits  durch  Gerade  begrenzt  werde,  welche  von  dem  Punctei 
dessen  Coordinaten  x  und  x'  sind,  aus  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen.  Hierbei  kann 
entweder  die  Gleichung  der  Curve  für  jeden  Werth  von  je  nur  ein  einziges  Ergebniss  für  x^ 
liefern,  welches  geschieht,  wenn  (p^  nur  eine  einzige  Form  enthält,   oder  sie  kann  fUr  jeden 

Werth  von  x  für  x'  mehrere  Resultate  liefern,  welches  geschieht,  wenn  in  q>^  mehrere  Formen 

enttilten  sind;  im  erstem  Falle  dehnt  sich  die  Curve  in  der  Richtung  der  Axe  AX  nur  als  ein 
einziger  Zweig  ans,  im  andern  Falle  hingegen  bildet  die  Curve,  in  dieser  Richtung  aufgefasst, 
mehrere  Zweige,  deren  Anzahl  von  der  Zahl  der  in  ^^  enthaltenen  Formen  abhängt  Wir  wer-* 

den  nun  zuvörderst  blos  den  Fall  ins  Auge  fassen,  wo  sich  f  für  jeden  Werth  von  r  nur  in 
einer  einzigen  Gestalt  hergiebt,  und  erst  später  den  Fall  betrachten,  wo  }f  in  mehreren  Gestal- 
ten auftritt. 

11  10 

Da  %$2  die  Ablei^ng  von  t%^  nach  x"  ist  für  jeden  bdiebigen,  aber  während  des  Ab- 

leitens  constant  gedachten  Werth  von  x,  so  erhält  man  umgekehrt  aus  der  Gleichung  (81.  a.} 

durch  Integralrechnung: 

it  /•< 

wenn  x^  den  Werth  von  x'  vorstellt,  unterhalb  welchem  man  sich  die  Eigenschaft  f^  als  nicht 

vorhanden  bei  dem  jedesmaligen  Werthe  von  x ,  den  man  eben  im  Auge  hat,  zu  denken  hat. 
Erwägt  man  nun,  dass  man  bei  der  gegenwärtigen  Aufgabe  in  Folge  der  vorgeschriebenen 
Begrenzung  für  jßden  Werth  von  x  nur  solche  Werthe  von  x'  als  mit  der  Eigenschaft  f^  be- 
gabt annehmen  dürfe,  'welche  zwischen  der  begrenzenden  ebenen  Curve  und  der  durch  den 
Funct  0'  parallel  mit  der  Axe  AX  gezogenen  Geraden  liegen,  deren  Functe  alle  zu  ihrer  mit 
der  Axe  A  X'  parallelen  Coordinate  die  Veränderliche  x'  haben,  so  sieht  man  sogleich  ein,  dass 
der  Funct  der  ebenen  Curve,  welchem  x  als  schiefe  Coordinate  an  der  Axe  A  X  zukommt,  den 
Werth  x^  als  seine  Coordinate  an  der  Axe  AX'  liefere;  es  ist  nämlich  Xq  das  f  der  Curve, 

« 

welches  man  aus  der  Gleichung  (81.  b.}  erhält,  wenn  man  in  ihr  x  an  die  Stelle  von  r  setzt. 
Dadurch  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in: 

•^  »0  -  J», 

I  t 

und  es  nimmt  t%^  die  von  xi  bis  x'  sich  hinziehende  Eigenschaft  f^  mit  dem  Vorzeichen  + 
oder  —  in  sich  auf,  je  nachdem  x'  grösser  oder  kleiner  als  x^  ist.   Ist  so  die  Function  von  x 

10'  '00 

und  x'  gefunden,  welche  durch  ^^^  bezeidhAet  wird,  sq  findet  man  "0%^  oder  $^,  indem  map 
diese  Function  nach  x  integrirt,  während  man  x'  als  unveränderlich  ansieht,  oder  es  ist 


^^    »o  =  J^x 

10 

«nd  es  nimmt  ^^  die  von  x«  bis  x  sich  hinziehende  Eigenschaft  t%^  mit  dem  Vorzeichen  4* 
öder  —  in  sich  auf,  je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner  als  x«  ist;  d.  h.  die  in  den  vorge- 


/: 
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schfiebencn  Grenzen  ausgebreitete  Eigenschaft  f^  mit  dem  Yorzeiche»  +  oder  i— ,  je  weh-* 

dem  die  obem  Grenzen  hinsicbtlioh  ihrer  Grösse  mit  ihren  untern  von  derseUien  oder  Ton  ent« 
gegengesetzter  Art  sind.  Reicht  nun  die  durch  den  Punct  0'  gelegte,  mit  der  Axe  AX  paral-« 
lele,  begrenzende  Gerade  bis  zur  ebenen  Curve  hin,  so  liegen  alle  Werthe  von  x,  für  welche 

/    oder  %$    als  nicht  null  seiend  angenommen  werden  kann  zwischen  der  durch  0' 

gelegten,  mit  der  Axe  A  X'  parallelen^  geraden  Begrenzun|^slinie,  d.  h.  zwischen  dem  veriiuler'* 
liehen  Werthe  x ,  der  dein  beweglichen  Puncto  0'  angehört  und  zwischen  dem  Puncto,  in  weK 
ehern  die  ebene  Curve  von  der  durch  0'  gelegt»,  mit  der  Axe  AX  paraUden^  begrenzenden 
Geraden  geschnitten  wird;  denn  der  letztere  Punct  ist  nothwendig  der  äusserste  auf  dieser 
Seite  des  zu  bestimmenden  Flädieninhalts,  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Gleichung  (81.  b.) 
i  Tür  jeden  Werth  von  r  nur  in  einer  einzigen  Gestalt  liefert  Es  ist  also  x«  der  Werth  voi) 
r ,  den  man  aus  der  Gleichung  der  ebenen  Curve  r  =  tp^  findet,  wenn  man  in  ihr  x'=:  x"  setzt, 

sonach  hat  man  x«  aus  der  Gleichung  x^n=^  zu  bestimmen.  Liefert  diese  x«=:^^^,  so  er- 
hält man  schliesslich: 

und  hat  nun  %^  als  Function  von  den  beiden  Coordinaten  x  und  x'  des  beweglichen  Punctes 

0'  gefunden,  wenn  man  die  beiden  hier  blos  angezeigten  Integrationen  als  wirklich  ausgcHihrte 
ins  Auge  fasst    Zeigt  es  sich  hierbei,  das  t^^  für  x«  mehrere  Werthe  liefert,  so  hat  man  von 

den  verschiedenen  reellen  Werthen,  die  sich  für  x«  ergeben,  den  zu  nehmen,  welcher  nach  der 
angegebenen  Seite  hin  dem  x'  am  nächsten  liegt;  denn  über  diesen  hinaus  kann  die  ebene 
Curve  auf  die  andere  Seite  von  der  durch  0'  gelegten,  mit  der  Axe  AX  parallelen,  begren- 
zenden Geraden  zu  liegen  kommen,  und  dann  würde  man,  den  Betrachtungen  der  vor^en  Nnm^ 

mer  gemäss,  diesseits  und  jenseits  dieses  Durchschnittspunctes  die  entsprechenden  Thcile  /  ^  f^ 

mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  versehen  erhalten,  welche  aus  dem  Gegensatze  in  der  Lage 
hervorgehende  Verschiedenheit,  eben  so  wie  eine  plötzliche  Unterbrechung  der  Continuitat,  eine 
separate  Behandlung  solcher  Strecken  nothwendig  macht. 

Begegnete  die  durch  den  Punct  0'  gelegte,  mit  der  Axe  AX  parallele,  begrenzende  Ge- 
rade, noch  ehe  sie  die  Curve  trifft,  einer  mit  der  Axe  AX'  parallelen,  begrenzenden  Geraden 
von  fester  Lage,  deren  Puncto  alle  an  der  Axe  AX  eine  und  dieselbe  Coordin^te  von  der  un- 
veränderlichen Länge  |  geben,  so  hätte  man  x«  =  |  zu  nehmen,  weil  jetzt  die  Coordinaten  aller 
Puncto  innerhalb  des  so  begrenzten  Raumes  an  der  Axe'  A  X  zwischen  |  und  x  lägen,  und  man 
erhielte  nun  den  gesuchten  Inhalt  durch  die  Gleidiung 

begegnete  aber  die  durch  den  Punct  0'  gelegte,  mit  der  Axe  AX  parallele,  begrenzende  Ge- 
rade, noch  ehe  sie  die  durch  die  Gleichung  (81.  b.}  gegebene  Curve  triffl,  irgend  einer  andern 
Geraden  oder  Curve,  welche  neben  der  vorigen  Curve  als  fester  Theil  in  die  Gesaromtbegrea- 
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zimg  hkieingeeogen  wird,  so  könnte  inan  den  zu  bestimmenden  Flfichenraum  in  Theile  zeriegen, 
YoA  welchen  jeder  nur  eine  der  bdden*  Begrensungscurven  in'  sich  aufnimmt,  und  den  Flftchen«^ 
Inhalt  dieser  Tiieäe  ein^ejln  bestimmen j  und  das  Gleiche  wäre  der  Fall,  wenn  mehr  als  zwei 
Pbirven  in  den\festeii  Theil  der.Begren^ng  eingiengen.  Es  findet  nämlich  hier  an  jeder  Stelle^ 
wp  die  eine  Corvp  eioeir  andern  begegnet,  eine  plötzliche  Unterbrecbqng  der  Continuität  statt» 
weshalb  eine . separate  Behandlung  der  einzelaen  Theile  ndthig  wird,  die  dann  zu  einer  Summa 
von  Integralen  der  vorigen  Art  hinführt 

.  137)  Wir  betmchten  jetzt  den  Fall»  wenn  die  Gleichung  (81.  b.}  i  in  mehrem  Formen 
liefert  Im.  AIlgemeiiieQ  wird  man  ncm  hier  die  eine  Form  herauszuheben  haben,  welche  dem 
Zweige  aqfofaört,  d«^  ^lan  zur  festen  Begrenzung  des  zu  bestimmend^i  Flächeninhalts  nehmen 
will,  und  auf  diese  eine  Form  hat  man  dann  die  in  der  vorigen  Nununeir  angezeigten  verschie-t 
denen  Operationen  in  Anwendung  zu  bringen.  Es  kann  jedoch  geschehen,  dass  man  in  einem 
solchen  Falle  den  Flächenraum  behandehi  soH,  der  von  zwei  entgeg^gesetzten  Seiten  her  zwei 
solche  Zweige  zur  festen  Grenze  hat  und  von  den  übrigen  Seiten  durch  Gerade  eingeschlossen 
ist»  4ie  mit  einer  der  Coordinatena^cen  parallel  laufen.  Ist  ^  B.  0,0'OtO|00;p;0'Q;  (Fig.  4) 
eine  ebene  Curve,  welche  von  Geraden,  die  mit  der  Axe  A  X'  parallel  laufen,  in  zwei  Puncten 
oder  gar  nicht  geschnitten  wird,  und  ist  ^4^0  die  Gerade,  welche  diese  Curve  in  dem  Puncto 
0  berührt  und  auf  deren  einer  Seite  kein  Punct  der  Curve  mehr  liegt,  so  dass  OOiOsO'Os 
und  0  0[  0^  0'  0^  die  beiden  Zweige  dieser  Curve  sind,  von  denen  jeder  durch  eine  Gleichung, 
wie  die  (81.  b.)  ist,  gegeben  wird,  in  welcher  aber  qp    bei  jedem  Zweige  eine  andere  Form 

annimmt,  und  bezeichnen  wir  diese  besondere  Form  beim  ersten  und  beim  zweiten  Zweige  durch 
tf'^  und  durch  9'^,  so  sind  also 

r'=:y;    und    x'=y;'  (M.  «•) 

die  Gleichungen,  welche  den  eisten  und  den  zweiten  Zweig  darstellen.  Sind  nun  PiOiO[  und  .  ' 
P«  Oft  Ot  zwei  mit  der'  Axe  A  X'  parallele  Gerade  und  will  man  den  Flächeninhalt  des  Stückes 
0|  Ol  Ox  Os  Ol  der  Coordinatenebene  oder  den  Betrag  einer  über  dieses  Flächenstück  in  verän- 
derlicher Weise  verbreiteten  Eigenschaft  finden,  welches  Flächenstück  von  zweien  Seiten  durch 
die  beiden  Curvenzweige  und  von  den  beiden  andern  durch  die  so  eben  genannten  Geraden 
eingeschlossen  wird,  von  welchen  wir  uns  die  eine  PjOi  als  unveränderlich  gegeben,  die  an- 
dere PaO^  hingegen  als  beweglich  denken  wollen,  so  kann  diess  so  geschehen.  Wir  stellen 
uns  eine  mit  der  Axe  A'X  parallele  und  bewegliche  Gerade  00'  vor,  so  ist  0'  in  Bezug  auf 
jeden  Zweig  einzeln. gexiommen  ein  beweglicher  Punct,  gerade  wie  der  0'  bei  den  Betrachtun- 
gen der  vorigen  Nummer  war;  es  lässt  sich  daher  alles  dort  Gesagte  auf  jeden  einzelnen  der 
beiden  Zweige  hier  wieder  völlig  so  wie  dort  in  Anwendung  bringen.  Stellen  demnach  x  und 
x'  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punctes  0'  vor  und  ^  die  Coordinate,  welche  sämmtliche 
Puncto  der  Geraden  P|Oi  an  derAxe  AX  geben,  so  ist  nach  Anleitung  der  Gleichung  (81.  e.}     *    * 


die  Summe,  der  über  den  Raum  oo'OaO,o  verbreiteten  Eigenschaft,  deren  auf  die  Längenein- 
heit ausgedehntes  Maas  an  der  Stelle,  deren  Coordinaten  x,  x'  sind,^  ist,  und 


*/xo«^«/x;  =  r,  ^ 
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üi  die  Summe  der  über  den  Raum  o  o'  Os  0,  o  mit  derselben  veränderlichen  Intenisilät  verbret- 
teten Eigenschaft  ^,  wobei  jede  solche  Summe  den  ihren  Raum  angehenden  Betrag  der  Ei-« 

genschaft  mit  dem  Vorzeichen  4~  S^^^^y  vfean  die  in  ihr  stehenden  untern  Grenzen  x«  und  x^ 
beide  zugleich  grösser  oder  kleiner  als  beziehlich  deren  obem  Grenzen  x  und  x'  sind,  mit  dem 
Vorzeichen  —  hingegen,  wenn  die  eine  untere  Grenze  grösser,  die  andere  kleiner  als  die  ihr 
entsprechende  obere  ist;  es  geben  also  jene  beiden  Summen  den  Betrag  der  über  ihre  Räume 
verbreiteten  Eigenschaft  mit  einerlei  Vorzeichen,  wenn  tp^  und  (px  beide  zugleich  grösser  oder 
kleiner  als  x'  sind,  hingegen  mit  verschiedenen  Vorzeichen,  wenn  die  eine  von  den  Grössen 
(fix  und  (px  grösser,  die  andere  kleiner  als  x"  ist,  d  h.  je  nachdem  x*  zwischen  ^  und  (px 
oder  auf  einer  Seite  von  ihnen  liegt  Hieraus  folgt  nun  sogleich,  dass,  wo  auch  die  beweg-* 
Gehe  Gerade  oo'  liegen  mag,  immer 


^To^i^j^^v'J^     Vxo  =  *A;  =  ^;'^^ 


die  Summe  der  ttber  den  Raum  Oj  0\  0, 0^  Oi  mit  der  Intensität  f^  verbreiteten  Eigenschaft  sei 

mit  dem  Vorzeichen  -f-  oder  —  genommen,  je  nachdem,  f^Us  |<:x  ist,  der  durch  die  Glei- 
chung X  — 9!.  dargestellte  Zweig  unterhalb  oder  oberhalb  dem  durch  die  Gleichung  x'=(p'l  dar- 

gestellten  liegt,  d.  L  je  nachdem  die  zu  einerlei  x  gehörigen  Werlhe  von  1^  beim  ersten  Zweig 
kleiner  oder  grösser  als  beim  zweiten  sind,  und  umgekehrt,  wenn  |>x  ist.  Der  vorstehende 
Ausdruck  giebt  mithin  den  positiven  oder  negativen  Betrag  der  über  den  vorgeschriebenen  Raum 
mit  der  veränderlichen  Intensität^  verbreiteten  Eigenschaft  an  die  Hand;  bezeichnen  wir  daher 

den  positiv  genommenen  Betrag  durch  ^^ ,  so  ist 

und  es  ist  von  den^  doppelten  Vorzeichen  in  dem  Falle,  wo  |<:x  ist,  das  obere  oder  untere 
zu  nehmen,  je  nachdem  (p'^  kleiner  oder  grösser  als  (p"  für  einerlei  auf  den  vorgeschriebenen 

Raum  sich  beziehendes  r  ist,  und  im  entgegengesetzten  Falle  gerade  umgekehrt  Die  Gleichung 
(82.  b.)  lässt  sich  aber  nach  den  Regeln  der  Integrahrechnung  auch  so  schreiben : 


"'=X..C^-/---A'-<0 


und  diese  aus  denselben  Gründen  so: 

in  welcher  Gleichung  wieder  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  setzen  ist,  je  nachdem  die 
obem  Grenzen  hinsichtlich  ihrer  Grösse  bezüglich  mit  den  untern  verglichen  von  einerlei  oder 
von  entgegengesetzter  Art  sind ;  man  kann  daher  bei  diesen  wie  bei  allen  andern  Integralen  die 
Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  vermeiden,  wenn  man  es  sich  zur  Regel  macht,  bei  jeder  ein- 
zelnen Integration  die  kleinere  Grenze  zur  untern,  die  grössere  zur  obem  zu  nehmen.  In  die- 
ser letztern  Gleichung  ist  aber  das  innere  Integral  in  Bezug  auf  x'  ein  völlig  bestimmtes  ge- 
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worden,  woraus  folgt,  dass  $  bei  unserer  jetzigen  Aufgabe  nicht  mehr  wie  früher  eine  Func- 
tion von  X  und  x',  sondern  nur  noch  eine  Function  der  einen  Veränderlichen  x  ist. 

Verlangt  man  den  Betrag  der  über  den  Raum  OiOaO,OOIOi  verbreiteten  Eigenschaft, \^o 
muss  man  an  die  Stelle  von  |  das  dem  Puncte  0,  in  welchem  die  Curve  von  einer  mit  der 
Axe  AX'  parallelen  Geraden  beriihrt  wird,  zogehörige  x  setzen.  Dieser  Pund  0,  so  wie  die 
0',  in  welchen  sich  etwa  die  beiden  Curvenzweige  begegnen  mögen,  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  das  ihnen  zugehörige  x ,  in  den  beiden  Gleichungen  (82.  a.}  für  x  gesetzt,  einerlei  x'  lie- 
fern muss,  oder  dass 

Vx  =  yx  ißn.  äL) 

sein  muss.  Hat  man  aus  dieser  Gleichung  die  verschiedenen  Werthe  von  x  gefundm,  welche 
Functen  angehören,  in  denen  sich  die  beiden  Curvenzweige  begegnen,  so  hat  man  unter  diesen 
den  auszusuchen,  weldier  dem  Puncte  O  entspricht,  und  ihn  an  die  Stelle  von  ^  in  die  Glei- 
chung (82.  C.3  zu  setzen.  Will  man  den  Betrag  der  über  einen  ringsum  von  der  Curve  ein- 
geschlossenen Raum,  wie  der  0' 0, 0, 0  0^  O2  0'  ist,  verbreiteten  Eigensdiaft  auffinden,  so  hat 
man  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Ausdrucke  für  x  den  Werth  zu  setzen,  welcher  dem  Puncte  0' 
angehört  und  der  nächste  bei  dem  zu  0  gehörigen,  aus  der  Gleichung  (82.  d.)  erhaltenen  ist. 
Durch  diesen  Werth  von  x,  der  eine  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  verwandelt  sich  dann  auch 
das  äussere  in  der  Gleichung  (82.  c.)  auftretende  Integral  in  ein  auch  in  Bezug  auf  x  völlig 
bestimmtes,  so  dass  §  >  welches  bisher  noch  eine  Function  von  x  war,  nun  auch  aufhört,  dieses 
zu  sein,  und  eine  von  x  und  y  völlig  unabhängige  Grösse  wird.  Hierbei  darf  man  jedoch 
nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  man  bei  solchen  auf  einen  bestimmten  Flächeninhalt  sich  bezie- 
henden Bestimmungen  nie  über  den  Umfang  hinausgehen  darf,  welcher  zwischen  zwei  zunächst 
bei  einander  liegenden  Puncten,  wie  die  0  und  0'  sind,  liegt,  weil  das  Integral  diesseits  und 
jenseits  einer  Stelle,  wie  die  0'  in  Fig.  4.  ist,  entgegengesetzte  Vorzeichen  annimmt,  und  diess 
auf  jeder  Seite  eine  besondere  Bestimmung  verlangt 

Was  hier  von  zwei  Zweigen  einer  und  derselben  Curve  gesagt  worden  ist,  gilt  ganz  eben 
so,  wenn  anstatt  dieser  beiden  Zweige  die  Zweige  von  zwei  gänzlich  verschiedenen  Curven  zur 
festen  Begrenzung  des  vorgeschriebenen  Flächenraums  genommen  würden;  und  wenn  jauch  noch 
die  geraden  Begrenzungslinien,  wie  die  0|0(  und  OaO^  in  der  Fig.  4.  waren,  durch  andere 
feste  Gerade  oder  auch  feste  Curven  ersetzt  würden,  so  läs^t  sich  doch  immer  der  so  begrenzte 
Flächenraum  durch  Gerade,  die  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen,  in  mehr  oder  weniger 
Theile  zerlegen,  von  welchen  jeder  sich  auf  die  bisher  beschriebene  Art  behandeln  lässt,  so 
dass  dergleichen  Untersuchungen  als  in  jedem  denkbaren  Falle  durchfuhrbar  zu  erachten  sind. 

138}  In  Fällen,  wo,   wie  bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts  einer  ebenen  Figur,  die 

in  ihre  Begrenzung  eine  oder  mehrere  Curven  aufnimmt,  die  vorhin  durch  ^^  bezeichnete  Func-^ 

1 1 
tion  eine  constante  Grösse  wird,  hat  man  nicht  völlig  bis  auf  B  ^^  zurückzugehen,  um  aus  ihm 

durch  eine  doppelte  Integration  ^^  herleiten  zu  können,  indem  sich  unter  solchen  Umständen 

10  Ol 

sowohl  ^  S^  wie  t  ^^  unmittelbar  angeben,  und  dann  aus  einem'  von  diesen  Ausdrücken  ^^  durch 

eine  einfache  Integration  finden  lässt;  und  das  Gleiche  fmdet  da  statt,  wo  man  sich  den 
Flächeninhalt  als  Function  der  senkrechten  Coordinaten  u  und  u'  vorstellt  und  durch  ^^  be- 

zeichn^t^  indem  man  auch  hier  nicht  auf  t  $,,  zurückzugehen  braucht,  um  hieraus  $.,  durch  eine 
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doppelte  Integration  zu  erhallen,  sondern  nach  Gefallen  ^  ^^  oder  S  §„  unmittelbar  angeben  und 

aus  diesem  dann  den  gesuchten  Flächeninhalt  durch  eine  einfache  Integration  auflinden  kann. 
Um  das  hierbei  einzuhaltende  Verfahren,  welches  in  allen  solchen  Fällen  stets  das  gleiche  bleibt, 

I  0 

zur  Anschauung  zu  bringen,  werden  wir  die  Art,  wie  sich  d$^  unmittelbar  erhalten  lässt,  um- 
ständlich auiseinander  setzen.    Gehen  wir  auf  die  Gleichung  (76.  c.}  zurück,  welche  auf  ihrer 

I  0 

rechten  Seite  im  ersten  Gliede  den  zu  findenden  Ausdruck  BS^  hat,  und  aussagt,  dass  ihre 

ganze  rechte  Seite  die  Differenz  ^^^, — %tt'  hergiebt,  und  beachten  wir,  dass  diese  DiiTerenz 

in  Fig.  3.  a.  durch  das  Flächensiück  0  D  D'  S'  vorgestellt  wird,  so  können  wir  die  Grösse  des 
durch  die  an  D  gelegte  Tangente  O  T ,  welche  von  der  Geraden  0'  D'  in  o"  geschnitten  wird, 
und  durch  die  Geraden  OD,  OS',  S'o'"  begrenzten  Flächenstücks  ODo"S',  welches  eine  ge- 
radlinige ebene  Figur  ist,  immer  auf  elementarem  Wege  wie  folgt  bestimmen.  Da  nämlich  die 
Gleichung  der  an  D  gelegten  Tangente 

x'— r=Sr'(x  — r) 

ist,  wenn  x  und  x'  die  schiefen  Coordinaten  des  Functes  D  der  Curve  bezeichnen,  der  in  Nr.  126. 
aufgestellten  Gleichung  (56.  a.}  gemäss,  oder,  wenn  wir  der  begrenzenden  ebenen  Curve  wie- 
der die  Gleichung  (81.  b.)  zum  Grunde  legen  und  beachten,  dass  der  Punct  D  mit  dem  0  die 
Coordinate  ^  an  der  Axe  A  X  gemein  hat,  weshalb  das  zum  Puncto  D  gehörige  r  =  ^  und  das 
zu  ihm  gehörige  X  — 9>>  ist: 

Nennen  wir  nun  xi  die  zum  Puncto  o"  der  Tangente  gehörige  Coordinate  an  der  Axe  A  X',  so 

wird  dieser  Werth  aus  der  vorstehenden  Gleichung  der  Tangente  für  x'  sich  ergeben,  wenn 

man  in  ihr  für  x  die  dem  Puncto  o"  entsprechende  Coordinate  an  der  Axe  AX  setzt,  welche 

im  Sinne  der  in  Nr.  133.  gebrauchten  Bezeichnungen  |  +  Xo  ist,  da  die  Puncto  0'  und  o" 

einerlei  Coordinate  an  dieser  letztem  Axe  liefern;  man  erhält  daher  Xo  aus  der  nachstehenden 

Gleichung: 

x',  — <)p^  =  ^y^x«. 

Die  Coordinaten  der  Puncte  0  und  O  an  der  Axe  A  X'  sind  diesem  zur  Folge  ^  und  (p^ ,  die 

der  Puncto  S'  und  o"  dagegen  ^  und  #f  >  -f*  ^  9P^  x« ,  und  hieraus  ergeben  sich  die  Längen  D  0 

und  o''S'  wie  folgt: 

^—q)^    und    S'— y^  —  "ö  qp^  Xo , 

welche  beide  Ausdrücke  den  absoluten  Längen  das  Vorzeichen  4~  oder  —  beilegen,  je  nach- 
dem die  Gerade  DqO  oberhalb  oder  unterhalb  der  Curve  liegt.  Erwägt  man  jetzt  noch,  dass 
diese  beiden  Längen  den  senkrechten  Abstand  XoSinW  von  einander  haben,  weil  ihr  schiefer 
Abstand  OS'  oder  x«  unter  dem  Winkel  W  gegen  sie  gestellt  ist,  so  kann  man  ohne  Weiters 
den  Flächeninhalt  des  Trapezes  ODo"S'  angeben;  er  ist  nämlich: 

1 
sin  W  [(^— 9?^)  X,  —  2  ?>  <P^  xJ]  • 

Dieser  Ausdruck  giebt  den  Inhalt  des  betrachteten  Trapezes  her,  wie  auch  die  Puncte  0  und 
0'  gegen  einander  gestellt  sein  mögen ;  lässt  man  aber  den  beweglichen  Punct  0'  dem  0  stets 
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näher  rücken,  bis  die  Grösse  x«  sich  durch  kein  endliches  Maas  mehr  aussprechen  lüsst,  so 
unterscheidet  sich  dieses  Trapez  von  dem  Plächenstück  0  D  D'  S',  oder  von  der  auf  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichung  (76.  c.)  stehenden  Differeiz  ^^/ — ^^t'  um  keine  Grösse  mehr,  die 

mit  dieser  DiOerenz  vergleichbar  wäre.  Dasselbe  gilt  sonach  auch  von  dem  vorstehenden  Aus- 
druck in  Vergleich  mit  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (76.  c.}  stehenden  Reihe;  da- 
her ist  kraft  des  in  der  Gleichung  (40.  a.  und  b.)  ausgesprochenen  Satzes 
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?)g^  =  (r-9>psinW    oder    S«,  =  (x'— 9)^)sinW, 

da  der  Puncl  0  ein  eben  so  unbestimmter  Punct  wie  der  0'  ist,  und  es  ist  sonach  S^x  ^^^^ 

0  1 

Integration  gefunden  worden.  Völlig  auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  audi  der  Ausdruck  b  %^  aus 

10  •! 

der  Gleichung  (76.  b.)  herleiten,  und  die  Sg^^,  ^^^  erhält  man  aus  den  verwandten  in  Nr.  134 

vorgekommenen  Gleichungen  eben  so,  Uebrigens  geht  aus  der  Bestimmung  des  in  den  Längen 
{' — q}y  und  ^ — (ft  —  "^(pt^  enthakenen  Vonseichens  sogleich  hervor,  dass  man  durch  die 

10 

zuletzt  angegebene  Gleichung  das  Flächenstück  ^^^  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  erhalten 

werde,  je  nachdem  die  begrenzende  Cur\'e  im  Sinne  der  Axe  AX'  weiter  rückwärts  oder  wei- 
ter vorwärts  als  die  begrenzende  Gerade  D«  0'  liegt,  woraus  aufs  Neue  folgt,  dass  man  gleieh- 
zeitig  jenes  Resultat  nicht  auf  Flächenstücke  in  Anwendung  bringen  darf,  in  deren  Innern  ein 
Durchschnittspunct  der  begrenzenden  Geraden  mit  der  Curve  liegt,  weil  sich  sonst  die  Inhalte 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Durchschnitt^unctes  in  der  darauf  folgenden  Integration  gegen 
einander  aufheben  würden,  was  in  der  Regel  der  Absicht  des  Rechners  entgegen  wäre,  wes- 
halb er  gezwungen  wird,  solche  Räume  an  jenen  Durchschnittspuncten  in  kleinere  zu  trennen, 
und  jeden  dieser  letztern  Tür  sich  zu  behandeln. 

Es  sind  die  Inhaltsbestimmungen  von  ebenen  Figuren,  in  deren  Grenzen  Curven  eingehen, 
von  uns  mit  einiger  Weitläufigkeit  besprochen  worden,  die  indessen  nicht  überfiüssig  erscheinen 
wird,  wenn  man  in  Veberlegnng  nimmt,  dass  dieser  Gegenstand  gemeiniglich  in  engerer  Weise 
behandelt  wird,  als  hier  geschehen  ist.  Dafür  ist  die  Bestimmung  der  Längen  von  ebenen  Cur- 
ven, so  wie  des  Flächeninhaltes  von  ebenen  Figuren,  deren  Begrenzung  wenigstens  zum  Theile 
solche  Curven  in  sich  aufnimmt,  an  ebenen  Centralsystemen  hier  ganz  übergangen  worden,  da 
alle  Betrachtungen  hierbei  ganz  die  alten  bleiben,  und  selbst  die  vorigen  Figuren  dabei  benützt 
werden,  wenn  man  statt  der  mit  der  einen  Axe  parallelen  Linien  von  einem  Punct  A  auslau- 
fende, und  statt  der  mit  der  andern  Axe  parallelen  Geraden  Kreislinien  gezogen  denkt,  die  den 
Punct  A  zum  Mittelpuncte  haben.  Zwar  wird  man  dann  in  den  Bildern  3.  a.  und  3.  b.  statt 
auf  das  dortige  Parallelogramm  OS'O'S  auf  eine  ebene  Figur  gewiesen,  die  durch  zwei  con^ 
centrische  Kreise  und  durch  zwei  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpuncte  auslaufende  Radien 
begrenzt  wird;  weil  sich  aber  der  Inhalt  einer  solchen  Figur  eben  so  gut  auf  elementarem 
Wege  wie  der  eines  Parallelogramms  angeben  lässt,  so  kann  man  immer  wieder  die  Unter- 
suchung hier  wie  dort  zu  Ende  führen. 
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§.  14. 

Ton  der  kromif  ii  Flicke. 

139)  Wenn  in  einer  Gleichung,  wie 
(9S0  qpx  =  0    oder    ^^«  =  0 

die  drei  Veränderlichen  x ,  x',  x''  oder  u ,  u',  u"  vorkommen  und  diese  die  schiefen  oder  senk- 
rechten Coordinaten  eines  Punctes  0'  in  Bezug  auf  die  drei  Axen  AX,  AX",  AX"  eines  be- 
liebigen schiefwinkligen  Coordinatensystems  bedeuten,  so  stellt  jede  solche  Gleichung  alle  die- 
jenigen Puncto  des  Raumes  dar,  deren  Coordinaten  sie  wahr  machen,  alle  übrigen  Puncto  des 
Raumes  hingegen  schliesst  sie  von  sich  aus;  es  stellt  mithin  jede  solche  Gleichung  einen  Com- 
plex  von  Puncten  dar,  dessen  allgemeine  Natur  wir  nun  näher  kennen  lernen  wollen. 

Fehlen  in  der  Gleichung  (jp^zrO  oder  t//n  =  0  zwei  von  den  Veränderlichen  x,  x',  x" 
oder  u,  u',  u"  ganz  und  gar,  so  dass  dieselbe  nur  noch  eine  von  den  dreien,  die  Lage  der 
Puncto  bestimmenden  Coordinaten  in  sich  enthält,  so  verliert  diese  eine  Coordinate  eben  da- 
durch den  Character  einer  Veränderlichen  vollkommen.  Die  Gleichung  schreibt  in  diesem  Falle 
der  einen  in  ihr  vorhandenen  Coordinate  je  nach  ihrem  Baue  entweder  einen  einzigen  oder 
mehrere  und  auch  wohl  unendlich  viele  bestimmte  Werthe  vor, -die  jedoch  immer  von  solcher 
Art  sind,  dass  sie  nicht  stetig  in  einander  übergehen,  sondern  einer  von  dem  andern  um  eine 
endliche,  wenn  auch  noch  so  kleine  Grösse  verschieden  ist.  Ist  nun  z.  B.  x'  die  eine  in  der 
Gleichung  <f^=zO  vorhandene  Coordinate,  und  liefert  diese  Gleichung  für  x' bestimmte  und 
aus  einander  liegende  Werthe  in  gewisser  Anzahl,  so  fuhren  diese,  wenn  man  ihnen  noch  die 
Bestimmung  x  =  0  und  x"=  0  beißigt,  zu  eben  so  vielen  in  der  Axe  A  X'  an  bestimmten  Stel- 
len und  getrennt  von  einander  liegenden  Puncten  hin;  weil  aber  die  Gleichung  qp^=:0  die 
Grössen  x  und  x''  gar  nicht  in  sich  enthält,  und  es  ihr  eben  deswegen  ganz  gleichgültig  ist, 
ob  man  x  und  x"  null  sein  lässt,  oder  ob  man  ihnen  irgend  andere  beliebige  Werthe  beilegt, 
so  nimmt  jene  Gleichung  alle  Puncto  in  sich  auf,  welche  den  Ebenen  angehören,  die  parallel 
mit  der  Coordinatenebene  XAX''  durch  die  so  eben  in  der  Axe  AX'  aufgefundenen  Puncte 
gelegt  werden,  da  allen  Puncten  einer  solchen  Ebene  derselbe  Werlh  von  x'  angehört  Ist  hin- 
gegen z.  B.  u'  die  eine  in  der  Gleichung  i//a  =  0  vorkommende  Coordinate,  so  liefert  diese 
Gleichung  ßir  u'  bestimmte,  aus  einander  liegende  Werthe  in  gewisser  Anzahl,  und  diese  füh- 
ren, wenn  man  ihnen  noch  die  Bestimmung  u=:0  und  u"r=0  beifügt,  auf  eben  so  viele  in  der 
Polaraxe  A X'  liegende  Puncte  hin ;  weil  aber  in  der  Gleichung  yjji=^0  unserer  Voraussetzung 
gemäss  die  Coordinaten  u  und  u''  gar  nicht  vorkommen,  und  es  ihr  eben  deswegen  ganz  gleich- 
gültig ist,  ob  man  u  und  u''  null  sein  lässt,  oder  ob  man  diesen  Grössen  irgend  andere  belie- 
bige Werthe  beilegt,  so  nimmt  die  Gleichung  i//g  =:=  0  alle  Puncte  in  sich  auf,  welche  den  Ebe- 
nen angehören,  die  parallel  mit  der  Polarcoordinatenebene  XAX",  d.  h.  senkrecht  gegen  die 
Axe  A  X'  durch  die  so  eben  in  der  Polaraxe  AX'  aufgefundenen  Puncte  gelegt  werden,  da  allen  Punc- 
ten einer  solchen  Ebene  derselbe  Werth  von  u'  angehört.  —  Man  ersieht  hieraus,  dass  jede 
der  Gleichungen  (83.),  die  nur  eine  von  den  drei  schiefen  oder  nur  eine  von  den  drei  senk- 
rechten Coordinaten  der  Puncte  in  sich  enthält,  wenn  man  sie  auf  ein  beliebiges  körperliches 
Coordinatensystem  bezieht,  einen  Complex  von  eben  so  vielen  von  einander  getrennten  und  mit 
einer  der  Grund-  oder  Polar -Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen  darstellt,  als  die  Gleichung 
für  die  eine  in  ihr  zurückgebliebene  Coordinate  Werthe  liefert. 
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Fehlt  in  der  mf  die  drei  Axen  eines  beliebigen  körperlichen  Coordinatensystems  bezöge* 
nen  Gleichung  qpx=0  oder  V/u  =  0  nur  eine  von  den  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u", 
so  ändert  diess  die  Sachlage.  Fehlt  nämlich  in  der  Gleichung  ^=0  z.  B.  die  Coordinate  ni' 
ganz  und  gar,  und  legt  man  dieser  den  Werth  Null  bei,  so  lässt  man  dadurch  alle  durch  die 
Gleichung  dargestellten  Puncto  in  der  Coordinatenebene  XAX'  liegen  und  dann  stellt  die  Glei- 
chung (px~0  den  im  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erörterungen  zur  Folge  im 
Allgemeinen  eine  in  der  Ebene  X  A  X'  liegende  Curve  dar ;  vreil  aber  die  Coordinate  x"  in  der 
GIdchung  gar  nicht  vorkommt,  es  mithin  dieser  Gleichung  völlig  gleichgültig  ist,  ob  man  x'' 
null  sein  lässt,  oder  ob  man  dieser  Ck)ordinate  nrgend  einen  andern  beliebigen  Werth  beilegt, 
so  nimmt  die  Gleichung  9)x=0  in  diesem  FaHe  nicht  nur  alle  Puncte  der  in  der  Coordinaten* 
ebene  XAX'  liegenden,  so  eben  erwähnten  Curve  in  sich  auf,  sondern  ausserdem  auch  noch 
alle  die  Puncte,  welche  den  Geraden  angehören,  die  man  sich  durch  säromtliche  Puncte  der 
Curve  parallel  mit  der  Axe  AX''  gezogen  denkt,  da  alle  Puncte  einer  jeden  solchen  Geraden 
dieselben  Werthe  x  und  x'  haben,  wie  der  Punct  der  Curve,  durch  den  sie  gezogen  worden 
ist.  Fehlt  hingegen  in  der  Gleichung  t//„  =  0  z.  B.  die  Coordinate  u''  und  legt  man  dieser 
den  Werth  Null  bei,  so  lässt  man  dadurch  alle  Puncte  in  der  Polar -Coordinatenebene  3EA£' 
liegen,  wo  dann  die  Gleichung  i//a  =  ^  "^'^  ^^'^  in  «dieser  Ebene  liegende  Linie  darstellen  kann; 
weil  aber  die  Coordinate  u''  unserer  Voraussetzung  zur  Folge  in  der  Gleichung  gar  nicht  vor- 
kommt, es  dieser  daher  völlig  gleichgültig  ist,  ob  man  u"  null  sein  lässt,  oder  ob  man  für  u'' 
irgend  einen  andern  beliebigen  Werth  annimmt,  so  stellt  die  Gleichung  Vu^^^  ^^'^^  ^'^^  ^He 
Puncte  der  tri  der  Ebene  £AX'  liegenden  Curve  dar,  sondern  ausserdem  auch  noch  alle  die 
Puncte,  welche  den  Geraden  angehören,  die  durch  sämmtliche  Puncte  dieser  Curve  parallel  mit 
der  Polaraxe  AI"  gezogen  werden,  da  alle  Puncte  einer  jeden  solchen  Geraden  dieselben 
Werthe  von  u  und  u',  wie  der  Punct  der  Cur>'e,  durch  den  sie  gezogen  worden  ist,  enthalten.  —  *) 
Es  stellt  sonach  jede  einzelne  der  Gleichungen  (83.^,  wenn  man  sie  auf  die  drei  Axen  eines 
körperlichen  Coordinatensystems  bezieht,  und  eine  von  den  drei  dabei  zu  berücksichtigenden 
schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  in  ihr  gar  nicht  vorkommt,  jedesmal  eine  Cylinderfläche 
dar,  deren  Seitenlinien  entweder  mit  einer  der  Grundaxen  oder  mit  einer  der  Polaraxen  paral- 
lel laufen  und  durch  sämmtliche  Puncte  der  Curve  gehen,  auf  die  man  durch  die  Gleichung 
hingeführt  wird,  wenn  man  die  in  dieser  fehlende  Coordinate  null  sein  lässt. 

Kommen  aber  in  den  Gleichungen  (83.)  alle  drei  auf  ein  beliebiges  körperliches  Coordi- 
uatensystem  bezogenen  Coordinaten  vor,  so  stellt  jede  derselben  im  Allgemeinen  eine  krumme 
Fläche  vor,  die  nur  ausnahmsweise  eine  Ebene  oder  eine  Cylinderfläche  in  sich  enthalten  kann, 
vne  die  nachstehenden  Betrachtangen  darthun  werden.  —  Heben  wir  nämlich  von  den  zur 
Gleichung  <]Px=0  oder  ^„  =  0  gehörigen  Puncten  irgend  einen  0  heraus,  für  welchen  die  dl- 
gemeinen  Coordinatenzeichen  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  a"  die  besondern  Werthe  | ,  ^,  §"  oder 
f\ ,  «;",  17"  annehmen  und  denken  wir  uns  durch  diesen  bestimmt  hervorgehobenen  Punct  0  drei 
neue  Axen  OX,  OX',  OX"  gelegt,  welche  den  ursprüngHdien  AX,  AX',  AX"  parallel  und 


*)    Diesfl  fUlt  iOf^leich  m  die  Augen ,  wenn  man  ^<b  Gleichnng  ^^  ss  0  in  das  Polarsyatem  übergetragen  sich 

TOTttellt,  in  welchena  die  xuvor  »enkrechtan  Coordiaaten  achiefe  werden,  auf  die  aich  dann  alle  bei  der 
Gleichmig  jp   s  0  aagestellteB  Betrachtangen  unmittelbar  wieder  in  Anwendung  bringen  lassen. 


(«5.  a.) 


(95.  bO 
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gleichläußg  sind,  so  dass  man  den  oben  (Abschn.  L  §.  2.}  aufgestellten  Gleichungen  (7.) 
zur  Folge  hat: 

(M.)    x  =  ^  +  Xo,    x'=r+x;,    x"=r+x;'     oder    u  =  ^  +  Uo  ,    u'=i?'+u;  ,    u'=V'+<, 

wenn  x« ,  x« ,  x,'  die  schiefen  oder  u« ,  n« ,  u«'  die  seidirechten,  auf  die  neuen  Axen  0  X ,  0  X',  0  X" 
bezogenen  Coordinaten  desselben  Punctes  sind,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  AX,  AX',  AX'' 
.  die  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  gab.  Stellen  wir  uns  nun  die  Coordinate  x"  oder  u"  als  die 
durch  die  Gleichung  (83.)  gegebene  Function  von  x ,  x'  oder  u ,  u'  vor,  so  befindet  sich  jede 
von  diesen  beiden  Functionen  unter  den  oben  (§.  12.  Nr.  114.)  für  Functionen  zweier  Veränder- 
lichen angenommenen  Umständen,  weshalb  man  der  dortigen  Gleichung  (9.  b.)  gemäss  hier  hat 
sowohl 

x; = (i^'% +it'X') + (Vr'Ji + 'd  rxp  x;.+ "dV  g) 

als  auch 

u;' = cin'X  +  V.3"u'.)  +  (^n"^^ + ?>' «/"u.  u; + V'  g) 

(»  0  „8  S  1  .  >  11  ,  /«  0  8  -/8   \ 

und  es  enthalten  die  Gleichungen  (85.  a.)  und  (85.  b.)  dieselben,  aber  auf  die  Axen  OX ,  OX',  OX" 
bezogenen  Puncte  in  sich,  die  von  den  Gleichungen  (83.)  auf  die  Axen  AX,  AX',  AX"  be- 
zogen dargestellt  werden.  Fassen  wir  nun  von  allen  diesen  Puncten  irgend  einen  0'  ins  Auge, 
und  denken  wir  uns  diesen  Punct  0'  dem  vorhin  bestimmt  hervorgehobenen  0  stets  näher 
rückend,  so  werden  die  ihm  zugehörigen  Werthe  x^ ,  xi  oder  u© ,  uj  stets  kleiner,  die  auf  der 
rechten  Seile  der  vorstehenden  Gleichungen  in  Klammern  eingeschlossenen  Theite,  welche  im- 
mer sämmtliche  Glieder  von  derselben  Dimension  in  Bezug  auf  x« ,  Xq  oder  Uo ,  u«  in  sich  auf- 
nehmen und  nach  der  Höhe  dieser  Dimension  geordnet  sind,  müssen  während  der  fortdauern- 
den Annäherung  des  Punctes  0'  an  den  0  in  um  so  grösserm  Verhältnisse  ihrem  Werthe  nach 
abnehmen,  von  je  höherer  Dimension  sie  in  Bezug  auf  Xq  ,  xj  oder  Uo ,  ui  sind,  und  je  kleiner 
diese  Grössen  werden,  d.  h.  je  näher  man  sich  den  Punct  0'  an  den  0  gekommen  denkt  Denkt 
man  sich  x,  und  x«  oder  Uo  und  u«  kleiner  geworden,  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Grösse, 
oder  mit  andern  Worten,  denkt  man  sich  den  Punct  0'  dem  0  möglichst  nahe  gekommen  und 
doch  nicht  völlig  in  ihn  übergegangen,  so  ist  man  gezwungen,  vorausgesetzt,  dass  alle  Partial- 
ableitungen  von  £"  oder  i/"  lauter  bestimmte  und  endliche  Werthe  besitzen,  sich  jeden  von  je- 
nen in  Klammern  eingeschlossenen  Theü,  der  eine  höhere  Dimension  als  ein  anderer  in  sich 
trägt,  unvergleichlich  kleiner  als  diesen  vorzustellen,  so  zwar,  dass  jener  neben  diesem  völlig 
verschwindet.  Für  solche  Puncte  0'  also,  welche  in  grösster  Nähe  bei  .dem  0  liegen,  gehem 
die  Gleichungen  (85.  a.)  und  (85.  b.)  über  in: 

(^•0  x:=i'i''x,  +  l^X    und    n':=i7]'\+'in"^o' 

Jede  dieser  Gleichungen  stellt  aber  den  oben  (Abschn.  II.  §.  10.)  gegebenen  Erörterungen  ge- 
mäss, wenn  man  sich  unter  x, ,  Xo ,  x"  oder  u« ,  Uo ,  uö  alle  ihr  genügenden  Werthe  von  jeg- 
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Ikher  Grösse  denkt,  eine  durch  den  Punct  0  gehende  Ebene  dar,  und  giebt  dadurch  zu  ver- 
stehen, dass  in  den  durch  die  Gleichungen  (83.)  dargesteiiten  Gebilden  von  jedem  beliebig  her- 
vorgehobenen Pnnet  0  aus  nadi  allen  Seiten  hin  in  einer  möglichst  klein  gedachten  Strecke 
um  0  herum  andere  Puncte  sich  ganz  in  derselben  Weise  an  einander  reihen,  wie  diess  in  der 
Ebene  der  Fall  ist.  Die  Richtung  der  durch  die  Gleichungen  (86.)  gegebenen  Ebenen,  wo- 
durch die  Andnanderiagerungsweise  der  Puncte  des  Gebildes  zunächst  um  0  herum  ausgespro- 
chen wird,  hängt  von  den  Werthen 


10  #1  10        •  •! 


Br,    ^r    oder    ^fi'\    SV 

ab,  welche  dem  Puncte  0  zukommen,  und  wird  daher  im  Allgemeinen  sich  ändern,  so  wie  die- 
ser Punct  ein  anderer  wird.  Man  hat  sich  daher  das  durch  die  Gleichungen  (83.)  dargestellte 
Gebilde  im  Allgemeinen  so  zu  denken,  dass  sich  in  ihm  an  jeder  Stelle  auf  eine  möglichst  klein 
gedachte  Strecke  hin  die  Puncte  ganz  so  wie  in  einer  Ebene  an  einander  reihen,  deren  Stel- 
lung jedoch  von  einem  Puncte  zum  andern,  wenn  zwischen  beiden  ein  endlich  angebbarer,  wenn 
auch  noch  so  kleiner  Abstand  staltfindet,  in  einer  durch  die  Gleichung  vorgeschriebenen  und 
mit  ihr  wechselnden  Weise  sich'  abändert.  In  diesen  Eigenschaften  nun  spricht  sich  der  Gha- 
racter  einer  beliebigen  krummen  Fläche  aus. 

Die  bis  daher  aus  einer  Gleichung,  welche  entweder  die  drei  schiefen  oder  die  drei  senk- 
rechten Coordinaten  von  Puncten  auf  ein  körperiiches  Coordinatensystem  bezogen  in  sich  auf- 
nimmt, abgeleiteten  Schlüsse  ändern  sich  nicht,  wenn  eine  oder  mehrere  von  den  Partialablei- 

»OllOS  20110«  10 

tungen  t)  ^",  S  |",  B  |", oder  S  fi'\  1 1?",  S  t;", null  werden.    Ja  sogar  wenn  S  |"  und 

Ol  10  Ol 

%^'  oder  ^V'  ^^^  ^^n'  i^ull  werden,  bleibt  alles  Gesagte  noch  eben  so  wahr;  denn  obgleich 

10  Ol 

es  scheinen  möchte,  dass  man,  wenn  z.  B.  S|"=0  und  ^^'  =  0  ist,  an  die  Stelle  der  ersten 
Gleichung  (86.)  die 

3  0  ^3  11  0  2  -.'2 
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setzen  müsste,  oder  dass,  wenn  noch  überdiess  S  |",  S  ^\  "b  |''  gleichzeitig  null  wären,  wohl  gar  x^' 
einem  noch  später  folgenden  Theile  jener  Gleichung  gleich  zu  nehmen  wäre,  so  überzeugt  man 
sich  doch  bald,  dass  selbst  in  einem  solchen  Falle  die  durch  die  erste  Gleichung  (86.},  welche 
jetzt  Xo  =  0  würde,  dargestellte  Ebene  immer  wieder  die  Richtungen  zu  erkennen  geben  würde, 
in  welchen  sich  die  Puncte  an  der  hervorgehobeneo  Stelle  des  Gebildes  ebenenartig  an  einander 
reihen.  In  der  That  wollte  man  unter  diesen  Umständen  x«'  dem  Theile  der  zweiten  Dimen- 
sion, wie  die  zuletzt  geschriebene  Gleichung  thut,  oder  einem  Theile  von  noch  höherer  Dimen- 
sion gleich  nehmen,  so  erhielte  man  für  xi'  Werthe,  welche  unvergleichlich  kleiner  als  die  x, 
und  X«  wären,  und  schon  deshalb  könnten  die  durch  drei  solche  möglichst  nahe  bei  0  aufge- 
fasste  Puncte  gelegte  Ebene  und  die  durch  die  Gleichung  x^':=0  dargestellte  keinen  Winkel 
von  angebbarer  Grösse  mit  einander  bilden,  so  dass  die  Gleichung  Xo'=0  immer  noch  zu  den 
Richtungen  hinführte,  in.  denen  sich  an  der  hervorgehobenen  Stelle  die  Puncte  an  einander 
reihen. 

Wiewohl  nun  aber  die  Fälle,  wo  einer  oder  mehrere  der  vordersten  auf  einander  folgen- 
den Theile  der  Gleichungen  (85.  a.)  oder  (85.  b.}  nuH  werden,  den  allgememen  Character 
linear  krmnmen  Fläche  nicht  abändern,  so  giebt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  der  Regel,  von 
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denen  man  Kenntniss  nehmen  muss,  weil  sie  erst  volles  Licht  über  den  vorgeführten  Gegen- 
stand verbreiten.  Wenn  wir  aus  einer  der  Gleichungen  (83.)  durch  das  Auflösen  derselben 
die  eine  Coordinate  x"'  oder  u''  als  Zusammensetzungen  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u'  auf- 
suchen, indem  wir  jene  Grössen  als  Unbekannte,  diese  dagegen  als  Bekannte  ansehen,  so  wer- 
den sich  erstere  helufig  als  mehrförmige  Ausdrücke  der  letztem  ergeben,  so  dass  mflh  im  All- 
gemeinen zu  je  zwei  beliebig  gewählten  Werthen  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u'  für  x''  oder 
u"  so  viele  einzelne  Darstellungen  erhalten  wird,  als  verschiedene  Formen  in  dem  dafür  erhal- 
tenen allgemeinen  Ausdruck  vorkommen.  Jede  solche  einzelne  Form  kann  aber  für  sich  allein 
wie  eine  zwischen  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  gegebene  Gleichung  aufgefasst  werden,  auf  die 
sich  dann  alles  vorhin  Gesagte  wieder  unmittelbar  anwenden  Iftsst  In  der  That,  da  wir  bei 
den  vorhin  angestellten  Betrachtungen  die  Grössen  | ,  |',  ^'  oder  rj ,  f]\  tj"  nur  auf  einen  ein- 
zigen zu  den  Gleichungen  {83.}  gehörigen  Punct  bezogen  haben,  und  dieser  in  der  Regel  nur 
einer  von  den  mehrern  Formen  entsprechen  wird,  so  leuchtet  von  selber  ein,  dass  jede  der 
mehrern  Formen  für  sich  zu  einem  be&ondern  flächenartigen  Gebilde  hinHihren  werde,  das  wir 
einen  Zug  des  ganzen  Gebildes  oder  Flächenzug  nennen  wollen.  In  besondem  Fällen  je- 
doch können  zwei  oder  mehrere  der  neben  einander  liegenden  Formen  für  dieselben  Werthe 
X  und  x'  oder  u  und  u'  einerlei  Werth  von  x"  oder  u"  liefern,  welches  an  solchen  SteUen 
der  Fall  sein  wird,  wo  sich  zwei  oder  mehrere  der  zusammengehörigen  Flächenzüge  gegen- 
seitig durchdringen,  und  so  zu  Linien  oder  auch  Puncten  Anlass  geben,  von  welchen  aus  die 
ebenenartige  Verbreitung  der  Puncto  in  mehrfacher  Weise  sich  gestaltet  Obschon  aber  die 
solchen  Stellen  entsprechenden  Werthe  von  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  gleichzeitig  mehreren  ein- 
zelnen Formen  angehören,  so  kann  es  doch  geschehen,  dass  die  solchen  Stellen  entsprechen- 

1«  «1  I t  Ol 

den  Werthe  von  ^x"  und  Sx"  oder  ?u"  und  ^u"  bei  den  mehrern  von  diesen  Stellen  aus- 
gehenden Flächenzügen  verschieden  ausfallen;  dann  durchschneiden  sich  die  Züge  an  diesen 
Stellen  in  Richtungen,  welche  einen  Winkel  von  endlicher  Grösse  mit  einander  bilden,  und  die 
mittelst  der  Gleichungen  (86.)  Tür  solche  Stellen  aus  den  mehrerlei  Formen  sich  ergebenden 
Ebenen  decken  die  Art  und  Weise  auf,  wie  sich  die  mehrern  Züge  an  diesen  Stellen  durch- 

kreuzen.    Solche  Züge,  welche  an  dergleichen  Stellen  auch  noch  für  %x"  und  "dx"  oder  für 

10  Ol 

%u"  und  ^u"  einerlei  Werthe  besitzen,  haben  zunächst  an  diesen  Stellen  eine  gemeinsame 
Richtung,  welche  durch  die  ihnen  gemeinschafllich  angehörige,  ihre  Lagerungs weise  daselbst 
bezeichnende  Ebene  ausgesprochen  wird. 

Auch  gilt  hier  bei  den  Flächen  wieder  alles  das,  was  im  vorigen  Paragraphen  bei  den  ebe- 
nen Curven  in  Bezug  auf  die  Zerlegung  einer  Gleichung  in  mehrere  andere  gesagt  worden  ist 
Kann  man  nämlich  die  Gleichungen  (83.}  auf  eine  von  den  Formen 

(M.  a.)  (f'^fp'^z=zO    oder    tfj[,xp'^=0 

bringen,  und  sind  die  Factoren  (f^  und  «pi'  oder  t^„  und  i/^JJ  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
die  Werthe  von  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u",  welche  den  einen  zu  Null  machen,  den  andern  nicht 

a  0 

auf  die  Form  ^  oder  ^  bringen,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  offenbar  durch  alle 

die  Werthe  von  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  befriedigt,  welche  entweder  den  einen  oder  den  an- 
dern ihrer  beiden  Factoren  zu  Null  machen,  während  solche  Werthe  der  Yeränderlichev,  die 
keinen  der  beiden  Factoren  verschwinden  machen,  eben  so  offenbar  auch  nicht  im  Stande  sind» 
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die  obigen  Gleichongeii  zu  befriedigea  Es  isl  daher  gettattet,  die  Glekhnng  r^'^rtf^^znO  d§ 
einen  Verein  delr  beiden  Gleichungen 

(3p;=0    und    (px=0  (M.  1i.) 

aufzufassen,  wenn  man  sich  die  beiden  letzten  als  gänzlich  von  einander  unabhängig  denkt,  und 
eben  so  kann  man  die  Gleic|)ung  yj'^^'^zizO  als  einen  Verein  der  beiden  andern 

t/i„=0    md    y,;=0  CM.  e.) 

sich  vorstellen,  wenn  man  diese  letztern  gänzlich  unabhängig  von  einander  sein  lässt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  das  in  einer  Gleichung,  wie  die  (87.  a.}  sind,  enthaltene  Gebilde  nichts  anders 
ist,  als  eine  Vereuiigung  der  zwei  in  den  Gleichungen  (87.  b.}  oder  (87.  c.}  enthaltenen  Ge- 
inkle,  vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  der  Veränderlichen ,  welche  den  einen  Factor  (jPx  oder 
t^Q  zu  Null  machen,  den  andern  Factor  <px  oder  i^^  nicht  auf  eine  in  der  Rechnung  unzuläs«^ 
«ige  Form  bringen,  wie  z.  B.  der  Fall  wäre,  wenn  man  statt  ^,  =  0  die  andere  Gleichung 

Jx 
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setzen  und  dabei  f^  ganz  nach  Willkühr  nehmen  wollte. 

Ausserdctn  giebt  es  noch  andere  Umstände,  welche  machen  können,  dass  der  vorhin  an- 
'gegebene/  Ban  der  durch  eine  Gleichung,  wie  die  (83.)  shfid,  dargestellten  Fläche  an  einaebien 
SteUea  eine  Hodification  erieidet.    Diess  gesobiekl  namentlich  da,  wo  eine  oder  mehrere  der 

■parliaTableitungen  'il'\  '^T,  's*r,...'-  oder  'fiy",  %»/",  '^V',....  die  Form  ^  oder  9  anneh- 
men, und  eben  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  an  solchen  Stellen  die  Reihe  (85.  a.}  oder 
(85.  h.)  ihre. Anwendbarkeit  verliert.  Für  diese  Stellen^  welche  immer  nur  einzelne  Ausnah- 
men von  der  Regel  bilden,  müssen  dann  auf  die  gleiche  Weise,  wie  in  der  Lehre  vom  Grössten 
und  Kleipsten.  unter  ähnlichen  Umständen  geschieht,  beisondere,  diesen  exceptionellen  Stelle^  an- 
gemessene Entwickelungen  aufgesucht  und  an  die  Stelle  der  Reihen  (85.  a.)  oder  (85.  b.}  ge- 
setzt werden,  aus  denen  man  sodann  die  Eigenthümlichkeit  der  Fläche  an  dergleichen  Stellen  ^  '  *  ' 
zu  entzUTem  hat.    Gemeinhin  zeigt  es  sieh  dabei,  dass  da,  wo  eine  oder  mehrere  der  genänn«- 

ten  Partialableitungen  die  Form  -  oder  ^  annehmen,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  ei*- 

ii^s  Flächenznges,  das' durch  den  Uebergang  der  Coordinatenwerthe  vom  Reellen  ins  Imaginäre 
bewirkt  wird,  oder  eine  plötzliche  Richtungsänderung  der  Fläche  von  einem  endlicfaen  Betrage 
oder  sonst  eine  CoAtinnitätsorilerbrechung  anderer  Art  ankUnd^e.  Mapi  pflegt  die  Beurtheilung 
aller  an  einzelnen  Stellen  auftretenden  ungewöhnlichen  Eigenthümlichkeiten  einer  durch  eine 
Gleichung  gegebenen  Fläche  die  Discus^ion  dieser  Gleichung  za.nenqen..  Die  Discussion 
einer  Gleichung,  deren  Veränderliche  man  als  Coordinaten  von  Puncten  ansieht,  bleibt  völlig  die 
gleiche,  man  mag  diese  Coordinaten  auf  ein  rechtwinkliges  oder  auf  ein  schiefwinkliges  Coor- 
dinatensystem  .beziehen«    '/  ...■•/.;.  /  i 

Die  eine  (krumme  Fläqhe  .dar;stel1^nde  Gleii^hun^  ist  entweder  gegeben,  lund  es  sollen  aus 
ihr  die  Eigenschaften  der  Fläche  abgeleitet  werden,  oder  es  wird  die  Fläche  durch  eine  sie 
vollständig  characterisirende  Eigenschaft  gegeben,  weichet  gemäss  man  die  Grlcichung  der  diese 
Eigenschaft  in  sich  aufnehmenden  Fläche  aufzusuchen  hat  Beim  Aufsuchcm'  der  Gleichung  hat 
man  keineswegs  besonders  darauf  zu  sehen,  dass  sie  lauter  schiefe  oder  laiiter'4i^riireehte  Goop^ 
L  35 


S74  Analytische  fiheometrie.  i     .       Ab(Sch.  III« 

dinflleii  in  sich  enthalte,  vielmehr  wird  man  im  AUgeioeinen  besser  thmi|  f leichzeitig  adiiefo 
und  senkrechte  Coordinaten  in  sie  eingehen  zu  lassen,  wie  es  gerade  am  besten  mit  der  ein-* 
fachsten  Herleitungs weise  sich  verträgt,  da  eine  solche  gemischte  Gleichung  völlig  gleichen 
Werth  mit  der  hat,  in  welcher  die  Coordinaten  getrennt  auftreten;  denn  erstlich  kann  man  im- 
mer da,  wo  gleichzeitig  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  vorkommen,  entweder  die  einen 
oder  die  andern  mittelst  der  zwischen  beiden  bestehenden,  im  ersten  Abschnitte  mitgefheilten 
Relationen  eliminiren,  und  so  die  gemischte  Gleichung  auf  jede  der  in  (ßS,")  angenommenen 
Formen  bringen,  sodann  aber  kann  man  auch  die  gemischte  Gleichung  unmittelbar  zu  fernem 
Zwecken  benützen,  wie  wir  jetzt  an  einigen  Beispielen  zeigen  werden. 

i40}  Will  man  die  Gleichung  einer  Kugelfläche,  deren  Mittelpuikct  und  Radius  gegeben  ist, 
aus  der  sie  characterisirenden  Eigenschaft  herleiten,  dass  der  Abstand  eines  jeden  ihrer  Punele 
von  ihrem  Mittelpuncte  ihrem  Radius  gleich  ist,  und  bezeichnet  man  die  schiefen  und  senkrech-* 
ten  Coordinaten  ihres  Mittelpuncts  an  den  drei  Axen  eines  beliebigen  Coordinatensysteras  durch 
Xj ,  Xi ,  x\'  und  U| ,  ui ,  ui' ,  so  wie  die  von  einem  beliebigen  Puncto  der  gesuchten  Kugelfläche 
an  denselben  Axen  durch  x,  x',  x''  und  u,  u',  u'',  und  den  Radius  der  Kugelfläche  selber 
durch  r,  so  ist  zufolge  der  oben  (Abschn.  I.  $.  2.}  aufgestellten  Gleichung  C'^O.}: 

(«Ä.  •.)  r' = (x  -  x.)  (u  -  uO  +  (x'-  xO  (u  ~.  uO  +  (x"-  x^  (u  ~  <} , 

imd  umgekehrt  gehört  jeder  Punct,  dessen  Coordtnatenwerthe,  an  die  Stelle  vofe  x ,  x^,  x"  und 
u,  u',  u"  gesetzt,  die  vorstehende  Gleichung  befriedigen,,  der  verlangten  Kugelfläche  an;  es 
wird  daher  die  angezeigte  Kugelfläche  durch  die  hier  erhaltene  Gleichung  vollständig  darge- 
stellt. 

Stellen  nun  x ,  r',  x'^  die  schiefen  und  u ,  u',  u^'  die  senkrechten  Coordinaten  eines  irgend 
wo  im  Räume  liegenden  Punctes  0«  vor,  so  wie  q  dessen  Entfernung  von  einem  beliebigen 
Puncto  0  der  Kugelfläche,  welcher  x,  x',  ^'  und  u,  u^  u"  zu  seinen  schiefen  und  senkrech- 
ten Coordinaten  hat,  so  erhält  man  aus  demselben  Grunde,  der  zur  Gleichung  (88.  a.)  führte: 

(M*  M  e'=Cx  — x)(a-u)  +  (x'— OC»i'— uO  +  Cx"— r")Cu"-tO»  . 

und  aus  dieser  Gleichung  und  der  (88.  a.)  findet  man: 

.     ^»  -  r* = (X  -  0  (tt  -  II)  +  (x'-  O  (u-  u')  +  (x"-  r'O  (u"-  u'O 

-  [(x  -  xO  (u  -  uO  +  (x'  -  xI)  (u'  -  uO  +  (x"-  ^O  (u"-  ui')] . 

Setzt  man  in  dieser  letzten  Gldchung  fttr 

(x  ^  r)  (u  —  u)  -H  (x  —  O  (u'—  u') + (x''—  r")  (u"—  ii'O 
zunächst 

Cx-x.  +  x,-r)(u-u.  +  u,-u)  +  (x^-x:  +x:  -  r')Cu'-tt;  +n[  -  tt'3 

+ (x'-  xi' + xr  -  o  cu"-  ur + ur  -  u") 

und  hierauf 

(x  -  xO  (u  -  uO  +  (x'  -  xO  (u'  -  uO  +  Cx' -  xi')  Cu"-  uO 

+(x  -xO(u.-  u)+(x'~x;)(u:-u')+(x''-xr)(ur-ii'o 

+  (X.  -  0  Cu  -  wi) + w  -  o  Cw'  -  «0  +  K-  n  0^"-  '»D 
+(x,-  T)  (u.-  u)+(x;^o  (u;-tt')+(x:'-r")  (ur^u'o, 

ao  geht  sie  über  it{ 
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^  ^»  ~  f?  =;Cxi  —  I)  (u,— «)  4-  c»:  ^  o  («: — «o + Cx"  -  o  (*;'— «") ) 

+  C*.- rDC«  -uO  +  W-O  Cu'-nOi-(x:'-r'OC«"- »:'):) 

In  dieser  Gleichung  stellt  die  erste  auf  ihr^r  rechten  Seite  befindliche  Zeile  noch  immer  aus 
demselben  Gru^^e^  der  zur  Gleichung  (88.  a.}  führte,  das  Quadrat  der  Entfernung  des  beliebig 
wo  liegendeoi  Punctes.Oi  von  dem  Mittelpunct  der  Kugelfläche  vor;  bezeichnet  man  daher  diese 
Entfernung  durch  R»  so  ist:  ,  , 

(x.  -^  x)  (u,  -  u)  +  (x;  -  r')  (u;  -  iT)  +  (xr-  r")  (ur-  u") = R*.  (m.  4.) 

Die  beiden  folgenden  Zeilen  der  Gleichung  (88.  c.}  lassen  die  nachstehende  Auslegung  zu. 
Bezeichnen  wir  nämlich  durch  p ,  p',  p'^  und  ^ ,  p',  p"  die  schiefen  und  senkrechten  Projec- 
tionszahlen,  M^elche  die  vom  Mittelpunct  der  Kugelfläche  nach  dem  in  der  Kugelfläche  liegenden 
Puncto  0  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  des  Coordfnatensystems  giebt,  so  ist  nach  Anlei- 
tung der  oben  (Abscbn.  L  $.  2.)  gegebenen  Gleichungen  (3.) : 

X  — x,         ,      x' — x;         „      x" — xj'        ,    ^       !l  —  u,         ,      u' — tt|        „      u" — ul' 

P=  —f-  »    P=  — —  ,    P  =  — ^    «nd  p=  —^  ,   ^>'=  — p-i  ,  r=  —j-^  ; 

bezeichnen  wir  femer  durch  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  die  schiefen  und  senki'echten  Projeclions- 
zahlen,  welche  die  vom  Mittelpunct  der  Kugelfläche  nach  dem  irgend  wo  im  Räume  liegenden 
Puncte  O4  hinzielende  Richtung  an  den  gleichen  Axen  giebt,  so  ist  aus  demselben  Grunde: 

X  —  Xi         ,     X'— xj         „      jc"— xi'       j  tt  — Ui         ,    .u'— u;         „      u"— uj 

q=-^,     q=-R-'     *I=-R-    ™"^    ''=-R-'     ^=-R-'     *'--R-^ 

und  mittelst  der  aus  den  beiden  vorstehenden  Reihen  von  Gleichungen  ftlr  x  -^  x, ,  x' —  xj , 
i"— xl';  u  — n,,  u'— uj,  tf'— uj' und  x  —  x, ,  t  — xl,  x"—x[';  n  — u,,  u'— nj,  u"— uj'  sich 
ergebenden  Werthe  erhält  man: 

(x-xO(u.-u>+(x'-x;)Cu;-iO+c*"-x;')K*-«'0=-(p<f+p'«i'+p"OrR   )   •  ■  •    - 

bezeichnet  man  aber  durch  0  den*  Winkel,  welchen  die  beiden  vom  Mittelpuncl  der  Kugelfläche 
nach  den  Puncten  0  und  Oj  hinzielenden  Richtungen  mit  einander  machen,  so  ist  den  oben 
(Abschn.  I.  §.  2.)  erwiesenen  Gleichungen  (9.  a.  und  b.)  zur  Folge: 

P  q  +  P'q'+ P"q"=  q  ^>  +  qV+ q'y '=  cos  <? , 

uml  in  Folge  dess{;n  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (88.  e.}  in : 

.  (x— x.)  (".—«)  + Cx'—x.')W—«')+ Cx"—xOC<^— «")=—«•  R  cos  Ö  1         • 

und       '  •       >  €•••  '•) 

(x,  -x)0i-  u.) + Cxi  -  o  C"'- »D + w- n  c«"-  «r) = -  r r  cos  ^ . ) 

Durch  die  Gleichungen  (88.  d.  und  f.}  nun  geht  ,die  (88.  cS)  über  in :  <  .-^  .      ) 

v.^'=r'^arRco8tf  +  R',    ,         , 

und  dieser  kann  man  jede  der  zwei  nachstehenden  Fonnes  ge^ent 

^•  =  (T.-rR)*+4rRsift'i#    und    ^*=:C'  +  B)*— ^rRaM^tf  .  C»»*  sO 

35  • 
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Aus  den  letzten  beiden  Formen  lassen  sich  nun  auf  des  ersten  Bliek  folgende  Eq^enschaf- 
'   «  ten  der  Kugelfläche  ablesen:  Ein  vom  Itittelpunct  einer  Kugel,  deren  Radius  r  ist,  um  R  ab- 

stehender Punct  Ol  liegt  demjenigen  P^nct  der  Kugelfläcbe  am  nächsten,  und  sein  Abstand  von 
ihm  ist  +(t  —  R),  bei  welchem  ß=0  ist,  d.  h.  welcher  in  der  vom  Mittelpunct  nach  0,  gezo- 
genen Geraden  mit  Oi  auf  einerlei  Seite  des  Mittelpuncts  Hegt;  der  Punct  0,  hingegen  liegt 
von  demjenigen  Puncte  der  Kugelfläche  am  weitesten  ab,  und  sein  Abstand  von  ihm  beträgt 
r  +  R,  bei  welchem  6  zwei  Rechte  beträgt,  d.  h.  welcher  in  der  durch  Oi  und  den  Mittelpunct 
gelegten  Geraden  so  liegt,  dass  er  und  0|  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Mittelpnncts  sich 
befinden.  Liegt  der  Punct  0|  selber  in  der  Kugelflädie,  so  wird  r=R  uiid  dann  steht  er  von 
einem  andern  Puncte  der  Kugelfläche  um  2rsin^0  ab,  welcher  Abstand,  wie  zuvor  der  bei 
jeder  andern  Lage  des  Punctes  0,  gefundene  that,  mit  dem  Winkel  0  zunimmt,  d.  h.  um  so 
grösser  wird,  je  mehr  die  vom  Mittelpunct  nach  dem  Punct  der  Kugelfläche  und  nach  dem  Punct 
0|  hinlaufenden  Richtungen  von  einander  abweisen. 

141}  Wälirend  sich  ein  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse  und  unverrttckbarem  Scheitel 
um  den  einen  seiner  beiden  Schenkel  dreht,  beschreibt  sein  anderer  Schenkel  eine  Fläche,  die 
man  die  Umwälzungs-Kegelfläche  zu  nennen  pflegt.  Der  Scheitel  des  diese  Fläche,  erzeu- 
genden Winkels  heisst  die  Spitze  der  Kegelfläche,  der  bewegte  Schenkel  des  erzeugenden 
Winkels  wird  in  jeder  seiner  Lagen  die  Seite,  so  wie  der  unbewegte  Schenkel  die  Axe  der 
Kegelfläche  genannt.  Wir  werden  nun  die  Gleichung  der  Umwälzungs-Kegelfläche  aufstellen. 
Bezeichnen  wir  durch  A,  A',  A"  und  C,  C,  C"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszah- 
len,  welche  die  Axe  der  Umwälzungs-Kegelfläche  an  den.  Axen  des  beliebigen  Coordinatensy- 
stems  giebt,  durch  p ,  p'  p"  und  f ,  ^',  )f''  die,  welche  irgend  eine  der  unendlich  vielen  Seiten 
der  Kegelfläche  an  den  gleichen  Axen  giebt,  endlich  durch  l  die  Grösse  des  die  Kegelfläche 
erzeugenden  Winkels»  so  ist  den  oben  ([Absch.  L  $,  2.}  au%esteUten  Gleichungen  (9.  a.  und  b.} 
zur  Folge  sowohl 

(M.  aO  pC  +  p'C'+p"C"=cos;L    als    »)A  +  »>'A'+»)"A"=cosX,  . 

wenn  wir  stets  von  den  zwei  Richtungen,  welche  die  Schenkel  des  Winkels  X  ausmachen,  die 
ruhende  als  die  der  Axe  des  Kegels  angdiörige,  die  bewegte  als  die  seiner  jeweiligen  Seite 
entsprechende  ansehen.  Stellen  ferner  Xi ,  xi ,  x['  und  U| ,  ul ,  u^  die  schiefen  und  senkrechten 
Goordinaten  vor,  welche  die  Spitze  der  Kegelfläche  an  den  Coordinatenaxen  liefert,  und  x ,  x',  x" 
und  u,  u',  u''  die,  welche  irgend  ein  Punct  der  Kegelfläche  an  denselben  Axea  liefert,  so  ist^ 
wenn  r  den  Abstand  dieses  letzten  Punctes  von  der  Kegelspitze  bezeichnet,  den  oben  (Absch.  L  $.  2.) 
gegebeneif  Gleichungen  (3.)  gemäss: 

«       X  — y«       ^._  X  —  x;       ^„_  x"—  xr    „   ,    ,_u  — u,      ^,_  u  —  u?     w'_^l—K 
p=— —   ,    p=__,    p=  _ —    und    p=—j--,   ^)=— — ,   P  =  —^ — , 

und  hierdurch  nehmen  die  Gleichungen  (89.  a.)  die  folgende  Gestalt  an: 

(C(x  — xO  +  C'Cx  — x:)  +  C"(x"— xOzrrcosi 
(99*  *•) )      iinj 

(ACu  — uO  +  A'(tt'-.uO-f  A"(u''-*ur)  =  rcosi, 

welche  mit  einander  multiplicirt  gd>en: 

[C(x-xO  +  C'(x'-x;)+CXx'-xO][ACu~uO+A'(«'-u;)  +  A''(u''-u;0]==r'co^^^ 
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Qod  diese  ietste  Gleiohong  wird,  'wefl  il«r'd}en'(^Abschn.  L  $.  2.)  mitgretheilteii  Gieidmiig  ißO.'} 
zur  Folffe 

r'  z=Cx  -  xo  Cu  -^  uo  +  C*'-  xO  c«'-  uO + Cx"-  ^0  C«"-  «n  («•.  «0 

ist: 

[C  (x  -  X.)  +  C  Cx'-  xl)  +  C"  (x"-  xO]  [A  (u  -  uO  +  A'  (u'-  uQ  +  A"  (u"-  ul')] 

=  cosU[Cx-xOCu-uO  +  Cx-xOC«-uO  +  Cx"-x;OCu"- «:')].        ^«•.il.) 

Diess  ist  die  Gleichung  der  vorgelegten  Umwülzungs*  Kegelfläche»  Jeder  Punct,  auf  den  der 
bewegliche  Schenkel  des  erzeugenden  Winkels  stösst,  macht  diese  Gleichung  wahr  und  umge- 
kehrt gehört  jeder  Punct,  durch  welchen  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  dem  bewegten  Sehen-  .  ^. 
kel  in  einer  seiner  möglichen  Lagen  an.  Hierbei  hat  man  jedoch  noch  Folgendes  zu  berück- 
sichtigen. Man  kann  sich  den  beweglichen  Sehenkel  des  die  Kegeffläche  erzeugenden  Winkeln 
am  Scheitel  begrenzt  und  von  da  aus  nur  nach  det'  Seite  Irinlaufend  vorstellen,  nach  welcher 
seine  Richtung  hinzielt ;  dann  haben  die  Projectionszahlen  p ,  p",  p"  und  J) ,  ^)',  p"^  stets  die  ih- 
nen vorhin  beigelegten  Werthe,  welche  zu  den  Gleichungen  (89.  b.)  geführt  haben.  Denkt 
man  sich  hingegen  den  beweglichen  Schenkel  des  die  Kegelfläche  erzeugenden  Winkels  auch 
ilach  der  entgegengesetzten  Seite  ins  Unendliche  verlängert  lind  rechnet  man  zur  Kegelfläche 
auch  alle  die  Puncte,  welche  von  dieser  Verlängerung  durchlaufen  werden,  so  entsprechen  die- 
sen Puncten  Werthe  von  p ,  p',  p"  und  )p ,  !p',  ^p",  welche  den  vorigen  an  Grösse  gleich ,  dem 
Vorzeichen  nach  aber  -geradp  entgegengesetzt  sind,  und  daher  anstatt  der  Gleichungen  ("89.  h.) 

die 

C  (x  —  x,)  +  C  Cx'—  x;)  +  C"  Cx"—  xD  =  --  r  cos  X 
und 

A  Cu  —  uO  +  A'  Cu  —  uO  +  A"  Cu"—  «;')  =  —  r  cos  A 

tu  Statide  bringen^  wekbß  jedoch  mit  einander  nMUtiplieirt  wieder  zu  der.  CB9.  d.}  hinfilhreik 
Man  siebt  hinaus,  das^  die  Gleichung  (ßd.  d.}  nicht  blo«  alle  die  Puncto  in  sich  «ufioimiiity 
welche  der  Schenkel  des  erzeugenden  Winkels  vom  Scheitel  an  im  Siine  meiner  Bichtwig  auf-* 
gefasst  durcUäufl^  sondern  ausser  diesen  auch  noch  alle  die,  welche  dessen  Verlängerung  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  durchläuft,  und  dass  man,  wenn  die  Gleichungen  C89,  b.}  (denselben 
Grad  der  Allgemeinheit  in  sich  tragen  sollen,  ihre  rechten  Seiten  mit  doppelten  Vorzeichen,  ver- 
sehen muss,  oder,  was  dasselbe  ist,  unter  l  gleichzeitig  den  Winkel,  den  dieser  Buchstabe  vor- 
stellt und  seinen  Nebenwinkel  sich  zu  denken  hat.  ...  i    '  .:     - 

Stellen  nun  x ,  x\  x"  und  u ,  u',  v!'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  irgend  ei- 
nes Punctes  0,  im  Räume  vor,  und  bezeichnet  q  den  Abstami,  in  welchem  dieser  PuncC  zu  ir- 
gend einem  Puncte  0  der  KegeURäcbe  steht,  Blessen  Coordlfaalen  durch  x,  x',  x''  und  u,  u',  n"' 
angezeigt  werden,  so  ist  CAbscbn.  L  $.  2.  'Gleich.  20.}': 

q- = Cx  _  X)  Cu  -  u) + c^  -  o  (y-  u') + (x;-  n  (u"-  uo , 

und  diese  Gleichung  giebt  in  Verbindung  mit  4er  (99.  c.} : 

ß'  -  r'  =  Cx  -  r)  C«  -  «)  +  (y~  O  Cu-  «0  +  Cx"-  X'O  Cu"—  u"  j 
-  [Cx  -  X.)  Cu  -  uO  +  Cx^-  ^0  Cu  -  uO  +  Cx"-  x'O  Cu"-  uOl , 

Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  ganz  dieselbe  wie  die  in  voriger  Nummer  bei  der  Kugelfläche 
erhaltene,  welche  unmittelbar  auf  die  dörl  stabende  C^*  ^}  f^iffll  ^  lassen  sich  daher  alle 
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mil  jen^r  voq^nominenen  UmiCiidejmnig^ffii  aAdi  Im  dieMr  wiedar  ia  AamreBdnng  bringeo,  iumI 
man  gelangt,  ganz  so  wie  dort,  wenn  man  wieder 

(M.  r.K  (x.  -  0  (Ol  -  u) + (x;  -  o  c«:  -0+ «-  n  w- «") =»• » 

so  wie 

C99.  f.y    I      and 

setzt,  zu  der  Gleichung: 
(»••  ».)  e'=r*  — 2rRcosfl  +  R'. 

Es  bedeutet  aber  hier  R,  der  Gleichung  (]89.  e.}  gemüss,  die  Entfernung  des  Punctes  0|  von 
der  Kegelspitze,  und  0  nach  Aussage  der  Gleichungen  ([89.  f.}  den  Winkel,  welchen  die  von 
der  Kegelspitze  nach  den  Puacten  0,  und  0  hinlaufenden  Richtungen  mit  einander  bilden,  und 
da  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  0,  wenn  sie  mit  der  Kegelaxe  nicht  in  einer  und  dersel- 
ben Ebene  liegen,  in  Verbindung  mit  der  Richtung  dieser  Kegelaxe  immer  als  Äxeo  eines  be- 
liebigen Coordinatensystems  angesehen  werden  können,  so  ist  den  in  Absch.  L  $.  2.  gegebe- 
nen Gleichungen  C^S.}  zur  Folge,  wenn  Ji  und  A,  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Richtung 
der  Kegelaxe  mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  0  bildet,  tf,  hingegen  den  Winkel,  welchen 
die  von  der  Kegelaxe  auslaufenden  und  durch  die  Puncto  0,  und  0  gehenden  zwei  Ebenen 
einschliessen,  welcher  Winkel  stets  der  Nebenwinkel  von  dem  ist,  den  die  auf  diesen  zwei  Ebe- 
nen senkrechten  Polaraxen  des  hier  so  eben  ins  Auge  gefassten  Coordinatensystems  mit  ein- 
ander bilden: 

sin  X  sin  A.  cos  0«  =r  cos  0 —  cos  X  cos  Xi , 

welche  Gleichung,  wie  man  sogleich  wahrnimmt,  auch  dann  noch  bestehen  bleibt,  wenn  die  drei 
Richtungen,  welche  zu  ihr  gefilhrt  haben,  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen.  Aus  dieser  Giei- 
ehung  erhält  man  costf  in  folgenden  zwei  Formen: 

cos  0  =  cos  (X  —  Xi)  —  2  sin  X  sin  X,  sin*  ^  ff,    und    cos  0  =:  cos  (X  +  >t,)  +  2  sin  31  sm  A,  cos*  J  #, ; 

durch  diese  Werthe  von  cos  ff  aber  nimmt  die  Gleichung  (89.  g.)  die  nachsiehenden  zwei  Ge- 
stalten an: 

f^'=r»  — 2rRcosCi  — A0  +  R*+4rRsinisinX,sin»iff, 
(99.  K.) J     und 

^^*=r'  — 2rRcos(;i  +  ii)  +  R'  — 4rRsinAsin;.,cos»iff,. 

Aus  den  Gleichungen  (89.  h.}  ia3sen  sich  folgende  Eigenschaften  der  Umwäbuings-KegelSäche 
atdesen:. Denkt  man  sich  den  Punct  Oi  mit  einer  gegebenen  Kegelfläche  auf  eine  völlig  bestimoite 
Weise  vereinigt,  so  hat  man  sich  die  Grössen  R,  X  und  >l,  als  stets  dieselben  bleibend  vonu- 
stellen;  nimmt  man  daher  auch  noch  r  als  seinen  Werth  nicht  ändernd  an,  d.  h.  betrachtet  man 
blos  solche  Puncte  der  Kegelfläche,  welche  in  einer  und  derselben,  auf  der  Kegelaxe  senkrech- 
ten Ebene  liegen,  so  ändern  die  drei  ersten,  auf  rechter  Seite  von  den  Gleichwigen  (89.  k) 
befindlichen  Glieder  für  alle  diese  Puncte  ihre  Werthe  nicht.  In  diesem  Falle  geben  dann  die 
vorstehenden  Gleichungen  zu  erkennen,  dass  sie  fär  q,  also  Tür  den  Absland  des  Punctes  0, 
von  den  Puncten  der  Kegelfläche,  welche  in  einer  und  derselben  auf  der  Kegelaxe  senkrechten 
Ebene  liegen,  ßinen  kleinsten  Werth  liefern,  wenn  ff|=0  ist,  nämlich  den: 

^'=r»  — 2rRcoß(i-^A0  +  R'; 
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hingegen  einen  grössten,  wenn  0,  =  i'8O*  ist,  nttmlicli  den: 

()*  =  r'  — 2rRcosi[i  +  A0  +  R'; 

der  Abstand  q  des  Punctes  0|  von  den  Puncten,  welche  aus  der  Kegelfläche  durch  ei^e  apf 
ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  herausgeschnitten  werden,  hat  daher  bei  de«  zwei  Puncteq  0> 
welche  in  der  durch  die  Kegelaxe  und  den  Punct  0|  gelegten  Ebene  liegen,  einen  kleinsten  oder 
grössten  Werth,  je  nachdem  der  Punct  0  mit  den  Oj  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzter 
Seite  von  der  Kegelaxe  liegL  Hierbei  rnuss  man  jedoch  bedenken,  dass  die  Puncto  einer  und 
derselben  Kegelseite,  welche  zu  beiden  Seiten  der  Kegelspitze  liegen,  in  der  durch  den  Punot 
0,  und  die  Kegelaxe  hindurch  gehenden  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  dieser  Axe 
liegen;  lässt  man  daher  die  auf  der  Kegelaxe  senkreehte  Ebene  der  Kegelspitze  stets  näher 
rücken,  wodurch  r  stets  kleiner,  und  nuU  wird,  wenn  die  Ebene  in  diese  Spitae  gekommen  ist, 
so  wird,  wenn  die  Ebene  in  derselben  Richtung  noch  weiter  fortrückt  und  auf  die  andere  Seite 
von  der  Kegelspitze  gekommen  ist,  (^vorausgesetzt,  dass  man  jede  c^r  Gleichungen  immer  auf 
Puncto,  die  derselben  Kegelseite  angehören,  bezieht},  wobei  r  zwar  wieder  einen  wirklici^en 
Wert^  annimmt,  der  jedoch  in  Folge  des  Gegensatzes  in  der  Lage  ein  dem  vorigen  entgegen« 
gesetztes  Vorzeichen  erhält,  diejenige  der  zwei  vorstehenden  Gleichungen,  welche  zuvor 
den  kleinsten  Werth  q  lieferte,  jetzt  den  grössten  geben,  und  umgekehrt  Hieraus  folgt,  dass 
die  absolut  kleinste  Entfernung  des  Puncles  0,  von  der  Kegelfläche  eben  so  gut  nach  einem 
Puncto  der  Kegelseite  hinlaufen  kann,  auf  wekhe  wir  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen 
beciehen,  wie  nach  einem  Pnhcte  der  Kegelseile,  worauf  wir  die  erste  dieser  61ei<^«iigen  be^ 
siehen;  geben  wir  daher  diesen  zwei  Gleichungen  die  nachstehende  Form: 

e*=:R*sin*CA  — >l.)  +  [r  — RcosCA  — ii)T 
und 

so  zeigen  sie  auf  der  Stelle,  dass  der  absolut  kleinste  Abstand  des  Punctes  0|  von  der  Kegel- 
fläche ent^veder 

+Rsin(i  —  A,}  ist,  wobei  r::=:Rcos(A  —  i,} 

genommen  werden  müsste,  oder 

+  Rsin(;Ä-f-iO,  wobei  r=RcosC>l  +  Aij 

sein  müsste,  dass  also  in  Jedem  Falle  der  absolut  kleinste  Abstand  eines  von  den  zwei  Lethen 
ist,  die  von  dem  Puncto  Oi  aus  nach  den  beiden  Kegelseitcn  hingezogen  werden.  Diese  beiden 
Lothe  werden  einander  gleich,  so  wie  auch  die  ihnen,  entsprechenden  absoluten  Werthe  von  r , 
wenn  entweder  iti  =  0  oder  JL,  =  90*  oder  Jli=:180*  ist,  d.  h.  wenn  die  durch  die  Kegelspitze 
und  den  Punct  0,  gezogene  Gerade  mit  der  Kegdaxe  in  einer  und  derselben  Geradon  liegt 
oder  danuf  senkrecht  steht  In  diesem  Falle  gi^t  es  twei  kleinste  Abstitede  des  Puwates  Oj 
von  der  Kegelfläche,  in  jeden  aadem  Falle  hinigegen  nur  eiaen,  den  kleinsten  ton  den  obigea 
zweien  nämlich,  die  nnt^  solchen  Umständen  nie  einander  gleich  werden  können» 

142)  Weia  sich  eine  Ebene  um  eiae  in  flir  liegende  Gerade  dreht,  so  bescbreibl  eine 
zweite  mit  iB^er  pnndlelcn  Gerade,  die  in  derselben  Ebene  liegt  und  stets  den  gleichen  Ab* 
-stand  ton  der  ersten  beibehält,  eine  krumme  Fläche)  w^he  man  Umwälzuags-Cylinder«*- 
fläche  nennt  Die  erste  ihren  Ort  nicht  rerändemde  Gerade  heissl  die  Axe,  so  wie  Üe  na^ 
dere  bewegliche  ia  jeder  irer  Lagen  die  Seile  der  Cyliaderfliehe  <»4er  den  Gylinders.  Da  die 
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beiden  parallelen  Geraden  überall  einerlei  senkrechten  Abstand  von  einander  haben  und  jeder 
solche  Abstand  während  der  Erzeugung  der  Umdrehungs-Cylinderfläche  einen  Kreis  beschreibt, 
dessen  Mittelpunct  in  der  Cylinderaxe  und  dessen  Umfang  in  der  Cylinderfläche  liegt,  so  schnei- 
det auch  umgekehrt  jede  auf  der  Cylinderaxe  senkrechte  Ebene  aus  der  Cylinderfläche  eine 
Kreislinie  heraus,  äeteri  Hadius  dem  Abstand  der  parallelen  Geraden  gleich  ist  und  deren  Mit- 
telpunct in  der  Cylinderaxe  liegt,  diesen  Radius  wollen  wir  den  Radius  der  CylindeTflöche 
nennen.  Wir  werden  nun  'die  Gleichung  einer  ümwfelzungs- Cylinderfläche,  deren  Radius  und 
Axe  gegeben  sind,  aufstellen.  Es  bezeichne  ro  den  Radius  der  zu  bestimmenden  Umwälzungs- 
CylinderflÖche  und  a«,  ai,  ai'  seien  die  schiefen,  Co ,  ci,  c^'  die  senkrechten  Projectionszahlen, 
welche  eine  von  den  zwei  der  Cylinderaxe  angehörigen  Richtungen  an  den  Axen  des  beliebig 
gewählten  Coordinatensystems  giebt.  Denken  wir  uns  durch  die  Spitze  dieses  ursprünglichen, 
aüis  den  Axen  AX,  AX',  AX''  gebildeten  Systems  drei  neue  Axen  AY,  AY',  AY"  gelegt, 
von  denen  die  eine  AY"  parallel  uYid  gleichläufig  mit  der  gegebenen  Richtung  der  Cylinderaxe 
ist,  die  beiden  andern  AT  und  AY'  aber  auf  dieser  einen  senkrecht  stehen,  und  also  für  sich 
ein  ebenes  System  bilden,  so  wird  die  zu  bestimmende  Cylinderfläche  von  der  Ebene  YAY' 
in  einer  Kreislinie  vom  Radius  i'o  geschnitten,  deren  Gleichung  in  dem  aus  den  Axen  AY  und 
A  Y'  gebildeten  ebenen  Systeme 

(•o.  a.)  (y — y.) (v -^ vO + Cy-  fO O '- vO = rf 

isti  w<eQii  y»  /  die  schiefen,  v,  v'  die  senkrechten,  auf  die  Axen  AY  und  AY'  beeogenea 
Coordinaten  von  irgend  einem  Puncto  dieser  Kreislinie,  y, ,  y',  und  V| ,  vi  : dagegen,  die  vom 
Mittelpuncte  derselben  vorstellen.  Dieselbe  Gleichung  (90.  a.)  stellt  aber  auch  dem  im  Ein- 
gange zu  Nr.  139.  Gesagten  gemäss  die  vorgelegte  Umwälzungs- Cylinderfläche  dar,  wenn  man 
sie  auf  die  drei  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  des  senjireohten  körperlichen  Systems  bezieht  Um  nun 
die  auf  die  neuen,  Axen  sich  beziehende  Gleichung  der  vorgelegten  Umwälzungs -Cylinderfläche 
in  die  überzuführen,  wodurch  dieselbe  Cylinderfläche  an  den  ursprünglichen  Axen  A.X,  AX',  AX" 
dargestellt  wird,  seien  ^,x  x',  ,x''  ur^d  u,-  ^',  u"  die  schiefen  ^nd  senkrechten  Coordinaten  an 
den  Axen  AX,  AX',  AX"  von  demselben  Puncto,  der  an  den  Axen  AY.,  AY',  AY"  die 
y?  y'j  y'  u"^  v,  v',  v"  hat;  dann  ist  den  oben  (Abschn.  I.  §.  2.)  aufgestellten  Gleichungen 
(65.  a.)  und  (65.  b.)  zur  Folge:         "       > 

'   .  v='Au  +  A'u'-J:Ä"u",    v'=A;u+'a;u'+'a;'u",    y"=A,u  +  A;.u'H-AaV;      , 

und  . 

y  =  Bx  +  Bix'+B,^',    firrrB'x  +  BU'+Kx^',    y"=B"x  +  B:'x'+Brx'V 

weilmdie  Größen,  wekUe  A  und  B  zum  Gnmidzeichen  haben,  in  Betreff  der  beiden  hier  eiri^ 
geföhrten  Coordlhatensysteme  völlig  die  gleiche  Bedeutung  haben,  welche  ihnen  im  ersten  Ab*- 
•s^chhilte  Nr.  23.  und  'Nr  24.  beigdegt  worden  ist  Die  vorstehemlen  Gleichungen  «^blelbcln  "wahr, 
welchem  Puncte  im  Räume  auch  die  in  ihnen  vorkommenden  Coordinaten  entspfechert  fnögen; 
beizeichnan  daher  x, ,  xi,  x^  und  Ui,'ttl,  tiC  die. schiefen  und  senkrechten  Coflvdifrateii. an  den 
Aixen.A  X ,  A  X',  AX"  vonJrgend  einem  Puncto  der  Cyliaderaxe,  der  an  den  Axen  A  ¥  ,'A  Y^,  A  Y'' 
-  4lie  yi,  yi^  -yC  und.Viy  vi;  vi'  hait,  so /ist  «s  gestattet,  •  diese  besondern .  OoordinaMiwerthe  tn^ 
«tatt  4er.  aIlg«meiaeD  in  «die  vorslehendea  Gleiohuiigeiii  einlüde  tzen:  Tfaut  metn  disBS  und 
manr .  4ie.  so .  sieli )  ergeheadea .  Mwa.  Gleichungen  .von  den  i  vorigen  ak ,  so  •  eohäk  man  i . 
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V  ^  V.  3=  A  Cu  -  *) + A' (•!'- «0  +  A"  Cu"- «r) , 
y' -  iri = A.  f «  _  u.)  +  A;  Ctt'- ¥0  +  A,"  (u"-.  uO , 

V"-  v:'=  A,  c«  - «.) + a;  Cu'-  uO + K  c«"-  «O 

und 

y'-y;=B'  (x-xO+K  (i'-x;)+B;  (x"-xD, 

y"-yr=B"(x-x.)  +  B!' (x'- xj)  +  K' (x"- x!') . 

* 

Setzt  man  die  hier  fQr  y — y, ,  y' —  y'  und  v  —  v, ,  v' —  v|  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 
(90.  a.^  ein,  so  findet  man: 

[A  (n-u.)+A'(u'-u|)  +  A"(u"-u:')][B  (x-x.)+B.(x'-xO  +B.(x"-xr)l 
+  [A.  (u  -  uO  +  A:  (u'~uO  +  Ar  Co"-  «iO]  [B'  (X  -  x.)+B!  (x'-xl)  +  B;Cx"-  xI')]  :?=  r} , 
oder,  wenn  man  aus  dieser  die  eckigen  Klammem  wegschafll: 

<AB+A30(x-x.)  (u-nO +<:A'B.+A30(x'-xO  (u'-bO + CA'TI.+A:'B;Xx"-x;OCu"-n:') 

+  (A'  B  +  A;  B')  (x  -  X.)  Cu'  -  ul)  +  C A  B.  +  A.  B!)  Cu  -  u.)  Cx'  -  O 
+  CA"  B  4-  Ar  B')  Cx  -^  x.)  C«"-  <1  +  CA  B.  +  A,  B;)  Cu  -  u.)  Cx"—  xr) 
+  CA"  B, + ArBO  Cx'—  xO  C""-  "O  +  CA'  Bi + A(  Bi)  Cu'— «0  C«"—  xJ') = »5  • 

Diese  letzte  Gleichung  aber  geht' mit  Zuziebung  der  eben  CAbschn.  L  $.  2.)  anfgeftandenen 
binteni  Gleichungen  (90l)  Ober  in: 

t:i~A.B'0C«--x«X«~«.)+O-A;B;')Cx'-x0C«'~«:)+C*-A;'BOCx"--xrx»"-«l0 

— a;  r  Cx-  xOC«'—  uI)— A.Brcn— «OC«'—  O 

— Ar  B"  Cx  -  x.)  (u"— ur3 — A,  BT  Cu — u.)  Cx"- xl') 

-  Ar  Br  Cx'-  xO  Cu"-  ur)  -  a;  b;'  Cu'-  u;j  (^  -  »0 = ^ . 

und  diese  lisst  sich  wie  folgt  schreiben: 

Cx  -  xO  Cu  -  u.) + Cx'-  xQ  C«  -  «D  +  Cx"-  «n  Cu"-  O 

-[A.Cu-uO+A;Cu'-u.')+A;',Cu"-u,")]P"Cxr-x.)+B,"Cx'-x.')+B;'Cx"-x:')]=i{. 

Dieser  Glet^iing,  wekblB  die  vMgelegte  CyUndeiläche.  m  den  Axen  AX,  AX,  AX"  danteOt^ 
kann  man  noch  auf  folgende  Art  eine  zwei^opüssigero  Gestalt  geben.  Da  nttmlich  die  Axen 
AY  und  AY'  senkrecht  auf  der  AY"  stehen,  also  «bs  neu  eingeführte  System  ein  senkrechtes 
ist,  so  hat  man  den  daAir  CAbschn.  L  $.  5.)  aufgestellten  Gleichungen  C^Od.  d.}  gemäss: 

B"=D"=;C,  Br=iDr=c;,  B;'=D;'=cr, 

und  da  die  Axe  AY"  die  Richtung  der  Cylinderaxe  ist,  deren  Projectionszahlen  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  voiUn  ab  durch  a, ,  «C^a^  und'c, ,  c^,  <^  gegelien  tagenommen  worden 
sind,  so  hat  man  ' 

A,=a,  ,    A;=a;  ,    Ar==ar    und    B"=c,  ,    B;'=c;  ,    Br=o: 

« 

zu  setzen»  wodurch  die  Gleichm^  C^*  1*0  die. nachstehende  Form  annimfpt: 
Cx  -  X.)  Cu — u.)  +  Cx — xO  Cu'- uQ  +  Cx"— xr)  Cu"— u.") 

-[a.Cu— u,)+ «;  Cu'-  uO  +  •;'  Cu"-  ur31[c.  Cx  -  x.)  +  C.  Cx'-  xO  +  fli'  C«"-'J')] = ^ . 
L  36 
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und,  weil  der  oben  (Abscbn.  L  $.  2.}  gegebenen  GIdehung  C^^O  ^^  Folge 

ist,  wenn  r  den  Abstand  irgend  eines  Punctes  der  Cylinderaxe  von  einem  beliebigen  Puncte 
der  Cylinderfiäche  und  X  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  von  ersterm  nach  letztenn  Puncte 
hinzielende  Richtung  mit  der  Richtung  der  Cylinderaxe  bildet,  auch  noch  auf  jede  der  zwei 
folgenden  Weisen  sich  schreiben  lässt: 

(x  -  X.)  C«  -  "0 + C^-  <)  C«'-  »0 + C^'-  »O  C«"-  ui') 

-  [8.  Cu  -  «0 + «i  C«'-  «0 + «i'  C»"-  ul')]» =1? 

(•••  ••) /     unj 

(X  -  x,)  (u  -  uo + (x'-  x;)  (n'-  uo + (X"--  xio  Cu' -  «r ) 

-fc,  Cx-xO  +  c;  (x'^x;) + cj'  Cx-'-xor =r; . 

Jede  der  Gleichungen  (90.  c.}  und  (90.  e.)  ist  die  Gleichung  der  vorgelegten  Cylinderfläche^ 
und  alle  drei  lassen  sich,  wenn  man  erwägt,  dass 

(•O.  f.)  (x  ~  xO  (a  -  uO  +  Cx  -  xl)  Cu'-  uQ  +  C*' -  x.")  (u"--  W')  =  r" 

ist,  auf  die  gemeinschaftliche  Form: 

r" — r'cöe^isrrrj    oder    rsinAzsrQ 

bringen,  welche  besagt,  dass  alle  Puncte  der  Umwälzungs-^Cylmderfläche  von  der  Axe  dieser 
FlVohe  gleich  weit  abstehen.  UmgdLehit  lässt  sich  aus  dieler  Eigenschaft  die  -GleiduKig  der 
Umwälzungs-Cylinderflädie  höchst  einfach  ableiten.  Wir  haben  blos  deswegen  bei  der  Auf- 
suchung dieser  Gleichung  den  vorstehenden  Gang  eingeschlagfin,  um  Gelegenheit  zu  erhalten, 
das  Spiel  der  dem  schiefwinkligen  Coordinatensysteme  eigenthümlichen  mehrfachen  Formen  in 
einem  Beispiele  nachweiisen  zu  können. 

Bezeichnen  nun  x ,  x\  x"  und  u ,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den 
t ,  '  r     ,    Axen  AX,  AX',  AX"  von  eineift  irgend  wo  im  Räume  liegenden  Puncte  0,  und  stellt  g  dessen 
Abstand  von  irgend  einem  Puncto  0  der  Umwälzungs-Cyiinderflache  vor,  dessen  Coordinaten 
an  den  gleichen  Aicen  x,  x',  x''  und  u,  u',  u"  sind,  so  iA  CAbscfati.  L  (Seich.  3(K}: 

e^^  Cx.-r)  Cu— u) + (x— O  C^ — »0 + C^ — OK— u'O 

■  1  * 

■  I 

und  zieht  maq  von  dieser  Gleichung  die  ([90.  (.")  ßb-,  so  erhält  man: 

e*  —  r' = Cx -r  t)  (u — u)  +  (x— XT)  Cu  —  u')  +.(x"— X")  (u"—  u") 

-  [(x-xo  c«  -  «0 + c» — »0  c»'-«o + cx"-x:'Xu"- uo] . 

Diese  Gleichung  .ist  geuan  die,  welche  in  voriger  Nummer  bei  der  Kegelflüche  vor  der  C^9.  eJ) 
erhalten  worden  ist,  und  lässt  sich  daher  wie  jene,  wenn  man  wieder: 

(••.  »0  <x.  -^  j)  (u.  -  u)  +  (xi  -  O  (ul  -  «0  +  K- 1")  Cur-  tt") = R%  • 

so  wie 

Cx — X.3  Cü,  -  «)  +  Cx'—  xl)  C«:  -  «0  +'  C*"-  *0  CmI'-i»") = -  r  R  cos  » 

(••.  k.)    ^     und 

(x,  —  j)  (u — u.)  +  Cxi — O  («'—  »0  +  K—  Jf")  («"-^  *«0 = — r  R  CO»  tf 
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setzt,  überfidiren  io: 

Es  bedeutet  aber  hier  R  der  Gleichung  (90.  g.}  gemäss  die  Entfernung  des  Punctes  0|  toa 
einem  beliebigen  Puncte  det  OyUnderaxe,  und  ß  nach  Aussage  der  Gleichungen  (90.  h.}  den 
Winkel,  welchen  dif  von  diesem  Puncte  der  Cylindenue  nach  den  Puncten  0|  und  0  anzie- 
lenden Richtungen  mit  einander  bilden,  und  da  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  dy  wenn  sie 
mit  der  Cylinderaxe  nicht  in  einer  Ebene  liegen^  in  Verbindung  mit  der  Richtung  dieser  Cylin- 
deraxe  immer  als  die  drei  Axen  eines  beliebigen  Coordinatensystems  angesehen  werden  können, 
so  ist  den  in  Abschn.  I.  $«  2.  gegebenen  Gleichungen  (38.)  zur  Folge,  wenn  X  und  X,  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  die  Richtung  der  Cylinderaxe  mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkel» 
0  bildet,  01  hingegen  den  Winkel,  welchen  die  von  der  Cylinderaxe  auslaufenden  und  durch  die 
Puncte  Ol  und  0  hindurch  gebenden  zwei  Ebenen  einschliessen,  welcher  Winkel  stets  der 
Nebenwinkel  von  dem  ist,  den  die  auf  diesen  zwei  Ebenen  senkrechten  Pokraxen  des  hier  so 
eben  ins  Auge  gefas^ten  Coordinatensystems  mit  einander  bilden: 

sin  X  sin  Xi  cos  0,  =  cos  0  —  cos  X  cos  Xi , 

welctie  Gleichung,  wie  man  sogleich  wahrnimmt,  auch  dann  noch  bestehen  bleibt,  wenn  die  drei 
Richtungen,  welche  zu  ihr  gefUhrt  haben,  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen.  Aus  dieser  Glei- 
chung erhfUt.mun  cos ^  in  folgenden  zwei  Formen: 

cos 0  =  cos (X  —  Xi)  —  2 sin X sin i, sin'| tf,    und    cos ö==  cos (X  +  ^0  +  2 sin i sin i, eos* ^0; 

durch  diese  Werthe  von  cosff  aber  nimmt  die  Gleichung  (90.  i.}  die  nachstehenden  zwei  Ge- 

stalten  an  * 

ß*=r'— 2rRcos(i  — ;iO  +  R*  +  4rRsinisinl,  sin*iff, 
and 

e*=j*--2rRcos(i  +  i,)  +  R*— 4rRsin;L«inA,eOÄ'itf,. 

Aus  den  Gleichungen  (90.  k.}  lassen  sich  jetzt  folgende  Eigenschaften  der  Umwftlzungs-Cylin- 
derflfiche  ablesen:  Fasst  man  bei  einer  bestimmten  solchen  Cyhnderfläche  Uos  solche  Puncte 
von  ihr  ins  Auge,  welche  in  einer  auf  ihrer  Axe  senkrechten  Ebene  liegen,  so  liefern  alle  diese 
Puncte  der  Cylinderflüche  (ttr  r  und  X  einerlei  Werfhe,  und  denkt  man  sich  den  Punct  Oi  in 
einer  völlig  bestimmten  Stellung  zur  Axe  des'  Cylinders  gegeben,  so  dass  R  und  Xi  stets  den 
gleichen  Werth  behalten,  so  hat  man  sich  die  drei  ersten,  auf  den  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (90.  L)  stehenden  Glieder  als  völlig  unveränderliche  Grössen  vorzustellen;  dann  aber 
geht  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  sogleich  hervor,  dass  der  Abstand  q  des  Punctes  Oi  von 
den  Puncten  der  Cylinderflfiche,  welche  eine  auf  ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  aus  ihr  aus- 
sdineidet,  mit  dem  Winkel  ^i  stets  zu-  oder  abnimmt;  dieser  Abstand  wird  ^m  kleinsten,  wenn 
0,  =  O  ist,  wo  er  durch  die  Gleichung  \ 

e^nsr*  — 2rRcos(i— iO  +  R'* 

m 

gegeben  wird,  und  am  grössten,  wenn  &,=:i80*  ist;  wo  er  durch  die  Gleichung 

e»=r*-2rRcosCA,4-A,)  +  R» 

gegeben  wird,  welches  beides  vomiisetzl,  dass  der  Punct  0  der  Cylidderläche  In  der  Ebeno 
Uegt^  die  durch  den  Fund  0^  und  durch  die  Cylinderaxe  hindurch  gA%^  ersleres  noch  über* 
I,  dus  die  Puncte  0»  und.O  auf  eineifeifieile,  letsteres,  dass  sie  auf  ianigegeiigesetzlieii 

36» 
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Seiten  Yon  der  Cylinderaxe  liegen.    Schreibt  man  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  sa: 

^'= (R  sinX,  —  r  sin  Xy  +  (Tl  cos  A,  —  r  cos  A)' 
und 

e»==:(Rsini.4^r8inA)*  +  (Rcosi,  — rcoßXy, 

so  wird  man  gewahr,  dass  sie  mit  Zuziehung  der  vorhin  aufgefundenen  Eigehschaft  der  Um^ 

wälzungs-Cylinderfläche,  der  gemäss 

rsinX=ro 
ist)  folgende  Gestalt  annehmen: 

ß'=:  (R  sin  A,  —  r«)'  +  (Tl  cos  Ä,  —  r  cos  Xy 
imd« 

q" = (R  sin  Ä.  +  r.y  +  (TR  cos  A|  —  r  cos  Xy. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  r  veränderlich,  d.  h.  iSsidt  man  den  auf  der  Cylinderaxe  senk- 
rechte^  Schnitt  längs  dieser  Axe  fortröcken,  wobei  r«  seinen  Werth  nicht  ändert,  so  geben  die 
letzten  zwei  Gleichungen  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen,  dass  die  durch  sie  gegebenen 
Werthe  q  gleichzeitig  bei  demjenigen  Schnitte  am  kleinsten  nämlich  ±(llsinAi — r«}  und  Rsin^-f~r« 
werden,  bei  welchem  R cos Xj  —  rcosA  =  0  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  unter  allen  Puncten 
der  Umwälzungs-Cylinderfläche  derjenige  dem  Puncto  0,  am  nächsten  ist,  wel- 
cher in  der  durch  Oi  gehenden,  zur  Cylinderaxe  senkrechten,  sie  schneidenden 
Geraden  liegt  und  dabei  mit  0,  auf  der  nämlichen  Seite  der  Cylinderaxe  sich 
befindet 

143}  Zur  Darstellung  einer  krummen  Fläche  ist  eine  von  den  Gleichungen  C^S.},  entweder 
die,  welche  schiefe,  oder  die,  welche  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufnimmt,  allein  hinreichend, 
und  zuweilen  ist  es  vor theühafl,  eine  solche  Gleichung  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  in  welcher 
zum  Theil  schiefe  und  zum  Theil  senkrechte  Coordinaten  auftreten,  wie  in  den  zunächst  voran- 
gegangenen Nummern  gesclieben  ist  Man  sieht  hieraus,  dass  eme  und  dieselbe  Fläche  durch 
Gleichungen  von  sehr  mannigfaltigen  Formen  gegeben  werden  kaim;  ajuch  können  gleichzeitig 
mehrere  Gleichungen  voriiegen,  die  sämmtlich  eine  und  dieselbe  Fläche  darstellen,  solche  Glei- 
chungen werden  wir  dann  combinirte  Gleichungen  der  einen  Flache  nennen,  und  insbesondere 
werden  wir  unter  dieser  Benennung  diejenigen  zwei,  eine  und  dieselbe  Fläche  darstellendeii 
Gleichungen  verstehen,  von  welchen  die  eine  blos  schiefe,  die  andere  Mos  senkrechte  Coordi- 
naten in  sich  trägt  Zwischen  den  üi  combinirten  Gleichungen  auftretenden,  auf  die  gleichen 
Puncto  sich  beziehenden  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  x ,  x',  x''  und  u ,  u\  n"  finden 
jene  Relationen  statt,  welche  im  ersten  Abschnitte  durch  die  Gleichungen  (15.  tu)  und  ([48.  a.} 
ausgesprochen  worden  sind,  und  in  Folgendem  bestehen: 

(u=x  +  x'cosW  +  x''cosW','  u'=xcosW+x'-fx"co8W^    u"ÄXCOftW'+*'cos.W''+x" 
CM.  ••)  }     und 

welche  keiner  andern  Bedingung  unterworfen  sinc^  als  dass  die  schiefen  und  senkrechten  Coor- 
dinaten X,  x',  x"  und  u,  n\  n"  einem  und  demselben  Puncto  angehören.  So  wie  die  Rela- 
tionen (91.  a.}  stets  zwischen  den  in  combinirten  Gleichungen  auftretenden,  einem  und  dem- 
selben fände  der  Fläche  angehörigen,  beiderlei  Coordimtten  statt  hiAen,  so  können  sie  anch 
dazu  dienen,  wenn  nur  eine  Gleichung  der  Fläche  vorliegt,  aus  41eser  andere  covliniiie  Glei** 
diuRgen  dersdben  Fliehe  abudeiten;  man  faal  zu  dtesem  Ende  mr  in  die  eine  gegebette  Glei«* 
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chong  anstatt  einer  oder  mehrerer  der  in  ihr  vorkommenden  Coordinaten  der  einen  Art  ihre 
dnrch  vorstehende  Relationen  gegebenen  Ausdrücke  in  Coordinaten  der  andern  Art  zu  setzen. 
Drückt  man  auf  diese  Weise  aüe  senkrechten  Coordinaten  in  schiefen  ans ,  so  stösst  man  auf 
eine  Gleichung  von  der  Form  ^z=:0,  und  drückt  man  alle  schiefen  in  senkrechten  aus,  so 
stösst '  man  auf  eine  Gleichung  von  der  Form  t/Zg = 0 ,  und  diese  geht  in  jene  oder  jene  19 
diese  über^  wenn  man  für  u,  u^,  u^'  oder  für  x,  x',  x''  ihre  durch  die  Gleichungen  (91.  a.} 
gegebenen  Werthe  einsetzt 

Da  diesem  nach  simohoB  den  2wei  combintrten  Gleiohiuigen  vett  der  Perm  9jc=^0  ihmI 
^Q=:0,  wodurch  eine  Fläche  daigestellt  wird,  alle  jene  Beziehungen  obwalten,  welche  in  der 
Einleitung  zu  diesem  Abschnitte  ($.  12.  Nr.  120.}  als  zwischen  den  dortigen  Gleichunge« 
^^zizO  und  V^g^sO  bestehend  vorausgesetzt  worden  sind,  so  müissen  alle, dort  erhaltenen 

ResnlMe  audi  hier  noch  ihre  volle  Gültigkeit, behalten ,  wenn  .man  in  Folge  der  Besonderheit 
der  Gleichungen  (91.  a.} 


»••I! 


/»•     1        Ml      »       A«« 


M«     J       Ml      >        f* » 


p,     durch    0  ,     t:   j     gT  ^     ^ 


/ii     durch    0  ,     j^, 


so  wie 


f", 


»4  , 


// 


ff  99 


a. 

9li  '  • 

a:' 
•ei"' 

a. 

91' 

Vt 


V» 


i4  ,    V, 


durch    0  ,     ^,,     TfT/  >     ;Fi 

durch    0  ,     1  ,    cosW  ,    cosW  , 
4urch    0  ,    eosW  ,    1  ,    cosW" , 

cogW ,    cosW",    1  , 


durch    0  , 
ersetzt    Dadurdi  verwandeln  sich  die  &  a.  0.  aifgesteBten  Gleiebungen  (26.  a.  und  b.)  te: 

6l5x=«+a''%V,  (s;jx'=ir.+ar^*u",  6;'«x"=?r,+8i;''^V,j 

(sVx=a'+r'Vu'\  s:Vx'=a;+arsu",  s;'jx''=a;+a;'Vu",i 

in  welchen  man  alle  Grössen  als  Functionen  von  u  und  u'  anzusehen  hat,  und  die  (27.  a.  und  b.) 
gehen  über  in: 

'iu=l  +  cosW'Bx"  ,         dV=cosW4-cosW"Vx",    *A"=  cos W  +  Vx", ^ 

Vu=cosW  +  cosW'Vx",    3u'=l  +  cosW"%jt"  ,         Vu"=cosW"+Vx",i 

worin  alle  Grössen  als  Functionen  von  x  und  x'  aufzufassen  sind.    Femer  geben  die  a.  a.  0. 
mitgetheilten  Gleichungen  (30.  a.  und  b.}: 

I.  ,,     —  cosW'+*S*u"+coswVu"      •»  ,,     —  cosW"+cosWt)u''+W' 

.ÖX  =  - -y^-- : 5T —  ,     ÖX  ==-:--. pi r n— 


1  —  coa  W  »  u"—  cos  W"  ^i^" 

und 

er       er  •!  er  1  • 

_  22.4.  2»  ^  x"4-  5  ^  x" 


1— COSWau"— C08W"?>U 


_  _»  J_  ?!  %  X"+  -  ?)  X" 

?»  _  ?1  ^  X"—  l  %  x" 


... 
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und  di6  dort  aufgefundene  Gleichung  (34.  a.}  xdmmL  hier  die  naeUolgende  CleMall  an: 
(W,  e.)  [1  - ^ u" cosW- 1 u"cos  W"]  [|?, _ S x" |  _ ^ x" |i.]  =  1 . 

Alle  diese  und  ihnen  verwandte  Gleichungen  kann  man  auch  geradezu  aus  denen  (91.  a.}  her- 
holen, indem  man  diese  nach  x  und  x'  oder  nach  u  und  u'  ableitet;  wir  haben  sie  nur  des- 
wegen aus  den  in  $.  12.  gegebenen  hervorgehen  lassen,  mn  deren  Stellung  von  den  allgemeinsten 
Gesichtspuncten  der  Ableitungsrechnung  aus  wahrnehmbar  zu  machen,  und  so  dem  minder 
geObtea  Leser  einen  vollen  Ueberblick  des  gahaen  Gebietes  zu  verschaffen. 

144}  Die  durch  die  Gleichungen  (86.}  dargestellten  Ebenen  gehen  in  eine  und  diesefte 
Ebene  übei',  wenn  die  Gleichungen  (83.),  aus  denen  sie  hervorgegangen  sind,  efner  und  der- 
selben krummen  PlSche  angehören,  d.  h.  combinirte  Gleichungen  sind.  In  der  That  setzt  man 
in  jene  Gleichungen  für  x*«,  x^,  x«^  und  xi«,  i4,  Ug'  ihre  aus  den  Gleichangen  (84)  entnom- 
menen Werthe  ein,  wodurch  sie  werden: 


1  •  •  I  1  •  f  I 


I  0 


I  •  <•     • 


und  beachtet  man,  dass  den  obem  Gleiehungen  (91.  d.}  zur  Folge  an  der  in  Nr.  139.  hervor- 
gehobenen Stelle  0  der  Fläche,  deren  Coordinaten  % ,  |',  |''  und  17 ,  47',  i('  sind,  die  folgenden 
Relationen  statt  finden: 

«0  —  C0sTr+'^\"+C0sWBV'  .     Vw'       —  cosW''+cosW'^\"+Vi?" 

05= n öT —    ™<l    öf= n ji — ,  I 

1_  cosW'di?"— cosW"8i2"  1  — cosW'Si?"— cosW'bi?"  | 

1001  I 

so  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (92.  a.},  wenn  man  in  ihr  für  %|"  und  d|"  deren  hier 

gegebene  Werthe  setzt,  die  nachstehende  Gestalt  an: 

^'-^r + (x  — r)  cosW" + (x— I)  cos  W'=  [x— ^  +  (x'— T)  cos  W  +  (x"—  H  cos  W'J  S  n 

+  [(x  -  O  COSW+ x'— r+ (x"— n  öosW"]  Vfl", 

und  diese  geht  nun  sogleich  in  die  zweite  der  Gleichungen  (92.  a.}  über,  wenn  man  erwägt, 
dass  die  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (91.  a.}  auf  den  Punct  0  angewandt  geben: 

r?  =  1  +  l'cos  W  +  r  cos  W ,     iy'=  f  cos  W  + 1'+  l"cos  W",     ^2"=  l  cos  W'+ fcos  W"+  !"• 

also,  wenn  man  diese  mit  denen.  Verbindet,  von  welchen  sie  herstammen,  zu  erkennen  geben, 

dass 

tt_^=x  — |  +  (x'— r)cosW  +  (x"— HcosW, 

u'— ^:  =  (x-^öcosW  +  x'— r  +  (x'— DcosW", 

u"— 1?"=  (x  —  I)  cos  W  +  (x'  — 10  cos  W"+  x"—  r 

ist  Aehnlich  lässt  sich  auch  mit  Zuziehung  der  auf  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (91.  a.} 
die  zweite  der  Gleichungen  (92.  a.)  in  die  erste  überfuhren,  und  jede  dieser  UeberTülirungen 
liefert  Iden  Beweis,  dass  diä  Gleichungen  (91.  a.)  eine  und  dieselbe  Ebene  darstellen,  wenn 
die  (83.)  combinirte  Gleichungen  der  Fläche  sind. 

Die  durch  euie  der  Gleicliungen  (86.)  oder  (92.  a.}  gegebene  Ebene  nennt  man  die 
Berükrungseb^ne  oder  die  Tangentialebene  der  chirch  die  Gleichungen  (83.)' darge- 
stellten krummen  Fläche  an  dem  Puncto  0,  dessen  Coordinaten. £ ,  ^y,^'  und  17,  17',  V' 
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flind.  Mail  kaim  den  Gleidiiitigen  der  Tan^Uiil^eiie  noch  eine  rädere  GesMt  geben,  die  sü 
-kennen  gut  ist  Da  nttmlich  den  im  $.  13.  mitgetheiHen  Gleichungen  (6.  a.)  zar  Folge,  wenn 
'man  sie  auf  den  Punct  0  in  Anwendttng  bring!, 

ir=-  .-vf-^  und  sr=-  .-jf^ 

^ 

« 

ist  in  Gemässheit  d^r  Gleichung  qpx  =  0,  und  eben  so  in  Gemassheit  der  Gleichung  t^^rz^ 

10  0  0  10 

lf,"=-  ,^    und    ?),"=_  _IJ  ,.    .. 

Krv  I   0  0  I 

ist,  so  Terwandebi  sieh  die  Gleichungen  (92.  a.)  dadurch,  dass  man  in  sie  für  dl"',  ^l''  und 

10  01* 

tfj'\  tri"  ihre  hier  gegebenen  Werthe  einsetzt,  in: 

«nd        .  .  ;^^/  ^^  ^^      .'       V («S.».) 

C«"-  O  *^*  V, + C«  - '?')  *^  Vy + («  -  flD  'fVv^  -  Q , ) { . j.  .;.  -v » 

und  zeigen  so,  wie  die  jBleichung  der Jsii  den^  (»di^igea  iPnnde  0  gehörigen  Tangentialebene 
unmittelbar  aus  jeder  der  combinirteB  Gleichungen  (S3>^  der  Fläche  gefunden  werden  kann. 

*      '      *  *  *  '  A  -__ 

1453  Man  kann  die  Gleichangen  der  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche  auch  auf  eine 
Art  aufsuchen,  welche  der  analog  ist,  wie  wir  u^  .yoijgen  Pirragijq^hen  (Nr.  127,)  diß  Taijg^fite 
einer  ebenen  Curve  gefunden  haben.  Legt  man  nämlich  durch  den  beliebig  hervorgehobenen 
Funct  0  der  Fläche,  dessen  schifte  und  [senkrechte.  Coordiiiaten  an 'den  ursprünglidien  Axen 
AX,  AX',  AX"  ä,  r^  r  ^nd  i?,  fi\  V  sind,  drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX",  welche  den 
vorigen  parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnen  x«,  x«,  x«'  und  u«,  u«,  u,"  die  schiefen 
und  senkrechten  Coordinaten  an  den.  neuen  Axen  von  irgend  einem  Functe  0'  der  Fläche,  der 
an  den  ursprünglichen  Axen  die  x ,  x',  x"  nnd  u ,  u',  u"  gab,  so  dass  zwischen  diesen  Grössen 
dje  in  Nr.  189»  fmfge/^ten  Gleichui^en  (84.)  und.  (85.  a.  und  k)  statt  finden.  Deak|  mao 
sich  hierauf  durch  den  hervorgehobenen  Punct  0  eine  erst  später  zu  bestimmende  Ebene  gelegt, 
und  bezeichnet  man  durcli  pj  p',  p'^  und  !|i,  p\  .^''.  die  schiefen  und  seiria^ehten  Projections- 
zahlen,  welche  eine  von  den  zwei  Richtungen  der  auf  dieser  Ebene  normal  stehenden  Geraden 
an  den  Axen  A  X ,  A  X",  A  X^'  oder  an  den  diesen  parallelen  und  gleichläufigen  0  X ,  0  T,  0  X'"  ' '  *  '  '  ^ 
giebt,  so  lassen  sich  folgende  Beziehungen  zivischen  einer  solchen  Ebene  unl  den  Puncten  der 
krummen  Fläche  feststellen. 

Bezeichnet  R  den  Abstand  des  beliebig  in  der  krummen  Fläche  äufgefa/ssten  Pnnctes  0' 
von  dem  bestimmt  in  ihr  hervorgehobenen  0,  so  ist  (Abschn.  L  $.  2.  Gleich.  17.): 

R*=x.no-h3i;q;+x;'ui'.,  ,,  /   r  (•••«•) 

Titilt  man  von  dem  Puncte  (Y  auf  die  durch  0  gelegte^  noch  inchl  weller  1>e8linunte' Bbieiie^idn 
Loth,  wodurch  diese  Ebene  im  Poncte  S  gieschniUerf  wh^,  und  ziehl  taail  in  #r  Ebaae  <die 
Gerade  OS,  SO  lildet  O'OS  ein  bei  S  rechtwhikliges  Dreiedc^  in  welebem  OO'  die  Lttäg^ll 
1»t,  und  wir  dfe  Seiten  (fS  und  OS  durch  B  miA  II  feieeeichnen  woIle&  ^  Der  spitae  Winkd 


«•   • 
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•0  0'  S ,  den  in  diesem  Dreiecke  die  Seiten  0  0'  und  (f  S  einschliessen,  isl  entweder  der,  dea 
die  von  0  nach  0'  binaielende  Richtong  mit  der  bildet,  deren  schiefe  und  senkrechte  Projec* 
tionszahlen  so  eben  durch  p ,  p',  p'"  und  p ,  )f\  p"  bezeichnet  worden  sind,  welchen  Winkel 
wir  durch  9  vorstellen  werden,  oder  es  ist  der  Winkel  OO'S  der  Nebenwinkel  von  dem  hier 
durch  Q  vorgestellten;  mitlün  ist  in  jedem  Falle: 

(•S.M  Rsin©  =  71    und    E=±Rcos0, 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  B  ein 
spitzer  oder  stumpfer  Winkel  ist,  und  es  ist  den  im  ersten  Abschnitt  $.  2.  aufgestellten  Glei- 
chungen 03.}  zur  Folge,  wenn  man  sie  auf  die  neuen  Axen  OX,  OX',  OX''  in  Anwendung 
bringt: 

(M.  •.)  Rcosö=»>x.+»>'x;+»)X=pu,+p'u;+p"u;\ 

Setzt  man  in  diese  letzte  Zeile  für  x^'  und  u»  ihre  durch  die  Gleichungen  (85.  a«  und  b.)  gege** 
benen  Werthe,  so  findet  man: 

R cos ©=[»)  + »>"«>]  X.+  [p'+/^nx; 

+r[Vr^+?)Vx.x;+Vrg]+.... 

C^s*  ^)    •'••  <     nnd 

R  cos  ©=  [p + p"  Vi)"3  n«  +  [p'+  p"  V  ij"]  «; 

+p"[Vfl"g+V'«.o;+Vi,"g] +.....; 

feraer  liefern  die  Gleiohangen  (85.  a.  «nd  b.} : 

und  setzt  man  diesen  Werth  von  x^'u^  in  die  Gleicliun;  (93.  a.},  so  verwandelt  steh-  dieselbe  mx 

b=x,u.+x;u;+[**rx.+Vrx;]  ['«\"u,+!>V'«;] 

+  (iffx + Vv'u;]  [Vr ^+i i"x. x;  +  Vr g]  + 

Es  stellt  E  oder  :t  R  cos  @  den  senkrechten  Abstand  eines  beliebigen  Punctes  0'  der 
krummen  Flfiche  von  der  durch  0  gelegten  Ebene  vor;  soll  nun  diese  Ebene  in  grösster  Ntthe 
(fi  .-.")  fjQgjj  mn  (]ei|  Punct  0  herum  den- Puncto  der  krummen  Fläche  möglichst  nahe  liegen,  so  ist 
•damit  niditsi.andei]^  gCMgt»  als  .das»  Rcosd  ftr  alle  denkbaren  in  gr^ister  ^%.  bei  0  lie* 
genden  Punela  der  kmmmM  Flitebe  bei  der.  sp  definirten  Tangentialebene  einep  möglichst  kleinen 
iWeifk  tnnehmen  musiS.  Da  nun  aber  alle  zunächst  b^i  0. liegende  PuQpte  der  Jkpimman.Fläck^ 
Stti?  X«  und  Ji^  oder  für  «^  und  u^  Werthe  Ü^fen^  die  kleiner  sind,  als  diiss  sie  sich. durfh, endliche 
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und  wirkliche  Zahlen  ausdrücken  iiessen,  fttr  solche  Werthe  von  x;»,  x«  oder  u«,  u^  aber  die 
Glieder  der  hohem  Dimensionen  in  Bezug  auf  diese  Grössen  in  den  Reihen  (93.  d.)  neben 
denen  der  niedem  Dimensionen,  wenn  diese  nicht  völlig  nuU  sind,  ganz  und  gar  verschwinden, 
so  überzeugt  man  sich,  dass  Rcosd  für  alle  Puncte  der  krummen  Fläche,  welche  in  grösster 
Nähe  rings  um  0  herum  liegen,  möglichst  kleine  Werthe  annehmen  werde,  wenn  man  es  so 
einrichtet,  dass  so  viele  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen  in  Bezog,  auf  x«  und  x«  oder  u« 
und  Uo  wie  möglich  in  den  Reihen  (93.  d.}  strenge  null  werden.  Diess  glebt  zuvörderst  die 
Bedingung: 

(»»+*)"Vnx.+c»>'+«>"Vnx;=o 

.oder  . 

0 + p"  ^'  O  «. + Cp'+  p"  VO  u. = 0 , 


f  '* 


und  da  diese  Bedingung  für  alle  in  möglichster  Nähe  rings  um  0  herum  liegende  Puncte  der 
krummen  Fläche,  d.  h.  für  alle  denkbaren  Verhältnisse  zwischen  x«  und  Xq  oder  u«  und  u«  be- 
stehen bleU)en  muss,  so  zerfällt  sie  in: 

p  +  p"l^'z=0    und    p'+^"tf=0 
oder 

P  +  p"V  — 0    und    p'+p"?>\"=0, 
welehe  Bedingungspaare  sich  auch  ia  die  nacksteheade  GestaU  bringen  lassen: 

»)":  p':p=zi  :  -V^:  -"^V'     oder    p":  p':  p  zzz  1  :  -Vi?":  —in''.  (M.  f.) 

,    -  '..I  .. 

Hierdurch  werden  nun  die  Verhältnisse  der  Projectionszahlen  )) ,  )) ,  )>''  oder  p ,  p',  p''  zu  ein- 
ander, somit  auch  (Abschn.  L  $.  2.  Nr.  31.}  die  Richtung,  auf  welche  dieselben  sich  beziehen, 
gänzlich  bestimmt,  und  da  diese  Richtung  normal  zu  der  durch  0  gelegten  Ebene  steht,  so  ist 
durch  die  Bedingungen  (93.  f.}  die  durch  0  gelegte  Ebene,  welche  sich  zunächst  an  dieser 
Stelle  am  meisten  an  die  Puncte  der  krummen  Fläche  anschmiegt,  völlig  gegeben;  diese  Be- 
dingungen sind  daher  die  einzigen,  welche  man  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche  an 
der  Stelle  0  auferlegen  kann;  sie  führen  auch  in  der  That  geradezu  wieder  zu  den  Glei- 
chungen (86.)  hin. 

Die  Gleichung  (93.  e.)  liefert  R*,  in  welcher  Entfernung  auch  der  Punct  0'  von  dem  0 
genommen  werden  mag,  und  die  Gleichungen  (93.  d.)  geben,  weil  Rcos0=+E  ist,  den 
senkrechten  Abstand  dieses  Punctes  0'  von  der  durch  0  gelegten  Ebene,  wie  auch  diese  Ebene 
sein  mag;  stellt  man  sich  iaber  unter  0'  blos  möglichst  nahe  an  0  liegende  Puncte  vor,  so  hat 
man  in  jenen  Reihen  die  Glieder  der  hohem  Dimensionen  in  Besug  auf  x«  md  x^  oder  Uo  und 
V«  gegen  die  der  niedern  Dimensionen,  wenn  diese  nicht  völlig  null  sind,  zu  vernachlässigen, 
und  stellt  man  sich  unter  der  durch  0  gelegten  Ebene  blos  die  Tangentialebene  der  Fläche  an 
der  Stelle  0  vor,  wo  dann,  den  Bedingungen  (93.  f.)  zur  Folge,  die  Glieder  der  ersten  Dimen- 
sion in  Bezug  auf  x,  und  x^  oder  u«  und  Uo  vöUig  null  werden,  so  verwandebi  isich  die  Glei- 
chungen (93.  e.)  und  (93.  d.),  wenn  wir  R«  und  E^  an  die  Stelle  von  R  und  E  setzen,  um 
dadurch  anzudeuten,  dass  man  sich  0"  möglichst  nahe  bei  0  liegend,  und~  die  durch  0  gelegte 
Ebene  als  Tangentialdiene  der  Fläche  zu  denken  habe,  in: 
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Ro' = X.  uo + x;  u; + Cd  rxo + ^  r<')  C^  V'uo + 1  v'O 

und 


(•»•  »•)  /+Bo=r(Vr;~+ärxpx;+*sVg) 


oder 

'So 


(iO  ,,«  II  09         „M\ 


in  welchen  R«  den  Abstand  eines  möglichst  nahe  bei  0  liegenden  Punctes  0'  von  dem  0,  E^ 
aber  den  senkrechten  Abstand  des  Punctes  0'  von  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche 
an  der  Stelle  0  bezeichnet. 

146)  Da  Tangentialebenen  für  die  Untersuchung  der  krummen  Flächen  von  grosser  Wichtig- 
keit sind,  so  wollen  wir  der  Entdeckung  ihrer  Eigenschaften  noch  einige  Aurmcrksauikeit  zu- 
wenden. Die  Tangentialebene  einer  durch  combinirte  Gleichungen  von  der  in  (83.)  aufge- 
rührten Form  gegebenen  krummen  Fläche  wird  durch  jede  der  Gleichungen  ([86.),  nämlich  :* 
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{p4L.  e.) 


(•4«a0  x':  =  lfx,  +  tfx',    und    u':  =lfj''n.  +  'dfi'% 

dargestellt,  wenn  Xo ,  x^ ,  Xo'  und  ü« ,  u^ ,  u^'  die  schiefen  und  senkrechten,  auf  die  neuen  Axen 
0  X ,  0  X',  0  X"  bezogenen  Coordinaten  ihrer  Puncte  bezeichnen,  und  die  krumme  Fläche  selbst 
wird  durch  jede  der  in  (85.  a.  und  b.)  enthaltenen  Gleichungen  an  den  gleichen  Axen  darg&» 
stellt,  welche  Gleichungen  sich  so  schreiben  lassen: 

(Mob.)  x':=is'X  +  i^X  +  Z    und    u';='^V/'u«  +  *^^/Vo  +  3, 

wenn  mai\  zur  Abkürzung 

(3  0  vt  II  0  3  «r'3\ 

setzt,  und  es  bezeichnen  in  diesen  letzten  Gleichungen  Xq  ,  Xo ,  x^  und  u« ,  u« ,  vt'o  die  auf  die 
neuen  Axen  0  X ,  0  X',  0  X"  bezogenen  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  der  zur  krummen 
Fläche  gehörigen  Puncte.  Fasst  man  nun  in  dieser  krummen  Fläche  drei  beliebige,  aber  be- 
stimmt hervorgehobene  Puncte  Oj,  Oa,  0,  ins  Auge,  welche  ausserhalb  des  Punctes  0  und 
nicht  in  euier  und  derselben  Geraden  liegen,  so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  drei  Puncte 
Oj,  O2,  O3  gelegten  Ebene  in  schiefen  und  senkrechten . Coordinaten  ausgedrückt: 

0 = [(x;  _  xi)  (x;'-  x;o  -  (x;'~  x;')  (x;  -  xj)]  (xo  -  x,) 

-  [(x,  -  xO  (x;'-  xD  -  (xr-  xD  (X,  -  X.)]  (x;  -  xO 

+ [(xs  -  xO  (x;  -  xi)  -  cx;  -  xQ  (xa  -  x,)]  c^;'-  xr) 

und 

0 = [(u;  -  W)  K  -  uO  -  K  -<)  C"i  -  u;)]  (uo  -  u.) 

-  [C«s  -  u.)  (u;'  -  uO  -  K  -  uD  (u.  -  uj]  c  u;  -  uO 
+  [("3  -  «0  («i  -  «0  -  (öi  -  «0  («t  -  u,)]  C<-  <1 


(•4.  dO 
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der  im  ersten  Absohttttt  inilgielheSteii  (Iteidiinig  (lOCX  d)  gemiftsS)  wenn  x«,  Xo>  x^'  imd  u»,  u^^Uy  , 
die  8(Mefeii  und  senkrechten  Goordinaten  voo^  jedem  Puncte  diesiar  Ebene,  so  wie  x,,  xl,  xi'; 
X,,  Xti  XiS*  Xs,  Jtiy  idt  die  sdiiefen  nnd  Ui^ul,  nl';  Ut,  u«,  u^';  u,,  ui,  u^'  die  senkrecbleA 
auf  die  neuen  Axen  bezogenen  Coordinaten  der  Puttete  Oi,  0»,  0»  bedeuten.  WeU  abef 
die  Puncte  0, ,  0« ,  (^  in  der  Airek  die  Gleichungen  (94.  b»}  dargestellten  krunuiieft  Flliohe'' 
liegen ,.  mühin  die  Coordinaten  der  ifrei  Puncto  für  x«,  x'«,  x^'  oder  u^,  Uo,  ti«'  gesetzt  die^e 
Gleichungen  befriedigen  nüissen,  so  geben  diese  der  Reihe  nach: 

xr=?V'x.+Vrx;  +  z,   und  u;'=^\''u.+?!^"u:+3i; 

x';=i  rx,  +  V  rx;  +  Z.    und    ur='^^"u,  +  V  r/'«;  +  3, ; 

x;Wsrx,  +  ?)rx4  +  Zs    ond    u;i==rl)V'u,  +  !ii?''u;+3*; 

wo  Z, ,  Z«,  Z3  und  3i9  3*9  3»  ^i^s  bedeuten,  was  aus  Z  und  3  wird,  wenn  man  in  diesen  X( 
und  Xi,  X,  und  x^,  x,  und  x^  an  die  Stelle  von  x«  und  Xq,  und  Ui'und  ui,  u,  und  u,,  Us  und 
U3  an  die  Stelle  von  u«  und  u«  setzt;  und  hieraus  folgt  weiter: 

x;'-x;Ws'rcx*-xx)+?!rcx;-xo+z,-z,, 
xi'-  x['=ir  (x.  -  X.) +i  r  c*;  -  xo + Zi  -  z, , 

md 
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+ 


and 


*••■»••• 


nr-  <==t  n"  Cn.  -«.)+«  n"  (u;  -  «0 + 3.  -  3. , 
u;'-  u:'=  ^n"  C«.  -  «0  +  V  V  C"i  -  uQ  +  3.  -  3. , 

Seist  man  die  hier  fltr  4' — id' ,  i^ — j^'  und  vü — ui'  und  u'i — uj'  erhaltenen  Werthe  in  die 
CileiduMigen  (9A.  d.}  ein,  so  findet  num: 

^"       v"-^  r»  V  ^  r"iJ  t"_L_  C^i  —  X| J  Zj  —  (x»  —  X|J  Za  ^  (Xa  —  X^J  L{\ 

r*'_»*^rVV'J-  C^^  — a^3Z,  — Cx,T-xOZ,+  Cx.-r«.DZ.| 

^  •     '-'  L  *  ^  "C*.  -  x.)  x;  -  Cx,  -  x.)  x;  +  cx,  -  xo  x; J ' 
.+  W  -  »0  f  Vfl"+  Cu.-u03.-C«.-ti.)3.+C«»-uO_3.]  , 

»  »  '  ' 

Jede  der  zwei  letzten  Gleichupgen  stellt  die  durch  die  drei  Puncte  Oi ,  O2 ,  0,  gelegte  Ebene 
dar,  wo  immer  auch  diese^ Puncto  auf  der  krummen  Flache  liegen  mögen;  denkt  man  sich  nun 
diese  drei  Puncte  sämimtlich  in  grössler  Nähe  bei  dem  0  liegend,  so  dass  x, ,  xj ,  xI';  Xj ,  xi ,  xi'; 
X, ,  xj ,.  Xj'  und  u, ,  U|' ,  u^ ;  u, ,  uj ,  v!^ ;  u^ ,  uj ,  üi'  kleiner  als  jede  poch  so  kleine  angebbare 
Grösse  werden,  so  verschwinden  in  den  Ausdrücken  Z|,  Z, ,  Z«  und  3i  9  3^9  3s  aHe  Glieder 
von  einer  höhern  Dimension  in  Bezug  auf  diese  unendlich  kleinen  Coordinatenwerthe  in  Ver- 
gleich zu  solchen,  die  von  einer  niedem  Dimension  sind,  vorausgesetzt,  dass  diese  Jetztem  nicht 
MlSii%  httll  cand.  Ist  daher  der.  erste  Tbeil  fa  Z,  oder  Z«  oder  Z%  und  in  3r  oder  3t  oder  3t 
attlit  vöUig  mU,  so  giebt  dieser  mrsteThfiä  alleiki,  velcber  Von  der  zweiten  Dimensioia. in  JBesiug 

37* 


(•4.  ••) 


29t  Analytiselie  üreometrie.  Absch.  IIL 

auf  die  unendlich  kleinen  Cioordinatenwerthe  ist,  den  Weiifo  des  gfanzen  Aufdrucks  her ;  ist  aber 
dieser  erste  Theil  strenge  nuU,  so  giebt  der  erste  in  den  genannten  Ausdrücken  vorhandene 
Theil,  welcher  darni  von  einer  höhern  als  der  zweiten  Dimension  ist,  den  Wertfa  der  ganzen 
Ausdrucke  her.  Hieraus  folgt,  dass  jeder  von  den  Ausdrücken  Z, ,  Z, ,  Z,  und  3t  9  3«  9  Ss  einen 
Werth  annimmt,  der  in  Bezug  auf  die  unendlich  kleinen  Grössen,  deren  Gmndzeichen  x, ,  x, ,  x« 
oder  u, ,  u,,  Ua  ist,  entweder  von  der  zweiten  oder  von  einer  noch  hohem  Dimensioii  ist,  wes«- 

halb  die  in  den  eckigen  Klammern  der  Gleichungen  (94.  e.)  neben  t^\  %|"  und  ^iy",  Bij" 
stehenden  Quotienten  in  Bezug  auf  dieselben  Grössen  entweder  von  der  ersten  oder  von  einer 
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hohem  Dimension  sind,  sonach  neben  t^\  ^^'  oder  'diy",  Sij"  ganz  und  gar  verschwinden, 
wenn  letztere  irgend  angebbare  Werthe  haben.  Aus  diesem  Grunde  werden  die  Gleichungen 
(94.  e.}  bei  drei  solchen  zunächst  an  0  liegenden  Puncten: 

(•4.  f.)        x;'~x;'=(xo-x,y^V'+Cx'o-xoVr    und    <-ur=C^o-nO'dfj''+QK-n'0^fj'\ 

und  geben  durch  ihre  Form  zu  erkennen  (Ab.  IL  $.10.  Nr.  91.3,  ^^^  ^^^  durch  drei  zunächst  bei  0 

befindliche  Puncto  gelegte  Ebene  mit  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche  an  der  Stelle  0 

10  01  10  01 

parallel  laufe.    Sogar  wenn  ^^'  und  %|"  oder  t)fi"  und  "btj^'  gleichzeitig  null  würden,  bliebe 

die  so  eben  gezogene  Folgerung  doch  noch  gültig,  weil  dann  jedenfalls  Xo' — xi'  oder  Uo' — ui' 

unvergleichlich  kleiner  als  Xo  —  x,  und  xi  —  x[  oder  u©  —  u,  und  ui  —  uj  würde,  was  allein 

schon  nach  sich  zieht,  dass  die  beiden  genannten  Ebenen  keinen  Winkel  von  angebbarer  Grösse 

mit  einander  machen  können. 

Aus  dem  Umstände,  dass  jede  durch  drei  möglichst  nahe  an  0  liegende  Puncto  hindurch 
gehende  Ebene  mit  der  Tangentialebene  an  dieser  SteHe  parallel  läuft,  dass  also  die  krumme 
Fläche  dicht  um  0  herum  keine  merklichen  Ein-  und  Ausbiegüngen  hat,  iif  Verbindung  mit  der 
aus  den  Gleichungen  (93.  g.}  zu  schöpfenden  Einsicht,  dass  die  Abstände  aller  so  nahe  bei  0 
liegender  Punete  von  der  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Tangentialebene  unvergleichlich  kleiner 
als  deren  Abstände  von  dem  Punete  0  sind,  lassen  sich  nun  mit  grösster  Leichtigkeit  und 
Strenge  die  folgenden  zwei  Eigenschaften  der  Tangentialebenen  herleiten: 

.    t     *       a}  Wird  durch  Ebenen,  die  mit  einer  Geraden  parallel  laufen  oder  in  einem  Punete  sich 

schneiden,  und  die  mit  der  Tangentialebene  lauter  endliche  Winkel  bOden,  ein  Stück  so- 
wohl von  der  zu  0  gehörigen  Tangentialebene  als  voii  der  krummen  Fläche  selber  so 
abgeschnitten,  dass  die  Punete  dieser  zwei  Stücke  sämmtlich  möglichst  nahe  an  dem  0 
liegen,  so  unterscheiden  sich  die  Flächengrössen  dieser  beiden  Stücke  unter  sich  nicht 
um  eine  Grösse,  die  mit  diesen  Flächengrössen  selbst  vergleichbar  wäre; 

b}  werden  die  eben  gedachten  mit  einer  Geraden  parallelen,  oder  in  einem  Punete  zusammen 
laufenden  Ebenen  von  einer  neuen  Ebene  sämmtlich  durchschnitten,  und  liegen  alle  Punete 
dieser  letztern  Ebene  in  endlicher  Entfernung  von  dem  0 ,  so  unterscheiden  sich  die  beiden 
Eörperräume,  welche  einerseits  durch  diese  Ebenen  und  andererseits  durch  die  Tangen- 
tialebene und  durch  die  krumme  Fläche  begrenzt  werden,  unter  sich  nicht  um  eine  Grösse, 
die  mit  diesen  Körperräumen  selbst  vergleichbar  wäre. 

Zu  den  vorstehenden  Eigenschaften  der  Tatjgentialebenen  fügen  wir  noch  die  folgendem 
hinzu:  Läuft  an  einem  gewissen  Punete  0  der  krummen  Fläd^  die  Tangentialebene  panKd 
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mit  einer  der  Gnuid^Coordinatenebenen,  z.  B.  mit  der  X  A  X',  so  mminl  die  schiefe  Coordinaten 
in  sich  aufnehmende  Gleichung  <Ueser  Tangentialebene  die  Form 

an,  welche  Gleichung  für  alle  Puncte  der  Tangentialebene  Gültigkeit  behält;  die  senkrechte 
Coordinaten  in  sich  aufnehmende  Gleichung  der  Tangentialebene  aber  wird  unter  solchen  Um- 
ständen (Abschn.  I.  §.  2.  Gleich.  48.  c): 

(u  -  fy)  5», + (ü  - 1?'3  sr; + Cu"-  ^"3  «;-=  0  Cm.  %o 

und  ist  ebenfalls  Tür  alle  Punele  der  Tangentialebene  gültig.  Bringt  man  diese  Gleiohungeki 
mit  denen  (92.  a.}  in  Verbindung,  wodurch  die  Tangentialebene  unter  allen  Umständen  darge«- 
stellt  wird,  so  gewinnt  man  die  Ueberzeugung,  dass  in  dem  vorliegenden  besondern  Falle,  d.  h. 
wenn  die  Grund -Coordinatenebene  XAX'  der  Tangentialebene  parallel  läuft,  sein  müsse: 
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^r=o  und  %r'=o  (•».«.) 

sowohl,  als  auch 
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und  die  Werthe  von  9la,  SU,  $U'  führen  zu  der  Einsicht,  dass  die  letzten  beiden  Gleichungen 
nur  in  dem  einen  Falle  in 

lfj''=0    und    ?)\"=0  (M.  eO 

übergehen  können,  wenn  W  und  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h.  wenn  die  Axe  AX"  mit  den 
beiden  andern  AX  und  AX"  ein  senkrechtes  Coordinatensystem  bildet.^  Läuft  hingegen  z.  B. 
die  Polar -Coordinatenebene  XAdl'  parallel  mit  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche  an 
einem  gewissen  Puncte  0,  so  würde  die  Gleichung  der  Tangentialebene,  welche  senkrechte 
Coordinaten  in  sich  aufnimmt,  werden: 

die  aber,  welche  schiefe  Coordinaten  enthält,  wUrde  unter  solchen  Umständen  (Abjchn.  L  $.  2.  GL  1 5.  b.} : 

(x  -I)  cos  W'+  (x'-  r)  cos  W'M-  x"—  r=  0 ,  (•«.  ».) 

und  beide  sind  für  alle  Puncte  der  Tangentialebene  gültig.    Vergleicht  man  diese  beiden  Glei-   • 
chungen  mit  denen  (92,  a.},  wodurch  die  Tangentialebene  unter  allen  Umständen  dargestellt 
wird)  so  gewinnt  man. die  Ueberzeugung ,  dass  im  vorliegenden  Falle,  d.  b.  wenn  die  Polar-* 
Coordinatenebene  mit  der  Tangentialebene  an  0  parallel  läuft,  sein  müsse: 


10  Ol 


tTi"=0    und    Bi?"=0  (•••e.) 

sowohl,  als  auch: 


10  Ol 


tir=  — cosW'    und    ^|"=— cosW",  (•••«•) 

und  man  sieht ,  dass  die  letzten  beiden  Gleichungen  nur  dann  in 

'sV  =  0    und    Vr=0  (M.e.) 

lAergeken  können,  w^m  W  und  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h.  wenn  die  Axe  AX""  mit  den 
beiden  «nd^ni  A  X  und  A  X'  ein  senkrechtes  Coordinatensystem  bädei 


S94  Analytische  Creomelrie.  Abseb«  ID. 

147)  Man  nennt  die  Gerade,  welche  senkreoht  auf  der  zu  einem  Punete  0  geltörigen  T«i- 
gentialebene  einer  krummen  Fläche  steht  und  durch  0  hindurch  geht,  die  Normale  der 
krummen  Fläche  an  der  Stelle  0.  Aus  den  in  Nr.  145.  angestellten  Betrachtungen  geht 
unmittelbar  hervor,  dass  die  Lage  der  Normale  an  dem  Punete  0  der  krummen  Fläche,  durch 
die  Gleichungen  (93.  f.},  nämlich: 


0  110  «110 


(•t.  ».)  »>":  ^' :  ^)  =  1  :  —t^'i  —^^'     oder    p'!:  p'  :  p  =  1  .:  — ^i?":  —In 

gegeben  werde,  wenn  ^),  J)',  >f"  die  senkrechten,  p,  p',  p"  dagegen  die  schiefen  Projections- 
zahlen  vorstellen,  welche  die  Richtung  der  fraglichen  Normale  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
des  ursprünglichen  Systems  oder  auch  an  denen  OX,  OX',  OX'",  welche  mS  jenen  parallel 
und  gleichläufig  sind,  giebt 

Da  den  in  $.  12.  Nr.  112.  erhaltenen  Gleichungen  (6.  a.)  gemäss. 


10  0  010 


tx=—  ^^^    und    ^x=— TTnr^ 


^  yx  ^  Vx 

ist,  wenn  man  sich  x"  als  die  durch  die  Gleichung  ^x  =  0  gegebene  Function  von  x  und  x' 
vorstellt,  und  man  aus  demselben  Grunde  auch 

10  0  0  10 

OU  = 001  ™fl      OU  = 001 

hat,  wenn  man  sich  unter  u"  die  aus  der  Gleichung  i//a=0  herzuholende  Function  von  u  und 
u'  denkt,  so  ist  auch,  wenn  man  diese  Gleichungen  auf  den  Punct  0,  dessen  Coordinaten  |,  |',  ^' 
und  ij,  fi\  r('  sind,  in  Anwendung  bringt: 

100  010  100  010 

10  ^qp^      Ol  <6  <)Pt  10  ^i/^„      Ol  ^  ^- 

^dr=-öTr-^,    Sr=-röT-^    und    %n'--r^.    %i/"=~rn-^, 

10  0  1  10  0  1 

und  durch  diese  Werthe  von  B|",  ^|"  und  ^r/',  tfj"  verwandeln  sich  die  Gleichungen 
(97.  a.)  in: 

001       010       100  001       010       100 

(«1.  bO  }f":  p' :  )f  =1  ti  <p^  :  "b  q>^  :  tf  q>^    und    p":  p' :  p  =  ^d  t/^    :  S  i/;    :  b  t//    , 

welche  in  den  Stand  setzen,  die  Richtung  der  Normale  einer  krummen  Fläche  an  irgend  einem 
hervorgehobenen  Punct  0  unmittelbar  aus  der  Gleichung,  wodurch  <fie  Fläche  gegeben  wir^ 
herzuholen. 

Wir  haben  im  zweiten  Abschnitte  (§.  11.  Nr.  94.)  gezeigt,  dass  sich  das  eine  Gerade  dar- 
stellende Gleichungspaar  immer  in  einer  der  dort  (22.  a.}  und  (22.  b.}  angegebenen  Formen 
aufstellen  lässt,  und  in  der  darauf  folgenden  Nummer  ist  daselbst  nachgewiesen  worden,  dass 
die  in  jenen  Formen  auftretenden  CoelTizienten  p ,  p',  p'^  oder  !p ,  )f\  p"  immer  durch  drei 
solche  Zahlen  vertreten  werden  können,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  dea  schiefen  oder 
senkrechten  Projectionszahlen  der  Richtung  proportional  sind,  welche  der  durch  die  Gleichungen 
darzustellenden  Geraden  angehört.  Da  nun  nach  Aussage  der  vorstehenden  Gleichungen 
(97.  a.  und  b.)  die  schiefen  oder  senkrechten  Projectionszahlen  d6r  Noimale  einer  durch  die 
Gleichung  9>x = 0  oder  ^q  ==:  0  gegebenen  krommen  Fläche  an  def /Stelte  0 ,  deren  CMrdiBiitett 
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I »  Ol  1« 


I ,  l',  I"  oder  rj ,  ^',  f/'  sind ,  sich  verhalten  wie  die  Zahlen  —  ?  fj'\  —  ^  i?",  1  oder  —  S  ^", 

Ol  lOt       010       001  100       010       001 

—  S|",  1 ,  und  «toh  wie. -die  Zahlen  b  t//  ,  b  i^  ,  S  t^    oder  b  qp^,  S  9^,  <)  qp^,  sa  erhall 

man  ans  jeder  der  genannten  Formen  ein  diese  Normale  darstellendes  Gleichung-spaar,  wenn 

10 
man  in  jene  Formen  | ,  ^,  |"  oder  rj ,  ?/,  1?"  für  x, ,  xj ,  xl'  oder  u, ,  uj ,  uj',  und  —  t  ri\ 

Ol  100       010      001  10         Ol  100       010 

— 'dV,  1  oder  ?>  v_.,  V)  V  ,  ^  V,  ft^f  P .  P'>  P".  »o  wie  — ^|",  — t»!",  1  oder  ti  y^,  b  «p^, 

0  0  I 

B  y >  für  J),  ^)',  p"  einsetzt    Auf  diese  Weise  kann  man,  wo  es  gewünscht  wird,  das  die 

Normale  darstellende  Gleichungsppar  in  schiefen  sowohl,  wie  in  senkrechten  Coordinaten  von 
jeder  der  drei  besondern  Formen  aufstellen,  die  im  zweiten  Abschnitte,  da  wo  die  Gerade  im 
Ramme  betrachtet  worden  ist,  ausführlich  besprochen  worden  sind. 

148)  Da  die  Krümmung  einer  Fläche  an  einem  beliebig  in  ihr  hervorgehobenen  Puncte  0 
nach  verschiedenen  Richtungen  hin  aufgefasst  eine  sehr  verschiedene  sein  kann,  so  springt  in 
die  Augen,  dass  weder  eine  Kreis-  noch  eine  Kugelkrümmung  im  Allgemeinen  die  Krümmung 
einer  Flache  an  einer  ihrer  Stellen  anzuzeigen  im  Stande  ist;  wohl  aber  lässt  sich  die  Krüm- 
mung der  ebenen  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  einer  nach  Belieben  durch  den  Puncl  0 
gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  an  der  Stelle  0  durch  eine  Kreiskrümmung  angeben,  und  man 
wird  so  zu  einer  vollständigen  Erkenntniss  der  Natur  der  Krümmung  der  Fläche  hingeführt 
werden,  wenn  man  an  jeder  ihrer  Stellen  alle  die  Krümmungen  aufzufinden  im  Stande  ist,  welche 
hier  den  ebenen  Curven  zukommen,  in  denen  die  Fläche  an  der  betrachteten  Stelle  durch  irgend 
Ebenen  geschnitten  werden  mag.    Wie  diess  geschehen  kann,  soll  nun  gezeigt  werden. 

Stellt 

q (X - ö  +  q' (x - r)  +  q" Cx"- 1" ) = 0  oder   q (u - ly)  +  q' (u'- rß  +  q" (u"- nl  =  0   (•«••.) 

die  in  schiefen  oder  senkrechten  auf  die  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eines  beliebigen  Coordinaten- 
Systems  bezogenen  Coordinaten  ausgedrückte  Gleidmng  einer  beliebigen  durch  den  hervorge- 
hobenen Punct  0  der  Fläche,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  ^ ,  §',  |"  und  ri ,  17',  rf' 
sind,  gelegten  Ebene  vor,  und  denkt  man  sich  durch  diesen  Punct  drei  neue,  den  vorigen  pa- 
rallele und  gletchlöufige  Axen  0^,  OX",  OX"  gelegt,  so  hat  man,  wenn  x, ,  x'o,  Xq'  und 
u« ,  Uo ,  Uo'  die  auf  diese  drei  neuen  Axen  bezogenen  schiefen  und  senl^rechten  Coordinaten 
von  einem  irgendwo  im  Räume  gelegenen  Puncte  bezeichnen,  dessen  Coordinaten  an  den  ur- 
sprünglichen Axen  durch  x ,  x',  x"'  und  u ,  u',  u"  vorgestellt  werden,  den  oben  (Abschn.  I.  §.  2.) 
gegebenen  Gleichungen  (7.)  gemäss:  1 

x=|  +  Xo,    x'=|'+x;,    x"=r+x';    und    u  =  i?  +  Uo,    u'=V+u;,    u"=^"+u;',    (M-bO 

wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  der  Punct  im  Räume  der  durch  die  Gleichungen  (^98.  a.)  darge- 
stellten Ebene  oder  der  zu  untersuchenden  Fläche  angehört,  welche  wir  uns  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

yx  =  0    oder    i^=0  {p^.  «.) 

gegeben  vorstellen.  Die  ebene  Curve,  welche  aus  der  krummen  Fläche  (^98.  0.3  v^n  der  Ebene 
(98.  a.}  herausgeschnitten  wird,  enthält  alle  die  Puncte  in  sidi,  deren  Coordinaten  gleichzeitig 
den  beiden  ersten  oder  letzten  Gleichungen  (98.  a.)  imd  (98«  c.)  genügen.  Da  bietdurch  eal«- 
weder  die  schiefen  oder  die  senkrechten  Coordinaten  der  Puncte,  welche  zu  dieser  Aenea 


/ 
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Curve  gehören,  von  zwei  Gleichungen  abhängig  gemacht  werden,  so  hat  man  sich  zwei  von 
diesen  Coordinaten  als  Functionen  der  dritten  zu  denken;  es  finden  also  zwischen  ihnen  die 
Beziehungen  statt,  welche  in  $*  12.  dieses  Abschnitts  (JSr.  113.  und  Nr.  115.}  besprochen  worden 
sind.  Namentlich  geben  die  dortigen  Gleichungen  (9.  c.}  in  Bezug  auf  die  schiefen  Coordi- 
naten solcher  Puncto 

(x;=srxo+ss^i|+...-  und  x;'=Brx.+s»r^+.... 

(•9.  d»)    <      und  in  Bezug  auf  deren  senkrechte  Coordinaten: 

u;=S^'Uo  +  ^V^  +  -...    und    u;'=Si;X  +  ^'i7"J|+.... 

Denkt  man  sich  den  Punct  0'  der  ebenen  Curve,  dessen  Coordinaten  .an  den  neuen  Axen  durch 
Xo,  Xo,  Xo'  oder  Uo,  u^,  u«''  vorgestellt  werden,  dem  0  so  nahe  rückend,  dass  sich  der  Ab- 
stand zwischen  beiden  durch  kein  endliches  Maas  mehr  angeben  lässt,  so  verschwinden  die  auf 
der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichungen  befindlichen  Glieder,  welche  höhere  Potenzen 
von  Xo  oder  u«  in  sich  enthalten,  gegen  solche,  die  niedrigere  Potenzen  derselben  Grössen  in 
sich  tragen,  wenn  diese  nicht  völlig  null  sind,  ganz  und  gar,  weshalb  die  vorstehenden  Glei- 
chungen für  alle  solche  in  grösster  Nahe  bei  dem  0  liegende  Puncto  0'  übergehen  in: 

(M.  e.)  x;  =  B|'x,  ,    x;  =  ^r'Xo    und    u;=2^Vu,  ,    \i'=lfi"u.  , 

welche  Gleichungen  einer  Geraden  angehören,  die  zunächst  am  Puncte  0  an  die  ebene  Curve 
sich  möglichst  genau  anschmiegt,  und  also  die  Tangente  dieser  Curve  an  der  Stelle  0  ist 

Dass  diese  Gerade  die  Tangente  der  ebenen  Curve  sei,  geht  zwar  schon  daraus  hervor, 
weil  wir  oben  gezeigt  haben,  dass  eine  Gerade,  die  nicht  in  der  Ebene  der  ebenen  Curve  liegt, 
sich  auch  nicht  möglichst  genau  an  eine  bestimmte  Stelle  der  Curve  anschmiegen  könne.  Es 
lässt  sich  indessen  noch  zum  Ueberflusse  hier  wieder  speciell  darthun>  dass  die  Gerade  (98.  e.} 
in  der  durch  die  Gleichungen  (98.  a}  gegebenen  Ebene  liege,  womit  dann  alles  Bedenken,  ob 
sie  auch  wirklich  die  Tangente  sei,  in  sich  selbst  zerfallt  Schreibt  man  nämlich  die  Gleichungen 
(98.  e.}  mit  Zuziehung  derer  (98.  b.)  so: 

x'-r=sr(x-ö,  x"-r=^r(x-i)  und  a'-v=s«f'(u-i7),  n"-fi''=irf'(}i-^:)^ 

und  setzt  die  hier  für  x' — ^^  x" — |"  und  u' — V>  u"— i?"  erhaltenen  Werthe  in  die  Glei- 
chungen (98.  a.),  so  werden  diese  nach  Wegwerfung  des  allen  ihren  Gliedern  gemeinschaftlichen 
Factors  x  —  J  oder  u  — »;: 

*> +s !'»>'+ ^ry—0  und  p+^i?y+si?Y— 0, 

und  dass  diesen  Bedingungen  in  der  That  ein  Genüge  geschieht,  welchen  Punct  der  Flache  man 
auch  zu  dem  0  genommen  haben  mag,  geht  aus  den  in  $.  12.  Nr.  113.  stehenden  Gleichungen 
(7.  a.}  geradezu  hervor,  welche  zeigen,  dass  man  an  jeder  Stelle  der  ebenen  Cur\'e 

p  +  Bxy+^x'V'=0    und    p  +  Su'p'+^uY— 0 

hat,  wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  einmal  die  in  der  vordem,  ein  anderaiai  die  in  der 
hittlem  Gleichung  (98.  a.)  stehende  linke  Seüe  als  den  Ausdruck  sich  denkt,  weioher  a.  o.  a.  0. 
4nrch  ^^z  <>^  ^x  beteichnet  worden  ist,  und  im  lelxtem  Falle  die  Yeiindeiüdien  x,  x\  x^' 
durch  u,  u",  u''  ersetzt 
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Nachdem  wir  so  die  GewissheiC  erlangt  haben,  dass  die  durch  die  Gleichungen  (98:  e.y 
dargestellte  Gerade  in  der  Ebene  hegt,  durch  welche  die  Curre  «16  der  knuninen  Fläche  her- 
ausgeschnitten worden  ist,  und  Tangente  dieser  ebenen  Curve  an  ier  Stette'O  ist,  schreitetr  mt 
j^t  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  dieser  ebenen  Curve  an  der  Stelle  0.  Zu 
diesem  Zwecke  denken  wir  uni$  durch  die  Spitze  A  des  ursprünglichen  Coordisatensyslems  drei 
neue  Axen  AZ,  AZ',  AZ'"  gelegt,  von  denen  die  eine  AZ. parallel  mit  der  Tangente  der 
ebeiien  Curve. an  dem  Puttote  0,  die- andere  AZ^  ferallel  mit  der  Ebene  dieser  Curve  läuft 
uad  ittil  der  AZ  einen  rechten  Winkel  bildet,  also  parallel  zur  NormaK  der' ebenen  Curve  «m* 
Puncte  0  ist,  die  dritte  AZ"  endMcb  auf  der  Ebene  der  Curv<$  seokrecht  steht  uhd  daher  mir 
jeder  der  beiden  vorigen  einen  raehten  Witdcd  bildet,  so  dass  das  aus  den  Axen  A  Z ,  A  Z',  A  Z'' 
zuaammengesetzte  Coordinatensyst^n  ein  rechtwinkliges  ist  Bezeichnen  wir  durch  z ,  z\  ^'  die 
auf  diese  Axen  bezogenen  Coordinaten  von  irgend  einem  Puncte  d^r  ebenen  Curve,  durch 
^>  r?  C'  ^®  ^^^  Punctes  O,  so  ist  in  Bezug  auf  alle  Puncte  der  ebenen  Curve  z''=^', 
weil  die  Ebene  der  Curve  mit  der  Coordinatenebene  Z  AZ'  paraUel  läuft;  daher  wird  die  ebene 
Curve  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen 

V^  =  0    und    z"=r,  (•••'••> 

welche  aus  denen  (9S.  a.}  und  (^98.  c.}  dadurch  hervorgehen  müssen,  dass  man  in  diese  Tür 
X ,  x',  x"*  oder  u ,  u',  u"  ihre  Ausdrücke  in  z ,  z',  z"  und  zugleich  für  | ,  '|',  ^  und  rj ,  r]%  'q* 
ihre  Werthe  ih  5,'  ^,  5"  einsetzt,  so  wie  uiiigekehrt  aus  denen  ^99.  a.)  wieder  die  (98.  a.) 
und  (98.  c.]|  gefunden  werden  können,  wenn  in  erstere  fllr  z,  z',  z"  ihre  Ausdrücke  in 
X,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  und  zugleich  Wir  ?,  ^',  S"  «hi^«  Werthe  in  |,  |',  §"  oder  i?/,  V,  rl' 

r       * 

gesetzt  werden.    Legt  man  in  der  Gleichung  F^^iO  der  Coordinate  z"  ihren  durch  die  zweite  ' ' 

■ 

Gleichung  (99.  a.}  gegebenen  constanten  Werth' ^'  bei,  so  enthält  dann  F^'  nur  Woch  die  beiden 

retänderifchen  Coordinaten  z  und  z'  in  sich;  desshalb  stellt  sodann  die  Gleichung  F^^rzO,  für 

$ich  betrachtet,  den  in  Nr.  139.  des  gegenwärtigen  Paragraphen  gegebenen  Erläuterungen  zur 
Folge,  eine  Cylinderfläche  dar,  deren  Seiten  senkrecht  auf  der  Coordinatenebene  ZAZ'  stehen, 
und  die  von  uns  betrachtete  ebene  Curve  wird  aus  dieser  Cylinderfläche  durch  eine  £!bene 
herausgeschnitien ,  die  in  der  Entfernung  ^'  mit  der  Coordinatenebene  ZA Z'  parallel  läuft. 
Daher  ist  der  Durchschnitt,  den  diese  Coordinatenebene  in  der  Cylinderfläche  hervorruft,  eine 
Curve,  welche  der  von  uns  betrachteten  ebenen  Curve  congruent  ist,  und  es  entsprechen 
einerlei  Werthe  von  z  und  z'  gleichliegenden  Puncten  in  den  beiden  Curven,  so  dass  die  Krüm- 
mung des  von  der  Coordinatenebene  ZAZ'  in  die, Cylinderfläche  gemachten  Schnittes  an  der 
Stelle,  wo  z  =  £,  z'=^  und  z"=0  ist,  die  gleiche  ist,  wie  die  an  der  Stelle  0  in  der  von 
uns  betrachteten  ebenen  Curve,  wo  'z  =  S,  z'r=S';  z"=^'  ist.  Da  nun  die  Axen  AZ,  AZ',  AZ'' 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bilden  und  desshalb  die  Axen'  A  Z  und  A  Z'  in  Bezug  auf 
den  von  der  Ebene  ZAZ'  gemachten  Schnitt  ein  ebenes  CoiNTdinat^nsystem,  so  ist,  wenn  ^  die 
Länge  des  Krümmungshalbmessers  an  der  Stelle  dieses  Sclipi^es  vorstellt,  wo  z  =  ^  und  z'=^  (.«»  .tu»») 
ist,  der  in  $.  13.  dieses  Abschnitts  aufgestellten  Gleichung  (72.  h.^  gemäss,  w^il  die  Axe.AZ 
mit  der  Tangente  der  ebenen  Curve  an  0 ,  sonach  auch  itiil  der  gleichliegenden  des  durch  idie 
Ebene  ZAZ'  in  die  Cylinderfläche  gemachten  Schnittes  an  der  Stelle,  wo  z=:£  und  z'=C  i-"-  •-*  ^ » 
ist,  parallel  läuft: 
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wenn  C  ^  Function  von  C  aitgeBehen  wird,  und  diese  Gleichung  giebt  durch  q  zugleich  auch 
den  Krilinmungshalbmesser  der  aus  der  krummen  Fläche  herausgeschnittenen  ebraen  Curve  an 
der  Stelle  0  zu  erkennen. 

Um  nun  die  Länge  dieses  Krümmungshalbmessers  aus  den  Gleichungen  (98.  c.},  wodurch  die 
krumme  Fläche  gegeben  ist,  zu  erhalten,  seien  A,  A',  A";  Ai,  Ai,  AY;  A,,  A^,  A«  die 
schiefen,  so  wie  C ,  C,  C*;  C, ,  Cf ,  Cr ;  C, ,  C« ,  C^'  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche 
die  neuen  Axen  AZ,  AZ',  AZ"  der  Onhiung  nach  an  den  ursprünglichen  AX,  AX',  AX' 
lieCem;  femer  sollen  B,  B',  B'';  B,,  B[,  Bj";  B,,  Bi,  B^'  die  Projectionszahlen  ¥orsleUeii, 
welche  die  Axen  AX,  AX',  AX"  der  Ordnung  nach  an  den  Axen  AZ,  AZ',  AZ''  geben, 
wobei  sich  schiefe  und  senkrechte  Projectionszahlen  nicht  mehr  von  einander  unterschetden 
lassen,  da  das  letztere  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist;  dann  geben  die  dem  recht- 
winkligen Coordinatensysteme  eigenthümlichen ,  im  ersten  Abschnitte  angezeigten  auf  (lli.  b.) 
folgenden  Gleichungen,  wenn  man  sie  mit  den  dortigen  Gleichungen  (31.)  in  Verbindung  bringt: 

^ B  =0=  C  ,    B'  =D'  =  C.  ,    B"=D"=  C. , 

f  Bj  =z  Da  =:  C  ,    Bj  =  Dj  ^=  C| ,    B»  :^  DJ  m  Ca , 

Ausserdem  hat  man  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (65.  a.}  und  (66.  a.},  weil  man  im  recht- 
winkligen Coordinatensysteme  die  Coordinaten  z,  z\  z"  sowohl  als  schiefe,  wie  als  senkrechte 
ansehen  darf,  wenn  man  einmal  z,  z',  z"  Tür  y,  y',  y",  ein  andermal  für  v,  v',  v"  setzt; 

(z=Bx+B.x'+B.x",    k'=B'x  +  B;x'+B;x",    z"=B"x  +  Brx  +  B;'x" 
(tOO.IiO )     und 

(z=Au+A'tt'+A'V',  z'=a,u+a;u'+a;v,  z"=a,u+a;u'+a;v'. 

Diese  letztem  Gleichungen  geben  für  z ,  z',  z"  die  Ausdrücke  in  x ,  x',  x''  oder  u ,  u',  u"  an 
die  Hand,  welche  man  in  die  Gleichungen  (99.  a.}  einsetzen  muss,  um  die  vordem  oder  hin- 
tern Gleichungen  (98.  a.)  und  (98.  c.)  zu  erhalten;  diese  letztern  Gleichungen  (98.  a.}  und 
(98.  c.}  hängen  daher  mit  denen  (99.  a.}  vermittelst  der  Gleichungen  (100.  b.}  gerade  so 
zusammen,  wie  die  in  $.  12.  dieses  Abschnittes  betrachteten  (36.  a.)  mit  denen  (37.  a.)  durch 
die  (37.  c.},  wesshalb  alle  dort  erhaltenen  Resultate  mntcUis  muiandis  hier  wieder  ihre  An- 
wendung finden.  Fasst  man  zuvörderst  blos  die  ersten  in  (98.  a.)  und  (98.  c.}  enthaltenen 
Gleichungen  ins  Auge,  so  hat  man  den  Buchstaben  u  mit  dem  z  zu  vertauschen  und  ausser- 
dem noch 

i/o=0  ,     i/,  =  B  ,    v,=B,  ,     V3=B,, 

v;=o,  i;;=B',  v;=b;,  i.;=b;, 
i;;=o,  vr-v\  v;'=Br,  i/r=B;' 

zu  setzen,  wodurch  die  erste  dortige  Gleichung  (38.  b.}  hier 
(teo.  e.)  «z  =  B  +  B,Sx'+B,%x" 

wird,  und  die  dortigen  Gleichungen  (39.  c.)  hier  geben: 

/««^^i  ^,._B^+B:^x'+Brdx"     .  c;..._B-+Brsx'+Br^x'- 

^••.il.)  ^*-B  +  B/dx'+B.Sx"    "''*     ^*-B+B/dx'+B,bx"- 

In  diesen  Gleichungen  ist,  der  in  $.  12.  angeordneten  Gebrauchsweise  gemäss,  die  durch  S  an- 
gezeigte Ableitung  nach  x  zu  nehmen;  die  durch  b  angezeigten  sind  auf  die  hinter  diesem 
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Srioh^  stohenden  acoenäos  zu  nehiaendai  Badkstabtti  m  beliehen.  Aus  dlesea  Formeln  et«- 
geben  sich  die,  welche  die  letzten  in  (98.  a.)  und  (98.  c.)  enttaUeaen  Gleiehongen  angehen, 
wenn  man  den  Buchstaben  u  an  die  Stelle  von  x  und  den  A  an  die  Stelle  von  B  setzt,  wobei 
man  dem  Buchstaben  u  dieselben  Accente  zu  geben  hat,  die  bei  x  standen,  hingegen  dem  Buch- 
staben A  die  Zahl  der  bei  B  stehenden  Accente  als  ladex  anzuhängen  und  so  viel  Accente  bei- 
zufügen hat,  als  der  Index  von  B  besagt  So  erhält  man  anstatt  der  Gleichung  (100.  c.}  die: 

Sz=A  +  A' Su'+ A" l u"  (t—,  e.) 

und  anstatt  der  Gleichungen  (100.  dO  die:        '  -•■■.-   > 


s>-.— A.-i-A;^tt'+ArBu"      .  ^.»_A,+A;Bu'+A;'au"  ^^_  ^^ 

^^-ÄTArWTA^W    "^    ^*-AiA'W4A"*du'*»  (!••.#.) 


in  welchen  wieder  die  durch  S  angezeigte  Ableitung  nach  u  und  die  durch  B  angezeigten  nach 
den  hinter  diesem  Zeichen  stehenden,  aber  ohne  Accent  gedachten  Veränderlichen  zu  nehmen 
sind. 

Da  bei  uns^er  jetsigen  Beitrachtung  z"  den  coni^tanten  Werth  ^'  hat  und  deswegen 
^z''=0  ist,  so  verwandeln  sich  die  hintern  in  (100.  d.}  und  (100.  f.}  stehenden  Gleichun- 
gen in:  .  '  •^ 

B"+.BrSx'+B;'<8x"=jO    und    A,  +  A;^u'+A;^^u"=sO;  (tOI.  »•) 

eliminirt  man  aber  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  bx"  und  ^u''  aus  dqn  Gleicl^iiQgeii 
(lÖO.  c.)  und  (100.  e.),  so  wie  aus  den  vordem  (10(X  d.}  und  (|100»  f.),  so  findet. man: 

Br*z=BB;'— B''B,  +  (B,B;'— BrBOBx', 

c, ,    B'Br— B"B;-f-(B;F;-BrBo^x'  • 

^*=rB;'-B''^,+(biBt'-bffeO^^^' ' 

und 

A;'5zxaAA;'-^A"A,  +  (:A'A;'~A"A;)^tt', 


> '  • 


o>    f      Ai  Ä j  —  Äi  A%  "j"  V.''*!  ■"^t  ^~'  ""I  •"*  }  ^  ^ 

A  a;'— a"  a, + (A'  a;'— a"  a;)  b  u' ' 


und  diese  Gleichungen  gehen  mittelst  eines  auf  die  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Glei- 
chungen (81.  Ä.)  geworfenen  Blickes  über  in: 

Br5z  =  (A:-A.^x')[B],    Sz'=3:^±AK     . 

^^  } CtM*  *.) 

A;'5z=:(B.'^B'a»')[A]  ,    ^z'=:=i|±|4^. 

Ui  — '  Jp  0  u 

Leitet  man  jetzt  die  hintern  der  Gleichungen  (101.  bJ)  nach  x  und  u  ab^  so  eriiält  mm  mit 
nochmaliger  Bücksichtnahme  auf  die  so  eben  angezogenen  Gleiehuogen  (81.  a.}: 

(A;—A,bx )*'--' '     ,  (b;— B'bu7*-  -' '  , 

iWO  Sg  10  der  vordera  die  Ableitung .  von  z  nach  x>,  in  iler.  hintern  Gleichung  dangen  die  AV^ 
jMtwg  vo»  z  nach  u  bedeutet,  wie  sdion  in  den  vordem  auf  erster  un^  zweitm*  Zeile*  slehenr 
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den  Gleichungen  (101.  b.};  setzt  man  aber  die  aus  letiteni  ßir  St  Aah  ergebenden  W^rlhe 
in  die  vorigen,  so  verwandehi  sich  diese  in:. 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (100.  a.} : 

..' c;"yx'    [A]  „„,  ^_,_    A;-y«'    m 


(!•!.•.)  ^''-ca;-1a.^x0'7^  "»*•  ^'^-ccf-c.^u')' 


»_* 


[B]  l^v.,  — v.,t.u^    |-^-| 

Wendet  man  jetzt  diese  für  alle  Puncte  der  ebenen  Curve  gültigen  Gleichungen  auf  den  Punct 
0  an,  bei  welchem  x'=r^,  u'=:V  und  z'=^  ist,  so  erhält  man: 


y^-     (X-yr^  TA]  ^j  a;"Bv    |i; 


21, 

[B]  '^'^' '""-'[A]' 

und  hierduroh  nimmt  die  Gleichung  (99.  b.}  jede  von  den  zwei  nadistdiend»  Formen  an: 


welche  zeigen,  wie  sich  der  Krümmungshalbmesser  der  ebenen  Curve  an  der  SteDe  0  sowohl 
mittelst  der  aus  der  Gleichung  (px^=0  und  der  vordem  (98.  a.)  herzuholenden  Werthe  t^ 
und  V^  als  auch  mittelst  der  aus  der  Gleichung  v^a=0  und  der  hintern  (98.  a.}  herzuho- 
lenden Werthe  "ttj'  und  Vrf  finden  lässt  Die  Gleichungen  (101.  d.}  lehren  zugleich,  wie  sich 
der  Krümmungshalbmesser  einer  ebenen  Curve  an  einer  ihrer  Stellen  finden  lässt,  wenn  diese 
Curve  nicht  in  einer  der  Coordinatenebenen  liegt  Hierbei  hat  man  noch  zu  beachten,  dass  der 
im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichung  (84.  b.}  zur  Folge  hier 

[B]      •»       [A] 

ist,  weil  unser  gegenwärtiges  neu  eingeführtes  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  also 
k  =  l  ist,  wesswegen  man  die  Gleichungen  (101.  d.}  auch  so  schreiben  kann: 

149}  Die  Gleichungen  (101.  e.}  haben  zwar  eine  sehr  einfache  Form,  aber  die  in  ihnen 
vorkommenden  Frojectionszahlen  A,  und  Aj  oder  C,  und  C.,  welche  die  Richtung  AZ'  oder 
die  zum  Puncte  0  gehörige  Normale  der  ebenen  Curve  an  den  Axen  AX  und  AX'  liefert, 
verlangen  selbst  noch  ihre  weitere  Bestimmung  durch  die  Gleichungen  der  ebenen  Curve.  Er- 
wägt man,  dass  die  Axe  AZ"  senkrecht  steht  auf  der  durch  die  Gleichungen  (98.  a.)  gege- 
benen Ebene,  deren  Durchschnitt  mit  der  krummen  Fläche  die  ebene  Curve  liefert,  dass  also, 
die  Frojectionszahlen  A, ,  A^ ,  A^'  und  C, ,  C, ,  C'/ ,  welche  diese  Richtung  A  Z"  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  giebt,  den  CoeSizienten  q,  q",  q"  und  q,  q',  q",  welche  in  den  Gleichungen 
(98.  a.}  vorkommen,  proportional  sind,  wie  die  im  zweiten  Abschnitt  mitgetheilten  Gleichnge« 
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(4}  sogleich  an  die  Hand  geilen,  so  ttbeneugt  man  sicli,  das^  diese  Coeffizienteii  dwelk  jene 
Projeolionssalden  ersetzt  werden  liönnen,  und  man  sonach  anstatt  der  Gleichungen  (98.  a.)  die 
folgenden  nehmen  kann: 

C,(x-Ö  +  C;(x'-|')  +  C;'(x"-r)=0  und  A.(u-i?)+ A;(u'-i;')+Ar(u"-i?")=0.  CtM.  •.) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  in  Verbindung  mit  der  ersten  in  (98.  c.}  enthaltenen  die 
ebene  Curve  in  schiefen  Coordinaten  dar,  so  wie  die  zweiten  der  genannten  Gleichimgen  die 
ebene  Curve  in  senkrechten  Coordinaten  darstellen.  Jedes  dieser  beiden  Gleichungspaare  be- 
findet sich  genau  unter  den  im  ersten  Paragraphen  <fieses  Abschnitts  (Nr.  113.}  angeführten  Um- 
ständen, und  man  hat  beim  ersten  Paare  nichts  weiter  zu  thun,  um  alle  dortigen  Formeln  auf 
es  anwendbar  zu  machen,  als 

*^=c(x-ö+(xcx'-r)+c;'(x"-n, 

sonach 

1«0  019  • 01 

8  4>,=c, ,  ^  *x=c; ,  1 0x=c; 

zu  setzen,  und  aus  den  diesem  Paare  angehörigen  Resultaten  ergeben  sich  die  dem  andern 
Pbare  zugehörigen  analogen  einfach  dadurch,  dass  man  i^q  und  A  an  die  Stelle  von  q>x  und  C 
setzt,  alle  weiteren  Abzeichen  aber  eben  so  schreibt.  Auf  diese  Weise  giebt  die  dortige  erste 
Gleichung  (7.  b.)  hier: 

100  001  100  001 

(Xbyx— C.'?)^  A;  *  Vu— A"  ?>  VN, 

oder,  wenn  man  auch  hier  wieder  zur  Abkürzung 

setzt: 

Sx'=Sla^rf    und    Bu'=:y^"~^,;.  (!••.«.) 

^  —  tJj  ^  A2  —  At  tp^ 

Aus  den  Gleichungen  (102.  c}  findet  man  aber,  dass 

. .     .  c.  ,_  A,c+A;c;-c;-(A,y;+A;<ip;^> 

A|  "—  A|  O  X  — j^ j^TT      // 

y^  —  ^2  9>x 
und 

c    r  5^„'_  c.A,+c;A;-Ar(c,i/;;,+c:o 
c.  -  c.  an- A;-A;vi 

ist,  oder  wenn  man  beachtet,  dass  die  Axen  A  Z'  und  A  Z"  senkrecht  auf  einander  stehen,  und 
desswegen  den  oben  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Gleichungen  (21. 3  gemäss 

A.c,+A;c;+Arc;'=o  und  CiA.+c;A;+crA;'=o 

ist,  und  der  Kürze  halber 

A,  tp'j^  +  Mq>';  +  K=  gx     und     C,  i^i  +  C;  V«  +  C'/nz:  F«  CtO«-  «O 


schreibt : 


A[-A,lx'--fJ^^--„    und    C,-CZn'=--j,M^,.  U*» 

t-a  —  U  yx  Aj Ai  iff^ 
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Aus  den  Gleichungen  (102.  a.}  und  (102.  c.}  erhttit  man»  wenn  man  die  vordere  nach  x , 
die  hintere  nach  u  ableitet,  x'  und  x''  als  Functionen  von  x,  und  u'  und  u"  ab  Functionen 

von  u  betrachtend: 

CMS»«.)  Cs+c;^x'+c;'^x'=o  und  a,+a;su'+a;'Su"=o 

und 

^*  *'=  rr-     %    "V  KC;  -  C;'  yi')'  V  qpk  +  CC  y;  -  CO  V  <pi' 

^' "  -  .A>  ^i"  ."V  KAi  -  a;'  v«)'?>* v; + (a;'  y^'a  -  AO  V  V« 

(A,  —  Aa  yj^j 

+[(A;-A;y^)'i\4+(A;v„-Ao'BVa]^u+[CA;-A;>'^*^ 

und  diese  letzten  Gleichungen  geben,  wenn  man  aus  ihnen  ^x"  und  du"  mittelst  der  Glei- 
chungen (101.  a.)  eliminirt  und  für  Sx'  und  Su'  ihre  Werthe  aus  (102.  c.)  einsetzt: 

yx'=,„,   %  „.jcc;-c;>;0(c.y;^-c;qp;j'b'y^+(c;>k-c,)(c,y;^-c;y;0*-d'9^ 

Ol  •  •!• 


+  (c;-c;>'^)''r«pi+(c;-c;'<p;;)(c;>i— c)''d  Va , 
yu'=:  ■■■,   ^f„  .>vK^'-^'>«X^-^"-'^'V^")*^V«+CA;y,-A.)CAtV'«-AW'^Va 


0  10  •  1  • 


UM.  •.)  <  +  (a; — a;'  1^;)  (a;'  v^i  -  a,)  ?>  v4 + (a;'  v« — ao*  '^  < 


10  0  10  0 


+(A;-A;>;y  b  t//i+(A;- a;>'^)  (Ar  v^^-ao  ^  <J . 

Die  Gleichungen  (103.  a.  bis  c.}  haben  Gültigkeit  Tür  alle  Puncto  der  ebenen  Curve;  wendet 
man  sie  auf  den  Punct  0  an ,  indem  man  ^,  ^y  ^'  und  rj ,  ri'y  v['  an  die  Stelle  von  x ,  x',  i!' 
und  u,  u',  u"  setzt,  wodurch  den  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  zur  Folge 

100  010  100  010 

und 

(104.  k.)  A.<p'^+A;9)'^+A:'=g^  und  c.v;+c;v;' +  c:'=F^ 

wird,  so  werden  die  Gleichungen  (102.  e.}  an  diesem  Puncto: 

C"  5?  A"  F 

und  die  (103.  b.  und  c.}  geben  an  demselben  Puncte: 

(i»4.  *.)  <  +  (c; — c;'  9p  (c;-  ^^ — co  *'ä  V^ + (C  9>'^  -  c,/'d'  y'^ 


10  0  10  0 


+ Cc;  -  c;'  «pP'  ^  9^  +  (c;  -  (X'  ^"^  (c;'  y^-  co  ^  y^ , 
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+  Ca;  -  a;>p»' IV; + CA'.  -  a;>p  ca;>;  -  A,)' ^V;i  • 

Mittelst  der  Gleichungen  (104.  c.}  gehen  nun  die  (101.  e.}  über  in: 

^1    (c;-c;>p'?)'S'  1    h«(A;-A;>p'y,' 

±ß= — F^m —   ""**  -e= ÄTp (!•».•.) 

oder,  wenn  man  in  diese  für  ^'1"  und  t*fj  ihre  Werthe  aus  denen  (104.  d.}  und  (104.  e.} 
einsetzt : 

+ (c;  -  c;-  <pP  (c;-  y^ — c)*iV^ + (Ci'  v't  -  c^^V^'  ^  <*•»•  »•> 
+ ((^  -  c;>p*' 'dV^ + (^  -  c;>p  (c;>^  -  C)  IV^]  • 

±J==£[CA;-A;vp(A.v';-A;i^p*iV,+(A;v,-A.)(A.v^;-A;i^p*iV; 

+(a;-a;vP(a;v,-a.)'?iV;+(a;v^-ao*'^V;  >  Ci«».«.) 
+(A;-A;>p»'iV;+CA;-A;vp(A;>;-A.)'bVp 

Die  rechten  Seiten  der  letzten  zwei  Gleichungen  vereinfachen  sich  durch  folgende  Betrach- 
tungen. Bezeichnen  p ,  f\  p"  und  y ,  p\  p"'  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen, 
welche  die  RicIUung  der  zum  Puncte  0  gehörigen  Nonnale  der  krummen  Fläche  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  liefert  oder  eine  mit  dieser  Normale  durch  die  Coordinatenspitze  A  parallel 
gezogene  Gerade  AN,  so  ist  den  Gleichungen  (97.  b.}  gemüss: 

••1  •!•  !••  ••!  tlO.I«0 

J)":  J)' :  J)  =  %  qp^  :  B  y^  :  'd  <3p^    und    p":  p':pz=^di^    :bt/^    :St^    , 
oder  den  in  (104.  a.}  eingerührten  Bezeichnungen  entsprechend: 

stellt  ferner  X  den  Winkel  vor,  welchen  die  Richtungen  AN  und  AZ'  oder  die  Nonnalen  der 
krummen  Fläche  und  der  aus  ihr  herausgeschnittenen  ebenen  Curve,  beide  an  dem  Puncte  0 
genommen,  mit  einander  bilden;  so  ist  den  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Gleidiungen 
(9.  a.  und  b.}  zur  Folge: 

A, »)  +  A;  p'+  A;>"=  cos  l    und    C,  p  +  C;  p'+  Crp"=  cos  X ,  {ßm%.  *•> 

oder  wenn  man  für  f),  ))'  und  Tür  p,  p'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (106.  a.}  setzt: 

COSi  .      ^      ,     .    ^,     «    .  y^//       cosJ,  . 


A.y'^+A;9)'^+Ar=^  und  Cv»;+c>;+cr= 


jf 
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diese  Gleichungen  lassen  sich  aber  den  in  (104.  b.}  eingerührten  Bezeichnungen  entsprechend 
auch  so  schreiben: 
4--^^       ^    *  aj        cosi         ,    „        cosi 

Weil  femer  die  zwei  Richtungen  AZ'  und  AZ"  senkrecht  auf  einander  stehen,  so  ist  den  im 
ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (21.}  gemäss: 

a,c,+a;c;+a;'c;'=o  und  c,a,+c;a;  +  c;'a;'=o, 

und  eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  und  denen  (106.  b.}  die  Grössen  A^  und  Cr,  so 
'"•  erhält  man: 

c;  cos  i = A.  (p  c;' — r  CO + a;  qp'  c;' — r  c;) 
a;'  cos  A = c.  (p  a;'—  p"  ao  +  c;  (p'  a;'—  p"  a;) 

oder,  wenn  man  in  diese  für  )) ,  p'  und  p ,  p'  ihre  aus  den  Gleichungen  (106.  a.)  entnommenen 
A^erthe  und  zu  gleicher  Zeit  Tür  cos^  seinen  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  (106.  c.} 
sich  ergebenden  Wertb  einsetzt: 

( C'/  S>  =z  A,  (Ca  Qp  >  —  Cj)  —  AI  (Ci  —  Ci'  cp  >) 

( Ai' F^ = c,  (A;'t//^  -  AO  -  c;  (a;- a;>p  . 

Da  die  Normale  der  krummen  Fläche  an  der  Stelle  0  senkrecht  auf  der  Tangentialebene  der 
krummen  Fläche  an  derselben  Stelle  steht,  so  steht  sie  auch  senkrecht  auf  der  in  dieser  Tan- 
\  '*  ■  •  gentialebene  liegenden  Tangente  der  ebenen  Curve  an  der  Stelle  0;  es  bildet  daher  die  Rich- 
tung AZ  mit  den  beiden  andern  AZ"  und  AN  rechte  Winkel,  so  dass  zufolge  der  im  ersten 
Abschnitte  erwiesenen  Gleichungen  (230  i^* 

C;»)"— C;'p':  Q'p  —  C^p":  C,»)'— C;p  =  A  :  A':  A" 
und 

A;p"— A;'p':  A;'p  — A,p":  A,p'— A;p=:C  :  C:  C", 

« 

m 

oder,  wenn  man  in  diese  Proportionen  für  p ,  p'  und  p ,  p'  ihre  Werlhe  aus  den  Gleichungen 
(106.  a.)  einsetzt: 

rc;  — C;>^  :  C;>^  — C,  :  C^y"  — C;(p'^  =  A  :  A':  A" 
(iOe.  ••) I     und 

(a;— A;>^  :  A;>^— A,  :  A,ilj'^—A^y/^  =  C  :  C  :  C". 

Dividirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  (106.  A)  suocessive  mit  C'^  q>'t — C,,  Ci  —  Ci'y>, 
Ca  (p'^  —  Ca  qp> ,  und  die  zweite  derselben  Gleichungen  successive  mit  Ai'  rp'  —  A, ,  Ai  —  Ai'  y/' , 
A«V^«  —  Ait/;' ,  so  erhält  man  mit  Zuziehung  der  Verhältnissgleichungen  (106.  e.): 

g^  '  _A|A^— a;a  gf      _A,A^— a;a  gf       _A.A^— a;a 

C«'  v'e  —  Ca  Ci'  A'        '     Ci  —  Ci'  y  >  Ci'  A        '     C»  qp^  —  Cj  q>'t  Ci'  A" 

Fy'    _c;c— c:c  Fy     _c,c^— c;c  f^       _c,c^-~c;c 

a;>;^— A."^    a;'C'     '    a;-.a;V'~"   a^c     '    Aa^^'^— a;v/;^~    a;'C"     ' 


%  14.  Nr.  14*.  Kr^motte  Fliehe.  M». 

wdl  aber  de»  Gleiehitngeo  (iOO.  a}  zur  Folge 

A,A'— a:a     a,a'— a:a     .  c,c'— c;c     b,b'— b;b 

qf —  =  — B? —  ™*  -^^ —  =  — aT^ 

isti  und  den  im  eritea  Abschnitte  gegebenen  leisten  Gleichangen  (81.  a.}  gemitos 

abo 

h^^M=-l\^    und    ^^y^=-[B] 

ist,  so  gehen  hierdurch  die  Gleichungen  (107.  a.},  wenn  man  gleichzeitig  alle  in  ihnen  vor- 
kommenden Quotienten  umkehrt,  über  in: 


/^ 


CJ'y^  —  C, ß^'        C,  —  C"<p'^ \        Cttp'^  —  Cjtpf ^ 

»f  [A]  »*  [A]  »*  [A] 

und 

a;>;-a,        c'      a;-a;>;         c 

%  [B]  %  [B]  *i»  [B] 

Giebt  man  jetzt  in  der  Gleichung  (105.  b.}  jedem  der  bei  den  Ableitungen  von  q>'^  und  tp'l 

stehenden  Factoren  eines  von  den  drei  in  $1  enthaltenen  0^  zum  Nenner,  und  in  der  Gleichung 

(105.  c}  jeden  der  bei  den  Ableitungen  von  ^'  und  ^ff'  stehenden  Factoren  eines  von  den 

drei  in  P  enthaltenen  F    zum  Nenner,  setzt  hierauf  an  die  Stelle  der  so  abgettnderten  Fac-» 

toren  deren  Werthe  aus  den  Gleichungen  (107.  b.},  und  für  das  eine  noch  zurückgebliebene 
%u  und  F    seinen  aus  der  Gleichung  (106.  c.)  entnommenen  Werth,  so  erhält  man,  v^enn  man 

zu  gleicher  Zeit  beachtet,  dass  den  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (84.  c)  ge- 
müss  hier 

[1]'=^    und    [B]«=h« 
ist,  weil  man  im  neu  eingeführten  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  k*=:l  hat: 
+ i  cos  A = »>"  [A  k''i\'^ + A'  A"'i  V'i  +  A  A'  (i\'^  +'^Vp  +  A'»*iV'i  +  A'^b^^ 

+  lcosA=p"[C  C"'^Vv  +  C'C"*^*V^'+CC'  (V^/^V^Vp  +  C'^Vv^'^  +  C*  »V;],' 

und  diese  Gleichungen  lösen  die  Aufgabe  der  Krümmungsbestimmung  einer  krummen  Fläche 
an  einer  ihrer  Stellen  in  allgemeinster  Weise.  Sie  lehren  den  Krümmungshalbmesser  für  jeden 
unter  einer  belid)igen  Neigung  A  gegen  die  Normale  der  Fläche  geführten  Schnitt  der  Fläche 
an  dieser  Stelle,  und  für  jede  Lage  der  Geraden,  in  welcher  dieser  Schnitt  der  Tangentialebene 
der  Fläche  begegnet,  unmittelbar  a^s  der  Gleichung  finden,  durch  welche  die  krumme  Fläche 
gegeben  ist;  denn  die  Grössen  )>"  und  p"  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen  (106.  a.}  eben^ 
falls  aus  der  Gleichung  der  krummen  FlSohe  bedeilen. 
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150)  Da  die  Grössen  A,  A',  A"  oder  C,  C,  G"  der  Geraden  utgehören,  in  weicher  .die 
Schniltebene  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche  an  der  Stella  0  begegnet,  und  also  ihren 
Werth  nicht  ändern,  so  lange  diese  Gerade  dieselbe  bleibt,  was  auch  übrigens  die  Neigung  des 
Schnittes  gegen  die  Normale  der  Fläche  an  dieser  Stelle,  d.  h.  der  Winkel  X  sein  mag,  so 
lässt  sich  aus  den  Gleichungen  (107.  c.}  unmittelbar  entnehmen,  dass  von  allen  den  Sohnitten, 
welche  die  Tangentialebene  in  derselben  Geraden  treffen,  derjenige  den  grössten  Krümmungs- 
halbmesser bei  0  hat,  fiir  welchen  cosX,  =  +'l  ist,  also  der,  welcher  durch  die  Normale  der 
Fläche  an  der  Stelle  0  hindurch  getuhrt  wird.  Bezeichnet  q^  diesen  grössten  Krümmungshalb- 
messer für  irgend  einen  durch  die  Normale  der  Fläche  hindurch  geführten  Schnitt  und  ^i  den, 
welcher  einem  Schnitte  angehört,  der  mit  der  Normale  der  Fläche  den  Winkel  l  macht  und 
die  Tangentialebene  der  Fläche  in  derselben  Geraden  trifn,  wie  der  Schnitt,  dessen  Krümmungs- 
halbmesser bei  0  sich  als  q^  gezeigt  hat,  so  geht  aus  jeder  der  Gleichungen  (107.  c.)  her- 
vor, dass 
(tos.)  ll.C08l=Qi 

ist,  dasf  also  die  Krümmungshalbmesser  zweier  Schnitte,  die  durch  dieselbe  in  der  Tangential- 
.    .  ebene  an  0  liegende  Gerade  hindurch  geh^n,  und  von  denen  die  eine  durch  die  zu  0  gehö- 

rige Normale  der  Fläche  hindurch  geht,  die  andere  aber  nicht,  stets  dasselbe  Yerhältniss  zu 
einander  bebalten,  was  auch  die  Gerade  sein  mag,  in  welcher  diese  beiden  Schnitte  die  Tan- 
gentialebene an  0  treffen,  wenn  nur  der  Winkel,  den  die  beiden  Schnittebenea  mit  einander 
bOden,  derselbe  bleibt.  Wüh;rend  die  Schnittebene  bei  stets  gleicher  Neigung  gegen  die  Nor- 
male der  Fläche  sich  um  den  Punct  0  herumdreht,  ändern  sich  die  Krümmungshalbmesser  der 
Schnittcurven  an  dieser  Stelle  in  einer  Weise  ab,  die  von  der  Grösse  der  Neigung  des  Schnittes 
gegen  die  Normale  gänzlich  unabhängig  ist;  es  drängt  aiok  daher  hier  die  Frage  anf,  bei  wel- 
cher Lage  der  Geraden,  worin  die  Schnütebene  der  Tangeotialebeiie.  begegnet,  der  Krttmmungs^ 
halbmesser  einen  grössten  oder  kleinsten  Werth  annimmt,  und  diese  Frage  läuft  offenbar  mit 
der  andern  auf  Eins  hinaus :  Wie  müssen  die  Grössen  A ,  A',  A"  oder  C ,  C\  C  beschaffen 
sein,  damit  die  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  oder  zweiten  Gleichung  (107.  c.}  stehenden 
Ausdrücke  grösste  oder  kleinste  Werthe  anilehmen?  Um  diese  Untersuchung  in  der  rechten 
Weise  durchführen  zu  können,  darf  man  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  Grössen  A ,  A'',  A'' 
und  C,  C,  C"  keineswegs  von  einander  unabhüngig  sind;  denn  erstlich  bestehen,  den  im  ersten 
Abschnitte  erwiesenen  Relationen  (12.)  und  (47.  a.)  gemäss,  zwischen  ihnen  die  Gleichungen: 

r  C  =  A  +  A'cosW  +  A"cosW',  C'=  A  cosW  +  A'+  A"cosW",  C"=  A  cosW'+  A'cosW"+  A" 
(tlW.  ».)  }    ,und 

(        -  (6A=8ic+r(r+8rc",    s;A'=:8(,c+si;c'+sirc",  s;'A"=a,c  +  8i;c+a;'C", 

von  welchen  jedoch  die  drei  einen  blos  Umformungen  der  drei  andern  sind;  sodann  besteht 
zwischen  ihnen  die  dort  aufgefundene  Richtungsgleichung  (11.} ,  nämlich: 

(MS.  HO  A  C  -f  A'  C'+  A"  C'=  1 ; 

endlich  hat  man  zu  diesen  Gleichungen,  weil  die  Gerade,  worin  die  Tangentialebene '  der  krum- 
men Fläche  von  der  Schnittebene  getroffen  wird,  deren  Projectionszahlen  eben  A,  A',  A''  und 
C ,  C,  C"  sind,  mit  der  Normale  der  krummen  Fläche  an  0  einen  rechten  Winkel  bildet,  nocfc 
die 

Ap  +  AV+A'y'=0    oder    Cp  +  (yp'+C"p''=0 
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hinnnangen,  wofür  man  auch  den  Gleichungen  (106.  a.}  gemfiss  die 

k<p'^  +  A'(p'^  +  A."—0    oder    Cv.^  +  Cv^  +  C"=0  (i 

setzen  kann.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  sechs  Grössen  A,  A\  A"  und  C,  0%  C"  durch  fibif 
Gleichungen  von  einander  abhängig  gemacht  werden,  dass  sonach  nur  eine  von  ihnen  nach  Be- 
lieben gewählt  werden  kann,  die  fünf  übrigen  dagegen  als  Functionen'  dieser  einen  angesehen 
werden  müssen.  Anstatt  uns  aber  fünf  von  diesen  Grössen  als  Functionen  d^r  sechsten  vorzu-* 
stellen,  werden  wir  alle  sechs  wie  Functionen  einer  ausserhalb  ihnen  liegenden  Veränderlichen 
MSdi^  liin  synoietrischero  Resultate  xa  erhaUen.  Leitet  man  in  diesem  Sinne  dia  ^eichangea 
(100.  a.  bis  C.3  nadt  der  neu  eingeführten  upd  vitllig  unbestimiul  gelassenen  Verüoderiicb«« 
id),  so'gebea  sie,  wenn  sian  bieitei  das  Ableitangszeichen  4  in  Anwendung  bringt: 

d  C=d  A  +  d  A'cos  W  +  d  A"cos  W ,    d  C'=  d  A  cos  W  +  d  A'+  d  A"cos  W 

d  €"=  d  A  cos  W'+ d  A'60s  W"+ d  A" 

oder 

6dA  =  8ldC  +  a'dC'+a"dC",    6.' d A'=  81, d C  +  «: d C'+ «r d C", 

^'dA"=?r,dc+a;dC'+a;'dC"; 

AdC  +  A'dC'-f  A"dC^-i-CdA  +  C'dA'+C"dA"=0; 
dA9)^  +  dA>'^  +  dA"=0    oder    dCv;,  +  dCv;|  +  dC"=Ow 

Man  kann  sich  aber  leicht  fiberzengen,  dass  stets 

AdC  +  A'dC+A"dC''=CdA-f-G'dA'4-C"dA" 


«.) 
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ist;  denn  multiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  (110.  a.}  der  Reihe  nach  mit  A,  A\  A" 
und  addirt  die  drei  so  sich  ergebenden  Resultate  zu  einander,  so  überzeugt  man  sich,  dass 

AdC  +  A'dC'+A''d(y'— dACA  + A'cos W  +  A''cosW')  +  dA' CAcOsW  +  A'+A''oesW'0 

+ d  A"  (4  cos  W'+  A'cos  W"+  A") 

isl,  und  diese  Gkichmig  geht  mit  einem  Blick  auf  die  in  erster  Zeile  siehenden  (109.  a.^  so- 
fleioh  in  die  zu  erweiseade  Relation  (110.  d.)  über.  MÜtelsl  dieser  RelatioQ  nwi  zerfdll  die 
iGlBickuBg  (liO.  b.)  in  die  zwei  f (Agenden:  . 

CdA+CrdÄ'-f-C"dA"=0    und    AdC  +  A'dC'+ A"d(r=0. 

Aus  den  vordem  Gleichungen  (HO.  c.  und  e.)  findet  man  durch  successive  Etimination  von 
einer  ihrer  Ableitungen: 


!#*• 


•  ••> 


dA  :  dA':  d A"=  C— C" (p'^  :  C'>'^  — G  :  C<p'^_C>'^ 

und  aus  den  hintern  auf  die  gleiche  Weise 

dC  :  dC':  dC"=A'— A>'^  :  A>^— A  -Ai/;;j  — A>' 

Setzt  man  nun,  um  zu  den  gewünschten  grdssten  und  kleinstevi  Werihen  zu  gelangen,  die  Ab* 
leitungen  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (107.  c.^  stehenden  Ausdrücke  in  dem 
Sinne  genommen^  dass  A,  A',  AV  und  C,  G\  C'  FMOianen  von  eiaer  ms^er  ihnen  Udgendon 
and  nicht  weiter  beslimmlen  Vnrtadcorlidieii  sind,  d^KuU  gleich,  so  fiii4^  ma&:  - 

39* 
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0=CAdA"+ A"dA)  3  y^  +  (A'dA"+A"dAO  %  q/^ 
+  (AdA'  + A'  dA)(*b  9^+'^Vp-+  2A'dA'V<p';  +  2AdA  iV^ 


••1        .  »Ol 


0  =  (CdC"+C"dC)  %  v^;^  +  (C'dC"+C"dCO  *d  i//^ 

in  welchen  Gleichungen  man  fär  d  A ,  d  A',  d  A"  und  d  C ,  d  C,  d  (^  die  ihnen  proportionalea 
GrÖMen  setzen  darf,  welche  durch  die  Gleichungen  (110.  f.)  gegeben  sind.  Thut  man  diess 
und  vereinfachl  man  die  Substitutionsergebnisse  mit  Hflfe  der  Gleichungen  (109.  b.)  und  (109.  c), 
so  nehmen  sie  die  folgende  Form  an: 

0 = [2  A  (C  (p-^  -  C>'^)  -  V^f  i  V'^  +  [2  A' (C  y'^  -  C>p  +  yy'iV'^ 


I 
I 
•  1«  •  I« 


4-[2A  CC>^-C)  +  1]  t  y^  +  2A'CC>^-C)  S  (p^' 


!• •  100 


+  [2  A'  (C-  C"  9)p  —  1]  %  (p'^  +  2  A  (C—  C"  9p  b  <f'^ 
<Ui.A.) <       aad 


••I  ••! 


o=[2C(Av/;-Avp_v;p  a  v;+[2C'CAv;;'-Av;)+ v;j  s  v; 
+  [2  c  (A"  v^;  ^  A) + i]'b  V; + 2  c  (A>;-  A)  s  V; 

+  [2  C  (A'- A'>p  - 1]' ^V;  +  2  C  CA'-A>p 'f  t//  . 

Aus  diesen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  denen  (109.  a.  bis  c.}  hat  man  die  Werthe  von 

A,  A',  A"  und  C,  C,  C  herzuholen,  welche  in  die  Gleichungen  (107.  c.)  gesetzt  -cosJl  zu 

einem  Grössten  oder  Kleinsten  machen.  Die  Aufsuchung  dieser  Grössen  auf  dem  hier  einge» 
schlagenen  Wege,  wo  in  die  Ausdrücke  blos  die  Functionen  q)  und  xj)  aufgenommen  worden 
sind,  stösst  indessen  auf  einige  Hindemisse,  wesswegen  wir  im  Interesse  des  Lesers  die  hierbei 
einfach  zum  Zi^e  führende  Behandlungsweise  ausführlich  angeben  werden. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass,  wenn  (p^=zO  eine  Gleichung  ist,  welche  drei  Veränderliche 
in  sich  enthält  und  «p^ ,  tp^  die  ihnen  in  den  Gleichungen  (104.  a.}  gegebene  Bedeutung  haben, 
man  der  in  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  gegebenen  Gleichung  (6.  e.)  gemäss  hat: 


001  001  010  100 


und  aus  demselben  Grunde  ist  auch  noch: 

setzt  man  daher  an  die  SieHe  der  aHgenieinen  Coordinlitenwerdie  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u^'  die 
besondern  l^^^  i'*  «nd  17,  nf^  rf%  so  werden  die  TorsteheBden 
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und  } {«"•>»•) 

Zieht  man  diesa  Gleichungen  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  von  denen  (111.  a.)  ab  und  dividirt 
mit  2,  so  kOHiml: 

+  (C'>'^-^C)A'Vy';  +  (C'— C'>pAVy'^  +  (C— C'>pA''Vy'^ 
und 

o=n(Av;-A>pciV;+(Av;-Av;)c''^V;+(A>;-A)c'iV, 

+(A'V;-A)C'Vv(;+(A'-A'Ypc'IV;+CA'-A>pc''iV;- 

Eliminirt  man  jetzt  mittelst  der  Gleichung  (109.  b.}  aus  der  vordem  Gleichung  (109.  c.)  suc- 
cessive  die  Grössen  A ,  A',  A"  und  aus  der  hintern  successive  die  Grössen  C ,  C\  C",  so  er-* 
hiilt  man: 


(fit.  «0 


A  (C  9^'-C>p  -A"  (C'-C  >p  =  9'^    ""<»         C  (Av;;-A>p  -  r(A'-A>p  =v;  l'  " 

-  A'  (C  9^-C>y  +A"  (C V^-  C)  =  y'^    mid    -^  C  (Ai/;;-A>p  +  C'XA>;-  A)  =:^i/{  („^.  ^., 

—  A  (C'>^  — C)  +  A'(C'— C>p=l      M<»    — C  (A>;— A}  +  C'(A'— A'>p=l;\ 

setzt  man  aber  in  die  ersten  Glieder  der  Gleichungen  (111.  c.}  fUr  A(C9>'^-^C''y>p  und 
C(A^^  —  A'^'')  ihre  aus  den  ersten  Gleichungen  (111.  d.}  entnommenen  Werthe,  sodann  in 
deren  zweite  Glieder  für  A'(Cy'^  — C>p  und  C'Qky/'  —  A'%fQ  ihre  aus  den  zweiten  Glei- 
chungen (Hl.  d.3  entnommenen  Werihe,  hierauf  in  deren  dritte  Glieder  für  A  (C  ^^  —  C}  und 
'C(A'>' —  A)  und  zuletzt  in  deren  letzte  GUeder  für  A'(C'— C'>n  und  C'(A'— A'>'0 

/  ^  TT 

ihre  aus  den  dritten  Gleichungen  (111.  d.)  entnommenen  Werthe,  so  findet  man,  nachdem  noch 
zu  den  Resallaten  dieaer  Substitution  die  Gleichungen  (111.  b.)  addirt  worden  sind: 

0= (c—  cyp  [A"*B  V'^+ A''i  V^ + a'^  Vy + (c  V^— Q  [A"*^  Vi+ A'*»  Vi + A  a  V^J 

und 

o=cA'-A>p[r^V;+c'yv';+c'^V;]+(A'y,-A)[C''**V;+c'^V;'+c'iV;]. 

Dividirt  man  nun  diese  Gleichungen  mit  A"C  und  setzt  man 

A  A'         ,        j    C  C         , 

-j^,  =m  ,    -jT,  =m     und    ^  =n  ,    ^,  =n  , 

so  wandeln  sie  sich  um  in: 

001  Ol«  !••  «01  010  100 


(Ml,  e.) 


(Ifl.  ff.) 
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und  die  Gleichungen  (109.  c)  geben,  wenn  man  die  erste  mit  A",  die  zweite  mit  C  dividirt : 
(tii^fti)  in <p'^ .+ m' 9'^  +  1  =  0    und    ni^'^  +  n>^'+ 1  =0  ; 

setzt  man  aber  die  aus  diesen  letzten  Gkichungeii  für  m'  und  fi'  sich  ergebenden  Werthe  in 
die  (111.  f.)  ein,  so  erhält  man: 


nnd 


(l+TOflp^  \   r«««  iti«  ^»«t  vi«»»        xl 


0«  I 


welchen  Gleichungen  man  auch  die  nachstehende  Form  geben  kann: 
(iti.M  Gmn  +  Hm  +  In  +  K=0    und    ®mn  +  ^m  +  3n  +  ft=0  , 

wenn  man  der  Bequemlichkeit  halber        f 

CMt.  «.) (      und 


•10  l««  •••  !•• 


0 + vi>p (v;'^V;- v;'^ Vp  - ¥^9(  (v;*^ V;- v^;'iVp =3  , 


setzt 


Aas  den  Gleichungen  (111.  h.}  findet  man  nun  ohne  Mühe  fllr  ra  und  n  zwei  Paare  von 
Werdieni  die  wir  durch  mi ,  n.  und  m» ,  n,  bezeichnen  wollen.  Diese  zwei  Paare  von  Werthen 
entsprechen  zweierlei  Riditungen  der  Schnittlinie,  in  welcher  die  Ebene  der  Curve  der  Tangen- 
tialebene der  krttonieii  nsdie  begegnet,  von  denen  die  eine  zur  kleinsten,  die  andere  snr 
grdssten  Krümmung  der  Flttche  bei  einerlei  Neigung  der  Schnittebene  gegen  die  Normale  der 
Flftciie  an  d«n  henrorgehobenen  P^inofte  O  hinführt    Bezeichnen  t.,  ai,  9k  nnd  c«,  cl,  c."  die 
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sehiefen  vmi  denkreefiten  ^ojeeKoMsahten,  weiche  die  eine  Ton  iKesen  swei  AicMungen  an 
tea  Axen  AX,  AX',  AX"'  giefcl,  M>  wie  ft, ,  a^,  tkt  und  c, ^  c^,  e^'  die,  Welche  die  andere 
Richtung  an  den  gleichen  Axen  lierert,  so  lassen  sich  diese  Grössen  aus  den  Wertheii  nii ,  ni 
und  m,,  n,  wie  folgt  finden.    Es  ist  näinUeh  iw  umnittelbar  hinter  den  Gleichungen  (111.  e.}  , 
eingeführten  Bezeichnungen  gemäss: 

fl  C  8  C 

4/  =  m,    und    4  =  n,    sowie     4  =  ni,t    und    -?^  =  n,  ,  '     (tn.  a.) 

Bi  C|  8)  Cj 

und  die  fllr  jede  in  der  Tangentialebene  an  0  liegende  Richtung  gültigen  Gleichungen  (109.  c.}  ;  »   > 
geben,  wenn  man  in  sie  Tür  A,  A',  A''  und  C,  C\  C  einmal  ai,  aj,  a^  und  c, ,  Cj,  ci'  und 
ein  andermal  a,,  a^,  a^  und  c,,  c^,  c^'  einsetzt: 

J;?>^+|v'^+i=o  und  ^v';+|^;'+i=o, 

aus  denen  man,  die  Gleichungen  (112.  a.}  berücksichtigend,  findet: 

,       |iy^'  =  -(l  +  m.yp    und    |v';'=-(.l+n.V';)  , 

hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (112.  a.}  folgt  aber: 

l  +  m,(]p;                                                        *  +  ni'M'l 
,     a,  :  a(  :.  a!  ==::  V«  :  —   jr-^  :  1     Uftd    c,  :  <^  :  cI'  =::  n,  : jt*-*  :  1 


sowie 
a 


(fit.  b.) 


„_  l+ins9^  .       .._  l  +  n^V^'^ 

%  :  a^  •  a^      ■  m^  :  — •  ..        :  i     uno     c«  :  Cj  :  Cj  ■      n«  :      *  ,.        :  i  r 

man  kennt  also  Zahlen,  welche  den  Projectionszahlen  der  gesuchten  Richtungen  proportional 
sind,  aus  denen  man  sonach  diese  Prc^ectionszaUen  selbst  berechnen  kann,  wie  oben  im  ersten  ^ 
Abschnitte  (Nr.  21.)  gezeigt  worden  ist 

151)  Die  beiden  in  voriger  Nnmmer  bestimmten  Richtungen  der  grdssten  und  kleinsten 
Krümmung  ebier  Fläche  an  eiiiem  ihrer  Puncte  0  besitzen  einige  merkwürdige  Eigenschaften, 
die  wir  jetzt  angeben  werden.  Dabei  werden  wir  voraussetzen,  dass  die  Axe  AX"  in  der 
Normale  der  Fläche  af  dem  Punde  0  liege  und  die  beiden  andern  A  X  mi4  A  X'  mit  der  Tan- 
gentialebene der  Fläche  an  dem  Puncto  0  zusammenfallen,  wodurch  «Ua  Betrachtungen,  viel  .ein?-  ..> 
facher  werden,  ohne  dass  diQ  aus  ihnen  ^u  schöpfenden  Resultate  darunter  Noth  leiden  können, 
da  die  Natur  der  Krümmung  einer  Fläche  offenbar  in  keiner  Abhängigkeit  zu  dem  besondem 
Coordinatensysteme  steht,  an  welebem  die  Untersuchung  derselben  vorgenoiiun|ef[i  wird.  An  die- 
sem besondern  Coordinatensysteme  wird  erstlich 

p"z=z<)"=  1 ,  CUS,  mA 

wenn  p''  und  ^"  wie  in  den  Gleichungen  (107.  c.)  die  Projectionszahlen  vorstellen,  wdche  die 
zur  Stelle  0  gehörigf»  NoriMte  4er  kniuinien  PMche  an  der  Axe  AX''  giebl,  wM  jiHsl  üe 
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Normde  in  dieser  Axe  selber  liegt.  Weil  feiner  in  djesem  besonitern  CoordioaleBsysteme  die 
Ebene  XAX'  mil  der  Tangentialebene  der  Fläche  an  0  parallel  läuft»  so  ist  den  Gleichnngea 
(95.  c)  gemäss: 

(ilS.1»0  »r— 0    and    'it—O, 


und  da  zudem  die  Axe  A  X''  mit  den  beiden  andern  A  X  und  A  X'  rechte  Winkel  bildet,  so  ist 
auch  noch  zufolge  der  Gleichungen  (95.  e.): 


19  Ol 


a 


Ctts.«.)  *n"=0    und    lfi"=0. 

Aus  den  Gleichungen  q>y^=:0  und  t/^gZziO  erhält  man  aber  den  im  Paragraph  12.  dieses  Ab- 
schnitts mitgetheilten  Gleichungen  (6.  a.}  zur  Folge 

!••  «10  I««  91« 

^dx"=:— .-TT^,    Sx"=-5Tr-^    und    *du"=-7rr-^,    Bu"=— irr-^ 
^Vx  ^9>x  '^  V'«  ^  V^, 

oder  den  in  (104.  a.}  eingeführten  Bezeichnungen  gemäss  : 

?)V=— 94  ,    Vx"=— (pi'    und    'b*u"=  — v/;  ,    ^n''=  —  ip'i 
und  auf  den  Punct  0  angewandt: 

'%V=-v^,  '^>=-9>'^'  und  'ifi-=-^'^,  Vv'=-V';; 

es  idi  daher  bei  diesem  besoadem  Coordinatensysteme  nach  Aussage  der  Gleichungen  (113.b.Q.c.): 

In  diesem  besondem  Falle  verlieren  die  Gleichungen  (111.  h.}  ihre  Brauchbariieit,  weil  die 
Gleichungen  (109.  c.}  in  Folge  der  in  (113.  d.}  gegebenen  Werthe  sich  verwandeln  in: 

(114.  ••)  A"=0    und    C"=0  , 

sonach  die  hinter  den  Gleichungen  (11 1.  e.}  vorgenommenen  Divisionen  mit  A"  und  C"  un- 
statthaft sind.    Dafiir  gehen  jetzt  diese  Gleichungen  denen  (114.  a.)  zur  Folge  über  in: 


•It  l«t  •!•  !•• 


0=CCA'  a  V^  +  A  »  ^p  — C(A'  Z  ip(+A  h  y'p 
(tfl«.».) <     ond 

Die  Relationen  (111.  b.}  zeigen,  dass  im  gegenwärtigen  Falle 


•!•  !••  •!•  f 


Cfll«.c.)  %9>^=d9)^    und    %v^^=3d^' 

irt,  den  nfo^  die  GtekJuii^eo  (114.  b.)  sich  aoch  m  whreitatt  lanea 
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-    CA'    .,c'*'ip'<f   A'^¥(     .  .    CA'    ,    c'^V;; ,  A''^V;      r„^^, 
^  *        ^  s  y'^   ^  'd  «^'^  ^  *        ^  v;      d  Y»; 

und  diese  geben  durch  Subtraclion: 
oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

flO  It«  l«0  10« 

•  I •  1 ••  I  t  0  10  0  — — ^ 

schreibt, 

C      A'  o  ^  ... 

C 

Setzt  man  den  hieraus  Tür  ^  sich  ergebenden  Werth  in  die  erste  Gleichung  (114.  d.}  und  den 

A' 
-fftr  -j-  sich  ergebenden  in  die  zvreite  Gleichung,  so  kommt: 

und  \ (tt4.f.> 

A'  a'         a' 

Diese  letzten  zwei  Gleichungen  liefern  für  -^  zwei  Werlhe,  die  wir  durch  -  und  -  bezeichnen 

A  ai         B% 

C  c'         c' 

wollen,  und  eben  so  für  7^-  zwei  >Verllie,  die  wir  durch  -  und  -  bezeichnen  werden,  wobei 
'  C  '  c,  Ca  ' 

81 ,  a[  und  c, ,  cj ,  so  wie  a^ ,  a,  und  c, ,  c^  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen 

A'         C 

vorstellen,  welche  die  den  beiden  Werthen  von  -^  und  ^  entsprechenden  zwei  Richtungen  an 

den  Axen  AX  und  AX'  geben.    Schon  die  Form  der  Gleichungen  (114.  f.}  gfebt  zu  erken- 
nen, dass 


*       ^ 


?LÜ.»  =  _*    und    ^-i^=-8 
ai  ag  c  C|  C2 


ist,  und  aus  der  Gleichung  (114.  e.)  folgt,  da^s 

Ci      ai  Q         1    Cj 82  gx 

-^=^-8    und    —=--8 
C|      8}  Cj      a^ 

ist;  eliininirt  man  aber  aus  diesen  und  den  vorigen  Gleichungen  die  Grösse  i ,  so  findet  man 


-'-*  =  - I     und-  ?i^=  — 1 
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oder 
(ii4«  ff«)  «j  c,  +  aj  cl  =  0    und    ai  c,  +  aj  c',  =:  0  , 

welche  letzten  beiden  Gleichungen  in  der  Aussage  übereinstimmen,  dass  die  Richtungen,  deren 
Projectionszahlen  bei  der  einen  a, ,  ai  und  C| ,  c[ ,  bei  der  andern  a^ ,  a^  und  c, ,  c[  sind,  einen 
rechten  Winkel  mit  einander  bilden;  die  zwei  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Krümmung  an  jeder  Stelle  einer  krummen  Flache  stehen  mithin  senkrecht  auf 
einander. 

An  dem  besondem  Coordinatensysteme,  auf  das  wir  unsere  letzten  Betrachtungen  gestützt 
haben,  nehmen  die  Gleichungen  (^107.  c.)  in  Folge  der  für  dieses  System  gültigen  Relationen 
(113.  a.),  (114.  a.)  und  (114.  c)  die  folgende  Gestalt  an: 

+ 1  cos  i  =  A'*  S  V'f  +  2  A  A'' IV'^  +  A'*"^V'i 
Cltfiu  9u) l     »nd 

+-cos;i=c*'?)V  +2CC''I)V'  +  c'^'iV  , 

und  geben  an  diesem  besondem  Systeme  die  Grösse  der  Krümmung  an  der  Stelle  0  zu  er* 
kennen,  welche  dem  Schnitt  der  Fläche  angehört,  der  mit  der  Normale  der  Fläche  an  dem 
Puncto  0  den  Winkel  A  macht,  und  der  die  zur  gleichen  Stelle  gehörige  Tangentialebene  der 
Fläche  in  einer  Richtung  schneidet,  die  mit  den  Axen  AX  und  AX'  die  schiefen  Projections- 
Verhältnisse  A  und  A'  oder  die  senkrechten  C  und  C  eingeht  Diese  Gleichungen  liefern  die 
grösste  und  kleinste  Krümmung,  wenn  man  an  die  Stelle  von  A ,  A'  oder  C ,  C  die  so  eben 
gefundenen  und  durch  ai ,  ai  oder  Cj ,  c[  und  a2 ,  a«  oder  c, ,  c,  bezeichneten  Werthe  setzt 
Bezeichnen  wir  durch  ^i  und  q^  die  zu  diesen  letztem  Richtungen  gehörigen  Krümmungshalb- 
messer, von  welchen  der  eine  den  grössten,  der  andere  den  kleinsten  Werth  liefert  bei  einer 
bestimmten,  sich  nicht  ändemden  Grösse  des  Winkels  A,  so  ist  diesem  nach: 

+  i  cosÄ=a?T<p^  +  2a,ardV^'  +  a:'Vy'^ 

und 
+  1  cosi==c?'öV^  +  2c.c;'sV^'  +  c;'*^V'iJ  > 

Cttft*  *•) (     sowie  ^ 

+  1  cosX=  a;'l)V^  +  2a,a; 'iV^'+a;*  "^V^ 

und 

+  1  cosA  =  cj'l)V' +2c,c;  V<+c?*iV  . 

Zieht  man  das  Goordinatensystem,  an  welchem  diese  Gleichungen  gültig  sind,  dadurch  noch 
mehr  ins  Besondere,  dass  man  die  beiden  Axen  AX  und  AX',  welche  in  der  zu  0  gehörigen 
Tangentialebene  der  Fläche  liegen,  mit  den  zwei  Richtungen  zusammenfallen  lässt,  deren  Pro- 
jectionszahlen an  diesen  Axen  a, ,  a!  oder  c,,  c[  und  a, ,  a,  oder  c,,  c^  waren,  so  wird  das 
80  gedachte  Goordinatensystem,  weil  diese  Richtungen  senkrecht  auf  einander  und  auch  senk- 
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recht  auf  der  dritten  Axe  A'X''  stehen,  ein  rechtwinkliges,  in  welchem  sich  die  senkrechten 
und  schiefen  Projectionszahlen  sowohl  als  Coordinaten  nicht  mehr  von  einander  unterscheiden, 
und  desswegen 

dl  -^-^  Ci  ,    81  ^^—  Cf  ^    a^  — i  C3  ,    as  —  c^  ^    a  — « v«  ,    a  -^—  \j 
und 

x  =  u  ,    x  =  u  ,    X  =u  ;    §=fi  j    §  =  «?  ,    S=n 

und  in  Folge  dessen  auch 

ist  Aus  diesem  Grunde  ziehen  sich  je  zwei  von  den  Gleichungen  (115.  a.}  und  (115.  b.}, 
welche  schiefen  und  senkrechten  Formen  angehören,  an  dem  jetzigen  Coordinatensysteme  in 
eine  einzige  zusammen,  und  da  an  diesem  Systeme 

a,  =  c,  =  l  ,    al=;cj=:0    und    a4=:c,=:0  ,    aj  =  ci  =  l 

wird,  weil  die  Axen  A  X  und  A  X'  in  den  Richtungen  liegen,  auf  welche  sich  die  vorstehenden 
Projectionszahlen  beziehen,  und  zudem 

Az=:C  =  costfi  ,    A'=:C  =  costf« 

wird,  wenn  0,  und  0^  die  Winkel  bezeichnen,  welche  £e  in  der  Tangentialebene  liegende  Richtung 
eines  beliebig  in  die  Flädie  gemachten  Sdmittes  mit  den  Bkhtiuigen  der  grössten  und  kleinsten 
Kribnmung  bUden  unter  allen  Schnitten,  die  einerlei  Neigung  gegen  die  Normale  der  Fläche  haben, 
so  verwandeln  sieh  an  unserm  jetzigen  Coordinatensysteme  die  Gleichungen  (115.  a.}  in  die  eine: 

^  -  cos  A  =  cos'  Oi'b  (p'^  +  2  cos  ff,  cos  ff,  t  <p^'  +  cos'  ffa  S  (jp^   ,  (tift.  €•) 

SO  wie  die  (115.  b.)  in  die  zwei 

4  10  0  J  010 

+  " cosXzn  t  w'j:    und    +- cosJL  =  ^  Qpl\ 

^P.  ^^  -Qt  ^^  (ttft«4«) 

Bei  einiger  Auflnerksamkeit  findet  man  jedoch,  dass  an  dem  gegenwärtigen  Coordinatensysteme 

100 
stets  B  9)^  =  0  sein  muss.  In  der  .That  ziehen  sich  die  beiden  Gleichungen  (114.  f.)  jetzt,  wo 

ip'^^^ip'  und  q)'^=:2rff''  ist,  was  zur  Folge  hat,  dass  S  =  l  wird,  in  die  eine 

010  100  010  100 

a'  a'  c'  ci 

zusammen )  aus  wolcher  sich  die  beiden  Wurzelwerthe -^  und  -^  oder  ~  und  -  ,   welcke   Hex 

a,  a2  C|  c^ 

0         1 

j  nnd  g  sind,  ergeben  müssen.    Die  Auflösung  der  vorstehendea  Gleichung  liefert  aber  ihre 

beiden  Wurzebi  in  den  zwei  Formen 


BIO  100  1/  100  010  100 


1  0  0 

2  l  --" 


% 
9 
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woraus  man  sogleich  ersieht,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  dann  -  sein  kann,  wenn  %  (p"-=zO 
ist;  die  andere  7  erhält  man  sodann  aus  den  vorstehenden  zwei  Formen  zwar  in  der  Gestalt 

TT,  aber  die  Auswerthung  dieser  unbestimmten  Grösse  in  der  gewöhnlichen  Weise  zeigt,  dass 
sie  hier  den  bestimmten  Werth  0  annimmt.    Da  hiernach  an  dem  jetzigen  Coordinatensysteme 
b  (p'l=zO  sein  muss,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  QHb.  cJ)  an  ihm  in: 

j.  -  cos  A = cos*  tf,  ^  9^  +  cos'*,  'd  ^"^  , 

welche  Gleichung,  mit  denen  (115.  d.}  verglichen,  zeigt,  dass 

(ilf.)  +  -  =  *  cos'  0^  +  -  cos»  6^ 

ist.  Diese  letzte  Gleichung,  in  welcher  sich  eine  einfache  Relation  zwischen  den  Halbmessern 
der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  und  dem  Krümmungshalbmesser  eines  beliebigen  andern 
Schnittes,  dessen  Stellung  zu  jenen  beiden  Schnitten  bekannt  ist,  ausspricht,  giebt  in  Verbindung 
mit  dem  Satze,  dass  die  Schnitte  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  senkrecht  auf  einander 
stehen  und  in  Verbindung  mit  dem  durch  die  Gleichung  (108.)  ausgesprochenen  Satze  alles  an 
die  Hand,  was  sich  in  allgemeiner  Weise  über  die  Natur  der  Krümmung  einer  Fläche  sagen 
lässL  Diese  allgemeinen  Eigenschaften  lassen  sich  auch  am  schiefwinkligen  Coordinatensysteme 
in  der  Weise  entwickeln,  wie  es  von  Canchy  im  rechtwinkligen  Systeme  geschehen  ist;  ich 
habe  indessen  den  vorliegenden  Gang  vorgezogen,  einmal,  weil  er  der  directere  ist,  und  dann 
hauptsächlich  desswegen,  weil  er  mehr  Gelegenheit*  gab,  das  Rechnen  mit  den  Formen  des 
schiefwinkligen  Systems  vor  Augen  zu  legen.  Die  Aufgabe  der  Flächenkrümmung  allein  schliesst 
eine  ganze  Sammlung  von  einzelnen  Beispielen  in  sich.  Sehr  einfach  lässt  sich  übrigens  die 
Natur  der  Krümmung  einer  Fläche  an  den  durch  die  Gleichungen  (93.  g.)  gegebenen  Aus- 
drücken aufstellen,  wozu  die  Andeutungen  in  Nr.  131.  des  vorigen  Paragraphen  enthalten  sind. 

152}  Stellen  wie  im  Vorigen 

Xill*  ••)  yx  =  0    und    t/;„  =  0 

die  combinirten  Gleichungen  einer  krummen  Fläche  vor,  wobei  man  sich  <px  &Is  eine  Function 
der  drei  schiefen  Coordinaten  x ,  x',  x'',  i/Zq  als  eine  Function  der  drei  senkrechten  Coordinaten 
u,  u',  u'"  KU  denken  hat,  die  ein  beliebiger  Punct  0,  der  durch  die  vorstehenden  Gleichungen 
dargestellten  Fläche  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  eines  beliebigen  Coordinatensystems  liefert; 
ist  femer  O  (Fjg.  5.)  ein  in  dieser  Fläche  unveränderlich  festgestellter  Punct,  durch  welchen 
swei  Ebenen  parallel  mit  zweien  der  Coordinatenebenen,  die  sowohl  dem  Grundsysteme,  wie 
dem  Polarsysteme  angehören  können,  gelegt  werden,  welche  Ebenen  die  krumme  Fläche  in  des 
ebenen  Curven  DO"  und  ODJ%  die  dritte  Coordinalenebene  aber  in  den  Geraden  PP7  und 
P  Pr  schneiden ;  nimmt  man  endlich  in  derselben  krummen  Fläche  einen  veränderlich  gedtchieii 
Punct  0'  an,  durch  den  man  zwei  neue  mit  den  vorigen  paraUele  Ebenen  legt,  von  welchen  die 
krumme  Fläche  in  den  ebenen  Curven  (X  O^  und  0'  Di ,  die  dritte  Ceordinatenebene  dagegen 
in  den  Geraden  Q'?[  und  Q'¥[  geschnitten  wird,  so  begrenzen  die  zwei  beweglich  gedachten 
Durchschnittscurven  0'  D»  und  0'  Oi  in  Verbindung  mit  den  unveränderlich  angenommenen  D  O! 
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und  D  t>['  ein  Stfick  0'  £X  O  Oi  0'  der  krammen  Fläche,  dessen  Grritose  nur  mit  der  Lage  des 
^unctes  O'  sirh  abi)iidert,  sonach  eine  Function  von  dieser  Lage,  oder  der  diese  Lage  bestim-* 
menden  Coordinaten  des  Punctes  0'  ist.  Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  des  beliebigen  rnid 
veränderlich  gedachten  Punctes  durch  x,  x',  x'\  wenn  es  schiefe  sind,  und  durch  u,  u',  u", 
wenn  es  senkrechte  sind,  und  müssen  uns  eine  von  den  drei  Coordinaten  einer  jeden  Art  als 
die  durch  die  Gleichungen  (^li  7.  a.}  gegebenen  Functionen  der  )!)eiden  andern  denken.  Um 
unsere  Anschauung  in  dieser  Beziehung  festzustellen,  wollen  wir  die  Goordinatenebenen,  denen 
parallel  die  Curven  OC«',  00['  und  0'£)«,  O'D'i  aus  der  krummen  Fläche  ausgeschnitten 
werden,  die  X  A  X"  und  X'  A  X"  oder  X  A  i"  und  I'  A  X"  sein  lassen,  je  nachdem  die  Schnitte 
den  Grundeoordinatenebenen  oder  den  Polarcoordinatenebenen  parallel  getührt  werden,  und  dann 
x"  oder  u"  als  Functionen  von  x  und  x'  oder  u  und  u'  ansehen.  Unsere  gegenwärtige  Auf- 
gabe besteht  nun  darin,  die  noch  unbekannte  Function  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u'  zu  finden, 
durch  welche  bei  jeder  möglichen  Lage  des  Punctes  0'  jedesmal  die  Grösse  des  Stückes 
0'  D«  D  D\  0'  der  krummen  Fläche  dargestellt  wird,  welche  Function  wir  durch  $x  <>d^i'  Sn  ^n* 
zeigen  werden,  je  nachdem  wir  sie  uns  aus  den  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  zu- 
sammengesetzt vorstellen. 

Denkt  man  sich  im  Innern  des  völlig  begrenzten  Flächenslücks  O'DoODiO'  noch  einen 
beliebigen,  aber  bestimmt  gedachten  Punct  0  der  Fläche  hervorgehoben  und  durch  ihn  zwei 
neue  den  vorigen  parallele  Ebenen  gelegt,  welche  die  krumme  Fläche  in  den  Curven  DoOS« 
und  Dl  0  Si  die  dritte  Coordinatenebene  dagegen  in  den  Geraden  P«  T«  und  P.  Ti  schneiden ,  so 
wird  das  Flächenslück  0  D,  D  D»  0 ,  wenn  J ,  |',  |"  oder  iy ,  7/,  t]"  die  schiefen  oder  senk- 
rechten Coordinaten  des  Punctes  0  vorstellen  durch  55-  oder  ^    dargestellt,  weil  der  Punct  0 

eine  von  den  Lagen  inne  hat,  die  der  Punct  0'  annehmen  kann.  Legt  man  jetzt  durch  diesen 
Punct  0  drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX",  welche  den  ursprünglichen  AX,  AX',  AX"  parallel 
und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnet  man  durch  x« ,  x« ,  x«'.  und  u. ,  u« ,  u«'  die  auf  diese 
neuen  Axen  bezogenen  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von  demselben  veränderlichen 
Paacte  0\  der  an  den  urapnlnglidien  Axen  die  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  gab ,  so  ist  den  im 
ersten  AbschoiUe  erwiesesen  Gleichungen  (7.}  zur  Folge: 

x=:^  +  x.  ,    x'=r+x;  ,    x"=r+x;'    und    n=fj  +  u.,     u'=fl  +  u;,     u"=i?"+u;',(tM.  H.) 

und  den  in  Paragraph  12.  dieses  Abschnittes  niedergelegten  Gleichungen  (ß.  b.}  gemäss  hat 
man,  weil  %x  ^^^^  So  ^^  ^^^^  Function  der  beiden  unabhängig  Veränderlichen  x  und  x'  oder 
tt  und  u'  gedacht  wird: 

«x,«'  -%t= C^  %  ^«  +  *^'  %  ^'^  +  Q^%  il + ^'  »*  ^*  •^»  +  %  n)  '^  •  •  •  • 

oder  '  '         .         \ Ct*«-«-> 

wobei  wir  auf  der  linken  Seite  an  das  Punctionsscicben  %  zmr  bessern  Unterscheidung  der  in  dieser 
Fnnction  auftretenden  VeräiMbrUchen  die  beiden  in  ihr  vorhandenen  Unabhängigen  x ,  x'  und  | ,  £' 
•4er  u,  u'  und  17,  fi'  angehängt  haben,  wo  wir  sonst  nur  deren  erste  anzuhängen  pflegen. 
Die  Qiffcrenz  g,^— 8>jt/  oder  g- „  —  8^„  hat  unter  allen  Umständen  die  Gn>sse  des  FW- 
chenstücks  ÖD,D;0'D;D,0  ansnzeigen,  wo.  auch  der  ftmct  (X  In  der  krummen  Fläche  «n- 
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genoinmeflfi  werden  mag,  falb  derselbe  nur  zur  Hervorrufong  eines  vöUig  begrenzten  Flächen- 
stücks geeignet  ist  Lässt  man  den  beweglichen  Punct  0'  in  die  Stelle  S«  rücken,  wo  x'=^ 
und  Xi  =  0  oder  u  =  i7'  und  Uo  =  0  wird,  x  und  x«  oder  n  und  u^  aber  ihre  vorigen  Werthe 
behalten,  so  verwandeln  sich  die  vorigen  Gleichungen  in: 

(•«.  d.) {     oder 

und  in  diesen  Gleichungen  stellt  g^^^  —  g^^^,  oder  g^  .  —  %    ,  das  Flächenstiick  0  D,  DJ  So  0 

dar;  lässt  man  hingegen  den  beweglichen  Punct  0'  in  die  Stelle  S»  rücken,  wo  x  =  |  und 
Xo  =  0  oder  u  =  f;  und  Uo  =  0  wird,  x'  und  xi  oder  u'  und  ui  aber  ihre  vorigen  Werthe  be- 
halten, so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (]117.  c.}  in: 

(1«.  e.) {     oder 

und  hierin  stellt  die  Differenz  5^,.— g^^^^  oder  8-«-— \^'  das  Flächenstück  ODoD;S,0  dar. 

Zieht  man  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  ([117.  d.  und  e.)  ausgedrückten  Flächen- 
stücke von  dem  durch  die  Gleichung  (117.  c.)  vorgestellten  ab,  so  erhält  man  das  Flächen- 
stück OSoO'SiO;  es  ist  also  entweder 

oder 

0  s.  0'  s.  0 = cg^  -  g^^o  -  i\^  -  8„y)  -  C8„u'  -  \,0  . 

und  diese  beiden  Gleichungen  gehen,  wenn  man  an  die  SteDe  der  in  ihnen  auftretenden  Diffe- 
renzen ihre  durch  die  Gleichungen  (117.  c.  bis  e.}  gegebenen  Werthe  setzt,  über  in: 

oSoO's.o=sg^xox;  +  |Vg^xjx;+|'s*g^x.x;*-|-.... 

(111.  f.) {     oder 

oSoO's,o='^g^uou'„+|'^'s^«Ju;+|'^*g^upu;'  + 


Nachdem  diese  Grösse  bestimmt  worden  ist,  denke  man  sich  die  zum  Puncto  0  gehörige 
Tangentialebene  an  die  Fläche  gelegt  und  die  durch  die  Puncto  0  und  0'  gehenden  Ebenen, 
wodurch  das  Stück  OSoO'SiO  aus  der  Fläche  herausgeschnitten  worden  ist,  nöthigenfaUs  ver- 
längert, bis  sie  dieser  Tangentialebene  begegnen,  so  schneiden  die  genannten  Ebenen  aus  der 
Tangentialebene  ein  geradliniges  Viereck  heraus,  dessen  Projection  auf  die  dritte  Coor« 
dinatenebene ,  unter  welcher  wir  uns  immer  die  XAX'  vorsteilen  werden,  das  dordi 
dieselben  Ebenen  aus  dieser  dritten  Coordinatenebene  herausgeschnittene  ParaUelogramm- 
QToO'TiO  ist  Die  Grösse  dieses  Parallelogramms  ist  XgX^stnW,  wenn  es  darch  den 
Grandeoordinatenebenen  XAX"  und    X'AX"    parallele  Ebenen   aus   der  Grundooordinaten- 
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ebene  X  A  X'  ausgeschnilten  worden  ist,  und    .*  ^ ,  wenn  es  durch  den  Polarcoordinatcnebenen 

3c  A  X"  und  ST  A  3E"  pariMe  Ebenen  atts  derselben  Grundcoordinatenebene  X  A  X'  ausgeschnilten 
worden  ist,  wie  man  sogleich  daran  erkennt,  dass  im  ersten  FaUe  die  in  der  Ebene  XAX' 
gebildeten  Dnrchschnitlslimen  den  Axen  AX  und  AX'  parallel  lanfra,  im  andern  Falle  hingegen 
senkrecht  auf  diesen  Axen  stehen,  und  darum  das  Parallelogramm  OToO'T,0  in  beiden 
PUlen  dieselben  Winkel  in  sich  aufnimmt,  den  XAX'  nämlich  und  seinen  Nebenwinkel,  zn 

seinen  Seiten  aber  in  jenem  Falle  x«  und  xi ,  in  diesem  hiniFegfen    .  !,,  und    .  \^^  hat.    Aus 

•^  ^  ^      smW  sinW 

der  Grösse  dieses  Parallelogramms  Uisst  sich  aber  leicht  die  Grösse  des  eben  erwähnten  aus 
der  Tangentialebene  ausgeschnittenen  Vierecks,  welche  Grösse  wir  durch  V  bezeichnen  werden, 
finden,  da  jenes  Parallelogramm  die  Projection  des  Vierecks  auf  die  Ebene  X  A  X'  ist,  und  man 
daher  auf  sie  den  im  ersten  Abschnitt  aufgestellten  Satz  (2.  a.  oder  b.)  in  Anwendung  bringen 
kann.  Im  ersten  Falle  nämlich,  wo  die  ausschneidenden  Ebenen  den  Coordinatenebenen  XAX'^ 
und  X'AX''  parallel  laufen,  stehen  die  projicirenden  Linien  senkrecht  auf  der  Poiarcoordinaten* 
ebene  XA3E',  und  es  ist  der  Winkel,  den  die  Ebenen  XAX'  und  XA3E'  mit  einander  bilden, 
dem  gleich,  welchen  die  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  Axen  AX''  und  AX''  einschliessen, 
dessen  Kosinus  mithin  6,'  ist,  wenn  (S^  die  diesem  Zeichen  im  ersten  Abschnitte  gegebene 
Bedeutung  behält;  sodann  ist  der  Winkel,  den  die  Tangentialebene  an  0  mit  der  Polarcoordi- 
natcnebene  JAI'  bildet,  dem  gleich,  welchen  die  Normale  an  0,  die  senkrecht  auf  der  Tan- 
gentialebene steht,  mit  der  Axe  AX",  welche  senkrecht  auf  der  Polarcoordinatenebene  f  A$' 
steht,  einschliesst,  und  den  wir  mit  e  bezeichnen  wollen.  Darum  hat  man  dem  ([Abschn.  I.  §.  1.} 
mitgetheiltcn  Satze  (2.  b.}  gemäss: 

Vjt  cos  € = Si'  sin  W  Xt  xi , 

wenn  V^  die  Grösse  des  durch  Ebenen,  welche  mit  den  Grundcoordinatenebenen  XAX"  und 
X'AX"  parallel  laufen,  ausgeschnittenen  Vierecks  vorstellt,  und  hieraus  findet  man  mit  Bei- 
ziehung der  obigen  (Abschn.  IL  $.  2.])  dritten  Gleichung  C^l.}: 

cose 

Im  andern  F^lle,  wo  die  ausschneidenden  Ebenen  den  Polarcoordinatcnebenen  £  A  3E"  und  £'  A  £" 
parallel  laufen,  stehen  die  projicirenden  Linien  senkrecht  auf  der  Grundcoordinatenebene  XAX' 
und  diese  Ebene  bildet  mit  der  Tangentialebene  an  0  einen  Winkel,  der  dem  gleich  ist,  wel- 
chen die  auf  XAX'  senkrecht  stehende  Polaraxe  AX"  mit  der  auf  der  Tangentialebene  senk- 
recht stehenden  Normale  an  0  einschliesst,  und  den  wir  durch  e'  bezeichnen  wollen.   Deswegen 

ist  dem  (Abschn.  L  $.  1.)  mitgcfheilten  Satze  (2,  a.}  zur  Folge 

■  • 

wenn  \^  die  Grösse  des  durch  Ebenen,  die  mit  den  Polarcoordinaten  XAX"  und  X'AX"  pa- 
rallel laufen,  ausgeschnittenen  Vierecks  vorstellt,  und  hieraus  findet  man: 

v„=  ■  S;"*  >  •  («I«. ».) 
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Lässt  man  nun  den  beweglichen  Punct  0'  dem  beliebigen  aber  unveränderlich  gedachten  0 
stets  näher  rüclcen,  bis  die  Grössen  x« ,  x«  und  u« ,  u,  so  Idein  werden,  dass  sich  dieselben  durch 
kein  endliches  Maas  mehr  angeben  lassen,  so  schmiegen  sich  alle  in  solcher  Nähe  bei  0  lie- 
genden Puncto  0'  der  krummen  Fläche  der  Tangentialebene  an  dieser  Stelle  möglichst  tn,  und 
die  Stücke,  welche  von  parallelen  Ebenen,  die  durch  solche  Puncte  gehen  und  einer  und  der- 
selben (ieraden  parallel  sind,  aus  der  krummen  Fläche  und  ihrer  Tangentialebene  an  der  Stelle 
O  ausgeschnilten  werden,  unterscheiden  sich,  nach  Aussage  des  in  Nr.  146.  angezeigten  Sattes 
a},  von  einander  um  keine  Grösse,  die  mit  ihrer  eignen  Grösse  vergleichbar  wäre.  Aus  die- 
sem Grunde  nehmen  Tür  so  kleine  Werlhe  von  Xo ,  x«  oder  u« ,  Uq  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichungen  (117.  f.}  und  (118.  a.  und  b.}  stehenden  Ausdrücke,  sowohl  die,  welche  x,  und  x«, 
als  die,  welche  u«  und  u»  in  sich  enthalten  und  die  Flächengrösse  von  Stücken  liefern,  die  durch 
dieselben  Ebenen  aus  der  krummen  Fläche  und  ihrer  Tangentialebene  an  0  ausgeschnitten  wer- 
den, Werthe  an,  die  sich  von  einander  um  keine  Grösse  unterscheiden,  die  mit  ihrer  eigenen 
Grösse  vergleichbar  wäre,  und  in  Folge  dessen  hat  man  dem  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnit- 
tes enviesenen  ShIzc  (41.  a.  und  b.^  gemäss: 

dl».«.)  '^^e=;^.   '""'   '^X=       * 


cos  (  ^      cos  «'sin  W 

Diese  Gleichungen  beziehen  sich  zwar  auf  den  unveränderlich  gedachten  Punct  0 ,  dessen  schiefe 
und  senkrechte  Coordinaten  $ ,  l',  ^'  und  tj ,  ti\  ti"  sind ;  da  man  indessen  hierzu  jeden  belie- 
bigen Punct  der  Fläche,  der  eine  völlige  Begrenzung  des  Flächenstücks  durch  Ebenen  der  an- 
gezeigten Art  zulässt,  nehmen  darf,  so  kann  man  in  ihnen  die  Coordinaten  | ,  ^,  ^"  und  fi ,  ij',  tf' 
durch  X ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  ersetzen,  und  diese  dann  wieder  als  dem  veränderlichen  Puncto 
0'  angehörig  sich  vorstellen,  nur  muss  dann  aUes,  was  sich  in  jenen  Gleichungen  auf  den  Punct 
0  bezieht,  in  den  neuen  auf  eine  bestimmte  Lage  des  beweglichen  Punctes  0'  bezogen  werden. 
So  erhält  man: 

(ti^4.)  llg,=  JL-    und    ?!g„= *-,---, 

^  ^  cos  €    •  COS  €  sm  W 

wenn  man  hier  unter  «  und  e  die  Winkel  versteht,  welche  die  Axen  AX"  und  Ai"  mit  der 
zum  beweglichen  Puncte  0'  gehörigen  Normale  der  krummen  Fläche  bildet  Desshalb  wird  die 
Grösse  cose  oder  cose"  in  den  Gleichungen  (118.  d.)  im  Allgemeinen  eine  Function  von  x,  x' 
oder  u,  u'  werden,  welche  die  zweite  Ableitimg  von  8x  oder  5u5  einmal  nach  x  oder  u  und 
das  zweite  Mal  nach  x'  oder  u'  genommen,  hergiebt,  und  aus  welcher  man  daher  durch  dop- 
pelte Integration,  einmal  nach  x  oder  u  und  das  zweite  Mal  nach  x'  oder  u',  die  gesuchte 
Function  §x  oder  5„  findet:  es  ist  nämlich  der  oben  (§.  13.  Nr.  135.)  erwähnten  Bezeichnungs- 
weise nach: 

(tM.eO  »,=/^V'^.JL     und    g[u=/*V" r 

^  x^  j!  cos  €  *^  u  «^  ul  COS  6  S 


•       "o 


COS  e'sin  W 


153}  Nun  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  sich  die  in  den  Gleichungen  (118.  d.}  ent- 
haltenen Grössen  cos«  und  cose'  als  Functionen  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u'  darstellen 
lassen.  Bezeichnen  wir  durch  p,  p',  p"  und  p,  <)',  ^)"  die  schiefen  und  senkrechten  Projec- 
tionszahlen,  welche  die  Normale  der  Fläche  an  dem  Puncte  0',  dessen  Coordinaten  x,  x",  x" 
und  u ,  u',  u"  sind,  mit  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eingeht,  und  beachtet  man,  dass  die  Grund- 
axe  AX''  an  denselben  Axen  die  schiefen  Projectionszahlen  0«,  0,   1  giebt,  während  die  Po- 
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laraxe  AS''  an  diesen  Axen  die  senkrechten. ProjectioQSzahlen  0,  0,  <K'  liefert,  so  geben  die 
oben  (Abschn.  I.  $.  2.)  initgetheilten  Gleichungen  (9«  a.  und  b.}  sogleich  an  die  Hand,  weil  « 
und  s'  die  Winkel  sind,  welche  die  Riehtmigen  AX''  und  kW  mit  der  Nonnale  der  Fläche  an 
dem  Puncto  0'  bilden,  dass 

cos  € = ^j)"    und    cos  «'=  6i'  p" 

•       »  •  •  » 

isL  Da  nun  nach  Aussage  der  in  Nr.  147.  für  die  Normale  einer  kn^men  Fläche  gelieferten 
Gleichungen  (97.  a.) ,  wenn  man  in  ihnen  den  beliebig  bentorgehobenen  Punct  0  durch  den 
beweglich  gedachten  0'  ersetzt, 

^  :'  ^)'  :>"=  %K'i  Vx":  —  .1     und     p  :  p' :  p"=  *s'u":  Vu":  —  1 

ist,  und  steh  ans  den  hier  gegebenem  V^rhältMsszahlenfiir  )> ,  lf\  ^"  und  p ,  p',  p"  diese  Gröesen 
sefter.  auf  die  oben  (Abschn.  I.  $.  2.)  in  Nn  31.  angezeigte  Weise  luden  lassen,  so  aiMk 

man  aus  den  dortigen  Gleichungen  (24.3  ^^^  C'^^*  ^O?  ^^^^"^  >»««  ^  u",  ^  u",  —  1  für  m ,  m',  m" 

und  ^x'\  Vx'',  —1  für  n,  n',  n''  setzt  und  die  Buchstaben  a''  und  <^'  mit  4enM  p"  und  ^" 
vertauscht,  auf  der  Stelle: 


I  0  •  I  I •  »I 


welche  sich  mit  Zuziel^mg  der  ersten  Gleichung  (91..  d.}  auch  So>  schreiben  lassen: 

.,     ri— '^u"cosW'— Vu"cosW")'        .      „  •  ri— Vu"co8W'— Vu"cosW")~~* 
(^  x"  B  u"+ 1  x"  Z  u"+ 1)*  0>  x"  ^  «"+  ^  x"  ^  «"+  O* 

Mittelst  dieser  Werthe  verwandeln  sich  nun  die  Gleichungen  (118.  d.}  in: 


1»  10  «1  •! 


(1  —  %  u"cos  W—  t  u"cos  W'O'     ,  '' 


1':  l«l«  fl'ti;         ■       -t 

*  ■  ,'q;  _  1       (B  x"  ^  u"+  ^  x"  B  u"+  i)* 


lt.  •  1 


(1  —  ^  u"cos  W—  B  u"cosW")~"* 
und  es  ist  der  Gleichung  (91.  e.}  gemäss: 

(1  _  ^  u"cos  W'—  l  u"cos  W")  ( J»  —  ^  x"  ^  —  Ö  x"  g  j  =  1 . 


Da   den   inr  Paragraph   13.   dieses    AJiSchnitts   (Nr.  112.}   gegebenen   Ausetmundersetzungen 
gemäss 

•i^=-t^.    V,"=-  »J^    und    »V=_^,V."=-"J>.,   ■ 
oder  wenn  man  auch  hier  wieder,  die  in  (102.  b.}  eingeführten  Bezeichnungen  beibehält: 

'^\"=— yi  ,   Vx"=— <^'    und    b*u"=— v^i,    Vu"=-t-v^;; 

ist,  so  kann  man  der  ersten  der  Gleichung  (119.  a.}  auch  die  folgende  Gei^t  geben: 
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(1  +  ^„  00^'+  ^,1  coiW"}* 


Ctl**  *•) <     *<*wie  der  zweiten  die 


.  1 


Sind  nun  die  Ausdrücke  ^x  ^n<I  V'a  ^'^'^  solcher  Art,  dass  ip^  unmittelbar  aus  ^x  hervorgeht, 
wenn  man  in  diesem  f&r  x ,  x\  x^'  ihre  durch  die  Gleichungen  (48.  a.  Absch.  I.}  gegebenen 
•WertkB  einsetzt,  und  tp^  aus  ip^ ,  wenn  man  in  letitenii « ^  «',  u"  in  x ,  x\  x"  aoät^t  der  Glet- 
dMmgen  ([15»a.AbsGkI.}  ausdrüdit,  in  welchem  Falle  wir  die  combinirten  Gleichungen  (px==^0 
und  t^a=0  nächste  combinirte  nennen  werden,^  ähnlich,  wie  wir  diess  schon  unter  densel- 
ben Umständen  bei  den  Gleichungen  der  Ebene  und  der  Geraden  gethan  haben,  so  ist  den  Re- 
geln der  AbMlvngsi^echnung  gemäss: 

•  •1        100    001       010    001       001    001  001        100    001      010    001      001    001 

m 

* 

oder  mit  Zuziehung  der  in  (102.  b.}  eingeführte«  Bezeichnungen: 


0  01  00  1' 

^SJPf^if/^Sn+ff/iSn'+SvT    und    ^^  =^4  «  x+.p;  «  x'+ 5  x". 
Aus  den  Gleichungen  (91.  a.}  findet  man  aber 

001  001  001  001  Ol'''  0  0  I  Of  0  Ol  Ol'' 

«u=cosW',    «u'=cosW",    Su"=i    und    *x=^,    Sx'=:^,    **"=  ^/ 

v  iS|  ^ 

und  durch  diese  Werthe  gehen  die  vorigen  beiden  Gleichungen  über  in: 

•  -01  001 

ClM^e.)  y?T^  =  l+V/„cosW'+VaCOsW"    und    A^Öl- g;  +  y;|l'  +  y-|^ 

und  es  gehen  mittelst  der  Relationen  (119.  c}  die  GleichuQgen  (119.  b.}  in  die  nachfolgenden 
über: 

•Ol  001 

welche  sick  auch  so  schreiben  lassen: 

4 

11  U  100        100  010  010  001  001  1 

Cli9«  ••) l     und 
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hierdurch  aber  lassen  sich  die  Grössen  ^^x  und  B^p  muifttelbar  aus  den  gegebenen  nttdisten 
combinirten  Gleichungen  der  krummen  Fiäcle  entnehmen. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegeidicit  noch  eines  Tortheils  gedenken,  den  der  Gebraueh  von 
nächsten  combmirten  Gleichungen  in  sich  schliesst.  Es  ist  nämlich  aus  dem  kurz  vorher  an-* 
gegebenen  Grunde,  wenn  (fj^=0  und  t/«||=:rO  nächste  combinirte  Gleichungen  sind: 


loe      100   100     Ol«   100     001   loo 


010         100    010       dIO     #10       001    010 

001  100     001       010     0  01       001     001 

oder,  wenn  man  an  die  Stelle  der  durch  S  angedeuteten  Ableitungen  ihre  Werthe  setzt: 

100  100  010  001 

010  100  010  001 

S  9»,=  'd  Vn  cos  W  +  'd  Vb  +  li  Vu  cos  W", 

001  100  010  001 

^(j;^=^  t//„  cos  W'+  t)  'ip^  COS  W"+  (ä  t/;^  , 

und  es  gelten  diese  Gleichungen  fUr  jeden  Puact  der  krummen  Fläcdie,  dessen  schiefe  un4 
saikrechte  Coordinaten  x,  x',  x''  und  u,  u',  u"  sind;  uudtiplicirt  man  aber  die  erste  diesei: 
Gleichungen  mit  x,  die  aweite  mit  x',  die  dritte  mit  x"  und  addirt  die  di*ei  so  sidi  ergebenden 
Resultate  zu  einander»  so  findet  man  mit  Zuziehung  d^r  Gleichungen  (15.  n.  Ab9ch.  I.}  auf  der 
Stelle,  dass 

100  010  001  100  010  001 

ist  in  Bezug  auf  jeden  Punct  der  krummen  Fläche.  Stellen  nun  iy  ^^  ^  und  ri ,  f]\  tj"  die 
schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von  irgend  einem  bestimmt  hervorgehobenen  Puncto  der- 
selben krummen  Fläche  vor,  so  ist  daher 

10  0  0  10  001  100  00  1  001 

Geht  man  jetzt  auf  die  Gleichungen  (92.  b.}  zurüc)(,  wodurch  die  Tangentialebene  der  krummen 
Fläche  an  der  hervorgehobenen  Stelle  dargestellt  wird,  so  zeigt  die  vorstehende  Relation,  dass 
die  Constanten  Glieder  in  den  beiden  Gleichungen  (92.  b.}  einerlei  Grösse  annehmen,  dass  also 
diese  beiden  Gleichungen  der  Tangentialebene  in  der  ihnen  eigenthümlichen  Form  nothwendig 
nächste  combinirte  werden,  wenn  die  der  krummen  Fläche  e^  sind,  und  die  Vorzüge  besitzen, 
welche  wir  im  zweiten  Abschnitte  an  combinirten,  eine  Ebene  darstellenden  Gleichungen  auf- 
gefunden haben. 

154)  Um  den  Körperinhalt  eines  Stücks  des  Raumes  zu  finden,  das  theils  von  einer  gege- 
bnen brummen  Fläche  und  theils  von  Ebenen  ^  die  mit  den  Goordinateneben^bn  parallel  larufen^ 
rii^[8uni  völlig  begrenzt  wird,  hat  man  ein  Yerfakren  einzuhalten,  welches  dem  bei  der  Be-* 
iMnmAmg  des  Fiächeniidialts  einwB  Stücks  der  tbeihireise  von  einer  ebenen  Curve  xmA  theilweise 
von  Geraden,  die  mit  den  Axen  des  zu  dieser  Curve  gehörigen  ebenai  Coordinatensystems 
pnrallel  laufen,  begrenzten  Coordjnatenebene  gebrauchten  ähnlich  ist,  und  in  Folgendem  bestebt 
Penken  wir  uns  zuvörderst  einen  veränderlichen  Punot  0'  im  Haume  (Fig.  6.}  und  durch  ihn 
mit  den  drei  Grund- Coordinatenebenen  eines. aus  de^  Axei^  AX,  AX',  AX'  ^usanunenger 
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aßWßu,  beliebigen  Coordtnatensysteins  f«raUel  drei  Ebenen,  gelegt,  welcbe  die  knnnme  Fiäcbe  in 
den  ebenen  Curv^nD'$$; D;,  D'^'^O;,  0;ip;$,£);  schneiden  und  inVerbindang  nul  dem 
StUck  D'  Di  Ol  O'  der  knunmen  Flädie  den  Baum  völlig  begrenzen»  so  ändert  sich  die  Grösse 
des  so  begrenzten  Körperraums  offenbar  nur  mit  der  Lage  des  Punctes  0'  ab,  ist  also  eine 
Function  von  dieser  Lage  oder  von  den  sie  bestimmenden  Coordinaten  des  Punctes  0',  Weil 
aber  der  Punct  0'  im  AUgemeinen  nicht  in  der  krummen  Fläche  liegt,  und  desswegen  zwischen 
seinen  Coordinaten  nicht  die  Gleichung  statt  findet,  wodurch  die  Puncto  der  krummen  Fläche 
dargestellt  werden,  vielmehr  die  drei  Coordinaten  des  Punctes  0',  insofern  er  nur  einen  völlig 
begrenzten  Raum  zu  Uefem  im  Stande  ist,  ganz  nach  Beliieben  genommen  werden  können,  und 
daher  als  völlig  unabhängig  von  einander  gedacht  werden  müssen,  so  hat  man  sich  die  Grösse 
des  zu  suchenden  Körperinhalts  als. eine  Function  der  drei  Coordinaten  des  Punctes  0'  vorzu- 
stellen. Bleiben  wir  bei  schiefen  Coordinaten  stehen  und  bezeichnen  x,  x',  x"  die  des  Punctes 
0'  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  des  Coofdinatensystems,  so  hat  man  sich  unter  dem  frag-- 
lichen  Körperinhalt  eine  Function  der  drei  Unabhängigen  x,  x',  x"  zu  denken,  die  wir  durch 
9x  bezeichnen  wollen. 

Nehmen  wir  im  Innern  des  zu  bestimmenden  Körperraums  irgendwo  noch  einen  zweiten 
Punct  0  an,  der  zwar  eben  so  beliebig  wie  der  0'  ist,  den  wir  uns  aber,  nicht  wie  diesen  be- 
weglich, sondern  in  unveränderlicher  Weise  hervorgehoben  vorstellen,  und  dessen  schiefe  Coor- 
dinaten wir  durch  |,  t",  1"'  anzeigen  werden,  und  legen  wir  durch  diesen  Punct  0  drei  neue 
Axen  0  X ,  0  X',  0  X'',  weldie  den  ursprttngliehen  parallel  und  gleichläufig  sind,  so  finden,  wenn 
x« ,  x^ ,  X«'  die  schiefen  Coordinaten  des  Punctes  0'  an  diesen  neuen  Axen  vorstellen,  zwischen 
diesen  und  den  vorigen  Coordinaten  die  Gleichungen 

statt,  den  im  ersten  Abschnitte  aufgefundenen  Gleichungen  (7.}  gemäss.  Legt  man  auch  durch 
diesen  Punct  0  drei  Ebenen,  welche  den  durch  0'  gelegten  parallel  laufen  und  die  krumme 
Fläche  in  den  ebenen  Curven  ^'DCi^^^i,  $DDs$^,  ^^PsCsDiilii  schneiden,  so  schliessen 
diese  Ebenen  in  Verbindung  mit  dem  Stück  DD1D3D  der  krununen  Fläche  einen  völlig  be- 
grenzten Ramn  ein,  dessen  Grösse  ft>  ist,  weil  der  Punct  0  einer  von  denen  ist,  die  der  0' 

einnehmen  kann,  und  es  ist  nach  Analogie  der  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  angezeigten 
Gleichungen  ^3.  a.  und  b.}: 


!••  •!•  ••!  a«o  2^  11« 


(!••.  k*) 


Ä^,;^— Ä^^,^.=  ■&  ft^x.+  s  Ä^x;+  ^  Ä^x;'+ 1  st^^  +  s  ff^x.x; 

0  3«  v'9  Ol  *        0  1  I  0  «  S  y"^ 


wo  wir  zur  bessern  Unterscheidung  auf  der  linken  S^ie  dem  Functionszekhen  St  die  drei 
Coordinaten  x ,  x',  x"  oder  | ,  1*,  ^\  wekke  in  der  Funolion  auftreten,  angehängt  haben,  wäh- 
rend die  von  uns  eingeführte  Bezeichaungsweise  gewöhnlich  nur  die  erste  von  ihnen  anhängt, 
wie  auch  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  geschehen  ist  Es  stellt  hierbei  ^x  x'  x"  *^  ^(  f  i^ 
den  zwischen  den  beiden  vorhin  genannten  pyramidalischen  Räumen  (deren  Spitzen  0'  und  0 
und  deren  Grundflächen  D'  D\  D«  D'  und  D  d  D«  O  waren)  und  der  krummen  Fläche  liegenden 
Raum  vor,  welcher  aus  folgenden  sieben  Theilen  zusammengesetzt  ist: 


S.  14.  Kr.  154.  •  KraniM  Haehe, 

1}  Aus  dem  Paraljelepiped ,  welches  von  den  Parallelogrammen  0'PP{Pi  und  OP'P,Pi, 
O'PFP,  und  OP;P,P;,  0'P,P;P,  nnd  OFPP;  begrenzt  wird,  und  dessen  Inhalt  durch 
il  vorgesleill  w«rd^  soll; 

2}  ans  den  drei  prismatisohen  Riiuraen  S,  S",  S'',  von  welchen  der  S  durch  die  Flächen 
0P:PF  und  D^^D'^  tmi  durch  die  mit  der  Axe  AX  pmUelen  Seiten  PDS  Pi^P, 
F$',  OD  begrenzt  wird,  --  der  zweite  S'  durch  die  Flächen  OP;P,P;  und  Di$,C;HK 
nnd  durch  die  mit  der  Axe  A X'  parallelen  Seiten  OD,,  P; ^4$; ,  P. Di ,  P; iß,  —  der  dritte 
S"  durch  die  Flächen  OP'P,P;  und  D,^D;i|n  und  durch  die  mit  der  Axe  AX"  paral- 
lelen Seilen  0  D, ,  P'  % ,  P,  Di ,  P;  % ; 

3)  aus  den  drei  keilförmigen  Räumen  T ,  T,  T",  von  welchen  der  T  die  Gerade  0  Pi  zur 
Schneide  und  das  Stück  D,D,  $i^4^2D3  der  krummen  Fläche  zum  Rücken  hat,  —  der  T 
die  Gerade  OP'  zur  Schneide  und  das  Stück  DD,^4$,$'D  zum  Rücken  —  der  T"  die 
Gerade  0  V[  zur  Schneide  und  das  Stück  D  D,  H$I  ^4^  C)  der  krummen  Fläche  zum  Rücken. 

Es  ist  diesen  Bezeichnungen  gemäss: 

«x,x',:r-«*,f,r=R+s  +  s'+s"+T+T'+r, 

oder  der  Gleichung  (120.  b.}  zur  Folge: 


R  +  S  +  S'+S"+T  +  T'+T"=S  ft^x.+  B  ft^x;+  l  St^x: 

9«f  ^S  II«  «S«  ^n  1  •  I  «II  «  •  S  ^'^3 

+  '^  *^o+  ^  ««^•^+  ^  *m+  '^  Äf^^'+  ^  Ä^x;x;'+  B  ft^^  +....  (IM.  •.) 

und  die  Theile  S ,  S',  S"  und  T ,  T',  T  lassen  sich  auf  die  jetzt  folgende  Weise  darstellen. 

Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punct  0'  in  den  P«  gerückt,  wo  x'  in  ^  und  x"  in  1"' 
übergegangen  ist,  x  dagegen  seinen  vorigen  Werth  behält,  so  verwandelt  sich  für  diese  Lage 
des  Punctes  0',  bei  welcher  x«=:0  und  x«'=0  ist,  die  Gleichung  (120.  b.}  in: 

1««  s««         j,i 

es  stellt  aber  ^j^^  ^  —  ^ät^'  ^^"  Unterschied  zwischen  den  zwei  pyramidenf&nnigen  Rttamen 

vor,  welche  die  Puncto  P;  und  0  zur  Spitze  und  die  Stücke  D^4i,$;D  und  DD1D2O  der 
krummen  Fläche  zur  Grundfläche  haben,  und  dieser  Unterschied  ist  nichts  anders,  als  der  keil- 
förmige Theil  T,  dessen  Schneide  OP;  und  Rücken  D3D,$,HJ;D3  ist,  so  dass  man  hat: 

1  • «  S «  «  vS 

i    Xt 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Punct  0'  successive  in  die  Puncto  P'  und  P[  rücken  lässt, 
weil  heim  ersten  x«  =  0  und  x^'=0,  beim  andern  Xo  =  0  und  x^  =  0  wird,  und  die  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (120..  b.}  stehende  Difierenz  in  den  beiden  Fällen  T'  und  V  wird: 

•  1  •  •  9  •        .'S  «  •  I  «  «  1        ^f^ 

r=s«^x;+^Ä^5i+....  und  r=?Ä^x;'+%*^?^+ um.«.) 

Lässt  man  femer  den  beweglichen  Punct  0'  in  den  P  übergehen,  wo  x  in  |  sich  ver- 
wandelt, x^  und  x''  aber  ihre  alten  Werthe  beibehalten,  so  nimmt  fiir  diese  Lage  des  Punctes 
0',  bei  welcher  x,=0  wird,  die  Gleichung  (120.  b.}  die  folgende  Gestdlt  an: 


T=  S  St.x.+  l  ft.^  + (IM.  «.) 
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in  welcher  die  Differenz  ^^  x'  x^  —  -^^  ^  ^  nichts  anders  ist,  als  der  UntencUed  swischtti  den 

2wei  pyramidenförniigen  Räumen,  deren  Spitzen  P  und  0  sind  und  welche  die  Stücke  D'^J^%Zy 
und  0Di£)2D  der  krummen  FTaehe  zu  ihren  Grundflächen  haben;  der  Unterschied  zwischen 
diesen  beiden  Räumen  ist  aber  ans  den  Theilen  S,  T'  und  T'^  zusammengesetzt!  so  dasi  man 
hat: 

0  10  0  9  1  0  3  0  V9  0  11  0  0  3  «,"3 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Punct  0'  successive  in  die  Puncte  P,  und  P,  rücken  lässt, 
weil  beim  ersten  x«i=:0  und  beim  zweiten  Xo'=:0  ist  und  die  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (120.  b.)  stehende  Differenz  in  den  beiden  Fällen  S'+T  +  T"  und  S"+T  +  r  wird: 

100  001  300  v3  101  003  ^"3 

s'+T+T"=  B  Ä^x.+  B  Ä^x;'+  B  «^g+  ^  st(X,TC+  b  ft^?t_+.... 

(i***  c.) {     und 

■ 

100  010  300«.*  110  030  v'' 


s"+T+r=  ^  ft^x.+  s  Ä^  x;+  b  Ä^g+  ^d  Ä^xox;  +  ^  «^Jl  + 


Zieht  man  jetzt  von  der  Summe  der  Gleichungen  (120.  c.},  (120.  d.)  und  (120.  e.)  die 
Summe  der  Gleichungen  (120.  f.}  und  (120.  g.}  ab,  so  erhält  man: 

111  3  I  1  ^3  13  1  „'3  I  I  3  ^''3 

R=  i  ft^x,x;x."+ 1  Ä^Jiix;x;'+  s  «^x,5^x;'  +  «  «x.x;^+.... 

■ 

oder  weil  das  Parallelepiped  R  die  Längen  x«,  x«,  Xo'  zu  seincil  Seiten  hat' und  diese  dieselben 
Winkel  mit  einander  bilden,  wie  die  Axen  AX,  AX',  AX'^  sonach 

(MO.  hO  R  =  hXox;x;' 

ist,  wenn  h  die  Grösse  vorstellt,  welche  im  ersten  Abschnitt  durch  die  Gleichungen  (40.)  oder 
(42.)  definirt  worden  ist,  und  die  den  Inhalt  eines  über  den  Coordinatenaxen  beschriebenen 
Rhomb^eders  hergiebt,  dessen  Seiten  sämmtlich  der  Längeneinheit  gleich  sind,  so^  kann  man  die 
vorige  Gleiphung  auch  so  schreiben: 

hxox;x;'==*^'Ä^Xox;x;'V?>'Ä^^x:x;'+"i«^x„||xr+ 

aus  der  sich  folgern  lässt,  dass 
(Mi.  ••)  'bÄ^=h    und  'i*  Ä>==0  ,    '<&ft^  =  0,   'i^X.=0  ^    u.  s.  f. 


ist,  welche  Gleichungen  sich  indessen  sämmtlich  auf  deren  erste  zurückziehen,  da  alle  flftrig«n 
eine  nothwendige  Folge  von  dieser  sind.  Es  sind  zwar  die  Gleichungen  (121:  a.}  Tür  den 
unveränderlichen  Punct  0 ,  dessen  schiefe  Goordinaten  $ ,  ^^  ^''  sind,  aufgefunden  worden,  weü 
jedoch  jeder  in  dem  vöUig  begrenzten  Räume  der  Fig.  6.  liegende  Punct  zu  dem  0  genommen 
werden  kann,  so  bleiben  jene  Gleichungen  wahr,  wefehem  von  diesen  Punctes  die  Goordinaten 
1 9  ^9  I"  ctuch  angehören  mögen ;  man  darf  sich  daher  unter  dem  Pupcte  0  jeden  vorsteUeUi 
der  zu  einem  völlig  begrenzten  Räume  Gelegenkeit  darbieM,  und  in  diesem  Sinne-  kann  man 
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sagen,  dass  die  Coordinateti  Sj  ¥y  ?'  ^^n  so  veränderlich  sind,  wie  die  x,  x',  x^«.    Seist 

man,  omdiess  aagenfUUger  zu  machen,  in  die  ffleichung^en  (I2i.  a.}  x,  x',  x"  tn  die  St^ie 

von  I,  l',  ^\  so  werden  sie,  wenn  man  blas  auf  deren  erste  Rttcksksht  nimmt r 

- 1 1 1 
"b  £x  =  h.  (IM.  b.) 

Aus  dieser  Gleichung  hat  man  nun  durch  eine  dreifache  Integration,  jedesmal  nach  einer  andern 
der  drei  Veränderlichen  x,  x\  x"  genommen,  die  Function  ftx  aufzusuchen. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  ändern  sieh  m*cfat  imd  man  wird  wieder  zu  denselben  Re- 
sultaten hingeflihrt,  wenn  die  durch  den  Punct  0'  gehenden,  den  zu  suchenden  Körperraum 
begrenzenden  Ebenen,  ehe  sie  die  krumme  Fläche  erreichen,  neuen,  jedoch  unveränderlichen 
Begrenzungsebenen  begegnen,  die  mit  einer  der  Coordinatenebenen  parallel  laufen.  Solche  Ab- 
änderungen haben  auf  die  Gleichungen  (121.  a.  und  b.}  keinen  Einfluss,  sie  machen  Mos,  dass 
die  Grenzbestimmungen  während  des  Integrirens  in  anderer  Weise  geschehen  müssen. 

155}  Wenn  die  durch  0'  gelegten,  den  zu  findenden  Körperraum  begrenzenden  Ebenen 
nicht  den  Grund «'Coordinatenel^enen,  sondern  den  Polar«- (jloordinatenebenen  parallel  laufen,  so 
lassen  sich  die  Grenzbestimmungen  nur  durch  senkrechte  Coordinaten  einfach  ausdrücken.  In 
einem  solchen  Falle  hat  man  sich  den  gesuchten  Körperraum  als  eine  Function  der  senkrediten 
Coordinaten  u ,  u',  u''  des  Punctes  0'  zu  denken,  welche  wir  durch  St^  bezeichnen  wollen,  und 
nun  auf  diese  alle  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer  in  Anwendung  zu  bringen.  Versinnlicht 
man  den  jetzigen  Fall  wieder  durch  die  Fig.  6.,  indem  man  sich  in  ihr  die  Begrenzungsebenen 
den  Polar-Coordinatenebenen  parallel  vorstellt,  so  gelangt  man  Schritt  um  Schritt  ganz  wie  zu- 
vor zu  der  Gleichung: 

R=  b  *^u.ü;u;'  +  b'ft^^u;«;' vi  ft^uojiu;' Vi'«^u.u;Hj+...M  d»»-  ••) 

wen^  17,  fi\  fj"  die  senkrechten  Coordinaten  eines  zweiten  bestimmt  hervorgehobenen  Punctes 
0  vorstellen  und  u««  u«»  u^'  die  senkrechten  Coordinaten  des  Punctes  0'  an  den  neuen  Axen 
OX,  OJSf'j  OX"  bezeichnen,  so  dass 

u=iy  +  u.  ,    u'=riy'-f  u;  ,    u"=i?"+u'; 

ist,  und  es  bedeutet  wieder  R  den  Inhalt  des  durch  die  Parallelogramme  O'PPiP,  und  OP'P,Pi, 
O'P  P'  P,  und  0  P;  P,  P; ,  0'  P,  P;  P,  und  0  P'  P  P;  begrenzten  Parallelepipeds ,  nur  mit  dem  Un- 
terschiede, dass  diese  begrenzenden  Ebenen  jetzt  den  Polar -Coordinatenebenen  parallel  laufen.. 
Der  Inhalt  dieses  Parallelepipeds  lässt  sich  aber  am  einfadisten  auf  folgende  Weise  finden.  Da 
aäiBlieh  die^s  ParaUelepiped  in  Bezug  auf  das  aus  den  Polaraxen  gebildete  System  genau  das 
ist,  was  das  in  voriger  Nummer  in  Bezug  auf  das  aus  den  Grundaxen  gebildete  System  war, 
so  wird  hier  nach  Analogie  der  Gleichung  (]120.  h.} :  { .     . 

R=(h){x.)(x;)(xio,  (tm^M 

wenn  (x«),  (x^),  (x^')  die  Coordinaten  des  Punctes  0'  an  den  Poltfaxen  des  neuen  Systems 
bezeichnen  und  (h)  in  Bezug  auf  diese  Pcriaraxen  das  vorstellt^  was  h  in. Bezug  auf  die  Grund- 
axen, und  man  baA  den  im  ersten  Abschnitte  mitgethettten  Glekhu^gtn  (57.  b.}  analog: 
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wobei  es  gleichartig  »i,  ob  man  die  Grössen  <£ ,  (£ ,  S^^  auf  das  neue  oder  auf  das  ursprOng^ 
liehe  System  bezieht,  da  diese  beiden  Systeme  parallele  und  gleichläufige  Axen  haben,  wesshaib 
beide  nicht  nur  su  einerlei  Werthen  von  6 ,  61 ,  (S^%  sondern  auch  au  demselben  Werlh  von 
(h)  hinführen.    Aus  diesem  Grunde  wird  auch  (Abschn.  L  $.  2.  Gleich.  42.}: 

(h)=singB'sin2B"sinW 

und  nun  geht  die  Gleichung  (122.  b.}  mit  Rücksicht  auf  die  dortigen  Gleichungen  (41.}  über 
in: 


-,       sin'WsinW'sinW'sinSB'sin©        ,   , 
R= ^ u«u#u. 


oder  mit  nochmaliger  Zuziehung  der  dortigen  Gleichung  (42.}  in: 

R=rU«uiui'. 
n 

,    Dadurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (122.  a.}  in: 

Ä  111  S II  .,%  ist  .'S  1  I  1  ,  /'S 

und  liefert  neben  andern  auch  die  Gleichungen: 

111  j  f  1 1  j 

(!««.  c)  ^  Äj^=:  r    oder  auch    B  Ä„=  j-  , 

woraus  man  durch  eine  dreifache  Integration  die  Function  it^  aubusuchen  hat 

156}  Hinsichtlich  der  beim  Integriren  der  in  den  Gleichungen  (119.  e.}  vorkommenden 
Ausdrücke  erforderlichen  Grenzbestimmungen  ist  alles  das  wieder  anwendbar »  was  im  vorigen 
Paragraphen  in  Bezug  auf  die  Grenabestimmungen  bei  doppelten  Integralen  gesagt  wor- 
den ist,  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  die  Grenzstellen  hier  nicht  wie  dort  in  der  Ebene, 
sondern  im  Räume  liegen,  was  indessen  auch  bei  den  dreifachen  Integralen  der  Fall  ist,  zu 
welchen  die  Gleichungen  (121.  b.}  oder  (122.  c.}  aufTordem,  wesshaib  wir  bei  diesen  letztem 
stehen  bleiben  können.  Um  aber  die  eigenthümlichen  Grenzbestimmungen,  welche  beim  Inte- 
griren solcher  Ausdrücke,  wie  die  in  den  Gleichungen  (121.  b.}  oder  (122.  c.}  gegebenen 
sind,  vorkommen,  vor  Augen  legen  zu  können,  wollen  wir  in  allgemeinerer  Weise  voraus- 
setzen, dass  man 

(MS.  iu>  ^  Stx=f% 

habe,  wobei  Stj^  und  /,  Functionen  der  drei  schiefen  Coordinaten  x ,  x',  x"  vorstellen,  und  dass 
der  Ausdruck  ft^  ^^^  ^^^^^^^  Raum  beschränkt  werde,  der  nach  einer  Seite  hin  durch  eine  Flüelie, 
deren  Gleichung  in  aufgelöster  Gestalt 

(ata.  b.)  i' —  Vr 

ist,  (wobei  <p^  eine  Function  von  x  und  x'  vorstellt,  und  x ,  r',  r'"  die  Coordinaten  der  Puncto 

dieser  Fläche  von  derselben  Art,  wie  die  x,  x\  x"  sind,  su  bedeuten  haben},  und  nack  den 
übrigen  Seiten  hm  durch  Ebenen  begrenal  wird,  weldie  mil  den  Goordinaleaebeneft  parallel 
durch  den  beweglidien  Pnct  0'  hindmnch  gehen.  Hierbei  kann  die  Glöickung  der  Fliehe  filr 
je  zwei  Werthe  von  x  und  x'  nur  ein  einziges  Ergebniss  Tür  i'  liefern,  welches  geschieht,  wenn 
9^  nur  eine  einzige  Form  in  siph  enlbidt^  oder  s\t  kann  f&r  je  zwei  Werthe,  die  man  den 
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Grössen  x  und  x'  beSegen  mag,  für  x"  mehrere  Resultate  liefern;  im  ersten  Falle  dehnt  sich 
die  Fläche  in  der  Richtung  der  Ebene  XAX'  stets  einfach  aus;  im  andern  Falle  hingegen 
bildet  sie,  in  dieser  Richtung  aufgefasst,  gleichzeitig  mehrere  FHchenzüge,  deren  Anzahl  von 
der  Zahl  der  in  q)^  enttialtenen  Formen  abhängt.  Wir  werden  zunächst  Mos  den  Fall  ins  Auge 

fassen,  wo  r"  durch  (p  nur  in  einer  einzigen  Gestalt  gegeben  wird,  und  später  den  Fall  fol- 
gen lassen,  wo  x''  durch  (p^  in  mehreren  Gestalten  gegeben  wird. 

111  110 

Da  t  üx  die  Ableitung  von  %  ^  nach  x"  ist  für  je  zwei  beliebige  Werthe  x  und  x^  die 
jedoch  als  während  des  Ableitens  sich  nicht  ändernd  angenommen  werden  müssen,  so  erhält 
man  umgekehrt  aus  der  Gleichung  (123.  a.}  mittelst  der  Integralrechnung  auf  die  Weise  wie 
in  Nr.  135.  gezeigt  worden  ist: 


»0 


wenn  x«'  den  Werth  von  x"  anzeigt,  unterhalb  welchem  man  sich  die  Eigenschaft  /^  als  nicht 
mehr  an  dem  Räume  haftend  vorstellt  bei  jeglichen  Wcrthen  x  und  x',  welche  man  sich  in  der 
Gleichung  (123.  c.])  vorhanden  denken  mag,  wonach  also  die  Bedeutung  von  x^'  hier  ganz  ver- 
schieden von  der  ist,  welche  wir  diesem  Zeichen  in  den  vorangegangenen  Betrachtungen  bei- 
gelegt haben.  Erwägt  man  nun,  dass  bei  unserer  gegenwärtigen  Untersuchung  in  Folge  der 
der  Eigenschaft  f^  vorgeschriebenen  Begrenzung,  was  auch  die  Werthe  von  x  und  x'  sein 
mögen,  nur  solche  Stellen  des  Raumes  ab  mit  der  Eigenschaft  /^  begabt  gedacht  werden  kön- 
nen, welche  zwischen  der  begrenzenden,  durch  die  Gleichung  (123.  b.}  gegebenen  Fläche  und 
zwischen  der  durch  den  beweglichen  Funct  0'  mit  der  Coordinatenebene  XAX^  parallelen  Ebene 
liegen,  deren  zur  Axe  AX"  gehörige  Coordinate  durch  x"  vorgestellt  wird,  so  sieht  man  so- 
gleich ein,  dass  die  SteUe  der  begrenzenden  Fläche,  welche  den  beliebig  in  jener  Gleichung 
angenommenen  Coordinatenwerthen  x  und  x'  entspricht,  den  Werth  von  x^'  herzugeben  habe, 
es  wird  nämlich  x^'  das  x'  der  Gleichung  (123.  b.},  wenn  man  in  dieser  x  und  x'  an  die 
Stelle  von  x  und  x'  setzt,  so  dass  man  also  Xo'=:(]px  zu  nehmen  hat,  wodurch  die  Gleichung 
(123.  c.)  tibergeht  in: 


1  1  0 


und  es  giebt  ^  St^  lüdb  den  EröneruBgeü  der  eben  erwäinten  Nn  135.  des  gegenwärtigen  Ab- 
schnitts die  id>er  den  vollgeschriebenen  Raun  Von  der  Fläche  bis  zu  der  durch  den  beweglichen 
Punct  0'  mit  X  AX'  parallel  gelegten  Ebene  verbreiteten  Eigenschaft,  in  so  weit  sie  zu  Puncten 
gehört,  deren  Goor<JEnaten  ^n  den  Axen  AX  und  AX'  des  zu  Grunde  gdegten  Coordinatensy- 
Btentf  X  und  x'  sind,  zu  erkennen,  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  genommen,  je 
nachdeifi  x^'  kleiner  oder  grösser  als  x'^  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Puncto  der  Fläche  nnterhidb 
oder  oberhalb  den  Puncten  der  durch  0'  mit  X  A  X'  parallel  gelegten  Ebene  liegen.  Auf  solche 

1  1  0 

Weise  hat  man  für  S  Jt^  eine  Function  von  x ,  x',  x"  gefunden,  und  um  aus  dieser  ft^  zu  er- 
halten, hat  man  den  Regeln  der  Integralrechnung  gemäss  diese  Function  nach  x  und  x^  zu  in- 
tegriren,  wobei  man  x''  als  eine  beliebige  constante  Grösse  anzusehen  hat;  es  ist  daher  von 

110 

da  ab  %  ftx  ^^^  ^^^  Function  der  zwei  Veränderlichen  x  und  x'  zu  behandeln»  die  wir  durch 
Fx  vorstellen  wollen,  so  dass  die  Gieichung  (123.  40  wird: 

L  42 
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II 


worin  Stx  seine  vorige  Bedeutang  völlig  unverändert  beibehält  ^  nur  dufis  man  von  der  Verän- 
derlichkeit des  in  ihm  vorkonmienden  x"  gänzlich  absieht,  obgleich  man  diese  Grösse  noch 
immer  als  eine  völlig  beliebige  von  denen,  welche  eine  vollständige  Begrenzung  möglich  machen, 
anzusehen  hat  Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  erstreckt  sich  entweder  die  durch 
den  beweglichen  Punct  0'  gelegte,  mit  XAX'  parallele  Begrenzungsebene  bis  zur  Fläche  hm, 
ohne  einer  neuen  festen  Begrenzung  zu  begegnen;  dann  giebt  die  Curve,  in  welcher  die  Fläche 
von  dieser  Begrenzungsebene  geschnitten  wird,  in  Verbindung  mit  den  zwei  Geraden,  in  wel- 
dien  diese  Begrenzungsebene  von  den  zwei  andern  Begrenzungsebenen,  welche  den  Coordina- 
tenebenen  XAX"  und  X'AX''  parallel  durch  den  beweglichen  Punct  0'  gelegt  werden,  die 
Grenzen  an,  zwischen  welchen  die  Werthe  von  x  und  x'  eingeschlossen  sind,  wo  man  sich  den 
Raum  als  mit  der  Eigenschaft  Fz  begabt  zu  denken  hat.  Da  nun  die  Curve,  in  welcher  die 
Fläche  von  der  mit  XAX'  parallelen  Begrenzungsebene  geschnitten  wird,  durch  die  Gleichung 


x" 


gegeben  ist,  wenn  x"  den  vorhin  bezeichneten  beliebigen,  aber  constant  gedachten  Werlh  vor- 
stellt, tmd  diese  Gleichung  nach  x'  aufgelöst  die  Form 

annehmen  wird,  wobei  man  sich  fp^  als  Function  der  einen  Veränderlichen  x  zu  denken  hat, 

so  ist  mithin  unsere  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  den  Betrag  der  über  eine  Ebene  verbrei- 
teten Eigenschaft  F^  zu  finden,  welche  einerseits  durch  die  ebene  Curve  der  Gleichung  (123.  f.) 
und  andererseits  durch  die  zwei  Geraden  begrenzt  wird,  welche  durch  den  nur  noch  in  dieser 
Ebene  beweglich  gedachten  Punct  0'  parallel  mit  den  Axen  AX  und  AX'  laufen.  Diese  Auf- 
gabe ist  aber  genau  die  in  Nr.  136.  behandelte,  und  darum  geschieht  die  weitere  Behand- 
lung hier  ganz  so,  wie  dort  gezeigt  worden  ist. 

Begegnet  aber  die  durch  den  beweglichen  Punct  0'  gelegte,  mit  XAX'  parallele  Begren- 
zungsebene ausser  der  bisher  betrachteten  Fläche  und  bevor  sie  diese  trißt,  noch  einer  neuen 
festen  Begrenzung  und  bildet  diese  eine  Cylinderfläche,  deren  Seiten  mit  der  Coordinatenaxe 
AX"  parallel  laufen,  so  dass  in  ihrer  Gleichung  die  Coordinate  x"  gar  nicht  zum  Vorschein 
kommt,  so  bleibt  noch  Alles  wie  zuvor,  nur  dass  die  Ebene,  auf  welcike  die  Eigenschaft  F^ 
beschränkt  wird,  neben  den  Geraden,  die  durch  den  in  ihr  beweglichen  Punct  0'  parallel  mit 
den  Axen  AX  und  AX'  gelegt  werden,  und  neben  der  zur  festen  Begrenzung  genommenen 
Curve,  deren  Gleichung  (123.  t)  ist,  auch  noch  die  Curve  als  einen  Theil  der  jener  Ebene 
angewiesenen  festen  Begrenzung  erhält,  in  welcher  die  hier  erwähnte  Cylinderfläche  von  der 
mil  XAX'  parallelen  Begrenzungsebene  geschnitten  wird,  welche  Cylinderfläche  an  allen  mit 
XAX'  parallelen  Ebenen  den  gleichen  Durchschnitt  liefert  Immer  aber  wird  die  weitere  Be- 
handlung unserer  jetzigen  Aufgabe  noch  nach  der  in  Nr.  136.  oder  Nr.  137.  angezeig- 
ten Weise  geschehen  können,  da  dort  gezeigt  worden  ist,  wie  sich  der  Betrag  einer  über 
eine  beliebig  wie  begrenzte  Ebene  ausgebreiteten  Eigenschaft  ermitteln  lässt  Ist  hingegen 
die  neu  hinzugekommene  Begrenzung  keine  Cylinderfläche,  oder,  wenn  auch,  doch  keine  solche, 
deren  Seiten  mit  der  Axe  AX^'  parallel  laufen,  so  wird  man  doch  immer  die  Aufgabe  in  der 
dort  angezeigten  Weise  dadurch  zu  Ende  Rihren  können,  dass  man  den  vorgeschriebenen  Raum 
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dvrch  Cylinderflichen,  derea  Srntca  inil  der  Coordiiifiteiiäxe  AX''  parallel  kuifen,  in  mekrer^  Thijte 
aerlegi»  von  denen  jeder  nur  eine  der  mehrenl  Fläeben  in  sich  aufnimmt,  «nd  iBti  auf  jede« 
solehen  Tbefl  kommenden  Beirag  Tür  aich  auEsuoht 

iST)  Wir  betraditen  jeUt  noch  den  Fall,  wo  die  Gleichung  (123.  K),  die  der  zur  feste« 
Begtenzung  genommeiien  Flüche  angebdri,  x"  in  mehren  Formen  giebi  In  der  Regel  wird 
man  Mn  Uer  2war  darauf  angewiesen  sein,  aus  den  mehrenn  Fonnen  diejenige  harausattheben^ 
welche  dem  einfachen  FUchemsuge  angehört,  der  dem  Räume  £ur  festen  Begrenzung  dieneu 
soll,  und  dann  sind  auf  diese  eine  Form  die  yerschiedenen  in  der  vorigen  Nummer  aageKeigten 
Operationen  in  Anwendung  zu  bringen.  Bei  aaehrfach^  Fläohenzilgen  kann  es  jedoch  auch 
geschehen,  dass  der  Körpenraum  behandelt  werden  soll,  welcher  von  zwei  entgegeqgesetateu 
Seiten  her  zwei  solche  Flächenzüge  als  feste  Grenzen,  und  von  den  übrigen  Seiten  mit  den 
Coordinatenebenen  XAX"  undX'AX"  parallele  Ebenen  als  feste  oder  bewegliche  Grenzen  an- 
gewiesen bekommt,  und  dann  treten  hier  wieder  alle  die  Betrachtungen  ein,  welche-  denen  in 
IVr.  197.  bei  Flichenräuuien  unter  ähnlichen  Umstünden  gegebenen  analog  sind.  Denkt  man 
sich  nfimlich  eine  mit  X  A  X'  parallele  Ebene  irgendwo  gelegt,  welche  die  der  Axe  A  X"  paral** 
lelen  Begrenzungsebenen  oder  deren  Verlängerungen  schneidet,  und  sind 

x"=y;    und    r"=9?;' 
die  Gleichungen  der  beiden  begrenzenden  Plächenzüge,  so  sind 

die  ersten  Integrale  in  Bezug  auf  die  zwei  Räume,  von  denen  jeder  einen  der  zwei  FUtchen*» 
züge  zur  festen  Grenze  hat,  und  ausserdem  noch  von  den,  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
parallelen  Ebenen' eingeschlossen  wird.    Jedes  dieser  beiden  Integrale  muss  nun  nocb  sowohl 
nach  x'  als  nach  x  integrirt  werden,  und  diese  letzten  Integrale  sind  bei  beiden  Räumen  zwi- 
schen denselben  Grenzen  zu  nehmen,  weil  alle  ebenen  Grenzen  bei  beiden  dieselben  sind  *  daher 
liefern  diese  dreifachen  Integrale  den  Betrag  der  über  ihre  Räume  verbreiteten  Eiirenschaft  mit 
einerlei  Vorzeichen,  wenn  die  untern  Grenzen  yi  und  y^  <Jer  ersten  Integrale  beide  zurieicb 
grösser  oder  kleiner  als  deren  obere  Grenze  x"  ist,  hingegen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
wenn  die  eine  untere  Grenze  grösser,  die  andere  kleiner  als  die  obere  ist,  d,  k.  die  dreifachen 
Integrale  geben  den  Betrag  der  Eigenschaft  mit  entgegengesetzten  oder  mit  eiMorlei  Voraeicheii» 
je  nachdem  x"  zwischen  ^  und  if^  oder  auf  einer  Seite  von  ihnen  liegt    Eben  deswegen 
erhält  man  aber,  wo  man  sich  auch  die  mit  XAX'  paraUele  B^ensungnebene  hindßQken  Wi 
den  Betrag  der  Eigenschaft,  soweit  sie  über  den  awischen  den  beiden  Flächens&ren  und  »wi- 
schen den  B^enzungsebeaen  liegenden  Raum  verbreitet  ist,  mit  dem  \9n^dkm  +  o*er  —  9 
wenn  man  von  der  Differenz 

f 

das  doppelte  Integral  nach  x  und  nach  x*  zwischen  denselben  Grenzen  ninunt;  diese  piffeTenz 
lasst  sich  aber  auch  so  schreiben: 


f 


i&* 
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und  zeigt  in  dieser  Gestalt,  dass  aus  der  gesuditen  Function  x"  verschwindet  und  sie  daher 
mr  noch  die  zwei  Veränderlichen  x  und  li  in  sich  trägt  Alles  diess  ist  ganz  so  wie  oben 
bei  begrenzten  Flächenräumen ;  wo  aber  dort  die  Grenzen  von  x  in  Puncto  gelegt  worden  sind, 
in  denen  sich  zwei  Zweige  begegnete,  da  müssen  hier  Cylinderflächen  genommen  werden, 
deren  Seiten  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  durch  die  Durchschnittslinien  der  beiden  Flächen- 
züge hindurch  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  Cylinderflächen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 
der  beiden  Flächenzüge  durch  Elimination  derjenigen  Coordinate,  die  der  Axe  angehört,  mit 
welcher  die  Seiten  der  Cylinderfläche  parallel  laufen.  Auch  darf  man  hier  den  Raum  nicht 
überschreiten,  der  zwischen  zwei  solchen  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Cylinderflächen 
liegt,  und  eben  so  wenig  darf  innerhalb  des  zu  bestimmenden  Raumes  eine  Kreuzung  von  zwei 
Cylinderflächen  stattfinden. 

Alles,  was  hier  von  zwei  Zügen,  die  einer  und  derselben  Fläche  angehören,  gesagt  worden 
ist,  gilt  ganz  eben  so,  wenn  anstatt  dieser  beiden  Flächenzüge  die  Züge  genommen  werden, 
welche  zweien  einander  ganz  fremden  Flächen  angehören;  ja  selbst,  wenn  die  ebenen  mit  den 
Coordinatenebenen  parallelen  Begrenzungen  durch  krumme  Flächen  oder  anders  liegende  Ebenen 
oder  auch  durch  eine  Verbindung  von  mehrern  solchen  ersetzt  werden,  ist  es  immer  möglich, 
den  so  begrenzten  Raum  mittelst  Cylinderflächen ,  deren  Seiten  mit  den  Coordinatenaxen 
parallel  laufen,  in  mehr  oder  weniger  Theile  zu  zerlegen,  von  denen  sich  jeder  auf  die  bisher 
beschriebene  Weise  behandeln  und  bestimmen  lässt,  so  dass  man  dergleichen  Untersuchungen 
als  in  jedem  möglichen  Falle  ausführbar  zu  erachten  hat.  Die  ganze  Schwierigkeit  besteht  stets 
darin,  eine  Function  von  einer  Veränderlichen  zu  finden,  deren  Ableitung  als  Function  derselben 
Veränderlichen  gegeben  ist,  welches  Geschäft  der  Integralrechnung  angehört 

Noch  mag  hier  die  Bemerkung  stehen,  dass  Alles,  was  über  die  Bestimmung  der  Grenzen 
in  mehrfachen  Integralen  gesagt  worden  ist,  ganz  gleich  wahr  bleibt,  die  Gleichungen  der  Cur- 
ven  oder  Flächen  mögen  in  schiefen  oder  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben  sein,  wenn  man 
im  letztem  Falle  die  ebenen  Begrenzungen  den  Polar -Coordinatenebenen  parallel  laufend  an- 
nimmt Umgekehrt  hat  man  je  nach  der  Natur  dieser  ebenen  Begrenzungen  jene  Gleichungen 
in  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  ausgedrückt  sich  zu  verschafien,  um  in  jedem  beson- 
dern Falle  auf  die  einfachste  Weise  zum  Ziele  zu  gelangen.  Auch  kann  man,  wo,  wie  bei  der 
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Bestimmung  eines  Körperinhalts  "bSt^  sowohl  als  bK^  eine  constante  Grösse  ist,  diesen  Kör~ 

perinhalt  gleich  von  vom  herein  durch  ein  doppeltes  Integral  darstellen,  ähnlich  wie  oben 
($.  13.  Nr.  138.)  der  Flächeninhalt  durch  ein  einfaches  Integral  angegeben  worden  ist  Man  hat 
zu  diesem  Ende  nur  einen  der  drei  prismatischen  Räume  S ,  S',  S''  ins  Auge  zu  fassen,  deren 
Grössen  sich  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x, ,  x^ ,  x«  fortlaufen,  mittelst  der  Gleichungen 
(120.  d.  bis  g.}  ausdrücken  lassen;  hierauf  die  in  ihm  vorkommende  kmmme  BegrenzungsAäche 
durch  eine  ebene  zu  ersetzen,  welche  einen  TheU  der  zu  einer  ihrer  Stellen  gehörigen  Berüh- 
mngsebene  der  krummen  Fläche  ausmacht  und  auch  den  Inhält  dieses  neuen  Prisma*s  in  x« ,  x« ,  x^' 
ausgedrückt  darzustellen,  welches  immer  auf  elementarem  Wege  geschehen  kann;  zuletzt  hat 
man  sich  die  Grössen  x«,  x^,  x«'  unendlich  klein  zu  denken,  wo  dann  der  Inhalt  des  einen 
Prisma  mit  krammer  Begrenzungsfläche  von  dem  des  andem  Prisma  mit  ebener  Begrenzungs- 
fläche sich  nur  noch  um  eine  Grösse  unterscheiden  kann,  die,  mit  ihrer  eigenen  verglichen, 
verschwindend  klein  wird,  worauf  der  Satz  (41.    a.  und  b.)  sogleich  eine  der  Functionmi 
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^  9x9  t  St^y  t}  §t^  Wi  ^'^  E^nd  giebt,  welche  zur  Auflindung  von  9^  blos  eine  doppelte  In- 
tegration erfordern.    Eine  ganz  gleiche  Bewandtniss  hat  es  auch  mit  der  Function  9^, 

%.  15. 

¥w  4er  itf pett  gekriiwitcai  U^  o4er  uebeiei  Cant. 

158}  Wenn  die  beiden  auf  die  drei  schiefen  Coordinaten  x ,  x',  x!'  von  Puncten  bezogenen 

Gleichungen 

^=30    und    0x  =  O, 

oder  wenn  die  beiden  auf  die  drei  senkrechten  Coordinaten  u ,  u",  u''  von  Puncten  bezogenen 

Glerchungen 

^„=0    und     ¥„=0 

zwei  von  einander  verschiedene  Flächen  darstellen  und  man  fasst  blos  diejenigen  Puncte  ins 
Auge,  deren  Coordinaten  gleichzeitig  jeder  Gleichung  eines  solchen  Paares  genügen,  so  sind 
diess  solche  Puncto,  welche  in  jeder  der  zwei  von  einander  verschiedenen  Flächen  liegen;  es 
stellen  daher  so  aufgefasste  Gleichungspaare  den  Durchschnitt  der  beiden  Flächen  dar,  welche 
durch  jede  Gleichung  des  Paares  einzeln  genommen  gegeben  sind.  Die  diesem  Durchschnitte 
zugehörigen  Puncte  werden  in  der  Regel  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  und  dann 
nennen  wir  ihn  eine  unebene  Curve  oder  eine  doppelt  gekrümmte  Linie.  Auch  hier, 
wie  schon  oben  bei  der  Geraden,  werden  wir  ein  Gleichnngspaar  mit  gemeinschaftlichen  Ver- 
änderlichen, in  welchem  blos  solche  Werthe  der  Veränderlichen  zugelassen  werden  sollen,  die 
beiden  Gleichungen  des  Paares  gleichzeitig  genügen,  dadurch  äusserlich  kund  geben,  dass  wir 
das  Wörtchen  mit  zwischen  seine  beiden  Gleichungen  setzen,  so  dass  also  im  Allgemeinen 
eine  unebene  Curve  in  folgender  Weise  dargestellt  wird: 

<px  =  0    mit    *x=0  (."^  ••> 

oder 

i//„=0    mit     ^„=0  ,  («*•  li.> 

je  nachdem  deren  Puncte  durch  schiefe  oder  senkrechte  Coordinaten  vorgestellt  werden. 

In  besondern  Füllen  kann  ein  solches  Gleichungspaar  blos  eine  ebene  Curve  oder  eineD 
Verein  von  ebenen  Curven  darstellen.    Enthält  eine  von  den  Gleichungen  des  Paares  nur  eiB^ 
einzige  der  drei  Coordinaten,  so  wird  diese  Coordinate  durch  die  Gleichung  vöUig  bestimm^ » 
die  Gleichung  schreibt  der  Coordinate  entweder  einen  oder  mehrere  ausser  einander  liegende 
Werthe  vor,  und  stellt  dann  eben  so  viele,  von  einander  getrennte,  mit  einer  der  Grund-  oder 
Polar- Coordinatenebenen  parallele  Ebenen  dar,  als  solcher  Werthe  vorliegen,  die  in  Verbindung 
mit  der  zweiten  Gleichung  lauter  ebene  Curven  in  derselben  Anzahl  liefern,  welche  ebene  Curven, 
wenn  die  zweite  Gleichung  selber  wieder  nichts  ata  Ebenen  darstellt,   Gerade  werden.    Bs   i^ 
diess  nur  ein  besonderer  Fall  des  schon  oben  ($.  14.  Nr.  139.}  anfgeflihrlen  Umstandes,  Aaanh 
wenn  z.  B. 

ist,  und  q^  und  (p^  von  einander  unabhängige  Faderen,  d.  h.-  solche    sind,  dass  Wertk^e  Nont 

X y  x\  x\  welche  den  einen  zu  Null  machen,  den  andern  nicht  auf  die  Form  ^  oder  ?^  l^nvige^ 
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man  das  durch  die  Gleichung  9>z  =  0  dargestellte  Gebilde  immer  als  einen  Verein  der  zwei 

durch  die  Gleichungen 

9)i  =  0    und    yx=0 

dargestellten  und  von  einander  völlig  unabhängig  bleibenden  Gebilde  ansehen  kann.  Der  hier 
in  seiner  einfachsten  Gestalt  angegebene  Satz  lässt  sich  nämlich  allgemein  so  geben:  Ist 
fpj^=z(p^ (f^  (p^ und  sind  yi ,  qpx ,  y^, ....  solche  Factoren,  dass  die  Werthe  von  x,  x',  x", 

welche  den  einen  von  ihnen  zu  Null  machen,  keinen  i&s  andern  auf  die  Form  ^  oder  ^  bringen, 

so  ist  die  Gleichung  <;Px  =  0  nichts  anders,  als  ein  Verein  der  Gleichungen 

qpiznO  ,    9>x  =  0  ,    yx'=0  ,    u.  s.  f., 

welche  gleichzeitig  neben  einander  und  völlig  unabhängig  von  einander  bestehen.  Hieraus  folgt 
nämlich,  dass  man  jedesmal,  wo  sich  der  Ausdruck  von  einer  der  Gleichungen  in  gänzlich  von 
einander  unabhängige  Factoren  zerlegen  lässt,  nur  zu  untersuchen  braucht,  was  die  einzelnen 
der  Null  gleich  gesetzten  Factoren  in  VerbiQdung  mit  der  zweiten  Gleichung  liefern.  Die  Summe 
aller  dieser  besondern  Ergebnisse  ist  das  vollständige,  in  dem  ursprünglichen  Gleicbungspaare 
enthaltene  Gebilde. 

Da  sich  nach  den  Regeln  der  Algebra  statt  zweier  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  eine 
Menge  anderer  Paare  von  Gleichungen  angeben  lassen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Unbekannten 
mit  jenen  von  völlig  einerlei  Inhalt  sind,  so  sieht  man  sogleich  ein,  dass,  wenn  unter  allen 
diesen  Paaren  eines  sich  vorflndet,  dessen  eine  Gleichung  einer  Ebene  angehört,  oder  auf  die 
80  eben  angezeigte  Weise  in  lauter  Ebenen  sich  auflösen  lässt,  sämmtliche  Gleichungspaare 
eine  ebene  Curve  oder  einen  Verein  von  ebenen  Curven  darstellen  werden,  die  unter  Umständen 
Gerade  werden  können.  Die  hier  erwähnte  Substitution  von  äquivalenten  Gleichungspaaren  kann 
auch  dazu  benützt  werden,  das  Gleichungspaar,  wodurch  eine  unebene  Curve  dargestellt  wird, 
in  solcher  Weise  umzuformen,  dass  in  jeder  seiner  Gleichungen  nur  zwei  von  den  drei  Coor- 
dinaten  vorkommen.  Man  erreicht  diesen  Zweck  jedesmal  dadurch,  dass  man  aus  den  zwei 
.  Gleichungen  eines  gegebenen  Paares,  das  nicht  schon  die  gewünschte  Gestalt  besitzt,  zwei  neue 
Gleichungen  ableitet,  eine  durch  Elimination  von  einer  der  drei  Veränderlichen,  und  eine  zweite 
durch  Elimination  von  einer  andern  dieser  drei  Veränderlichen.  Weil  aber  oben  ($.  14.  Nr.  139.) 
gezeigt  worden  ist,  dass  eine  auf  ein  körperliches  Goordinatensystem  bezogene  Gleichung,  die 
ur  zwei  Coordinaten  derselben  Art  in  sich  trägt,  immer  eine  Cylinderfläche  darstellt,  deren 
Seiten  mit  einer  dar  Grund -Coordinatenaxen  parallel  laufen,  wenn  die  Gleichung  in  schiefen 
Coordinaten  gegeben  ist,  oder  deren  Seiten  mit  einer  der  Polar*Coordinatenaxen  parallel  laufen, 
wenn  die  Gleichung  in  senkrediten  Coordinaten  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  man  unter  allen 
Umständen  berechtigt  ist,  die  unebene  Curve  als  den  Durchschnitt  zweier  Cylinderflächen  auf- 
zufassen, deren  Seilen  entweder  mit  zweien  Grundaxen  oder  mit  zweien  Polaraxen  p«raUel 
laufen,  und  diess  sagt  im  Grunde  nicbta  anders,  als  dass  man  die  unebene  Curve  immer  als 
den  Durchschnitt  zweier  Cylinderflächen  sieb  vorstellen  kann,  derqn  Seiten  mit  zwei  beliebigen 
nicht  parallelen  Geraden  parallel  laufen. 

159}  Weil  die  zu  Puncten  einer  unebenen  Cürve  gehörigen  schiefen  oder  senkrechten 
drei  Coordinaten  stets  von  zwei  GleicbungeB,  wie  die  (124  a.)  oder  (124.  b.)  sind,  abhängig 
gemacht  werden,  und  man  daher  zwei  von  ihnen  jederzeit  als  Functionen  der  dritten  anzusehen 
hat,  so  ist   den   in  Paragraph    12.   dieses   Abschnitts   (Nr.  115.}   aufgestellten   Gleichungen 
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(9:  c.}  zur  Folge,  wenn  |,  ^,  1"'  die  schiefen  oder  fi,  ^\  n\'  die  seakrechleD  CoordiBateK 
TOii  irgend  einem  Ponct  0  der  unebenen  Curve  vorsleUen,  und  man  sich  durch  diesen  Pund 
drei  nene  Axen  OX,  OX',  OX"  den  arsprttngliehen  AX,  AX',  AX''  pnraUel  und  gleidiläuEg 
gelegt  denkt,  so  dass  (Abschn.  I.  GMcli.  7.} 

x=|  +  Xo,    x=r+x;,    x"=r+x:'    oder    u=r?  +  iio,    u'=^'+u;,    u"=iy"+u;'  C"*-) 

wird,  vorausgesetzt,  dass  x« ,  x« ,  x«  die  schiefen  oder  u« ,  Uo ,  x^i  die  senkrechten  Coordinaten 
von  irgend  einem  andern  Puncto  O'  der  unebenen  Corve  an  den  neuen  Axen  vorstellen,  während 
X,  x',  x"  die  schiefen  oder  u,  u',  Vl'  die  senkrechten  Coordinaten  dieses  zweiten  Punctes  an 
den  ursprünglichen  Axen  bezeichnen: 

x;=^rx,+^'r§+....  mit  x;'=arx,+^rä+....  (im.».) 

oder 

u;=V««  +  SV/i||  +  ....    mit    u;'=^i?X  +  ^i7"^  + (tve-M 

Diese  Gleichungspaare  enthatten  wieder  ebenso  wie  die  (124.  a.}  und  (124.  b.}  alle  Puncto  der 
unebenen  Curve  in  sich,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Coordinaten  dieser  Puncto  hier  auf 
die  neuen,  durch  einen  Punct  0  der  Curve  gelegten  Axen  OX,  OX',  OX"  bezogen  werden, 
während  dort  die  Coordinaten  derselben  Puncte  auf  die  ganz  beliebig  angenommenen  ursprüng- 
lichen Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  bezogen  worden  sind.  Denkt  man  sich  nun  unter  d^n  veränder* 
liehen  Puncte  0'  der  Curve  statt  aller  möglichen  nur  solche,  welche  dem  zwar  beliebigeai  aber 
doch  bestimmt  hervorgehobenen  0  so  nahe  liegen,  dass  sich  der  zu  ihnen  gehörige  Werth  von 
X»  oder  u«  durch  kein  endliches  Haass  mehr  angeben  lässt,  so  verschwindet,  vorausgesetzt,  dass 
die  Grössen 

%r,  ^'r,....  und  BT,  ^T,.... 

oder 

?)7?',  S*i7V.-.    und    ^1?",  %V,.... 

sämmtlich  endlich  darstellbare  und  bestimmte  Werthe  haben,  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (126.  a.)  oder  (126.  b.)  jedes  später  folgende  Glied  neben  einem  wirklich  vorhande- 
nen frühern  ganz  und  gar,  so,  dass  man  für  jeden  so  äusserst  nahe  bei  dem  0  liegenden  Punct  , 

0'  hat: 

x;=?)^x,    mit    x;'=?)rxo  (IM.  ••> 

oder 

u;  =  Si7'Uo    mit    u';=%V'Uo.  {\VU^^ 

Jedes  dieser  Gleichungspaare  steUt  aber  eine  Gerade  dar;  beide  vereinigen  sich  sonach  in  der 
Aussage,  dass  sich  die  Puncte  einer  unebenen  Curve  an  jeder  ihrer  Stellen,  auf  eine  unend-*- 
lieh  kleine  Strecke  weit,  wie  die  einer  geraden  Linie  an  einander  reiben,  dass  aber  die 
Richtung,  in  welcher  die  Puncte  sich  neben  einander  lagern,  an  jeder  andern  Stelle  der  Curve, 
deren  Abstand  von  der  vorigen  0  ein  endlich  angebbarer,  wenn  auch  noch  so  kleiner  ist,  eine 
andere  sein  kann,  weil  die  Werthe  %§'  und  %£"  oder  %ii{  und  tii'^  von  wekben  diese  Riefe* 
tung  abhängt,  an  jeder  andern  Stelle  beliebig  andere,  durch  das  jedesmalige  Gleichungspaar  ge^ 
gebene  werden  können.  In  den  hier  ausgesprochenen  Eigensohaflea  tel  der  rilgemeiaste  Cha* 
racter  einer  beliebigen  unebenen  Curve  enthalten« 

Die  bis  jetzt  aus  einem  Gldchungspaare,  das  entweder  die  dcei   scUefen  oder  die  drei 
senkrechten,  auf  ein  beliebiges  körperUches  Coordinatensjstem  bezogenen  Coordinaten  in  stck 
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aufkumint,  abgeleiteten  Schlüsse  ändern  sich  nicht,  wenn  eine  oder  mehrere  der  Grössen 
^'l',  S'^',....  und  ^T»  l'f,....  oder  S*V,  S'i?',.-..  und  ^^f|'\  Vfi\....  nuU  werden. 
Ja  so|rar  wenn  von  den  Grössen  B|',  %^'  oder  ^97',  B47"  eine  oder  auch  jede  null  wird,  bleibt 
doch  alles  vorhin  Gesagte  noch  ganz  eben  so  wdir;  denn  obgleich  es  z.  B*  scheinen  möchte, 
dass  man,  wenn  z.  B.-%^  =  0  wäre,  an  die  Stelle  der  ersten  Gleichung  ^127.  a.}  die 

aus  der  ersten  Gleichung  (126.  a.)  sich  ergebende  zu  setxen  hätte,  oder  wohl  gar,  wenn  auch 
noch  S'l'ri^O  wäre,  xi  einem  noch  später  folgenden  Gliede  der  rechten  Seite  der  zuletzt  an- 
geführten Gleichung  gleich  zu  nehmen  wäre,  so  überzeugt  man  sich  doch  bald,  dass  selbst  in 
diesem  Falle  die  durch  die  erste  Gleichung  (127.  a.),  welche  jetzt  xi  =  0  würde,  dargestellte 
Ebene  immer  wieder  die  ist,  welche  zur  Bestimmung  der  Lagerungsrichtung  der  Puncte  der 
Curve  an  der  hervorgehobenen  Stelle  0  genommen  werden  muss.  In  der  That  wollte  man 
unter  solchen  Umständen  x«  dem  Gliede  ^^^^x»  oder  einem  der  später  folgenden,  worin  x«  in 
einer  noch  höhern  Potenz  auftritt,  gleich  nehmen,  so  erhielte  man  für  x«  einen  Werth,  der  un- 
vergleichlich kleiner  als  x«  selbst  wäre,  und  schon  dieserwegen  könnte  die  durch  die  Gleichung 
x^  =  0  dargestellte  Ebene  von  der,  welche  durch  den  Funct  0  uad  eine  unendlich  nahe  bei 
ihm  liegende  Seite  der  durch  die  Gleichung  x«  =:  ^  ^^  |'x2  dargestellten  Cylinderfläche  geht,  nicht 
in  einer  endlich  darstellbaren  Weise  verschieden  sein,  so  dass  diese  beiden  Ebenen  bei  end- 
lichen Bestimmungen  mit  einander  verwechselt  werden  können. 

Wiewohl  nun  aber  die  Fälle,  wo  eines  oder  mehrere  der  vordersten  auf  einander  folgen- 
den Glieder  der  Gleichungen  (126.  a.)  oder  (126.  b.)  null  werden,  den  allgemeinsten  Character 
einer  unebenen  Curve  nicht  abändern,  so  giebt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  der  Regel,  von 
denen  man  Kenntniss  nehmen  muss,  weU  erst  sie  volles  Licht  über  den  vorgeHihrten  Gegenstand 
verbreiten.  Wenn  wir  aus  einem  der  Gleichungspaare  (124.)  durch  das  Auflösen  ihrer  Glei- 
chungen zwei  der  in  ihnen  vorkommenden  Coordinaten  als  Zusammensetzungen  der  dritten  auf- 
suchen, indem  wir  jene  beiden  Grössen  als  Unbekannte,  diese  dagegen  als  Bekannte  ansehen, 
so  werden  sich  erstere  häufig  als  mehrförmige  Ausdrücke  von  dieser  letztern  zu  erkennen 
geben,  so  dass  man  im  Allgemeinen  zu  jedem  für  x  oder  u  gewählten  Werth  so  viele  zu  x' 
und  x"  oder  zu  u'  und  u"  gehörige  einzelne  Darstellungen  erhalten  wird,  als  verschiedene 
Formen  in  den  für  sie  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrücken  vorkommen.  Je  zwei  solche  ein- 
zelne zu  einander  gehörige  Darstellungen  können  aber  für.  sich  allein  wie  ein  Gleichungspaar 
aufgefasst  werden,  in  welchem  die  Coordinaten  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u''  auftreten,  und  auf 
welches  sich  dann  alles  vorhin  Gesagte  wieder  unmittelbar  anwenden  lässt  In  der  That,  da 
wir  bei  den  vorhin  ausgeführten  Betrachtungen  die  Grössen  | ,  1",  ^*'  oder  17 ,  17',  ff'  nur  anf 
dnen  einzigen  der  unebenen  Curve  angehörigen  Punct  bezogen  haben,  und  dieser  in. der  Regel 
nur  einer  von  den  mehrem  Formen  entsprechen  wird,  so  leuchtet  von  selber  ein,  dass  jede 
der  mehrem  Formen  fttr  sich  zu  einem  besondem  Gebilde  hinführen  werde,  das  die  Malur  einer 
und^enen  Curve  in  sich  trägt,  und  das  wir  einen  Zweig  der  mehrfachen  unebenen  Curve  nemen 
werden.  In  besondem  Fällen  können  jedoch  zwei  oder  mehr  von  den  neben  einander  liegenden 
Formen  für  denselben  Werth  von  x  oder  u  einerlei  Werthe  für  x'  und  x"  oder  fbr  u'  und  u" 
liefem,  was  an  solchen  Stellen  geschehen  wird,  durch  welche  zwei  oder  m^eriB  Zweige  der 
mehrfachen  Curve  Unduroh  gehen  und  hier  zu  Puncten  Anlass  geben,  von  denen  aus  die  linien- 
artige  Verbreitung  der  Puncte  ia  mehrfacher  Weise  statt  findet.     (M>schon  aber. die  solchen 
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Slelleii  anUpreohenden  Werthe  von  x,  x\  x"  oder  u,  «',  u''  gleiclia^iligr  mehrean 
F^wtneii  imgehören,  so  kann  es  doob  geseheben,  das«  die  denselben  SieUen  entspredicftidMi 
Werlhe  von  B^,  d$"  oder  ^i?',  ^i?"  an.ditser  Stelle  ili  Bezug  eof  die  veracluMieneB.darcb 
sie-  hindurch  giehend^  Zweige  verschieden  ausfallen;  dann  dqrehscfaneiden  sich  die  Zweige  nn 
der  hervorgehobenen  Stelle  la  Richtungen,  die  Winkel  von.  endficher  fitösse  mit  einander 
bilden,  und  die  mittelst  der  Gleichungen  (127.}  für  solche  Stellen  aus  den  mehrerlei  Formen 
Sich  ergebenden  Geraden  jdeeken-^did  Art  ^nd  W-eise .  auf,  wie  sieh  die  mehrem  Zweige  an(  die- 
sen StdUen  durchkreuaen.  Sokhe.  Zweige,  welche  an  dergleichen  Stellen  auch  noch  tdr  %!" 
und.^l''  oder  für^i^'  und  di;^  elierlei  Werthe  besitzen,  haben  Zunächst  nn  diesen  Stellen  eine 
gemeinaame  Ricbtung,  welche  durch  die  ihnen  gemeinschaftlich  angehdrige,  ihre  Lagemngsweise 
dasiedbst  beaseichnende. Gerade: atisgesprochen  wird. 

Ausserdem  giebt  es  noch  andere  Umstände,  weldie  machen  können,  dass  der  vorhin  ange-»* 
gebene  allgemeine  Bau  einer  durch  Gleichungspaare,  wie  die  (134.}  sind,  dargestellten  n«d>enen 
Curve  an  einzelnen  Stellen  eine  Modificalion  erleidet  Diess  g^scktehl  immenllich  da;,  wo  leine 
oder  mehrere  der  spedalisirten  Ableitungen  % £',  ^* |', . •  •  •  vmd  B |",  V^\ oder  d ^',  h^ti^-^** 

a  0 

und  ^V'j  ^*^y">....  die  Form  ^  oder  -  annehmen,  und  eben  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass 

an  der  hervorgehobenen  Stelle  die  Reihen  (126.  a.}  oder  (126.  k}  ihre  Anwendbarkeit  verlieren. 
Für  solche  Stellen,  welche  immer  nur  einzelne  Ausnahmen  von  der  Aege)  UMea,  müssen  daan 
auf  die  gleiche  Weise,  wie  schon  in  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  unter  ähnlichen 
Umständen  geschieht,  besondere  diesen  exceptionellen  Stellen  angemessene  Entwickelungen  auf-;* 
gesucht  und  an  die  Stelle  der  Reihen  (126.  a.}  oder  (126.  b.}  gesetzt  werden,  aus  deneA  man 
sodann  die  Eigenthümlichkeit  der  unebenen  Curve  an  dergleichen  Stellen  zu  entziffern  hat  Ge-^ 
meinhin  zeigt  es  sich  dabei,  dass  da,  wo  eine  oder  mehrere  der  specialisirten  Ableitungen  die 

Form  ^. oder  ^  annehmen,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  eines  Zweiges,  das  durch 

den  Uebergang.  der  Coordinatenwertfae  vom  Reellen  ins  Imaginäre  bewiikt  wird,  oder  eine  plötz- 
liche Riohtungsänderuttg  von  emem  endlichen  Betrage,  oder  sonst  eine  ContinuitätsuntertMDecbnng 
anderer  Art  ankündige.  Man  pflegt  die  Beurtheihing  aller  an  einzelnen  Stellen  auflretendea 
nngewiöfanlfeUn  Eigenschaften  einer  durch  ein  GMohungspaai  gegdknen.  unQbenen^  Curve  At 
Discnssion  dieses  Gleicliungspaares  zu  nienneUr  Die  Disoussion  eines  Gfaicbungspanres^ 
dessen  Yerändeilidie  man  als  Coordinaten  von  Punoten  aufzufassen  bat,  bfeifat  völlig  die  gleiche, 
man  mag  diesa  GoordidnIeD  auf  ein  rechtwinkliges  oder  auf  ein  schiefwinkliges  Coordinntensy- 
Stern  beziehen. 

Das  eine  unebene  Curve  darstellende  Gleichungspaar  ist  entweder  gegeben,  und  es  sollen 
ams  ihm  die  Eigenschaften  der  Curve  hergdeitet  werden,  oder  es  wird. die  unebene  Cnrve  durch 
sie  vollständig  charactensirende  BigensoluAen  gegehen,  gemiss.w^khen  mmm  dns<(ileiehttng»* 
paar,  welches  .die  vndcne  Curve  mit  den  verlangten  Eigenschaften  in^sic^  aufiunimt,  onfza- 
snfdmn  hA  .Beim  Aufsnehen  eines  fiMehung^pnares  nnn  hat  man  keineswegs  b^sottders  -  darauf 
m  nehen,.  däss  es  lauter  schiefe  oder  kJnfer  -seakreohl&GoMidinatentin.sioh.aiiftiehiBe,  vieliieW 
iMNi  in  dar  Regel  besser  tinm,  gteiduseitig  sdiieic!  mid  sentarechto  Coovdiaalen  üvSetmAy* 
zu  sieha%  wie  es  gerade  zur  einCatiisten  Beriettungsweisedei^  GMohangeft  gvfoTderi  wird, 
dn^eile.  solche  gemachte  GWchnng  vöiiig  gleichen  Werlhimit  der  hat,  in  wekkevl  die 
naten  getrennt  auftreten;  denn  erstlich  kann  man  immer  da,  wo  gleichzeitig  schiefiD'  und 
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rechte  Coordiiialen  vorkommen,  entweder  die  einen  oder  die  andern  mittelst  der  zwischen  bei- 
den bestehenden  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Relationen  elhniniren  und  so  ein  gemischtes 
Gleidbmigspaar  auf  jede  der  in  ([124.  a.}  und  (124.  b.)  angenommenen  Formen  zari&ckfllhren, 
sodann  kann  man  aber  auch  die  gemischte  Gleichung  zu  fernem  Zwecken  beniltseD,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  in  $.  14.  Nr.  140.  bis  Nr.  142.  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden  ist. 

160}  Zur  Darsteifamg  einer  unebenen  Curve  reicht  eines  der  in  (124.  a.}  oder  (124.  b.) 
aufgestellten  Gleichungspaare,  von  welchem  das  eine  blos  schiefe,  das  andere  Mos  senkrechte 
Coordinaten  der  Puncto  in  sich  aufnimmt,  vollkommen  aus.  Es  können  jedoch  auch  zwei  Glei« 
chungspaare  vorhanden  sein,  welche  beide  eine  und  dieselbe  unebene  Curve  darstellen,  dann 
nennen  wir  diese  beiden  Gleichungspaare,  wie  schon  bei  der  Geraden  geschehen  ist,  combi- 
nirte  Gleichungspaare,  und  insbesondere  werden  wir  uns  dieser  Benennung  bei  solchen 
Gteichmgspaaren  b^ienen,  von  welchen  das  eine  Mos  schiefe,  das  andere  blos  senkrechte 
Coordinaten  in  sich  aufgenommen  hat,  von  welcher  Art  die  (124.  a.)  und  (124.  b.}  sind.  Da 
von  zwei  comMnirten  Gleichungspaaren  das  eine  dieselben  Puncto  darstellt  wie  das  andere,  so 
kann  man  die  in  ihnen  vorkommenden  Veränderlichen  x,  x",  x"  und  u,  u^  u"  immer  als  die 
zu  einem  und  demselben  Puncto  gehörigen  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  ansehen,  und 
dann  finden  zwischen  ihnen  die  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Retationen  (15.  a.}  und 
(48.  a.}  statt,  denen  gemäss  ist: 

u  =  x  +  x'cosW  +  x"cosW',  u'=:xcosW  +  x'+x"cosW^   u"=xcosW'+x'cosW"+x" 
(IM.  ü«)  ^     und 

ex=2iu  +  ru'+2i"u",  6;x'=8r,u  +  a;u'+5i;'u",  6;'x"=2i,u+«;u'+aj 

Sowie  die  vorstehenden  Relationen  stets  zwischen  den  in  combinirten  Gleichungspaaren  vorkom« 
menden  Coordinaten  statt  finden,  so  können  sie  auch  dazu  dienen,  wenn  nur  ein  Gleiehungs- 
paar  vorhanden  ist,  andere  zu  finden,  welche  au  diesem  eombinhrte  sind;  man  hat  zu  diesem 
Ende  nur  in  das  gegebene  Gleichung^ar  anstatt  einer  oder  mehrerer  Coordinaten  der  einen 
Art  ihre  durch  die  vorstdienden  Relationen  gegebenen  Ausdrpcke  in  Coordinaten .  der  andern 
Art  zu  setzen.  Drückt  man  auf  solche  Weise  atte  senkrechten  Coordinaten  in  sAMea  aus,  so 
gelangt  man  zu  dem  ia  (124.  a.}  aufgeführten  Gleidiungspaare;  dri&oki  man  hingegen  alle 
schiefen  Coordinaten-  i^-  senkrechten  aus,  so  gelangt  man  zu  dem  in  (124.  b.]|  vorgesteliten 
Gleichung^qmare,  wesswegen  man  immer  jene  beiden  ds  Typus  der  oomhinirten  Gleidiungspaare 
den  Betrachtungen  zum  Grunde  legen  kann. 

•  •     •  »  * 

Selbst  die  combinirten  Gleichungspaare  (124.  a.)  und  (124.  k}  besitzen  die  Bigenschaft, 
dass  ersteres  in  letzteres  übergeht,  wenn  man  in  jenen  an  die  Steile  von  x ,  dif,  x''  ihlre  durdi 
die  untern  Gleichungen  (128.  a.)  gegebenen  Werthe  setzt,  und  letzteres  geht  in  ersteres  Uberi 
wenn  man  üi  jenem  Ar  u,  u',  u''  ihre  durch  die  obem  Gleichungen  (128.  a.}  gegebenen 
Werdre  setzt;  es  findon  mithin  zwischen  diesen  Glelchangspaaren  alle  jene  Beziehangnn  statt, 
welche  wir  zwischen  den  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  tk*.  121.  betibchlelni  swei 
Qleiehungspaare*  obwalten  Hessen,  wessweg^  alle  dort  erhattenen  Resultale  hier  wieder  üne 
Anwendung  finden,  wenn  man  den  abgeänderlen  Bezeichnungen  gemäss  folgende '  SubstitnKonen 
antreten  lässl: 


"u". 
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and 

y,  =0  ,.    >',  =  !  ,        i'j=cosW,  i»,=cosW, 

Mittelst  dieser  Substitutionen  verwandeln  sich  die  dortigen  Gleichungen  (38.  a.}  in: 

s  ^  X = a + a'^  u'+  a"?  u",  s;  s  x'=  a. + a;  ?  tt'+  ar«  u",  er  s  %"=  a,+ a;  a  u'+  m^  u' 

und  die  (38.  b.)  werden:  ^  (itS.  b.) 

*u=l+cosW^x'+cosW'Sx",    5u'=cosW+^x'+co8W"Bx",    ^u"=cosW'+cosW"?ix'+  ?x"; 
ferner  gehen  die  dortigen  Gleichungen  (39.  a.  bis  c.)  über  in: 

Jx^n=|(a  +  a'3u'+.a"^u'0Cl  +  cosWSx'+cosW'Bx")=:l, 


(S. 


^  ,_a.+a;^u'+ar^u"6    .^_.,_  ^-^Kiu'+mtu"  g  . 
a  +a'bu'+a"Su"  g; '  '       a+a'Bu'+a"%u"(s;'' 

5^  ,_  cosW+  ^x'+  cosW"  ^ x"       ^  „_  cos  W'+  cos  W"  l  x'+  ^  x'' 
1 + cosW^x'+  cos W^x"  '         ~~  l  +  cosW^ix'+cosW^x"  ' 

wdche  mittelst  der  CHeichangM  (128.  !>.}  auch  so  gesehrieben  werden  köonea: 


(IM.  «.) 


^  ,     8x       «v//     ox  je.»      öu        »//      öu.  ^.__      % 

^x=J^,  dx"=^  und  Bu'=5^,  s«  =  ^;  .(•»•.•.) 

und  so  lassen  sich  auch  noch  die  zweiten  Ableitungen  der  Coordinaten  aus  obigen  Resultaten 
herholen.  Wir  bemerken  jedoch  hierbei,  dass  irir  die  in  (128.  b.)  und  (128.  c.)  gegebenen 
Resultate  nur  desswegen  aus  den  oben  gegebenen  allgemeinen  hco'geleitet  haben,  um  deren 
Stellung  zu  den  abstracten  Betrachtungen  der  Ableitungsrechnung  recht  augenfällig  zu  machen; 
sie  lassen  sich  sämmtlich  aus  denen  (128.  a.}  unmittelbar  erhalten,  indem  man  diese  nach  x 
oder  n  rideitel  und  die  Ergebnisse  mit  einander  in  derselben  Weise  verbindet ,  wie  #ben  ge- 
seliehBt  ist 

In  den  vorstehenden  Formeln  ist  immer  entweder  x  oder  u  zur  unabhängig  Veränderlichen 
genommen  worden,  und  die  fünf  übrigen  Coordinaten  müssen  dann  als  Functionen  dieser  eineik 
angesehen  werden.  Man  kann  aber  auch  alle  sechs  Coordinaten  als  abhängig  von  einer  ausser 
ihnen  liegilBdai  keUebigen  Grfasfi  auffassen,  die  man  nicht  weiter  zu  bestimmen  b^nauc^t;  dann 
laiseii  «ich  dm  im  Paragraph  12.  (Nr.  118.)  gegebeneii  Erörterungen  gemäss  die  Ablei-; 
tuBgw  nach  x  oder  u  dnrch  die  Ableitungen  nadi  der  neuen  YerändßrliQhen  apsdrüc^en,  man, 
hat  nämlich  nach  Aussage  der  dortigen  Gldohungen  (13.  b.)  oder  (13»  c«}- 
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^         dx       ^  ,      ix'       ^,,      dx"       ^  ,      du'       ^  ,,      du 


I 

I 
ff 


ff 


du'  du'  du    '  du'  du 

CiW«  ••) {    oder 

u=  T— ,    011=:  T — ,    du  ^  j — ,    öx^  T — ,    ox  = -j —  ) 
dx  '  dx  dx    '  dx  dx 

wenn  die  Ableitungen  nacb  der  neuen  Veränderlichen  durch  das  Zeichen  d  vorgestdit  werdeiL 
Hierdurch  verwandefai  sich  aber  die  Gleichungen  (128.  b.}  in: 

edx=adu+a'.du'+a"du",  6;dx'=?i,du4-a,'du'+a:'du", 

^' d  x"=  a,  d  u + ai  d  u'+ a;' Au" 

(!••.  k.) /und 

du=dx  +  cosWdx'+cosW'dx",    du'=cosWdx  +  dx'+cosW''dx", 

d  u"=:  cos  W  d  X  +  cos  W"  d  x'+  d  x", 

wodurch  sich  die  Ableitungen  von  den  Coordinaten  der  einen  und  der  andern  Art  in  einander 
überfuhren  lassen.  Vergleicht  man  diese  letztem  Gleichungen  mit  denen  ^128.  a.},  so  wird 
man  gewahr,  dass  in  den  jetzigen  dx,  dx',  dx''  und  du,  du',  du"  sieht,  wo  in  den  Yorigen 
X,  x',  x!'  und  u,  u',  u"  stand,  woraus  weiter  folgt,  dass  es  immer  einen  Punct  im  Räume 
giebt,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  d  x ,  d  x',  d  X"  und  d  u ,  du',  d  u''  vor- 
gestellt werden  können,  und  dass  folglich  von  diesen  Grössen  alles  das  gilt,  was  von  den  Coor- 
»  dinaten  eines  beliebigen  Fundes  im  Räume  wahr  ist    So  ist  namentlich  nach  Aussage  der  im 

ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichung  (^^0- 

(IM.  ••)  xdu  +  x'du'+x''du"r:iudx4-tt'dx'+u"dx", 

welche  Gleichung  sich  auch  aus  denen  (129.  b.)  mit  Zuziehung  derer  (128.  a.)  erweisen  lässt 
Dividirt  man  diese  letzte  Gleichung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d  x ,  jedesmal  an  die  Stelle 
der  Quotienten  zwischen  zwei  Ableitungen  ihre  durch  die  Gleichungen  (129.  a.}  gegebenen 
Werthe  setzend,  so  findet  man: 

ix  +  x'au'+x"^u"=u*x  +  u'«x'+u"*x" 

(!•••  «O )     und 

(x5u  +  x'*u'+x"5u"=u  +  u'%x'  +  u''^x", 

■  '  •  • 

welche  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Unabhängigen  u  und  x  das  sind,  wils  die  (129.  c}  in 
Bezug  auf  eine  beliebige  ausserhalb  der  Coordinaten  liegende  Unabhängige  ist.  Die  xuleizt  er* 
haltenen  Gleichungen  treten  nur  desswegen  in  einer  weniger  symmetrischen  Form  auf,  weil  die 
Ableitung  der  in  ihnen  zur  unabhängig  Veränderlichen  genommenen  Grösse  1  wird,  und  so  dem 
Auge  sich  entzieht 

In  der  Gleichung  (129.  c.}  spricht  sich  eine  fllr  4is  scUefwinUige  CoonÜDäteasyBlem  höchst 
wichtige  Eigenschaft  aus,  die  sich  noch  weiter  ausspinnen  lässt  Leitet  man  nämlich  die  GM-* 
chungen  (129.  b.)  noch  einmal'  nach  4er  ausser  den  Coordinaten  lieffenden  iund  yrUhg  ■■be» 
stimmt  gelassenen  Veränderiicheii  ab|  so  erhält  mmz 
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«'<l»x=ad'a  +  «'<i'o'4'«"ii'tt",    €:.d»x'=«.<Ptt+a;d'u'+ard*n", 

gj' d' x"=  a,  d*u  +  «',  d' u'+ «;' d' u" 

ma  \  (ßM9*  e.) 

d'u  =  d»x  +  d*x'cosW+d»x"c(«W,    <Pu'=d»xcosW+d*x'+d»x'^oosW",( 

d»  tt"=  d»  X  cos  W+  d*  x'ros  W"+  d*  x", 

und  ans  dem  gleichen  Baoe  dieser  Gleichungen  und.  der  (128.  a.)  geht  hervor,  dass  es  einen 
Punci  im  Räume  giebt,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  d^x,  d'x',  d^x''  und 
d*  u ,  d*  u',  d'  u''  ausgedrOdd  werden  kennen,  ukid.  da  iliess  auch  von  den  Grössen  d  x ,  d  x',  d  x"' 
und  du,  du',  du'^  in  Bezug  auf  einen  andern  Punct  des  Raumes  gill,  so  lieht  die  so  eben  •«!. 
aus  dem  ersten  Abschnitte  angeGihrte  Gleichung  (16.}  nach  sjch,  dass  immer 

dxd'u  +  dx'd'u'+dx"d»u"=dud'xH-du'd*x'+du"d*x"  (IM.  f.) 

sein  müsse.  Diese  Betrachtungen  fortsetseiid  gelängt  man  zu  dem  allgemeinen  Resultate ,  dass 
unter  aflen  Umständen 

;  d"xa*u  +  d"x'd"u'+.d«"x"a-u"=d"ud-x  +  d""u'd»x'+d-u"d-x"  (im*  sO 

sein  mfisse,  wenn  m  und  n  zwei  beliebige  ganze  und  piMritive  Zahlen  bedeuten. 

161)  Die  beiden  Gleichungspäare  (127.  a.}  und  (127.  b.)  gehören  einer  und  dersölbenf 
Geraden  an,  wenn  die  ihnen  zum  Grunde  liegenden  Gleichungspäare  (124.}  einer  und  derselben 
unebenen  Cunre  angehören,  d.  h.  combinirte  Gläichüngspaare  sind.  Diess  liegt  schon  im  Gange 
der  Betrachtungen,  aus  welchen  sie  hervorgegangen  sind;. man  kann  sich  aber  auch  hiervon 
noch  direct  auf  die  nachstehende  Weise  überzeugen.  Han  erhält  nämlich  sogleich  aus  dem 
Gleichungspaare  (127.  .a.}  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

X. + xicos  W + x;'cos  W = X,  (1 + *?cos  W + B  |"cos  W) 
X,  cos  W + x;+x;' cos  W"=  xi  (cos  W  +  « 1*+ S  fco«  W") 

x,'cos  W'-F  x;cos  W"+ x?=  X,  (eos  W'+ %  rcos  W"+ « 1") 

oder,  wenn  man  erwägt,  dass  man  in  den  Gleichungen  (128.  a.}  auch  x, ,  x^ ,  x^'  an  die  SteUe 
v<m  X,  x',  x"  und  u«,  u^,  Q^'  an  die  .Stelle. von  u,  n.',  u''  setzen  kann,  da  die  neuen  Axeo 
0  X ,  0  X',  0  X",  welche  den  ursprünglichen  parallel  und  gleichläufig  sind,  ebenfalls  die  Winkel 
W ,  W,  W"  mit  einander  büden: 

u.  =  X,  (1 -f-^  l'cos  W  +  B  rcos  W) 
ü; = X»  (cos  W  +  S  r+ ^  r'«os  W"> 

u;'=x,(cosW'+^|'cosW"+%n;         .  .    .    .-^  - 

dividirt  man  daher  die  letzten  zwei  von  diesen  Gleichungen  durdi  die  erste,  so  find^  man: 

^—^i  +  ^rcosw-i-^rcosw 


„      >  ,  cos  W'+  Z  fcos  W"4- «  r 
"♦="•  1  ^  1 1-  cos  W  +  T)  r-cos  W 


und  diese  gdien  nun  mittelst  der  untern  Gleichungen  (128.  c.},  wenn  man  letztere  aitf  dm 
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hervorgehobenen  Punct  0,  dessen  Coordmaten  |,  l"»  .|"  u^d  i;,  tf^  fj"  sind,  in  Attwindung 
bringt,  in  das  Gleichungspaar  (127.  b.}  über.  In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  das 
Gleichungspaar  (127.  b.)  in  das  (127.  a.}  überführen,  und  jede  solche  Ueberführung  liefert  den 
Beweis,  dass  beide  Gleicbungspaare  eine  und  dieselbe  Gerade  darslellen. 

Setzt  man  in  die  Gleichungspaare  (127.  a.  und  b.)  für  x«,  x^,  x«'  und  u«,  u^,  u^'  ihre 
durch  die  Gleichungen  (125.)  gegebenen  Wetthe,  so  nehmen  sie  die  fblgende  Form  ant 

rx'-r=(x-i)sr  mit  x"-r=(x-öar 

(!•••  ••) /     und 

iv[—fi'=(n—fi)^fi     mit    n''—ii"t=2(n—fi)lfi'\ 

und  jedes  dieser  Gleichungspaare  stellt  an  den  ursprünglichen  Axen  dieselbe  Gerade  dar,  welche 
von  den  Gleiöhungspaaren  (127.  a.)  und  (127.  b.}  an  den  neuen  Axen  dargestellt  wird.  Mao 
nennt  die  durch  jedes  solche  Gleichungspaar  dargestellte  Gerade,  welche,  wie  wir  gesehen  ha-« 
ben,  die  Richtung  anzeigt,  in  der  sich  die  Puncto  der  unebenen  Curve,  welche  zunächst  bei  dem 
hervorgehobenen  Punct  0  liegen,  an  einander  reihen,  die  Tangente  der  unebenen  Curve 
an  der  Stelle  0.  Da  sich  die  Ableitungen  tx'  und  tx'  oder  du'  und  Bii'\  den  im  Pa- 
ragraph 12.  dieses  Abschnitts  gegebenen  Nachweisungen  zur  Folge  |  durch  die  Ausdrücke  ^^ 
und  0x  oder  t/'n  und  ¥a,  welche  die  Gleichungspaare  (124  a.  oder  b.)  bilden,  angeben  las- 
sen, indem  man  den  dortigen  Gleichungen  (7.  b.}  gemäss  hat: 


100    001         100     001  010    190         010     10« 


^  ^  ~"  001    010          001     010      J  ^  ~~"  0  0  1'  0  10  0  0  1      Ol  0      • 

(!••«  Ib.) {     oder  auch  auf  die  gleiche  Weise : 

100          001                      100            001  010  100  910            190 

^^ —  TTi TTö STi ÖTS >  CU  —  o  o  i  o  i  o '     öot 5TÖ > 

und  diese,  auf  den  Punct  0,  dessen  Coordinaten  ^^  ^y  S'  und  17,  rfy  tf'  sind,  angewandt, 
geben : 

100    001         100     001  010  100  «T9     !#• 

^5  ""•  001        010                 001         010          »  ^S  "~"   001  010  001         0 1 0 

(!«•.  •.) /     oder 

100         001                     100           001  010  100  010            100 

^  V 001          010                      •«!            Olf             »  ^y    *"~   0  9  1  9  10 


^n^'P,-^'^,^n        ,  ^^»'F.-^V^^V, 


0  0  1  0  10  ) 


so  kann  man  dadurch  den  Gleichungspaaren  (130.  a.}  eioe  neue  Gestalt  geben,  dass  man  in 
dieselben  für  'b^  und  %|''  oder  ^97'  und  ^17"  ihre  hier  gegebenen  Werthe  setzt,  wodurch  sie 
werden: 
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#•1    •!•         ••!     eiQ  IfS.   «Ol         !••     «Ol 


••I    •!•         »Ol     tlO  «10    10«  Ol«     100 


oder 


•Ol    010         «Ol     010  010    10«         010     100 


Diese  letztem  Gleichiiogspaare  zeigen  ^  wie  ßich  die  Tai^nle  der  unel^enen  Curve  an  jeder 
SteUe  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  dieser  Curve  auffinden  lässt.  Ueberdiess  geht  aus  dem, 
was  im  zweiten  Abschnitte  Q%,  11.  Nr.  95.3  über  die  Gerade  gesagt  worden  ist,  hervor,  dass 
sich  auch  die  Projectionszahlen ,  welche  eine. mit  der  Tangente  zusammenfallende  Richtung  an 
den  Axen  giebt,  auffinden  lassen ;  bezeichnen  nämlich  p  ,  p',  p"'  die  schiefen,  p  ,  p\  f"  die  senk- 
rechten Projectionszahlen,  welche  die  zur  Stelle  0  gehörige  Tangente  der  unebenen  Curve  an 
den  Axen  AX,  AX',  AX'^  giebt,  so  ist  den  dortigen  Gleichungen  (^25.}  zur  Folge: 

p  :  p;:  p"=  i  :  Z^:  bT     oder    p  :  )f' :  p"=  1  :  8i;':  biy",  (im,  «•> 

woraus  sich  die  Grössen  p ,  p'',  p^'  und  p ,  ^',  X'"  finden  lassen,  und  auch  diesen  Gleichutigen 
kann  man  mit  Zuziehung  derer  (130.  c.}  ein  abgeändertes  Ansehen  geben« 

162}  Wir  wofien  nocli  eine  andere  Art,  die  Tangente  einer  unebenen  Curve  zu  bestimmeq, 
mittheüen,  durch  die  man  zu  der  Bedeutung  von  Ausdrücken  hingeführt  wird,  weiche  in  spätem 
Untersuchungen  Öfters  zum  Vorschein  kommen.  Ist  nämlich  die  unebene  Curve  durch  die  com- 
binirten  Gleichungspaare  (124  a.  und  b.}  gegeben»  von  welchen  das  eine  die  schiefen  Coordi- 
naten  x ,  x',  x",  das  andere  die  senkrechten  Coordinaten  u ,  u',  u^'  von  jedem  Puncto  der  Curve 
in  sich  trägt,  und  legen  wir  durch  einen  beliebigen,  aber  bestimmt  hervorgehobenen  Punct  0 
der  Curve,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  ^j  ^^  ^'  und  ti ,  fj\  vi'  sind,  drei  ne«e 
mit  den  ursprünglichen  parallele  and  gleichläufige  Axen  OX,  OX",  OX'^  so  dass,  wenn 
Xo,  x«,  Xo'  und  Uo,  u^,  Uo'  die 'schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  neuen  Axen  von 
demjenigen  beweglichen  Puncte  0'  der  Curve  bezeiehneti,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  die 
X ,  x',  ji'  und.u ,  u',  u''  hatte,  auch  hier  wieder  sowohl  die  Gleichungen  (125.)  als  die  (126.  a.} 
und  (126.  b.}  volle  Gültigkeit  behalten,  so  kann  man  auch  auf  folgendem  Wege  zur  Eenntniss 
der  zum  Puncte  0  gehörigen  Tangente  gelangen. 

Stellt  R  den  Abstand  des  beweglichen  Punctes  0'  von  dem  unveränderlich  gedachten  0 
vor 9  so  js|  zufolge  der  obbn  (Absein.  L^S«  2.}  jnitgetheilten  tilei^hung  (17.}:  . ...    ' 

R*=x,uo+x'u;+x;'u;',  (tsi.«.) 

und  legt  man  durch  den  Punct  0  eine  vorläufig  noch  ganz  unbestimmt  bleibende  Gerade,  welche 
durch  ein  vom  Puncte  0'  aus  auf  sie  gefälltes  *  Loth  im  Puncte  S  geschnitten  wird,  so  ist  O'SO 
ein  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck,  und  man  hat,  wenn  die  Länge  ÖS  durch  77,  sowie  der 
Winkel  0'06  dirch  0  bezeichnet  wird: 

Rcos0  =  ir.  (WUlN) 

Bezeichnen  nun  p,  p',  p"*  die  schiefen,  pj  ))^,  .^'^die  senkrechten  ProjectionszaVen,  welche  die 
von  0  nach  S  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  des  ursprünglichen  sowohl  wie  des  neuen 
Systems  giebt,  so  ist  deii  oben  (Ahi^chh.  1.  $.2.}  gegebenen  Gleiehungen  (13.)  gemäss: 
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CiSi«  •.)  R  cos  Ö = 77=  ^)  Xo + pX  +  P'X' = P  u«  +  p'u;  +  p'X' 

und  hieraus  folgt  durch  Multiplication:  ^ 

(Mi.  dL)  TT = C»)  Xo  +  ^'x;  +  p'X:)  (p  Uo  +  p'ui  +  p'XO . 

'Bezeichnet  man  noch  die  Länge  O'S  durch  Ey  so  hat  man,  weil  O'SO  ein  bei  S  rechtwink- 
liges Dreieck  ist: 

0'S*=0'0»  — OS*    oder    fi»  =  R*  — IT, 

und  diess  giebt  in  Folge  der  Gleichungen  (]131.  a.  und  d.}: 

CiSi. «.)  B'^x.  oo + x;  u; + xi'  u;'  -  (px. + px + rx}  (p  «. + p'o;  +,p"u;')  . 

Erwägt  man  jetzt,  dass  B*  das  Quadrat  des  Abstandes  des  beweglichen  Curvenpunctes  0'  von 
der  durch  0  gelegten  und  noch  nicht  weiter  bestimmten  Geraden  ist,  und  dass  sich  in  diesem 
Quadrate  die  absolute  Entfernung  des  Punctes  0'  von  dieser  Geraden  abspiegelt,  so  überzeugt 
man  sich,  dass  nur  die  Gerade  die  Lagerungsweise  der  Curvenpuncte  an  der  Stelle  0  zu  er- 
kennen geben  und  aus  diesem  Grunde  die  Tangente  dieser  Curve  an  dem  Puncto  0  sein  wird, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  zunächst  bei  0  liegende  Puncto  der  Curve  ihr  so  nahe 
wie  möglich  zu  liegen  kommen,  oder  mit  andern  Worten,  dass  alle  solche  Puncte  0'  die  mög- 
lichst kleinsten  Werthe  von  E*  in  Bezug  auf  diese  Gerade  liefern. 

Um  die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  zu  erhalten,  setze  man  in  die  vorstehenden 
Gleichungen  Tür  x^,  Xo  und  u^,  Uo'  ihre  durch  die  Gleichungen  (126.  a.  und  b.}  gegebenen 
Werthe  ein,  denen  gemäss 

X<=^.no[^^^fJ'+^^^fJ'tf'^x,+l^^^'^'u, 

und 

ist,  so  verwundelt  sich  ersUich  die  Gleichung  Q31.  a,}  in: 

sodann  lösen  sich  die  Gleichungen '^131.  c.}  durch  die  gleiche  Substitution  in  die  zwei  folgen- 
den auf: 

Cii»r-M ;  ; 

/I=u.[p  +  p'8i?'+p"^u"+^H.Cp'S*fl'+p"^'fl")       .        . 

+|ujCp'^,'+p"  SS") +  .....], 


I     •• 


$•  15.  Nr.  162.  Doppelt  gekrammte  Cnrve.  343: 

welche  durch  Moltiplication. gelten :^ 


...».;    i  •' 


:i    1. 


(IM.  d.) 


+ 1  ^  cp + p'  ^  v+p"  ^  n'i  tv  ^'  r + r  ^*  n + l.n«  cp +>' « r+  r'^n  cp  w+pt^'o 
+|^o+p't»f/+p"3>«/"3  cr«'r+r'vn+j  *.u.  cp'^*r+<»"*T)(p'«*i/'+p'W)f 
+J»:c»>+r^r+r^n>Cp'^?'-+.p:'^o+-.-]; 

zuletzt  erhält  man,  die  Gleichung  (132:  c.}  von  der  ({321  a.)  suhtrahirend : 

jB:'=x.ii.[i+srsii'Hr?irsfl"-(v+*'sr+i>"^r)'cp+p'^fl'+p"^fl") 

■  '  ■  • 

In  den  Gleichungen  (132.  a.}  und  (132.  a}.sind  alle  Glieder  angeschrieben,  die  nicht  von 
der  flinflen  oder  noch  hohem  Dimension  in  .Bezug  auf  Xo  und  u«  sind,  in  den  GleichuageH, 
(132.  b.}  und  (132.  d.),  hingegen  fehlen  die  Glieder  der  vierten  und  der  hohem  Dimensionen 
bezüglich  derselben .  Grössen,  ....  .  .    i 

Da  nun,  weiin  die  durch  0  gielegte  und  bis(  jelzt'  noch  nicht  welter  bestimmte  Geriade  die 
Tangente  der  unebenen  Curve  an  dieser  Stelle  werden  soJI,  der'Werth  von  JB*  filr  alle  Äunächst 
bei  0  gelegene  Puncte  der  Cufve,  (d.  -hw  für  alle  solche  Puncte',  2a  deneri  so' kleine  Weirthe 
Xo  und  u«  gehören,  daSs  sich  dieielben  durch  ein  ^tnffiches  Mailss  nicht  'darstellen  lassen},  so 
k)ein  wie  möglich. werden  musß,  uod  4inter  srolcheVi  UmsUtndea  ^x^.GXieA&i  e^ndr  höhern  Dimen- 
sion neben  denen  einer  niedrigem  Dimension  in  jener  Reihe  verschwinden,  so  müsjjenattf  der 
reclftfin  Seite  der  Gleichung  .(132.^^.}  j^oi^yie^iGli^dei'.  der  niedrigslen  Dvjft^nsian,  als  sic^  Ub^r-; 
haupt  thun  lasst,  durch  die  zu  findende  l^angente  vernichtet  .werdßn.  Man  hat  sonach  zuvörderst 
lin  die  Tangente  die  nachstehende  Bedingung  zu  stellen: 

weiehier  B«dinguii^  m«a  dar^  Wegsoiwffgiigi  dar -KlMnineni  di«  •mddr»  ClesMt  geben  kanii^  ' 

Bßdeakt.man  aber,  dass  iii.Gemä£i9fieit  cter  inv  ersten  Abschnitte;  aufgedtelUoQ  BißhMngjigliBin 

ist,  und  dass,  man 'diürer  an  die -Stelle  der  Differeazjen  1  —  (p p  ^  1 -^ p'pV' *  —  <)''p"- Äi  der  vo-  ^  ,,  .ira) 
rigen  Gleichung  diift  Summen  pY+pV»  p1>  +  P"P'j  pj)-ppV  setzen 'kann,  so  Vird  man, 
qaoh^e«!  .die$»  gi»sQh6be9i:i$t)  d^r» /voi^t^henden  :Si^din|?U3^gd^«.f9lgend&/l?on».g[«b«»  MHin^iifi«;: 

Cp  ^r-  pb  (»>  "tff- »)') + (p  i'f^  p")  (i^n-  n + (p"^r-  v^^r:)  (»«r/r-.4)'a«")':p04.  itn.  •.> 

Diese  (lotete  Glfichung;  nW  aher»,iiWT  ^rfiait|  wenn/jpiitw^der  ,:    ,  '  i     j  -  .  ,  ;    .  r        Y   ";       (x%  •^'•^) 


"\ » 


'» 
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psr-p=o,  psr-p"=o,  p"sr~p'br=o, 

(iSS«  *•) /     oder  wenn 

is^,  und  da  die  dritte  Gleichang  in  jeder  dfeser  zwei  Reihen  schon  aus  den  beiden  ersten  folgt, 
so  bn^ichl  man  blos  zwei  Gleichungen  von  jedor  fieihe  z«  betUcksicIäigeni;  *  besser  thut.  maa^ 
fiper^  sie  so  zu  schreiben: 

(tSS,  e.)    •  p  :  p':  p"=  1  :  ^^:  'ST     oder    )f  :  p':p"=:2  i  ilti':  tff\    ' 

wo  sie  nun  mit  den  Gleichungen  (130.  q.)  zusammenfallen..  Pa  durch  die  Gleicbungen  (133.  c} 
die  Projectionszahlen  p ,  p',  p"  oder  p ,  p\  ))"  völlig  bestimmt  werden  (Abschn.  I.  Nr.  21.} 
und  duKch  diei^e  ilie  Ridtung  der  durch  0  zu  legenden  Tang^te  gegeben  ist,  so  ist  diese 
1\angente  selber  völlig  bestimipt,  und  man  kann  daher  über  keine  folgenden  Glieder  aaf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (132.  d.}  zur  weiteren  Bestimmung  der  Tangente  mehr  verfugen, 
SD  dyss  die  Bedingungen  (133.  c.}  alles  zur  Bestimmung  der  Tsmgente  Erforderliche  in  sidi 
fassen. 

Wer  es  bedenklich  finden  wollte,  dass  wir  die  Bedingung  (133.  a.}  in  die  Bedingungen 
(133.  b.}  aufgelöst  haben,  da  ja  eine  Summe  null  geben  kann,  ohne  dass  ihre  einzelnen  Sum- 
manden null  zu  sein  brauchen,  der  kann  sich  von  der  Rechtmässigkeit  unseres  Verfahrens  noch 
besonders  auf  die  folgende  Art  überzeugen.  Man  kann  nändich  die  drei  Zahlen  1,  dl',  ^^' 
immer  als  die  di^i  schipfen  Goordinaten  an  den  Axen  AX,  AX\  AX"  eines  Punctes  P  im 
Räume  ansehen^  und  da  den  untersten  Gleichungen  (128.  c.}  zur  Folge,  wenn  man  dieselben 
auf  d«a  Punct  Q,  dqssan  Coordinaten  |,  l',  |''  und  «j,  fi\  n'  ^^^y  ^  Anwendung  bringt, 

^  ,_  eogW  +  Br+eQsW"»r        c.  „_  cesW^+cosW'^r+^r 

^'^—  i+co*wd§'+€osw'dr '    "^  ~  1 + cosw % r+  cosw sr ' 

sMacb  audt 

1  :T>i2':  %i7"=:  t+cosW^r+eosW^r:  cosW  +  dr+  cosW"d|":  cosW'+  cosW^r+^r 

ist,  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  stehenden  Glieder  in  diesen  Verhältnissen 
aber  ihrer  Ordnung  nach  die  senkrechten  Goordinaten  des  Punctes  P  an  den  Axen  AX,  AX',  AX'' 
sind,  den  im  ersten  Abschnftt  gegebenen  Gleichungen  (15.  a.)  gemäss,  weil  1,  t^j  t^'  die 
schlafen  Cooedinatai  dieses  Punoles  sind,  so  sieht  m«  ein,  dass  die  Grössen  .1 ,  "bify  ^V'  d^ 
senkrechten  Coordinatea  des  Punctes  P  proportional  sind,  dass  also  diese  Goordinaten  selber 
durch  s  9  s  d  1?',  s  %  17"  vorgestellt  werden  können.  Nennt  man  nun  r  die  Entfernung  des  Punctes 
P  von  der  Coordinatenspitze  A,  und  bezeichnen  a,  a',  a"  die  schiefen,  c,  c',  c"  die  senk- 
rechten IPiPOjectionszahten ,  weicht  die  von  A  nach  P  hinzielende  Richtung  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  giebt,  so  ist  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (3.}  zur 
Folge : 

(1.4...)-  *=a,    ii:«.',    ii:  =  a"    «nd    '=0.    •-ii:=</,    tM  =  ,,'. 

r  r  t  TT  X 

MuWplIzirt  man  jelBt  die  Beifingungen  (133.  a.)  mit  -^ ,  so  verwandeln  sich  dteseiben  «Meist 

der  Gleichungen  (134»  a.])  in: 

(iS4.  b.)       (P  a  -  p'a)  Qf  c'-  »)'c)  +  (p  a"-  p"a)  Qf  o''-  »/'c)  +  (p'Y—  p'a'O  0>'V-  ^n = <>  ; 

,1 


(.  lt.  Hr.  163.  BojffifU,  gekrttdiBite  Gvfve.  «47 

68  ist  aber  imck  Anleitung  der  im  Witen  AbflohoiHe  {gegebenen  Gletcb'ungeii  C7&)s 
Cp  a' - p' a  ) h* = (^> c'—  p'c)  +  (p''c  —  p c"^ cos W"+  (»)'c'r—  »)"cO cobW, 
(p"a  — p  a'Oh*=(»>c  — |)'c)c(wW''4r(>)*'c^^>OH-(*)V'-»)V)cosW,  *^-  •    .) 

and  setzt  man  die  für  pa' — p'a,  p"a— ^pa'',  |»V-^pV  gegebenen  Werthe  in  die  Gleichung 
(134.  b.3,  so  geht  diese  über  in:  ,         . 

n  ICP  c'—  V'c)'  +  C»"c — P  c")*-f  O'o''—  Y'ty  +  3  (^  <?—  T^e)  (p"c  —  p  c")  cos  W" 

j  +»(^>c'~^^'e)(|^v?--^)''<)coBW■"+2(;^)''e'-^>«'')(^)'c''--^''c'>cd»w]ttIO, 

und  da  r-,  nie  null  sein  kann,  so  urird.  diese  Gleichung  nur  dadurch  befriedigt,  dass  der  in  den 

eckigen  Klammern  stehende  Factor  null  wird.  Nun  stellt  aber  dieser  Factor,  der  im  -ersten 
Abschnitte  gegebenen  Gleichung  (53.)  gemäss,  das  Quadrat  der  Entfernung  eines  Punctes,  des- 
sen schiefe  Coordinaten  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  durch  >V— J5V;^"c — pc!\  }>«'— |»'c 
vorgestellt  werden,  von  der  Coordinatenspitze  A  vor,  und  da  die  Entfernung  ein^t  Punctei^  von 
der  Coordinatenspitze  nur  dann  null  werden  kann,  wenn  dessen  drei  Coordinaten  sämmtlich  null 
sind,  SO' kante  die  zutetzt  angesfchriabetaf  Gleichung  nufc  dann*  erfüllt. w^rdelv  wenn  fleiahz^itig/ 

r 

Jst  $et2t  man  mm  in  diese  Bedingungen  i^ieder  für  c,  .c',  c"  Ihre-  Werthe  406  den  Glei- 
chuniren  ri34.  aO  ein,  so  werden  sie:  • 

'und  diese  sind  keine 'andern  als  die  untern' (t33.  b.}  Auf  eiii^'ganK  ahiflichd  Welse -^ktimi  iiiafti 
aber  auch:Pi  den  qietn  Gleichungen  (i33. ,b,)  g^Qgßn,  mnd  wiewohl  an. die  SteUQ.  aplcher 
Beweise  kürzere  gesetzt  werden  können,  so  sind  sie  doch  aller  Beachtung  werth,  da  sie  innig 
•mit  der  Natur  des ' sckiefwinkligea  Coioridina|ens|ystqnis  zifSai|imeaM|ngen.    .  •  *  .z  \\ 

163}  Bevor  wir  weiter  gehei^,  wollen  wir  den  bis  jetzt  vorgekommenen  Ausdrücken  eine 
'abgeänderte-  Gestalt  geben.    Die"  GIdchungen  (133.  b.)  oder  (133.  c.)  geben:  ! 

,^     .,         .P'=^p.^r,    p"-.p.Sf    md^p'^^^.^tfi^.r^p^ri'';.  ...  i  (tsft.iu) 

setzt  man  aber  diese  Wei-ih^  voii  p',  p"' und  p','  V  >"  ^^  Ißfeichün^en  '(t32.  b.  ttnd^;^io 
erhält  man:    ,       .  .  -  '     . 


7r==xop[i+^rsv+^rsv4|x.(Si?'%»r+?^''^'r)+Jxj(^'^*r+v^T)+^^^^ 


<.■»    .*•■••  -^ 


jTntx. U.P»)  1(1 +Br^i?'+^r^i7'0'  ■ 


+jx.u.cBii'vr+^v'»*n(^r^'fl'+?>r^'fl")  ri-:  •.•  -m 


r'i 


9^  •'  AntflyttBohe  6eoniietri0.  Absch.  m. 

Dieselben  Werthe  von  p^  p"  und  Yj  V  verwandeln  ferner  die  schon  voriän  ang^egebene  Ridi- 
tongsgleidiung  1 = p  p  -f-  p'p'+  p' V  in : 

und  da  den  im  ersten  Abscbmtt  aufgesiellten  Oleiöhnngen  (12.)  gemäss 

»)==p  +  p'cos  W+ p"cos  W 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (135.  a.}: 

|)=p(l+^rcosW+SrcosW') 
ist,  die  auf  den  Punct  0  angewandte  etO»  anf  zweiter  Zeile  stdiende  Gleidiung  (128.  b.}  aber 

« 17 = 1  + B  fcos  W  +  %  S"cos  W 
■liefert,  wodurch  die  vorige 

oder  aach,  weil  der  anf  den  Punct  0  angewandten  ersten  Gleichung  (128.  c)  nur  Folge 
,51*9=1  ist» 

wird ,  so  lassen  sidi  hieraus  und  aus  der  Gleichung  (135.  c}  die  Werthe  p  und  ^  und  dann 
•  noch  mittelst  der  Gleichungen  (135.  a.}  die  p',  p"  und  )>',  )>"  wie  folgt  angeben: 

p=t    pij(i+*r^fl'+T)r'^i,'0]~*  und<>=    pi(i+Bsi)fl'+?»r^,/")]-* , 
p"=Dr'[«i7(i+^i^«',+%rt)0]-*  nnd  »>"=v[5i(i+^r^fl'+«r'^fl"D]"* . 

und  durch  diese  Werthe  nehmen  die  Gleichungen  (135.  b.}  die  folgende  Gestalt  im: 

I 

+ixj(b,'%'r+vvn+....], 
77=B.Pfl(i+^s>'+»rv)]"*[i+^r%fl'+?)r'^fl"+in.(^f^v+^vo 

7P=x.u,[(i+^r««?'+t)r'^fl"3+i^c»fl'^*r+«u"yn+j«.(^rvfl'+^rw) 


Zidit  man  die  letzte  IT  darstellende  Gleichung  von  der  (132.  a.)  ab,  so  eiUQt  man,  weQ 
fi»=R*— JPist: 

CIM*  fO     A  — jx:n,L«  f  «  1I  +  «  f  «  fl i-ftl'V-l-^l''^»?'' '^•'"•'* 
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welches  zeigt,  dass  in  der  Reihe  (132.  d}  durch  die  Annullirang  ihres  ersten  Gliedes,  welches 
Yon  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  x«  und  u«  war,  zugleich  auch  das  folgende  die  dritte 
Dimension  aufweisende  verschwunden  ist. 

Man  kann  alle  bisherigen  Ausdrücke  sehr  einfach  darstellen,  wenn  man 

setzt,  und  unter  ;f       die  Function  von  x  und  u  versteht,  in  welche  1 +Sx'%u'+Sx"Su" 

Übergeht,  wenn  man  %)  x'  und  %  x"  als  die  Functionen  von  x  ansieht,  zu  denen  das  Gleichungs- 
paar (124.  a.)  hinführt,  und  ebenso  du'  und  %u''  als  diejenigen  Functionen  von  u,  zu  denen 
das  Gleichungspaar  (124.  b.}  hinführt  Leitet  man  in  diesem  Sinne  die  Gleichung  (136.  a.} 
einmal  nach  x  und  ein  andermal  nach  u  ab,  so  erhält  man: 

l*x'ln''\'lWtW'=ix^^    ttn*    dx'Vu'+Bx"S'u"=^;r3^tt  (!••.*.) 

und  durch  nochmaliges  Ableiten  einer  jeden  dieser  beiden  Gleichungen  in  derselben  Weise 
findet  man: 

V x' d u'+  V x" l n"—^x^^u  >    ^"^"f^^+V x" V n"=:l x^j,  ♦ 


S  •  11 


«x'S»u'+«x"B»u"=Vy  „  , 

welche  Gletchungen,  wenn  man  sie  auf  den  Punct  0 ,  dessen  Coordinaten  | »  £">  1"'  und  ti ,  fi\  if^ 
sind,  in  Anwendung  bringt,  geben:  erstlich 

sodann 
hierauf 

Mittelst  der  in  (136.  d.}  festgesetzten  Bezeichnung  lassen  sich  nun  zunftchst  die  Gleichungen 
^135.  d.}  so  schreiben: 

'-y^;^'  ''vi^T^n'  '-F^^ 

and  "  "  "    V u«t.«o 

sodann  nimmt  mittelst  der  Rektionen  (136.  d.  bis  f.}   die  Gleichung  (132.  «.}  nachfolgende 
(Sestalt  an: 

R«  =  x.u,(>^^+|x.?r;i:  +  |u.V/  +  j:öV/  +  jX,u.%;ir  +  ^u:^;t+  ißm%.  Ib«) 

die  Gleichongea  (135.  e.)  gehen  mittelst  derselben  Relationen  über  in:      ' 
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10      Ol 

die  Gleichung  (135.  f.)  endlich  wird: 
oder 


11        1 1   «1 


4  v^-^;^  —  ^x^x 


(tS9.  d.)  ^  u  y, 

und  man  kann  diese  Reihen  in  derselben  Weise  fortsetzen,  soweit  man  will. 

Die  Reihen  (137.  b.  bis  d.}  geben  den  Abstand  R  eines  jedeq  beliebigen  Punctes  0'  der 
unebenen  Curve  von  dem  bestimmt  hervorgehobenen  0  der  gleichen  Curve;  die  Länge  £  des 
von  dem  Punete  0'  auf  die  durch  0  gelegte  Tangente  gefüllten  Lothes,  oder  den  senkrechten 
Abstand  jenes  Punctes  von  dieser  Tangente;  so  wie  auch  das  von  0  bis  zu  diesem  Lothe  rei- 
chende Stück  n  dieser  Tangente.  Fasst  man  aber  von  allen  möglichen  Pandcfn  0'  der  unebenen 
Curve  nur  solche  ins  Auge,  welche  dem  0  so  nahe  liegen,  dass  sich  die  diesen  Pünclen  zu- 
kommenden Werthe  von  x«  und  u«  durch  ein  endliches  Maass  nicht  mehr  aussprechen  lassen,  und 
desswegen  alle  später  kommenden  Glieder  in  jenen  Reihen,  falls  diese  Reihen  überhaupt  zulässig 
sind,  gegen  ein  früheres  ganz  und  gar  verschwinden,  so  ziehen  sich  jene  Reihen  sämmtlick 
auf  ihr  erstes  Glied  zurück,  und  geben,  wenn  man  beachtet,  dassJ| 0^7  =  1  ist: 

Ej=jx;u:^^^^2-- ^, 

wobei  wir  den  Buchstaben  R,  77  und  £  den  Index  0  beigegeben  haben,  zum  Zeichen,  dass 
sie  sich  auf  möglichst  nahe  bei  dem  0  liegende  Punete  0'  beziehen.  ,  Die  Gleichungen  (138.) 
geben  zu  erkennen^  dass  die  Entfernung  so  naher  Punete  0'  von  dem  0  gleich  wird  dem 
Stücke  der  zu  letzterem  Puncto  gehörigen  Tangente,  welches  KwischiDn  0  und  dem  Lothe  liegt, 
*'     '  '        das  von  Ihiien  &Uf  diese, Tangente  gefällt  wird. 

164}  Die  Tangenten  der  uneb^neii  Curven  haben  mit  den^  der  ebenen  Curven  alle  jene 
Eigenschaften  gemein,  Welche  in  diesem . Absdinftte  ($.  13.  Nr.  126.}  angezeigt  worden  sind, 
wie  jetzt  noch  dargethan  werden  soll.  Nach  dem  bisher  Vorgebrachten  wird  die  Tangente  einer 
unebenen  Curve  an  dem  Punete  0  durch  die  Gleichungen  (127.  a.}  oder  (127.  b.},  nämlich: 

(iS9.  »•)  .     xiznSI'Xo  j    x;'=f:SrXi     oder    u;=:^i7'u.  ,     u'zzzBiyX 

vöUig  bestimmt,  während  die  unebene' Curve  selber  durch  die  Gl^iöhnngen' (12ft' a}.  oder 
(126.  b.},  nämlich: 


(!•••  e.) 


$.15«  Nr.  164.  Doppelt  gekrämmte  Corte.  SKI 

x;=^rx.  +  Z',    x;'=t)rx.  +  r    oder    u;=:^i7'a.  +  3%    ii;'=5«i7"ii.  +  3"  (i»S.M 

gegeben  ist,  wobei  wir  zur  Abkürzung 

und 

gesetzt  haben.  Die  Gleidiungen  (139.  a.}  liefern  für  jeden  Werth  von  x,  oder  u«  die  zu  die- 
ser einen  Coordinate  gehörigen  zwei  andern  x^,  x«'  oder  u«,  u'/  von  einem  in  der  Tangente 
an  0  liegenden  Puncto,  die  (|139.  b.}  hingegen  liefern  fdr  jeden  Werth  von  x,  oder  u«  die  zu 
dieser  einen  Coordinate  gehörigen  beiden  andern  x^ ,  x^'  oder  u« ,  H«'  von  einem  in  der  unebe*> 
nen  Curve  liegenden  Puncto.  Denkt  man  sich  nun  in  der  unebenen  Curve  zwei  von  dem  0 
verschiedene  Puncte  Oi  und  0«  ausgewählt,  und  bezeichnet  man  die  schiefen  und  senkrechten 
Coordinaten,  welche  diese  Puncte  an  den  Axen  OX,  OX',  OX''  liefern^  durch  x, ,  Xi»  x^'; 
Xt9  xi»  Xa'  und  Ui,  Ui9  ur  und  u»,  u^,  u»  ,  so  hat  man  in  Bezug  auf  den  Punct  0,: 

x;=srx,+z;,  xr=»rx,+zr  oder  u;=*i?'«,+3; ,  vii'=^n'\+ar  j 

und  in  Bezug  auf  den  Punct  0« :  >  • . . .  (iS9*  d») 

x;=i)r^+z;,  x;'=ör'x.+z;'  oder  u;=Siy'u,+3; ,  u;'=sv'u.+3n 

den  Gleichungen  (139.  b.)  gemttss,  wenn  Z; ,  Z[\  Q\ ,  3r,  sowie  Z; ,  Z;',  3; ,  3;'  das  bedeuten, 
was  ans  Z%  T\  3^  3''  ^^^^9  -^^vxl  in  die  Gleiefaungen  (139.  &}  x,  oder  u, ,  sowie  x«  oder  Ut 
für  X,  oder  u,  gesetzt  wird.  Zieht  man  die  über  einander  stehenden  Gleichungen  (139.  4} 
von  einander  ab,  so  erhält  man:  , 

x;-x;=sr(x.-xO+z;  — z; ,  x;-— xr=^r(^-xO+z;'-^z;' 

oder 

u;-u;=^i?'(u,-uO+3;-3I ,   u;'-ur=s.?"(u.-u0+3;'-3r, 

denen  man  auch  die  folgende  Gestalt  geben  kann: 


oder 


x;-x;=(x.-xO(^f+f^),  x;'-x;'=(x,-xO(^r+f^) 

Uf  —  U|  Ml  — "  Ui 


bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  andere  Form: 


oder 


X.-X.  :  x;-.x;  :  x^-xr  =  1  :  (^r+^^O  :  (»r+l^') 

Xt  X|  X«  —  Ai 

u,-u,  :  u;-u;  :  ur-uT  =  1  :  (»ly'+^^^^^b  •  0>^"+r^^=^)» 

^    '  '  Uj  —  u/      ^  u,  —  u, 


(!•••  ••) 


»  f 

und  erwägt  man,  dass  zufolge  der  Bezeichnungen  (139.  c)  Z'  und  TI'  oder  3'  vnd  3''  Aus- 
drücke sind,  welche  x, ,  x,  oder  U|,  u«  von  der  zweiten  und  hohem  Dimension  enthalten,  und 
demgemäss  Z;— Z;  und  Z;'— Z;'  oder  3;  — 3!  un<l  3^'-^3S'  Ausdrücke  von  mindestens  der 
iweilm  Dimeiisien  in  Bezug  auf  x«  und  x.  oder  n»  und  Ui  sind,  so  tAeneigl  man  sidi,  daas 
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-2 i  und  -^ oder  ^ — ^  und  — — ^L  doch  immer  noch  Ausdrücke  von  mindestens 

Xa  —  Xi  'X,  —  X|  Uj  —  Ui  Mx  —  U| 

der  ersten  Dimension  in  Bezug  auf  x,  und  Xi  oder  u«  und  u,  sind;  lässt  man  daher  die  beiden 
Puncte  Ol  und  O3  dem  0  so  nahe  rücken,  dass  die  äinen .  entspreQhend^  Werthe  von  x,  und 
Xs  oder  u,  und  u,  durch  kein  endliches  Haass  mehr  angezeigt  werden  können,  so  verschwinden 
die  Werthe  der  zuletzt  genannten  Ausdrücke  in  Vergleich  zu  den  in  den  Gleichungen  (139.  e.) 
neben  ihnen  stehenden  Grössen  SJ',  S|"  oder  ^V>  ^Vj  welche  weder  X|,  x,  noch  u, ,  u, 
enthalten;  für  so  nahe  an  0  gelegene  Puncte  Oi  und  0,  verwandeln  sich  daher  jene  Gleibhungen 
in: 

rx.— X, :  x;-x; :  x;'-x;'=  i :  ^1':  ^r 

(M9.  f.)  • <      oder 

(u,  — u,  :  u;  — u;  :  u;'— ur=:  1  :  t^i?':  SV'. 

Es  verhalten  sich  aber  die  Coordinatenunterschiede  Xa  —  x, ,  xi  —  x^,  xi' — xj*  oder  u,  —  u, , 
ui  — nl,  oi* — ur  den  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (3.)  zur  Folge,  wie  die 
schiefen  oder  senkrechten  Projectionszahlen  einer  durch  die  Puncte  Oi  Und  0,  hindurch  gehenden 
Richtung,  also  mit  Rücksicht,  auf  cUe  Gleichungen  (130.  e.)  gerade  so  wie  die  der  Richtung, 
welche  mit  der  Tangente  an  0  übereinstimmt,  woraus  femer  folgt,  dass  die  durch  zwei  so  nahe 
an  0  gelegene  Puncte  Oi  und  0,  hindurch  gehende  Gerade  parallel  läuft  mit  der  zu  0  gehö- 
rigen Tangente,  und  diess  beweist,  dass  die  unebene  Curve  auf  jede  unendlich  kleine  Strecke 
eine  und  dieselbe  Richtung  einhält  und  auf  eine  so  geringe  Ausdehnung ,  wenigstens  so  langä 
die  Gleichungen  (126.  a.}  oder  (126.  b.}  auf  sie  anwendbar  bleiben,  zu  keinem  jZickzack  An- 
lass  giebt. 

Aus  dieser  der  unebenen  Curve  vindicirten  Eigenschaft  lässt  sich  nun  mit  voller  Strenge 
und  grosser  LeichtigHcit  schon  durch  die  einfachsten  Sätze  der  Elemento- Geometrie  der  fol- 
gende Satz  herleiten : 

Geht  in  grösster  Nähe  eines  Punctes  0  der  unebenen  Curve  eine  Ge- 
rade vorbei,  welche  die  Curve,  so  wie  auch  deren  dem  Puncte  0  angehö- 
rige  Tangente  unter  einem  endlichen  .Winkel  schneidet,  so  unterscheiden 
sich  die  von  0  aus  bis  zu  dieser  Geraden  genommenen  Längen  der  Curve 
und  der  Tangente  nicht  um  eine  Grösse  von. einander,  die  mit  diesen  Län- 
geh'selbst  vergleichbar  wäre. 

Im  Gefolge,  der  Eigenschaften  einer  die  unebene^  Curve  an  einer  ihrer  Puncte  0  berüh- 
renden Geraden  zeigt  sich  noch,  eine. andere  Eigenschaft,  die  in  Folgendem  besteht:  Läuft  näm- 
lich eine  der  Coordinateiiaxen  AX,  AX",  AX".z;  B.  die  AX  mit  .der  Tangente  an  dem  Puncte 
0  parallel,  so  sfnd  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  eine  von  den  beiden 
Richtungen  der  Tangente  an  den  genannten  Coordinatenaxen  giebt 

■     '    1^.0,    0    und    1,    cosW  ,    cosW  r 

und  da,,  diese  Pjrojectioi^szahlen  nach  Aussage  des  durch  die  Gleichung  (130.  e.}  ausgespro- 
chenen Satzes  auch  den  Wahlen  '    ' 


t        i.  I  !  ■    \  ■       .    .         .      ,  >      i 


•'••    •      '•..•-       •'  ..  ..        '.  -     ?,.      ^  ö   •»  ^=»..1. -     y  ^  •'    >'  -  •'  .         .,    il 


^o|K)itiaftid  sind,'  wenn  ^,  ^^  Tg'  und'^,  ^V«?''  die  foonüi^en  des  PuAoles  O-Torst^Umy  sa 
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föl^,  dass  dieto  besondere  StellYRig  der  zu  0  gehörigen  Tangeitte  gegen  das  Coordinatensy- 
stem  die  Gleichungen 

fer=0,    lt—0    und    «i7'=cosW  ,    ^i;"=cosW'  (MO*  •%) 

nach  sich  zieht;  steht  daher  noch  überdiess  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden  andern 
AX'  und  AX'',  so  dass  W  und  W  rechte  Winkel  werden,  so  ist 

?|'=0,    Sr=0    und    ^fi'=0  y    lti''=0  .  (t40.b.) 

Läuft  hingegen  eine  der  Polaraxen  AJ^,  AX\  A3E"  z.  B.  die  AX  mit  der  zu  0  gehörigen 
Tangente  parallel,  so  sind  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen,  welche*  eine  von 
den  beiden  Richtungen  der  Tangente  an  den  Axen  AX,  AX",  AX''  giebt; 

81  ,    r,    «"    und    6  ,    0  ,    0  , 

und  da  diese  Projectionszahlen,  wie  so  eben  angezeigt  worden  ist,  auch  den  Zahlen 

i ,  ?)r,  sr  und  1 ,  ^17',  si?" 

proportional  sind,  so  folgt,  dass  diese  besondere  Stellung  der  Tangente  gegen  das  Coordina- 
tensystem  die  Gleichungen 

■ 

«^'=1',    Sr=|''    wnd    ?)i7'=0,    Sf?"=0  (140.  e.) 

nach  sich  zieht;  weil  aber  den  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (45.  a.)  zur  Folge 

r      sin  W  cos  SB     81"      sin  W  cos  SB'  .  , ,  ,  .  j       j-    n  i 

trr  = .  .^.„ — ,  ^gr-  = .  ---,, — ,  SO  Sieht  man ,  dass  wenn  noch  ausserdem  die  Polar- 

81  smW        '   81  sinW 

axe  A3E  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AI'  und  A3E"  steht,  in  welchem  Falle  SB  und  SB' 

rechte  Winkel  sind,  man  haben  werde: 

S|'=0  ,    Sr=0    und    Sfl'=0,    Ifi'—O.  (140.  dO 

Die  Gleichungen  (140.  d.}  sind  dieselben  wie  die  (140.  b.),  was  daher  kommt,  dass  wenn 
SB  und  SB'  rechte  Winkel  sind,  auch  W  und  W'  es  werden,  und  daher  jener  Fall  doch 
immer  wieder  dem  besondem  System  angehört,  wo  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden 
andern  AX'  und  AX"  steht 

165}  Man  nennt  die  durch  einen  beliebig  hervorgehobenen  Punct  0  der  unebenen  Curve 
gehende  Ebene,  weldie  senkrecht  auf  der  demselben  Puncto  angehörigen  Tangente  stobt,  die 
Normalebene  der  unebenen  Curve  an  der  Stelle  0.  Da  dieser  Definition  der  Normal^ 
ebene  zufolge  die  schiefen  oder  senkrechten  ProjeetionSzahlen  einer  auf  der  Normaiebene  senk^ 
rechten  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  dieselben  sind,  wie  die  einer  Richtung,  weldie 
mit  der  Tangente  an  der  gleichen  Stelle  zusammen  fällt ,  und  sich  daher  zu  dnander  TerhaUen 
wie  die  Zahlen 

1  ,    ^r,    ?)r    oder    1  ,    Si?',    In", 

andererseits  aber  im  zweiten  Abschnitt  ($.  10.  Nr.  86.}  erwiesen  worden  ist,  dass  sich  in  der 
Gleichung  einer  Ebene  zwischen  den  sehiefeh  Coordinaten  x,  V,  x"  ihrer  Puncto  die  zu  die- 
sen Coordinaten  gehörigen  CoefSizienten  zu  einander  verhalten,  wie  die  senkrechten  Projec- 
tionszahlen einer  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtung,  und  wie  die  schiefen  Projectionszahlen' 
dieser  Richtung,  wenn  die  Gleichung  der  Ebene  zwischen  den  senkrechten  Coordinaten  u,  u'  u"^ 
L  45 
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ihrer  Puncle  vorliegt»  so  folgt  fiogleich,  dass  die  Gleichung  der  Nonnalebene  an  dem  Pmicte  0 
jede  von  den  zwei  folgenden  ist: 

!!«•••)  x-i+Bi?'cx'-r)+«fl"(x'-ro=o  oder  u-fl+srcu-o+»rK-o=o, 

in  welchen  x,  x',  x''  die  schiefen,  oder  u,  u',  u''  die  senkrechten  Coordinaten  von  jedem 
beliebigen  Puncto  der  Nonnalebene  vorstellen.  Diesen  Gleichungen  kann  man  dadurch,  dass 
man  in  sie  an  die  Stelle  von  ^',  ttj"  oder  ^,  ^^'  ihre  in  den  Gleichungen  (7.  b.}  ausge- 
sprochenen Werthe  setzt,  die  nachfolgende  Gestalt  geben 

••1    §!•         Oll    •!•  10«    ttl         !••    001 


(141.  Ik) 


•  • 


oder 

001    010         001    010  100    001         100    001 


0 

010    100         010    100 

und  zeigen  so,  wie  man  die  Gleichung  der  Normalebene  unmittelbar  aus  jedem  der  in  (124.  a.} 
oder  (124.  b.)  gegebenen  Gleichungspaare  erhalten  kann. 

166}  Bis  hierher  liefen  die  Betrachtungen  an  unebenen  und  an  ebenen  Curven  vollkommen 
parallel  neben  einander  fort;  von  jetzt  an  aber,  wo  wir  jene  Eigenthümlichkeiten  der  unebenen 
Curve,  welche  die  Art  ihres  Kmmmseins  angehen,  zur  Sprache  bringen  werden,  wird  dieser 
Parallelismus  grossentheils  verschwinden ,  und  eine  Behandlung  eintreten,  die  sowohl  von  jener 
bei  ebenen  Curven  als  von  der  bei  krummen  Flächen  angewandten  verschieden  ist  Die  un- 
ebene Curve  liegt  in  dieser  Beziehung  in  der  Mitte  zwischen  der  ebenen  Curve  und  der  krum- 
men Fläche.  Wo  bei  der  ebenen  Curve  die  Richtungsänderungen  an  den  verschiedensten  Stellen 
stets  in  einer  und  derselben  Ebene  geschehen  und  bei  der  krummen  Fläche  an  einer  und  der^ 
selben  Stelle  schon  in  den  verschiedensten  Ebenen  vorfallen,  da  geschehen  sie  bei  der  unebe- 
nen Curve  an  verschiedenen  Stellen  in  verschiedenen  Ebenen,  an  einer  Stelle  aber  in  einer 
und  derselben  Ebene.  Das  natürlichste  Haass  fiir  die  Krümmung  einer  unebenen  Cürve  bietet 
der  Kreiscylinder  dar,  dessen  Oberfläche  in  den  auf  seiner  Axe  senkrechten  Ebenen  wieder 
nur  die  Kreiskrümmung  aufweisst,  diese  aber  zu  beiden  Seiten  der  Axe  parallel  ausgebreitet, 
wodurch  sie  eben  fähig  wird,  die  aus  einer  Ebene  heraustretenden  Riditungsänderungen  der 
Hnebenen  Curve  von  verschiedenen  Seiten  her  an  sich  heranzuziehen  und  mit  sich  zu  vergiei- 
ehen.  Die  natürliche  Berechtigung  des  Kreiscylinders,  zum  Maass  der  Krümmung  einer  unebe- 
nen Curve  sich  aufzuwerfen,  geht  vielleicht  noch  klarer  aus  folgender  Betrachtung  hervor. 
Wir  haben  in  Nummer  158.  dieses  Abschnitts  angezeigt,  wie  sich  jede  unebene  Curve 
immer  als  der  Durchschnitt  zweier  Cylinderflächen  betrachten  lässt,  deren  Seiten  mit  zweien 
Axen  des  Coordinatensystems  parallel  laufen,  oder  überhaupt  mit  zweien  Geraden,  die  einen 
Winkel  von  endlicher  Grösse  einschliessen ,  da  diese  immer  als  zwei  von  den  drei  Axen  eines 
beliebigen  Coordinatensystems  angesehen  werden  können.  Nun  lässt  sich  die  Krümmung  einer 
beliebigen  Cylinderfläche  an  jeder  ihrer  Stellen  mit  der  einer  Kreiscylinderfläche ,  wenn  die 
Reiten  beider  mit  einander  parallel  laufen,  gerade  so  vergleichen  wie  die  Krümmung  einer  be- 
liebigen ebenen  Curve  mit  der  einer  Kreislinie,  wefl  jene  Vergleichung  auch  nur  auf  die  Yer* 
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gteichunjr  zweier  auf  den  Seiten  der  Cylinderflächen  senkrediten  Schnitte  beniht,  von  welchen 
der  eine  eine  Kreislinie  ist  Die  KrUmmung  der  Cylinderfliche,  in  welcher  die  unebene  Curve 
liegt,  in  einer  anf  ihren  Seiten  senkrechten  Ebene  betrachtet,  giebt  dber  zugleich  auch  die 
KrUnmittng  der  unebenen  Curve  auf  diese  Ebene  bezogen  zu  erkennen,  oder  die  Stärke  der 
Biegung,  welche  die  unebene  Curve  mit  der  Cylinderfläche  zugleich  eingeht,  und  man  sieht 
leicht  ein,  dass  die  eigentliche  Krümmung  der  unebenen  Curve  aus  den  beiden  Biegungen  her« 
vorgeht,  die  den  beiden  Cylinderflächen  eigenthümlich  sind,  deren  Durchschnitt  sie  ist.  Weil 
aber  die  Seitenrichtungen  der  beiden  Cylinderflächen,  deren  Durchschnitt  eine  gegebene  unebene 
Curve  werden  soll,  ganz  nach  Belieben  gewählt  werden  können,  so  ist  es  nicht  zweifelhaft, 
dass  man  die  Richtung  der  Seiten  oder  der  Axe  des  Kreiscylinders  mit  dessen  Biegung  die 
Biegung  der  unebenen  Curven  verglichen  werden  soll,  ganz  nach  Willkühr  vorschreiben  könne, 
und  so  wie  die  unebene  Curve  durch  zwei  sich  schneidende  beliebige  Cylinderflächen  gegeben 
ist,  so  lässt  sich  deren  Krümmung  aus  den  beiden  Biegungen  dieser  Cylinderflächen  an  jeder 
Stelle  erkennen.  Wir  nennen  nun  denjenigen  Kreiscylinder  mit  vorgeschriebener  Axenrichtung, 
an  dessen  Oberfläche  sich  die  in  grösster  Nähe  bei  einer  bestimmten  Stelle  liegenden  Puncte 
der  unebenen  Curve  besser  anschmiegen,  als  an  die  Oberfläche  irgend  eines  andern  Kreiscy- 
linders von  derselben  Axenrichtung,  den  dieser  Axenrichtung  entsprechenden  Bie- 
gungscylinder  der  unebenen  Curve  an  der  aus  ihr  hervorgehobenen  Stelle.  Die 
vorgeschriebene  Axenrichtung  des  Biegungscy linders  werden  wir  auch  die  Biegungsr ich- 
tun g  nennen,  und  unter  dem  einer  gegebenen  ßiegungsrichlung  entsprechenden  Biegungs- 
halbmesser der  unebenen  Curve  an  der  aus  ihr  hervorgehobenen  Stelle  werden 
wir  den  Radius  des  Kreisschnittes  verstehen,  der  dem  dieser  Biegungsrichtung  und  Stelle  ent- 
sprechenden Biegongscylinder  angehört. 

167}  Cm  den  einer  vorgeschriebenen  Biegungsrichtung  entsprechenden  Biegungsradius  der 
unebenen  Curve  an  einer  aus  ihr  hervorgehobenen  Stelle  0  zu  finden,  stellen  wir  uns  die  un- 
ebene Curve  durch  die  in  (]124.  a.}  und  ([124.  b.}  angezeigten  combinirten  Gleichungspaare 
gegeben  vor,  in  deren  einem  die  schiefen  Coordinaten  x,  x',  x'',  so  wie  in  deren  anderm  die 
senkrechten  Coordinaten  u,  u',  u'"  vorkommen,  welche  irgend  ein  Punct  0'  der  Curve  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  eines  beliebigen  Coordinatensystems  giebt;  femer  denken  wir  uns  durch 
den  hervorgehobenen  Punct  0 ,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  | ,  |',  |" 
und  i|,  fj'  ly"  bezeichnet  werden,  drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX"  gelegt,  welche  den  vori- 
gen parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnen  durch  Xo,  x^,  Xo'  die  schiefen,  durch 
^tf  u»,  u^'  die  senkrechten  Coordinaten,  welche  der  beliebige  und  beweglich  gedachte  Punct 
0'  an  diesen  neuen  Axen  giebt  Dann  finden  zwischen  den  beideriei  Coordinaten  eines  jeden 
Punctes  0'  wieder  die  Gleichungen  (125.)  statt,  und  die  Gleichungen  (126.  a.)  und  (126.  b.) 
stellen  die  combinirten  Gleichungspaare  der  unebenen  Curve  an  den  neuen  Axen  vor  in  so 
fem  die  Form  dieser  Gleichungen  an  der  bestimmt  hervorgehobenen  Stelle  zulässig  ist.  Denkt 
man  sich  nun  durch  die  hervorgehobene  Stelle  0  einen  Kreiscylinder  von  gegebener  Axen- 
richtung, aber  noch  unbestimmten  Kreisschnitte  gelegt,  und  verlangt  man  von  diesem  Kreis- 
cylinder, dass  er  der  Biegungscylinder  der  unebenen  Curve  an  der  Stelle  0  werde,  so  sind 
die  noch  unbestimmten  Elemente  jenes  Kreisschnittes  der  Definition  des  Biegungscylinders  ge- 
mäss so  zu  bestimmen,  dass  alle  zunächst  an  0  gelegenen  Puncte  der  unebenen  Curve  mög- 
lichst nahe  an  der  Oberfläche  dös  zu^  bestimmenden  Kreiscylinders  anliegen. 

45* 
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• 
Stelll  Q  die  noch  uAcIcannte  Lunge  vom  Radius  des  Kreisschnittea  vor,  der  senkrecht  anf 

der  Axe  des  durch  0  gelegten  Kreiscylinders  steht,  und  bezeichnen  x ,  r^,  x"  und  u ,  u\  u" 
die  auf  die  Axen  OX,  OX',  OX"  bezogenen  schiefen  und  senkrediten  Coordinaten  vom  Hit- 
te^unct  dieses  Kreisschnittes  vor;  stellen  femer  q,  qf,  q''  und  q,  q',  q"  die  schiefen  und 
senkrechten  Projectionszahlen  vor,  welche  die  gegebene  Axenrichtung  des  durch  0  hindurch 
gelegten  Kreiscylinders  sowohl  an  den  neuen  wie  an  den  alten  Axen  giebt:  so  hat  man  in 
Gemässheit  der  im  ersten  Abschnitte  erwiesenen  auf  das  neue  Coordinatensystem  übergetrage- 
nen Gleichung  (17.): 
(IM«  •.)  e» = r  u  +  r Y+  x'V, 

und  weU  die  von  dem.  hervorgehobenen  Puncto  0  nach  dem  Hittelpuncte  des  erwähnten  Kreis- 
schnittes gezogene  Gerade  senkrecht  auf  der  gegebenen  Axenrichtung  des  durch  0  gelegten 
Kreiscylinders  steht,  so  hat  man  noch  in  Gqpässheit  der  dort  aufgestellten  Gleichungen  Qi3>}: 

(14«.  bO  qr4-qY+q'V'=0    und    q  u  +  q'u'+ q' V'=  0 . 

Denken  wir  uns  jetzt  irgend  einen  Punct  0'  der  unebenen  Curve,  dessen  auf  die  neuen  Axen 
bezogene  Coordinaten  x«,  x^,  Xo'  und  u«,  u«,  u«'  sind,  so  liegt  nach  den  weiter  vom  im 
Paragraph  14.  dieses  Abschnitts  (Nr.  142.}  gefundenen  Eigenschaften  der  KreiscylinderDäche 
der  kleinste  Abstand  des  Punctes  0'  von  der  durch  0  hindurch  gelegten  Kreiscylinderfläche  in 
der  Richtung,  die  man  sich  von  0'  senkrecht  gegen  die  Axe  dieser  Cylinderfläche  gezogen 
vorstellt;  bezeichnet  man  daher  durch  9t  die  senkrechte  Entfemung  des  Punctes  0'  von  der 
genannten  Axe,  so  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  so  eben  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten 
Gleichungen  C^^O.}  und  (18.}  gemäss: 

UM.  ••)  «• = (x.  ~  xO  Cuo  -  «0 + C^:  -  xO  K  -  uO + (xi'-  rO  K-  «0 , 

80  wie 

Ci4f««o  qCx.-rO+q'C^-^0+q"W-J^O=o  ^^  qCw.-iiO+q'Cui-J«0+q"C«i-«n=o» 

wenn  Xi,  y[,  r!%  und  U|,  lti,  itr  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  Axen 
OX,  OX',  OX''  von  demjenigen  Puncte  anzeigen,  in  welchem  die  von  0'  aus  senkrecht  ge- 
gen die  Axe  der  Kreiscylinderfläche  gezogene  Gerade  diese  Axe  trifft.  Da  die  beiden  Puncte, 
deren  Coordinaten  x ,  x\  x"  und  Ti ,  ri ,  x''  oder  u ,  u".  Vi'  und  U| ,  u[ ,  it^  sind ,  in  der  Axe 
des  zu  bestimmenden  Kreiscylinders  liegen,  und  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen 
dieser  Axe  durch  q ,  q',  q''  und  q ,  q',  q''  vorgestellt  worden  sind ,  so  hat  man ,  wenn  r  den 
Abstand  der  gedachten  Puncte  von  einander  bezeichnet,  nach  Anleitung  der  im  ersten  Ab- 
schnitte gegebenen  Gleichungen  (3.} : 

(14».  e.)  ±q=*-^,  ±q'=^,  ±q"=^'  und  ±<r=^,  ±q'="-i=^,  ±q"=^!^', 

und  es  sind  in  allen  diesen  Gleichungen  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzei- 
chen zu  nehmen.  Dabei  zeigt  r  offenbar  den  Abstand  der  beiden  durch  die  Puncte  0  und  0'  ge- 
henden und  senkrecht  auf  der  Axe  des  Kreiscylinders  stehenden  Ebenen  von  einander  an,  d.  h. 
den  Abstand  der  beiden  Kreisschnitte  dieses  Cylinders,  welche  durch  die  Puncte  0  und  0' 
gehen.  Setzt  man  die  aus  den  Gleichungen  (142.  e.}  für  Xu  rl ,  x*x  und  u, ,  ul ,  uf  sich  er- 
gebenden Werlhe  in  die  Gleichungen  (142,  c.}  und  (142.  d.},  so  erhält  man: 
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q[x.-Ci+qO]  +  q'[x;-(t'±q'0]  +  q"[x';-(r"±q"r)]=0 
und 

qK-(tt  +  qO]  +  q'[u;-(u'+q'0]  +  q"K-(u"±q"r3]=0. 

Beachtet  man,  dass  die  Richtungsgleichung  qq  +  q[q'+i('q"r=2l  giebt,  so  wird  man  bewogen 
die  beiden  letzten  Gleichungen  so  zu  schreiben: 

qpr=qCx-xO+q'(«'-^>+q"C^:-^0  und  qhr=qCu-uO  +  <rCu-u;)+q"(tt"-u;0,  (14«.  *.) 

und  ziebl  man  diese  von  deqen  (142.  b.^  der  Ordnung  nach  ab,  so  erhält  man  noch: 

+  r = q  Xo  +  q Vo  +  Ci'%'    und    +  r  =  q  u,  +  q'ui  +  q"u;' ,  (i4S.  •.) 

und  es  sind  in  aUen  diesen  Gleichungen  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzei* 
chen  zu  nehmen.    Giebt  man  jetzt  der  Gleichung  (|143.  a.}  die  Form : 

jR« = (x.  -  X)  Cu.  -  u) + c^;  -  O  c«i  -  u'D + K  -  O  K  -  «")  +  Cq  q + qV+  q'T)  r' 

+r[qCx.-r)  +  q'(x;-O  +  q''K--O  +  qC^-u)+q'(u;-u0  +  q''K-u'0], 

so  wird  man  gewahr,  dass  sie  in  Folge  der  eben  erwähnten  Richtungsgleichung  und  der  Glei- 
chungen (143.  b.}  wird: 

gi*=(x.^Ofuo-u)  +  Cx;-rOW--wO+W-OK-tt'')--r»,  (i4«-ii.) 

zu  welcher  Gleichung  man  auch  unmittelbar  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  ge- 
langen kann.    Aus  dieser  letzten  Gleichung  findet  man 

und  es  ist  91  —  g  der  kleinste  Abstand  des  Functes  0'  von  der  durch  0  gelegten  Kreiscylin- 
derfläche,  weil  9t  den  senkrechten  Abstand  des  Functes  0'  von  der  Axe  des  Kreiscylinders 
vorstellt;  soll  daher  dieser  Cylinder  der  Biegungscylinder  der  unebenen  Curve  an  der  Stelle 
0  werden,  so  muss  der  gefundene  kleinste  Abstand  91  —  ^  so  vollständig  wie  möglich  null 
werden  für  alle  zunächst  an  0  liegende  Functe  0'  der  unebenen  Curve.  Diess  geschieht  aber 
offenbar,  wenn  die  Gleichung 

Cx.-OCu,-u)  +  C^-OW-wO  +  W-OK-li'0-r»=ß»  (14«.  e.) 

durch  alle  solche  Functe  0'  so  genau  wie  möglich  wahr  gemacht  wird,  und  deshalb  sind  die 
Bedingungen  des  Biegungscylinders  aus  der  Gleichung  (143.  e.}  in  der  Weise  zu  schöpfen, 
dass  alle  in  grösster  Nähe  bei  dem  0  liegende  Functe  der  unebenen  Curve  sie  möglichst  gut 
befriedigen  müssen. 

Durch  Wegschaflüng  der  Klammem  und  unter  Zuziehung  der  in  (142.  a.}  ausgesproche- 
nen Relation  nimmt  die  Gleichung  (143.  e.}  die  folgende  Form  an: 

ru.  +  r'u;+rX+ux.  +  tt'x;  +  u"x;'+r*— (x,u.  +  x;u;  +  xru;0=O, 
und  da 

tu,+x'u;+r"u;'=iix.+tt'x;+ux 

in  Gemflssheil  der  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  und  auf  die  neuen  Axen  bezogenen  Glei- 
chung (16.},  so  wie  zufolge  derer  (143.  c} 

f'=C(ix.+qX  +  c(%y    und    r«=(qu.  +  q'u;+q'XO^ 
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ist,  so  lässt  sich  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  auf  jede  der  zwei  nachfolgenden  Weisen 
schreiben : 

2  cu  X.  -H  ux + u'x;')  -I-  (<,  X, + q'x; + oi'xy  -  (x,  u. + x;  u; + x;'u;') = o 

(144.  «.) <     und 

2  Cr  u.  +  rX  +  i'X'D  +  Cq  «.  +  «fu;  +  q'XO' -  (x.  n.  +  x;  u;  +  xJX') = 0  j  • 

setzt  man  aber  in  die  einzelnen  Theile  dieser  Gleichungen  für  x^  und  x^',  so  wie  flir  u^  und 
u^'  ihre  durch  die  Gleichungen  (126.  a.)  und  (126.  b.}  gegebenen  Ausdrücke  in  x,  und  v, ,  so 
findet  man,  dass 

f2(n  x.  +  u'x;  +  u"x;')  =  2x.(u  +  u'Sr+u"8r')+    xJ(u'S»r+«"«'rO  +  ...., 
2  (r  u.  + 1'  u; + X"  u'.') = 2  u.  (r  +  j'  S 1?'+  x"  B  t}"^  +   uj  (t'  f  ij'+  r"  S'  i?")  + . . . . , 

q  X.  +  q' x;  +  q'-xi'  =    x.(q  +  q'Sr+q"an  +  fXiCq'^'r+q"^'n  +  ...., 
(144.11.)^      q  u.  +  q'u:  +  q"n;'   =    u.(q+q'?)fl'+q"?0+§u' (q'Vfl'+q"S'u'0  +  ...., 

X,  u.+x;u;4-x;'u;'  =x.u.[ci+?>|'^.?'+ar^«")+|x.cöu'^»r+t)fl"t>'n 

ist  Ferner  geben  die  vordem  Gleichungen  (128.  a.},  wenn  man  sie  auf  das  neue  Coordina- 
tensystem  in  Anwendung  bringt: 

u«=xo+x;cosw+x;'cosW'  und  exo=2iu.+ru;+r'u;', 

und  diese  werden  in  Folge  derselben  Ausdrücke  von  V«  und  x'^\  so  wie  von  u^  und  u«': 

Uo  =  XoCl+^^'cosW  +  SrcosWO  +  |xJ(^^|'cosW  +  S*rcosWO  +  ...- 
""       und 

ex.  =  u,C2l  +  a'^^'+8l"SO+|u;C2l'^'«2'+8l"^*0 / 

welche  sich  einfaclier  so  schreiben  lassen: 

(144.  e.)  Uo  =  Xo5^  +  |xJcPi?+....    und    Xo  =  Uo5|+ |uJÄ^§  +  ...., 

weil  die  auf  das  neue  Coordinatensystem  angewandten  vordem  Gleichungen  (128.  b«}  geben: 

e3x=8l+?l'Su'+a"Su"    und    5u=l+^x'cosW  +  Sx"cosW' 
und  man  aus  diesen  durch  Ableiten  nach  u  und  x  erhält:    ' 

(53'x=:Sl'B'u'-pr'^'u"    und    5»  u  =  ^' x'cos  W  +  ^' x"cos  W , 

diese  Gleichungen  aber,  auf  den  Ponet  0,  dessen  Coordinaten  |,  ^,  ^'  und  <;,  tf,  fj"  sind, 
4aige wandt,  zeigen,  dass 

QS  i=:n  +  W^fi'+Wlti"    und    3ij  =  l+^r*08W+»r'«>sW, 

es'irr a'  ^  ij'  +  «".  ^  t)"  und  s'tj^zf'  f.cös  w;  +  »»  rc»s  W 
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ist  —  Mitt^  der  Gleichugen  (144  c}  kann  man  x^u,  in  den  folgenden  swel  Formen  dar« 
alellen: 

x,B.=x:*ij  +  jxJ«*i7-f-...,    und    x«u,=nJ*f+|n;a*J  +  .... 
und  dadurch  nimmt  die  letzte  Gleichung  (144.  b.}  jede  der  zwei  folgenden  Gestalten  an : 

x.u.+x;u;+x:u;'=x;ji2(i+Br»i?'+^r»V'+...0  ) 

und  > (144.«.) 

x.u.+x;u;+x;v;=uiÄKi+«r^fl'+?>r'^fl"+...0-) 

In  allen  diesen  Entwickefcmgen  sind  blos  solcbe  Glieder  nidit  angeschrieben  worden,  die  von 
der  dritten  oder  einer  noch  hohem  Dimension  in  Bezug  auf  x«  und  u«  sind.  Die  Gleichungen 
(144.  a.}  gehen,  wenn t man  statt  ihrer  Theile  die  in  den  vier  ersten  Gleichungen  (144.  b.} 
und  in  den  Gleichungen  (144.  d.}  daittr  gegebenen  Entwickelungen  in  rie  einsetzt,  über  in: 


2x.(u+ui)r+u''^n+<(q+q'^+q''«rT+u'BT+u''^T-*2(^ 

und  >  (144.  ••) 

2u.(r+rV+r''VO+u;[(q+q^'+q''^'0*+rri7'+^^^ 

in  welchen  wieder  nur  solche  Glieder  nicht  angeschrieben  worden  sind,  die  x«  oder  u«  in  der  drit- 
ten oder  einer  noch  hohem  Potenz  enthalten.  Jede  dieser  beiden  Gleichungen  ist  eine  blose  Um- 
formung der  Gleichung  (143.  e.},  und  schliesst  daher  die  Bedingungen  des  Biegungscylinders 
der  unebenen  Curve  an  der  Stelle  0  in  sich,  so  zwar,  dass  nur  derjenige  Kreiscylinder  es 
sein  kann,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  in  grösster  Nähe  bei  0  gelegenen  Puncto 
der  unebenen  Curve  jene  Gleichungen  möglichst  genau  befriedigen. 

Um  nun  aus  diesen  Gleichungen  die  Bedingungen  für  den  Biegungscylinder  zu  erhalten, 
hat  man  zu  bedenken,  dass  für  so  nahe  an  0  gelegene  Puncte  0'  die  ihnen  zugehörigen  x« 
oder  u«  kleiner  werden,  als  dass  sie  sich  durch  ein  endliches  Haass  darstellen  Hessen,  und 
dass  dann  jedes  Glied  der  Reäen  (144.  e.},  welches  eine  höhere  Potenz  von  x«  oder  Uo  in 
sich  trägt,  neben  einem  solchen,  das  zu  einer  niedrigem  Potenz  gehört,  ganz  und  gar  ver- 
schwindet, vorausgesetzt,  dass  die  Stelle  0  Entwickelungen  von  der  Form  wie  die  (126.  a.) 
oder  (126.  b.)  sind,  gestattet.  So  dicht  an  0  gelegene  Puncte  0'  erfüllen  mithin  die  Glei- 
chungen (144.  e.}  in  dem  Maasse  vollständiger  als  mehr  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen 
in  Bezug  auf  x»  oder  u,  wahrhaft  null  werden.  Man  erhiQt  daher  zur  Bestimmung  des  Bie- 
gttngscylmders  an  der  Stelle  0  erstlich  die  Bedingung: 

u  +  u'*r+w"Sr=0    oder    t  +  x'lrf+x"lfi"=0,  (t4l(.  ••) 

hierauf  die 

oder  } itM.  Ii.) 

und  so  mUsste  man  die  CoefBzienten  von  mehr  der  nächst  folgenden  Glieder  der  Null  gleich 
setzen,  wenn  es  sich  nicht  zeigte,  dass  der  Biegungscylinder  durch  die  in  (145.  a.}  und 
(145.  b.}  enthaltenen  Bedingungen  schon  vollständig  bestimmt  wird.  Stellen  A ,  A',  A'"  und 
C ,  C,  C"  die  schiefen  und  senkrechten  ProjectionszaUen  vor ,  welche  die  von  0  aus  *  senk- 
recht gegen  die  Axe  des  Biegungscylinders  laufende  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
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oder  an  den  Axen  OX,  0X\  OX"  die  den  vorigen  parallel  und  gleichläufig  sind,  giebt,  so 
hat  man,  weil  jC,  x\  x"  und  u,  u",  u''  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  neuen 
Axen  von  dem  Functe  sind,  in  welchem  die  ebengenanüte  Richtung  die  Axe  des  Biegungscy- 
linders  schneidet,  und  q  die  Entfernung  dieses  Durchshnittspunctes  von  dem  0  ist: 

(IM.».)  A=-,    A'=-,    A"=-.und    C=  -  ,    C'=  Hl       C"= - 

Q  Q  Q  Q  Q  Q 

und  setzt  man  die  hieraus  hervorgehenden  Werthe  von  x ,  x\  x"  und  u ,  u',  v!'  in  die  Glei- 
chungen (145.  a.)  und  zugleich  für  ^|',  ^|"  und  ^^^  %ii'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen 
(127.  a.  und  b.}  ein,  so  verwandelt  sich  die  Bedingung  (145.  a.}  in: 

1146.  b.)  pC  +  p'C'+p"C"=0    oder    i)A  +  ))'A'+»)"A'  =  0 

Jede  der  Bedingungen  (145.  a.}  sagt  also  nichts  anders  aus  als,  dass  die  von  0  aus  senk- 
recht auf  die  Axe  des  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Biegungscylinders  gezogene  Gerade  mit  der 
Tangente  der  unebenen  Curve  an  0  einen  rechten  Winkel  bildet,  sonach  in  der  zu  dieser 
Stelle  gehörigen  Nonnalebene  liegt  Man  sieht  hieraus,  dass  der  in  0  endigende  Biegungs- 
halbmesser nicht  nur  senkrecht  auf  der  Axe  des  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Biegungscylinders, 
sondern  zugleich  auch  senkrecht  auf  der  zu  0  gehörigen  Tangente  der  unebenen  Curve  steht, 
dass  sich  also  die  Gerade  angeben  lässt,  worin  der  gedachte  Biegungshalbmesser  liegt,  sobald 
die  Axe  des  zu  suchenden  Biegungscylinders  gegeben  und  nicht  der  Tangente  an  0  parallel 
ist.  Zu  der  Bedeutung  der  in  (145.  b.}  enthaltenen  Bedingungen  gelangt  man  auf  die  nach- 
stehende Weise.  Setzt  man  in  die  ersten  Theile  der  dortigen  Ausdrücke  für  B^,  S^'  oder 
^V>  ^^"  ihre  aus  den  Gleichungen  (127.  a.  und  b.)  sich  ergebenden  Werthe,  so  findet  man, 
dass 

Cq + q'  ^  l'+  q"  ^  t'J  =  ^  Cp  q + p'<i'+  p"<i'T 

nnd 

(q + q'  ^  fl'+  q"  ^«jT^  \m\-\-  q>'+  q'>'T 

ist,  während  die  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Gleichungen  (9.  a.  und  b.}  aussagen,  dass 

P  q  +  P'q'+  P"q"=  q  »>  +  qV+  q'>' =  cos  0 

ist,  wenn  Q  den  Winkel  vorstellt,  den  die  gegebene  Axenrichtung  des  Biegungscylinders  mit 
der  Tangente  an  0  macht,  weil  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  p,  p^  p"  und 
• ;  ^>5  PV  1l>''  der  Tangente  an  0,  die  q,  q',  q"  und  q,  q',  q"  der  Axe  des  zu  derselben  Stelle 
gehörigen  Biegungscylinders  angehören.    Es  ist  demnach : 

•      c<f+q'^r+q"^s'")'=  '-$^  und  {.^^-i^n^-i'MJ^^ 

oder  wenn  man  für  p  und  )>  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (135.  d.}  einsetzt : 

(Cq+q'^r+q"^rT=^^0+sr^V+sr^Ocos'(? 

(t4e.  ••) <     und 

(  Cri-q'^^'+q"Vy=5Ki+^r^fl'+^r^V')cos'ö; 

in  Folge  Aeser  Ausdrucke  aber  verwandelt  sich  die  Bedingung  (145.  b.)  in : 
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oder  V (i4#.  4.) 

und  geht,  wenn  man  f&r  tt',  u''  oder  x\  f  ihre  aus  den  Gieichongen  (146.  a.}  entnommeiien 
Werthe  setzt,  über  in: 

^(c'?*r+c"^'n=^^o+^i'^v+?>r^vosin»tf 

oder 

woraus  man  findet: 

und  da  S^Srjznl  ist,  so  erhält  man  noch  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

^  —  (C  B*  f  +  C"  b*  I")  CA'  ^'  ^'+  A"  B'  I?")  '  ^  ' 

Jede  der  Gleichungen  (146.  e}  und  (146.  f.}  giebt  die  Länge  q  des  Biegungsradius  an  die 
Hand,  und  da,  wie  wir  gesdien  haben,  die  Bedingungen  (145.  a.)>  welche  eins  mit  denen 
(146.  b.}  sind,  die  Lage  des  in  0  endigenden  Biegungsradius  vorschreibt,  so  wird  durch  diese 
beiden  Angaben  der  zu  findende  Biegungscylinder  für  die  Steile  0  der  unebenen  Curve,  wenn 
die  Lage  seiner  Axe  gegeben  ist,  vollkommen  bestimmt  Die  Grössen  C\  C  und  A',  A'' 
haben  wir  zwar  nicht  als  unmittelbar  geg^en  vorausgesetzt,  allein  sie  lassen  sich,  wenn 
q ,  q",  q"  und  q ,  q",  ,q"  unmittelMir  gegeben  sind ,  aus  diesen  und  der  Lage  der  Tangente  an 
O  mittelst  der  Gleidiüngen  (146.  b.}  usd  der  andern 

Aq  +  AY+AV=0    oder    Cq  +  CY+CV=0  (IM.  sO 

finden. 

168}  Da  0  der  Winkel  ist,  den  die  vorgeschriebene  Axenrichtung  des  Biegungscylinders  mit 
der  Tangente  an  0  macht,  so  zeigen  die  Gleichungen  (146.  e.}  und  (146.  Q,  dass  man  da, 
wo  die  Axenrichtung  des  Biegungscylinders  in  der  Normalebene  an  0  liegend  und'  also  mit 
der  Tangente  an  0  einen  rechten  Winkel  bildend  vorausgesetzt  wird,  sin 0  =  1  zu  nehmen 
habe.  Bezeichnet  man  die  Radien  der  so  beschränkten  Biegungscylinder  durch  g^  so  geben 
die  Gleichungen  (146.  e.}: 

* 
und  die  Gleichung  (146.  f.}  wird : 

(C  'd'  ^+  C"  t'  r '}  (A'  l'  fj'+  A"  ^'  fl")  '  '  ^**^*  ••^ 

zugleich  aber  wird  in  diesem  Falle  die  Richtung  des  Biegungscylinders  beschränkt,  indem  deren 
Projectionszahlen  jetct  den  Gleichungen 

«IP  +  q'p'.+  q"p"=0  und    q*)  +  qV+q'r=0 

oder  ) ".  CM*«  ••) 

q+q'!)r+q"^'=aO  md    q+q!^'+q'>r=0 
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unterworfen  sind.  Wir  werden  Biegungscylinder,  deren  Axen  in  der  Normalebene  des 
hervorgehobenen  Punctes  der  doppelt  gekrümmten  Curve  liegen,  beschränkte  so  wie  die 
Radien  solcher  Biegungscylinder  beschränkte  Biegungshalbmesser  nennen.  Während 
also  bei  jedem  Biegungscylinder  sein  in  0  endigender  Biegungshalbmeaser  in  der  zu  dieser 
Stelle  gehörigen  Normalebene  liegt,  liegt  nur  bei  dem  beschränkten  auch  desseai  Axe  in  dieser 
Normalebene;  die  Axen  von  nicht  beschränkten  Biegungscylindem  hingegen  können  die  Nor- 
malebene unter  jedem  beliebigen  Winkel  durchschneiden,  je  mehr  sich  aber  dieser  Winkel 
einem  rechten  nähert,  desto  kleiner  wird  der  Biegungshalbmesser,  vreicher  zuletzt  gänzlich 
verschwindet,  wenn  die  Axe  des  Biegungscylinders  senkrecht  auf  der  Normalebene  steht,  oder 
parallel  mit  der  Tangente  an  der  hervorgehobenen  Stelle  läufl.    Es  i^  nämlich  immer 

wenn  q  den  Halbmesser  des  Biegungscylinders  vorstellt,  dessen  Axe  mit  der  Tangente  an  0 
den  Winkel  0  macht,  und  Qi  den  Halbmesser  desjenigen  beschränkten  Biegungscylinders,  dessen 
^  '  in  0  sich  endigender  Biegungshalbmesser  in  dieselbe  Gerade  fällt,  wie  der  in  0  sich  endigende 

Halbmesser  des  vorigen  Biegungscylinders.  Diess  geht  umnittelbar  aus  dem  blosen  Zusammen- 
halten der  Gleichungen  (^146.  e.}  und  (]147.  a.)  oder  der  (146.  f.)  und  (147.  b.)  hervor. 

Obgleich  aber  die  Axen  der  beschränkten  Biegungscylinder  immer  in  der  Normalebene  der 
Stelle,  deren  Biegung  sie  bestimmen  sollen,  liegen,  so  giebt  es  doch  für  jede  Stelle  der  un- 
ebenen Curve  unzählioh  viele  beschränkte  Biegungscylinder;  man  kann  daher  die  Frage  auf- 
werfen,  welche  von  ihnen  zur  grössten  oder  kleinsten  Biegung  hinfuhren,  ähnlich  wie  bei  der 
kummen  Fläche  unter  allen  durch  eine  und  dieselbe  Stelle  der  Fläche  gemachten  nonnalen 
Schnitten  die  aufgesucht  worden  sind,  welche  die  grösste  oder  kleinste  Krümmung  an  dieser 
Stelle  haben.  Die  Gleichung  (147.  d.}  giebt  £h  verstehen,  dass  die  in  0  sich  endigendeii  Rsh 
dien  von  Biegungscylindem,  deren  Axen  eine  unveränderliche  Neigung  gegen  die  Tangente  an 
0  behalten,  in  denselben  Lagen  grösste  oder  kleinste  Werthe  annehmen,  wo  es  die  zu  den 
beschränliten  Biegungscylindem  gehörigen  thun,  weshalb  es  bei  der  Aufsuchung  der  grössten 
und  kleinsten  Biegungshalbmesser  gleichgültig  ist,  ob  man  dabei  blos  beschränkte  Biegungs- 
cylinder oder  Biegungscylinder,  deren  Axen  stets  die  gleiche  Neigung  gegen  die  Tangente  be- 
haupten, zu  Gmnde  legt.  Es  kommt  nämlich  bei  dieser  Untersuchung,  wo  die  der  Curve  an- 
gehörigen  Grössen  5g,  Öi]  und  1 +^g'Siy'+S|"^ V'  als  unveränderlich  angesehen  werden 
müssen,  blos  darauf  an,  (man  mag  dabei  von  den  Ausdrücken  (147.  a.^  oder  von  denen 
(146.  e.)  unter  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  0  einen  unveränderlichen  Wcrth  hat,)  zu 
f ...      .    i  bestimmen,  welche  Werthe  von  €',  C"  oder  .von  A',  A"  den  Ausdruck 

C'^'g'+C"^»r     oder  den    A'l'rj'+ A^l^rj" 

zu  einem  Kleinsten  oder  Grössten  machen ;  will  man  aber  dabei  von  den  Ausdrücken  (147.  b.} 
......    -  oder  (146.  f.)  ausgehen:,  so  hat  man  zu  bestimmen,  welche  Werthe  von  C,  C"  und  A',  A" 

den  Ausdmck 

(C  ?*  S'+ C"  S*  n  CA' ^' ^'+ A"  ö' o 

zu  einem  Kleinsten  oder  Grössten  machen.    In  jedem  dieser  Fälle  hat  mm  die  nach  C,  C" 
und  A',  A"  genommenen  Ableitungen  des  betreifenden  Ausdmcks  der  Null  gleich  zu  setzen, 
(  ■   .:      .  U|i(i.aus  den  so  sich  ergebenden  Gleichungen  die  Werthe  C,  C  und  A',  A"  herzuholen,  wie 
die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  es  verlangt. 


4.'  15.  Nr.'  168.  Doppelt  gekruramte  Cuvre.  MI 

Bei  diesem  Geschäfte  hat  man  zu  erwägen ,  dass  die  Grössen  C ,  C,  G'  md  A ,  A',  A'' 
nicht  unabhängig  von  einsmder  sind,  da  amscben  ihnen  erstlich  die  im  vorigen  Paragraphen 
angegebenen  Gleichungen  (109.  a.  und  b.}  bestehen,  welche  indessen  blos  vier  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  bilden,  da  die  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  (^109.  a.}  sich 
in  einander  ttberführtn  lassen ;  sodann  aber  auch  noch  die  in  (146.  b.)  aufgeführten ,  nämlich 

pO+p'C'+p"C"z=0    und    ^)A  +  V'A'H-^)"A''=0 

oder,  wenn  man  in  diese  für  p",  p"  und  p\  p"  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (130.  e.} 

einsetzt : 

C+C'S|'+C"?>r=0    und    A  +  A'?)i;'+A"?)i?"t=0,  (IM.  a.) 

welche  beide  Gleichungen  sich  wieder  in  einander  überfuhren  lassen  upd  daher  nur  einer  ein- 
zigen gleich  zu  achten  sind,  wie  es  dort  mit  den  Gleichungen  (109.  c.}  der  Fall  war.  Es 
werden  also  hier  wie  dort  die  sechs  Grössen  A ,  A',  A^'  und  C ,  C',  C"  durch  fiinf  Gleichun- 
gen von  einander  d>hängig  gemacht,  wesshalb  nur  eine  von  änen  nach  Willktthr  gewählt  wi^r- 
den  kann,  die  übrigen  aber  aus  dieser  einen  durch  die  zwiscbe«  ihnen  vorhandenen  Gleichun- 
gen bestimmt  werden  müssen.  Statt  aber  eine  von  diesen  sechs  Grössen  zur  unabhängig  Ver- 
änderlichen zu  machen,  und  die  übrigen  als  Functionen  dieser  einen  anzusehen,  kann  man  auch, 
wie  dort  geschehen  ist,  alle  sechs  von  einer  ausser  ihnen  liegenden  Grösse,  die  nicHt  weiter 
bestimmt  zu  werden  braucht,  abhängig  machen.  Thut  man  diess  und  deutet  man  unserer  Ge-r 
wobnheit  gemäss  Ableitungen  von  A ,  A',  A"  und  C ,  G',  (j\  nach  dieser  fremdea  Unabhängv* 
gen  genommen,  durch  das  Ableitungszeichen  d  an,  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise,  wie 
man  im  vorigen  Paragraphen  zu  den  Gleichungen  (HO.  a.  und  b.)  gekommen  ist,  auch  hier 

wieder 

dC=:dA4-dA'co8W  +  dA"oosW',    d C=  d A cos W  +  d A'+ d A"cob W", 

d  C"=  d  A  cos  W'+  d  A'cos  W"+  d  A" 
oder 

€dA=adC  +  a'dC'+ä"dC",    dl d A'=  «T, d C + «^J d C'+ «;' d C",      )  . , . .  114«.  ».) 

6;'dA"=«,dc+a;dC'+a;'dC" 

and 

AdC  +  A'dC'+A"dC"+CdA  +  CdA'+C''dA"=0; 

und  es  lüsst  sich  hier  wie  dort  erweisen,  dass 

AdC+A'dC'+A"dC"=CdA  +  (ydA'+C"dA" 

ist,  so  dass  die  zuletzt  geschriebene  Gleichung  in  die  zwei  andern  zerfdüt: 

AdC  +  A'dC'+A"dC"=0    und    CdA  +  C'dA'+C"dA"=0;  (14«,  c) 

anstatt  der  dortigen  Gleichungen  (110.  b.}  erhält  man  aber  hier  aus  den  kurz  vorher  angezeig- 
ten Gleichungen  (148.  a.}  die: 

dC  +  TJrdC'+^r'dC'isO    und    dA  +  %ij'dA'-f-^n"dA"=0.  Cl4«. «.) 

Am  den  vordem  Gleichungen  (148.  c.  und  d.}  findet  bmUi  durch  Buocessive  Himlnfion  ddr 
einzelnen  in  ihnen  enthaltenen  Ableitungen,  4ua 

dC  :  dC:  dC"b=  A'^S"— A"^!':  A"-A^r:  AB|'-A' 
und  aus  den  hintern  auf  die  gleiche  Weise,  dass  } (14«.  ••) 

dA  :  dA':  dA"=  C^fl"— C'^U':  C— CBi;":  C?V— C 
ist 

46» 


MM  Aaalyttocbe  ßeometrie«  Ab#cli«  IIL 

Nun  geben  aber  die  Ableitungen  der  Ausdrücke 

C'^r+CVr    und    A'S»f?'+A"VV', 
nach  der  fremden  Veränderlichen  genommen  und  der  Null  gleich  gesetzt: 

dC'««r+dC"S*r=0    und    dA'S'V+dA"S*i?"=0, 

und  diese  Gleichungen  gehen,  wenn  man  für  dC,  dC"  und  dA',  dA'"  ihre  in  dA  und  dC 
ausgedrückten,  aus  den  Gleichungen  (148.  e.}  sich  ergebenden  Werthe  in  sie  einsetzt 
Über  in : 

(IM.  fO )     und 

Diese  Gleichungen  nun  geben  in  Verbindung  mit  denen  (148.  a.}  und  der  Richtungsglei- 
chung  AC  +  A'C'+A"C"r=:l  die  dem  grössten  oder  kleinsten  Biegungshalbmesser  zugehö- 
rigen Werthe  von  A ,  A',  A'',  und  C ,  C,  C'\  und  dann  auch  diesen  Biegungshalbmesser  selber 
an  die  Hand,  wie  in  der  nächsten  Nummer  gezeigt  werden  soll. 

Bevor  wir  jedoch  zu  diesem  Geschäfte  übergehen,  viriU  ich  noch  vor  Augen  legen,  wie 
man  zu  den  gleichen  Bedinguugen  (148.  f.)  hingefiihrt  worden  wäre,  wenn  man  bei  dieser 
Untersuchung,  anstatt  von  einer  der  Gleichungen  (146.  e.}  auszugehen  und  dabd  einen  der 
Ausdrücke  Crt>' |'+ C ?)* ^  oder  MVif+M'^'^rf'  zu  einem  Grösslen  oder  Kleinsten  zu  ma- 
chen, die  Gleichung  (146.  f.}  zu  Grunde  gelegt  hätte,  wo  dann  der  Ausdruck 

(c  c"  r+  c"  ^*  n  CA'  ^'  v+  A"  ?'  n'i 

zu  einem  Grössten  oder  Kleinsten  zu  machen  gewesen  wäre.  Setzt  man  die  Ableitung  dieses 
Ausdrucks  in  dem  Sinne  genommen,  dass  C,  C"  und  A',  A"  als  veränderliche  Grössen  ange- 
sehen werden,  der  Null  gleich,  so  findet  man: 

Ci4*«  ••)    (C  S*  r+  G" ^*  n  (d  A'  y  i{+  d  A"  ^^ n'l  +  (A'?'  r{+  A"  V  i?")  (d  C  ^' |'+  d  G"  V  H  =  0 ; 

»  • 

es  sollte  aber  schwer  halten,  aus  dieser  Gleichung  jene  Bedingungen  herzuleiten,  ohne  die 
folgende  Eigenschaft  der  Ausdrücke  C  ^' |'+ C"  Ib^  T  und  A'S'i?'+ A"S'i?"  zu  kennen. 

Es  ist  oben  zu  Ende  der  Nr.  160.  gezeigt  worden,  dass  man  immer  die  Ableitungen  d*x, 
d*x',  d'x"  und  d*u,  d'u',  d^u"  als  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  eines  Punctes 
im  Räume  ansehen  könne,  wenn  sich  das  Ableitungszeichen  d  auf  eine  gänzlich  unbestimmt 
gelassene  Unabhängige  bezieht.  Lässt  man  x  diese  Unabhängige  sein,  so  verwandeln  sich  diese 

.     Grössen  in 

0,    ^'x',    S'x"    und    3*u  ,    S*\i\    yu" 

und  nimmt  man  u  zur  Unabhängigen,  so  ver>vandeln  sie  sich  in 

.      .    j  ,       S'x,    S'x'y    S'x"    und    0,    Vn',    l'n^i 

diess  zieht  aber  zufolge  der  im  ersten  Abschnitte  aufgefundenen  und  für  jeden  Punkt  und  jede 
Richtung  gültigen  Gleichung  (14.)  nach  sich,  dass  sowohl 

C'S*x'+C"a»x''=A«'u  +  A'«'il'+A"J*u" 

(tä^.  1i.)  • •  •  • {     als  auch 

A'  l'  u'+  A"S"  u"  =  C  a*  x  +  C  5*  x'  +  C'Ä'x" 


S*  1&.  Nr#  169.  Diq^lt  gekrammie  Carve.  Stt 

ist,  wenn  A ,  A\  A"  und  C ,  C,  C"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  von  irgend 
einer  bestimmten  Richtung  vorstellen.  Die  hier  erhaltenen  beiden  Gleichungen  gehen,  wenn 
man  beadbtet,  dass  nach  Analogie  der  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  mitgetheilten  Glei- 
chungen (11.  a.) 

Sx'=lx'Sx,    Sx''=lx"Sx    und    5u'=«u'5u  ,    5u"=^u"5u 

ist,  woraus  man  durch  nochmalige  Ableitung  nach  u  oder  x 

5'x'=S»x'3x*  +  %x'5»x  ,    Ä*x"=?)*x"*x'  +  ^x"5'x 
und 

5*u'=a'u'5tt*  +  Stt'3*tt  ,    5*u"=S*u"5u'  +  Bu"5*u 

findet,  über  in: 

CV  x'+  C"  t*  x"=  y  u  (A  +  A'  S  u'+  A"  S  u")  +  *  u'  (A'  l*  u'+  A"  V  u") 
und 

A'  S*  u'+  A"  l'  u"=  5^  X  (C  +  C  S  x'+  r  ^  x")  +Sx^  (C  ^  x  +  C"  B*  x") . 


(fl40.  e.) 


Wendet  man  fliese  für  jeden  bestimmten  Punct  und  jede  bestimmte  Richtung  gültigen  Glei- 
chungen auf  den  Punct  0  an,  dessen  Coordinaten  1,1',  ^'  und  17,  fi\  r['  sind,  und  auf  die 
Richtung  des  in  0  sich  endigenden  Halbmessers  des  beschränkten  Biegungscylinders,  so  werden 
sie  mit  Rücksichtsnahme  auf  die  für  diesen  Punct  und  diese  Richtung  bestehenden  Gleichun- 
gen ("148.  a.): 

C  V  r+  C"  V  ^"  =  J 1?»  CA'  B"  1?'+  A"  V'  vo ) 
und  \ (149.  d.) 

von  welchen  sich  die  eine  leicht  in  die  andere  überfikhren  lässt  Ifimmt  man  nun  von  diesen 
Gleichungen  die  Ableitungen  in  Bezug  auf  die  fremde  Veränderliche,  von  welcher  die  Grössen 
A',  A"  und  C,  C"  abhängig  gedacht  worden  sind,  so  kommt: 

d  A'  V »;'+  d  A"  S'  i{'=  5  f  (d  C  V  |'+  d  C"  B»  H  ) 
und  \  (14».  e.) 

d  C  ?'  rn-  d  C"  V  r=  *  ij*  (d  A'  B»  »;'+  d  A"  V »?")  \ 

und  durch  Multiplication  dieser  mit  den  vorigen  und  berücksichtigend  dass  £|^i7  =  l  ist,  fin- 
det man 

CC  ^'  1'+  C"  t'  n  Cd  A'  'd*  »j'+  d  A"  •&'  ij")  =:  CA'  S»  fl'+  A"  %'  ij'Q  C^  C  ^*  r+  <>  C"  ^*  rO ;       (**••  '•) 
ia  Folge  dieser  Gleichung  aber  zerMlt  die  (149.  a.}  in  jede  der  zwei  andern : 

(C  ^T+  C" ^n  C<J  A'  ^V+  d  A"  B'fl") = 0  und  CA'^'«j'+  A"%'ij")  C^  ^  *T+  <>  C'^TD  =  0 , 

in  welchen  wieder  die  zwei  Bedingungen  enthalten  sind,  welche  zu  den  Gleichungen  ([148.  f.} 
gefuhrt  haben. 

169}  Jetzt  machen  wir  uns  an  die  Bestimmung  der  dem  grössten  oder  kleinsten  in  0 
sich  endigenden  Biegungshalbmesser  entsprechenden  Werthe  von  A,  A',  A"  und  C,  C,  CT', 
die  wir  zur  bessern  Unterscheidung  durch  A, ,  A« ,  A«'  und  C« ,  C« ,  C«'  bezeichnen  wollen: 
Zu  dieser  Bestimmung  haben  wir  ausser  den  Gleichungen  (148,  f.},  welche  in  den  neuen  Zei- « 
eben  so  aussehen: 


MC  AnalyHsche  C(e»metrie>  Absch.  Ilf. 

A,  c%  r  V  r—  ^  r  ^'<^) — k  v  t-^  a;'  y  1'=  0 

und 

(IM.  a.) { cc^fl'^'ij"— BV'^'fl')— c;^'fl"+c;'%'i?=o, 

noch  die  (|148.  a.^,  welche  in  den  neuen  Zeichen  so  aussehen: 

A.+A;Bfl'+A';Bfl"=o  und  c.+c'.Br+c;'^r=o, 

und  hieraus  findet  man  durch  successive  Elimination  von  A^'  und  A^  oder  C^'  und  C«,  dass 

A, :  a;  :  A;'=VB*r+V^T:  ^1'  CV^T+^«"^T)— ^T  Qi+lg^v'+W^'l 

(IM»,  li.)  {     und 

c.  :  c;  :  c;'=^SY+^'^V':  ^v'  (^r W+^l"BYO- WO+^^^fl'+^l" VO 

Man  kann  diese  letzten  Gleichungen  mittelst  der  oben  in  Nr.  163.  eingeführten  Grösse  z^  „  sehr 

einfach  darstellen ;  es  lassen  sich  nämlich  in  Folge  der  dort  angegebenen  Relationen  ^136.  d. 
bis  f.)  die  Gleichungen  ([150.  b.")  so  schreiben: 

I 

A.  :  A;  :  &::=:'ix,„  :  ^^^X^,,-t'^X,,,  :  ^ t^ X(„'-^' r X^,, 
CtftO.  e.) (     und 

Mittetet  dieser  Gleichungen  findet  man: 

10  VI  11 

c;  %'  |'+  c;'  ^'  r=   ^^'^  ^^>v~-^^»y  -^^.y  c, 

(!»•.«.) (     und  *'' 

1 •  Ol  11 


a;  b^  v+  a;'  ^'  .?"=  ^^^-^^^f:    ^^-^  ^^-^  A. , 


und  setzt  man  die  hier  für  C;S'J'+C;' S*!"  und  KVrj'+K'l^'n"  erhaltenen  Ausdrücke  an 
die  Stelle  von  C'^'^+C'^T  und  A'(&S/+ A""d*i?"  in  die  Gleichungen  (147.  a.  und  b.)  ein, 
so  liefern  diese  den  grössten  oder  kleinsten  zu  den  beschränkten  BiegungscyKndem  gehörigen 
Biegungshalbmesser;  bezeichnen  wir  daher  diesen  kleinsten  oder  grössten  Biegungshalbmesser 
durch  ßo  so  ist  mit  Rücksicht  auf  die  eingeführte  Grösse  />    : 

(iSe.  e.)  Q.  =  fi oder    q^  =  ^^ ^, n 

und 

10  Ol  J 

(um  t^  .«-    ^^'^^^^'^^^^"'a:c: 

iß»m.  W,)  p»=:  ^,-, -5 pj . 

(.'^Xi,^'i>X(,^-Xt,^^X(,^y 


$»15«  Nr.  IM.  Doppelt  gekrümmte  Curve.  M7 

Durch  di0  GleidmiigeR  (1$0.  c.}  und  (150.  e.  und  f.}  ist  die  Aufsuchung  der  Grösse  und 
Richtung  des  kleinsten  oder  grössten  in  0  sich  endigenden  Biegungsradius  auf  die  zwei  einzi- 
gen Grössen  A«  und  C«  zurttckgefUhrt  worden,  und  um  auch  diese  noch  zu  erhalten,  beachte 
man,  dass 

■«■0  ^0  "T"  ■"•  ^9      1*        •    ^0  — -  * 

ist,  oder 

Ao  v^       A^  1^0         A«  V/9 

welche  Gleichung,  wenn  man  statt  der  in  ihr  vorkommenden  Quotienten  deren  aus  den  Glei- 
chungen (150.  c.)  geschöpfte  Werthe  setzt,  übergeht  in: 


10  Ol 


■f"  '•       ••  '"A.c.' 


und  diese  verwandelt  sich  mit  Berüchsichtigung  der  Relationen  (136.  d.  bis  f.}  in: 


ä:c.  -  -^f >  V  — ^ — ^ •  *■•*•  ••> 


Femer  hat  man,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (12.)  und  (47.  a)  zur 
Folge: 

C,  =  Aa  +  A;cosW  +  A;'cosW'   und    gA.  =  äCo  +  a'c;  +  8i"c;'; 

dlvidirt  man  daher  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  A«,   die  zweite  mit  C«  und  setzt  für 

A'     A"  C     P" 

-—,  -~  und  ^,  YT-  ihre  Werlhe  aus  den  Gleichungen  (150.  c),  so  kommt: 

At     At  I/o     Uo 

Co      '^'  ;^^,i7  C*  +  ^  ^cos  W  +  ^  Tcos  W)  -  X(^^  (^*  r  cos  W  +  B*  I"  cos  W) 


A. 


10 


und 

p    —  Ol 

V 


*  •  .  .  « 


(IM.  b.) 


«^•= 


Da  nun  den  ersten  Gleichungen  (128.  b.}  gemäss: 

Sax=a  +  a'Su'+a"Su"    und    5u  =  l  +  'dx'cosW  +  ^x"cosW' 
und  wenn  man  die  erste  nach  u,  die  zweite  nach  x  ableitet: 

6yx  =  a'^»u'+a"S'u"         md    Ä'u=SVcosW  +  ^'x"cosW' 
ist,  und  diese  auf  den  hervorgehobenen  Punct  0  angewandt  geben: 


itS  Analytische  Reometrie.  Abseh.  III. 

(ES  S=n+V^fi'+V'^fj"    nnd    8  ^l=:^  +  ^^co»W+'b^eo8W, 

80  WIG 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  (151.  b.}  auch  so  schreiben: 

I  •  Ol 


und  durch  Mulüplication  einer  jeden  dieser  Gleichungen  mit  der  (151.  a.}  findet  man: 


11  It  •!  I  t 


Q»  = 


(IM.  4.) (     und 

i  _  X(^  (^^.,  ^'  X(,^  -  '^'^^,/^' Jr^.,)  ( '^xt,^  s  g  -  Xf^,  y  ö 

p»  — —  Ol  1  •  • 

Setzt  man  die  jetzt  gefundenen  Werthe  A«  und  C«  in  die  Gleichungen  (150.  e.  und  f.),  so 
erhält  man : 

_  -Oc,JÖx,Ji-x,,,S'i^^Sn  ^ 

cix^JCxJ^x^^-ix^J^Xi,,-)^ ' 

Ci»t-«0 {  ...  , 

^^-(j(,J(.'^x,,,s,-x,,,S'n:i^Si 

Q^X(JCx,,^ix,„-h(Jix,^-)^ 

und 

cx(,,y 

(Ml.  f.)  el=  — n rs n 

Xt^^X(,^-^X(,,^X(^^ 

Der  letzten  an  sich  schon  sehr  einfachen  Formel  kann  man  eine  noch  einfachere*  Gestalt  auf 
folgende  Weise  geben.    Bezeichnet  nämlich  Log  /^  ^  den  natürlichen  Logerithmen  der  Function 

y     9  ^^  erhält  man  nach  u  ableitend : 


•  I 

0  1 


und  leitet  man  diese  Gleichung  nach  x  ab,  so  wird: 

II  1«       ti 

'''«^^'.-= — (^:j — ' 

woraus  folgt,  dass  man  die  Gleichung  (151.  f.)  auch  so  schreiben  kann 


f.  1(.  Nr.'  170.  Doppelt  g;ekr&Bmtie  OurVe.  tM 

pj=  ,,  ^^v      .  '   («1.  »> 

^^«Xf^  ... 


170}  Obschon  durch  die  in  der  vorigen  Nummer  aufgefundenen  Formeln  die  Richtung 
sowohl  als  die  Länge  des  kleinsten  oder  grössten  in  0  sich  endigenden  Biegungshalbmessers 
gegeben  werde»  ist,  so  wollen  wir  doch,  bevor  wir  weäer  gehes,  dneii  Blick  auf  die  dorüf 
gen  Ergebnisse  zurückwerfen,  um  die  eigmthiiiKcheii  Vereinfachmgen  kennen  zu  lenien,  zu 
welchen  sie  hinleiten.  Da  nämlich  die  drei,  in  (151.  a}  und  (151.  f.)  entUleoen  GleidiUDgeQ 
offenbar  emen  und  denselben  Werth  für  Qo  liefern  müssen,  so  folgt  aus  der  Vergleichung  des 
in  (151.  f.}  Tür  ^o  erhaltenen  Ausdruckes  mit  den  beiden  in  (151.  e.}  stehenden,  dass  man 
haben  müsse: 

In  Folge  dieser  Gleichungen  ziehen  sich  nämlich  die  Gleichungen  (151.  a}  in  die  eine  (151.  £) 

zurüde,  wie  die  Nytur  der  Sache  verhingt;  zugleich  aber  dienen  sie  zur  Vereinfachung  der  in 

1  1 

(151.  d.}  erhaltenen  Ausdrücke  von  -r^  ^^^  t^j  indem  sie  zeigen,  dass 

A«  I/o 

ist ,  und  nun  kann  man  die  Projectionszahlen  A«  und  C« ,  mittelst  der  Grösse  ^o  höchst  einfach 
wie  folgt  ausdrücken: 


oder 


I n »»»d    s-  = ^T 


Femer  gebep  die  Gleichungen  (150.  c.}  in  Folge  der  in  (152.  a.}  ausgesprochenen  Relationen 
für  A;  ,  A;  und  C; ,  C;'  folgende  Werthe : 

and  ^  ....  OU»t>  4k) 

mid  man  kann  die  vorstehenden  Projectionszahlen  auch  auf  die  folgende  noch  einfachere  Ge- 
stalt bringen: 
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•ff  AiialytiMhie  CtoommHe.  Atadu  III; 


Ia.= 


e.        .           VAo=-eo«mJ-),  a;=-mi'k^),  A;'=-e.«SK^) 

^^,7                                    ^(^v  ^(^v 

iMM.  e.) {und 

^^»»7                                             ^^iV  ^^iV 


worin  9^,  ^1""  als  Fimctioiiea  yoo  §,  df?',  ^rf'  hingegen  ab  Functionen  tos  fi  anfsufknen 
Ibid«  Aus  diesen  Projeolionszahlen  findet  man  durch  Miiltiplication  mit  g^  die  schiefen  und 
senkrechten  Coordinaten  vom  KrOmmungsmittelpunct. 

Die  Relationen  (152.  a.)  lassen  sich  directe  aus  den  Gleichungen  (151.  c.}  wie  Tolgt  ab- 
leiten.   Zuerst  geben  diese  Gleichungen  durch  Multiplication : 

und  nun  nach  Wegschaffung  der  Klammern  und  Weglassung  des  allen  nach  Benützung  der  Re- 
lation Sfj8^=:i  übrigbleibenden  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factors  /^    : 

aus  welcher  Gleichung  sich  jene  Relationen  sogleich  ergeben,  wenn  man  beachtet,  dass  nach 
Anleitung  der  im  ersten  Paragrapfaien  dieses'  Abschnitts  mitgetheihen  Gleichungen  (10.  c.  und  d.} 

S'vSt+S'tSfi^^O    und    S'S8f]  +  S'iiS§'=0 

ist;  denn  setzt  man  einmal  — S^iStj^  Bir^f^Sj^  und  ein  andermal  — S*i}8^  fta  S^iSti ^  so  erhält  man: 

(!»».».)  '^X(^Sfi^tx(Jv'=X(^S'nmd  -ixi,^ss;+ixtji=X(^s*S^ 

und  diese  gehen  mittelst  der  Relation  SS8fj  =  i  ohne  weiteres  in  die  (152.  a.}  über. 

171)  Die  Gleichungen  (151.  e.)  oder  (151.  f.)  liefern  fär  q^  nur  einen  einzigen  Werth, 
und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  unter  allen  derselben  Stelle  angehörigen  den  kleinsten 
Biegungshalbmesser  hergiebt.  Die  Gleichungen  (147.  a.)  geben  nkmlich  zu  verstehen,  dass 
die  beschränkten  Biegungshalbmesser  an  einer  und  derselben  Stelle,  wo  die  Zähler  ihrer  rech- 
ten Seiten  stets  den  gleichen  Wertb  behalten,  um  so  grösser  ausfallen  je  mehr  die  Nenner  in 
den  für  Qi  erhaltenen  Ausdrücken  abnehmen,  und  unendlich  gross  werden,  wenn  diese  Nenner 
null  werden,  was  stets  geschehen  kann.  Bezeichnet  man  die  besondem  Werthe  von  C,C,  ü* 
oder  A,  A',  A'',  welche  diesem  unendlich  grossen  Biegungshalbmesser  entsprechen,  durch 
Coo  9  C(o  9  Cm  oder  Aq«  »  A^  9  A",« ,  so  hat  man  zu  deren  Bestünimmg : 

'<iM.A»)  C;o?)*r+C;;S'r=0    oder    Ao,l'fi'+K.l'fi"=0  . 

Hau  kfenn  feich  leicht  überzeugen ,  dass  der  unendlich  grosse  in  0  sich  endigende  Biegungs- 
halbmesser  senkrecht  steht  auf  dem  zu  derselben  Stelle  gehörigen  kleinsten,  dessen  Projections- 
zaUen  A^ ,  A;  ,  A^'  und  C«  9  C« »  €0'^  sind.  Die  für  diese  Projectionszahlen  in  den  Gleichungen 
(152.  c.)  und  (152.  d.}  erhaltenen  Werthe  nämlich  liefern: 

.1  J 


SM5*  Hr.  171.  Doppelt  gekfummt^  jSiiHe.  aVtC 

Ao  Co.  +  a;  c;e + K'  c;;  =  ^'    ,  ^^^^  (Ceo + c;.  %  r+  C  «  n  -  — ^  (cjo  v  r+  C  ^'ro  - 

und 


I  .. 


CoAoo+c;a;p+c;' A;;r=  -^^A-^^CAo.+a;o»ii'+a;;  vo-^^CAiot'^^^  , 

und  da  zufolge  der  einem  jeden  in  0  sich  endigenden  Biegungshalbmesser  angehörigen  Glei-«; 
chungen  (148.  a.) 

Cao+c:o»r+c;;%r=o  und  Aoo+a;oSi;'+a;Ui?"=o,    ;  (m4.m 

so  wie  zufolge  der  Gleichungen  (154.  a.) 

c;ot*r+c;;B»r=o  und  K,^'fi'+K^w'=o 

...  .   •  .  1.  ^ 

ist,  so  zeigen  die  vorigen  Gleichungen,  dass 

A.cCo+A;.ci+A;;c:=o  und  c-Ao+c'ooA;^c;^a;'=o 

ist,  oder  dass  die  Richtungen  des  kleinsten  und  des  unendlich  grossen  Biegungshalbmessers^ 
deren  schiefe  und  senkrechte  Projectionszahlen  A. ,  Ai ,  Ai' ;  Ao« ,  Ai, ,  AÜ  und  C« ,  Ci ,  C  ; 
Coo)  Cqo  ,  Coo  sind,  senl^recht  aufeinander  stehen,  wenn  sie  beschränkten  Biegung'scylindern, 
d.  h.  solchen  angehören,  deren  Axen  stets  die  gleiche  Neigung  zur  Tangente  an'O  einhalten. 
Da  die  Fläche  eines  Kreiscylinders,  dessen  Radius  unendlich  gross  wird,  in  eine  Ebene  über- 
geht, und  diese  die  gänzliche  Abwesenheit  einer  Biegung  anzeigt,  so  ist  man  zu  d^  Ansicht  '  " 
gelangt,  dass  die  unebene  Curve  »mächst  au  der  Stelle  0  vqu.d^  Seite  her,  welche. durch 
die  Richtung  des  unendlich  grossen  Biegungshalbmessers  gegeben  wird,  ohne  alle  Biegung  ist, 
dass  man. also  alle  zunächst  bei  0  liegenden  Puncte  der  undieneB-  Curve  als  ift  der  Ebene  :.. 
liegend  anzusehen  berechtigt  ist,  welche  durch  den  Punct  0  seiilurechi  auf  die  Richtung  des 
hier  sidi  endfgenden  auauUich  grossen  Biegungshalbmessers  gelegt  wird,  welpdie  Ebene  stets 
durch,  die  Taagente  an  0  und  durch  den  hier  sich  endigen^ßn  kleinsten  Biegung^halhioesser 
geht,  4a  wir  gezeigt  haben,  dass  dieser  senkrecht  auf  dem  unendlich  grossen  steht  Es  springt 
in  die  Aug^n,  dass  der  kleinste  BieguAgshalbmefiser  q^  nicfats  anders  ist  als  der  Krümuuings-* 
halbmesser  für  diese  in  genannter  Ebene  liegende  unendlich  kleine  Strecke  der  unebenen  CurvCi 
in  dem  Sinne,  wie  er  in  $.  13.  dieses  Abschnitts  für  ebene  Cunren  gefunden  worden  ist;  daher 
nennen  wir  den  kleinsten  Biegmigshalbmesser  p,  an  jeder  Stelle  der  unebenen  Curve,  ihren 
dieser  Stelle  entsprechenden  KpilmmuBgshalbllnesser,  so  wie  wir  die  Ebene,  in 
velch^r  aUe  zun^icht  bei  der  hervorgehabene^  SteUe  liegendpn  Puncte  der  unebenen  Curve 
liegen,  ihre  dieser  Stelle  entsprechende  Krümmungsebene  nennen  werden.  Da  die  zu  einer 
hervorgehobenen  Stelle  0  gehörige  Krümmungsebene  senkrecht  auf  dem  in  0  sich  endigenden 
unendlich  grossen  Biegungshalbmesser  steht,  so  ^vird  die  zu  0  gehörige  Krümmungsebene  den 
im  zweiten  Abschnitte  $.  10.  geschehenen  Betrachtungen  zur  Folge  durch  jede  der  naelMiMh^hii 
den  Gleichungen  dargestellt  r  ^^ 

C.o(x-ö+C'o«(x'-.r)  +  C;;(x"-^0=0  und  Aoo(u-i?)+A;,(u'— 90+A;;(u"~«;")=0,  (im«  e.) 
Iii  irelcbMi  $,  ^y^'  und  fi^  ri\,  V'  <ii0  ^i^f^'^tid.sdibeiihlen  Goordittateli  derhervwgufaOM. 
lumen  8Mfe  0,>;x,  x',^'  und  ti^  tt-,  u"  dagegfen  4l0  eines  belieUgda  PoncteB  der  IH&iih' 

BOdigtiefteM ''vcfüeBeii.  .  ■  •.'.-.: 
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an  Analytische  QwmtUle.  k^mOu  IIL 

Zur  Bestiinmung  der  Grössen  Cm,  C^o»  C«,  und  A««)  Am,  A^  dienen  die  Gleichungen 
(i54.  9L  und  b.}  aus  welchen  sich  ergiebt,  d3ss 

( c,o :  Co, :  c;;=csr  ^T-sr  s' r) :  -^'  r: »'  r 

(IM*  dO ^     und 

ist,  und  mittelst  dieser  Verhfiltnisszahlen  kann  man  den  Gleichungen  (154.  c.}  die  nachfolgende 
Gestalt  geben: 

(M4U  ••) <      und 

von  denen  jede  die  zur  Stelle  0  gehörige  Krümmungsebene  der  doppelt  gekrümmten  Linie 
darstellt 

Der  durch  die  Gleichung  (151.  f.)  gegebene  Krümmungshalbmesser  der  unebenen  Curve 

10  Ol  11 

an  der  Stelle  0  wird,  wenn  man  an  die  Stelle  von  xt„>  ^Xt„i  ^^^^  ""^  ^^(^  wieder 
ihre  in  Nr.  163.  durch  die  Gleichungen  (136.  e.  und  f.}  angezeigten  Aequivalente  schreibt,  aus 
der  nachstehenden  Gleichung  gefunden: 

,_ (l  +  ^rSiy^+Sr^i?")' 

welche  mittelst  einer  leicht  durchzuführenden  Umformung  übergeht  in : 

uMo  S.J  Po—  (^^'s«|''_s^^fe*^y(biy'fe^,y''_fe^''»«^'3+fe*g'fe*^'+fe«^'t)'i?''  • 

172}  Der  Krümmungshalbmesser  von  unebenen  Curven  lässl  sich  ähnlich  wie  in  $.  13.  dieses 
Abschnitts  (Nr.  131.}  bei  ebenen  Gurven  geschehen  ist,  durch  die  Grössen  R«  und  E^  darstd- 
len,  auf  welche  wir  in  diesem  Paragraphen  (Nr.  163.}  bei  der  Bestimmung  ihrer  Tangenten  ge- 
stossen  sind.  Aus  den  in  Nr.  163.  aufgestellten  Gleichungen  (138.}  ersieht  man  nämlich  so- 
gleich, dass 

^1  "~"  II  10  Ol 

ist,  und  dieses  Resultat  verglichen  mit  der  oben  erhaltenen  Gleichung  (151.  f.}  giebt  zn  ver- 
stehen, dass 

77* 

ist.  wwaiis  mm  findet 

JT 
CiMt»*)  K^*  =  2?o  , 

Jat§ 

I 

weim  man  unter  £o  oad  f^  immer  nur  positive  ZaUen  sich  denkt  Dabei  bOEeiohaet  den  in 
Nr.  i<2.  eingeführten  Bezeichnungen  gemäas  £  die  Länge  0'  S ,  wenn  0'  einen  beliebigen  PumI 
der  unebenen  Curve  vorstellt  und  S  den  Punct  in  der  zn  dem  hervorgeMkaen  Panet  0  ge* 


f.  15;  Ut.  173.  Dopfidt  gttkrottMte  twNe.  Vit 

hfirign  Tangeile  Mseigt,  in  weldkem  dkie  vm  coku  an»  0'  dtf  süb  geflUten  Lodie  getrof^ 
fen  wird,  während  JI  das  Stück  OS  dieser  TangeoBle  anzeigt,  wdche  Grdsaeii  in  £«  vnd  /7« 
ilbeif ehen,  wenn  der  Pimct  O'  dem  0  ao  nahe  kommty  dass  i&ch  d^r  Abatapd  beider»,  wekher 
dort  im  AUgemeinen  durch  R  bezeichnet  worden  Ist,  Airch  kein  endUdies  Ma&ss  mehr  ange-* 
ben  lässt)  in  wekhem  Falle  wir  ihn  dorch  R«  vorsteBed«  Liegt  dMr  der  Punct  0'  so  nahe 
bei  dem  O,  so  ist  in  Gemissheit  der  Gleidhnngen  (136.}  R«=7i»,  mid  mab  kann,  daher  die 
vonge  Gleichung  auch  so  schreiben 

^=2q,;  (im.  ib.) 

E 

es  ist  aber,  wo  immer  auch  der  Punct  0'  in  der  Curve  angenommen  werden  mag,  ^  der  Sh- 

n 

nus  des  Winkels  den  die  von  Q  nach  0'  zielende  Richtung  mit  der  zu  0  gehörigen  Tangente 

bildet,  welcher  Winkel  aber  durch  0  bezeichnet  worden  ist,  so  dass  man  also . allgemein  bat: 

^=:sm@  • 

Bezeichnet  man  durch  0o  das  was  aus  0  wird,  wenn  E  und  R  in  £«  und  R«  übergehen, 
d.  h.  wenn  der  Abstand  zwischen  0'  und  0  durch  kein  endliches  Maass  sich  mehr  angeben 
lässt,  so  ist 

E^       .   y> 
=-  =  sm0o 

in  Bezug  auf  jeden  so  nahe  bei  dem  0  liegenden  Punct  0\  dem  die  Grössen  £» ,  R» ,  6«  an- 
gehören; mittelst  dies^  Relation  geht  aber  die  Gleichung  (155.  b.}  über  in; 

5—  =  sin  0e    oder    2  Op  =  -t-tt-  .  ff»*.  ••) 

Den  spitzen  Winkel  9«,  den  die  Tangente  an  0  mit  einer  Geraden  macht,  die  von  0  aus 
nach  einem  unendlich  nahen  Puncto  0^  der  unebenen  Curve  geht,  werden  wir  den  der  Entfer-  * 
nung  00'  entsprechenden  Krümmungswinkel  der  unebenen  Curve  an  der  Stelle  0 
nennen.    Dem  zu  einer  Stelle  der  unebenen  Curve  gehörigen  Krümmungswinkel  kommen  nach 
Aussage  der  Gleichungen  (155.  c.}  die  folgenden  Eigenschaften  zu: 
a}  da  Ro  die  unendlich  kleine  Entfernung  vorstellt ,  um  welche  der  Punct  0'  von  dem  0 
abliegend  gedacht  wird,  so  ist  an  jeder  Stelle  0  der  unebenen  Curve,  bei  welcher  ^ 
nicht  selber  unendlich  klein  ist,  sinÖ«  eine  unbestimmbar  kleine  Grösse,  weswegen  man 
in  der  Gleichung  (155.  c.}  audi  hlos  0«  setzen  kann,  wo  sind«  steht; 
b)  der  Werfh  sin  d«  ändert  sich  bei  einer  bestimmten  Curvenstelle  0  mit  der  Grösse  R« , 
der  er  proportimial  ist,  was  nichts  anders  sagt,  als  dass  die  Neigungen  der  von  0  voB 
imeb  verscüedenen,  diesem  imendlich  nahe  liegenden  Punden  0'  der  und>^aien  Curve 
geiogenmi  Geraden  gegen  die  zu  0  gehArige  Tangente  m  demsäben  TeriuQtnisae  zn* 
nehmen,  wie  die  Abstände  der  Puncto  0'  von  d«n  0 ; 
c}  aber  eben  deswegen  bleibt  das  YeriiäUniss  zwischen  jedem  solchen  Abstände  und  dem 
dazu  gehörigen  Krümmungswinkel  stets  das  gleiche  und  liefert  jedesmal  den  zu  0  ge- 
hörigmi  Rrttmaawngshalbmeeser  der  unebcaea  Cnrve. 

173)  Es  indet  zwisdien  des  Biegungshalbmesseni ,  weldie  IK^egugicsMadem  aBgehSren, 
deren  Axen  stets  einerlei  Neigung  gegen  die  Tangente  der  UMbenen^  Cmrve  aa  mner  besUmmt 


<  I.  . 


S74  .  kmULyUrntM  «eomHi^  '  .  r  AhAhi  IH. 

h^rrorgehöbeiian  Stelle  behalteh,'  eine:chtb  so  einEMihe  Abhäogigkeil  stall,  «rie  wir  sie  in 
vorigen  Paragrc^hen  zwischen  dea  Krümimnigshalbiiiesseni  wahrgenomtnai  haben^  welche  den 
dwnen  CnrVen  sngehö^n ,  in  denen  eine  krumme  Fliehe  an  einer '-  ihrer  Stellen  dotch  Ebenen 
geaeknittfen  wird,  welche  stets  die  gleich^  Neigung  gägen- die  Normale  der.  krummen  Flädie 
an  derselben  Stelle  behaupten.  Um  diese  'Abhängigkeit  ohne  Weitläufigkeiten  sichtbar  machoi 
au  können,  werden  Wir  den  Axen  AX,  AX',  AX"  dne  bestimmte  Stellung  anwekimi,  was 
erlaubt  ist,  da  die  Eigenschaften  eines  räumlichen  Gegenstandes  unnbhingig  sind  von  der  Be« 
Sonderheit  des  Coordinatensystems  auf  welches  der  Gegenstand  bezogen  wird.  Wir  denken 
uns  die  A^e  AX  parallel  mit  der  zu  0  gehörigen  Tangente  der  unebenen  Curve,  die  Axen 
AX'  und  AX''  parallel  mit  der  zum  Puncto  0  gehörigen  Normalebene  der  doppelt  gekrümmten 
Linie;  dann  steht  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AX'  und  AX",  so  dass 
cosW=0  und  cosW'=0  ist.  Weil  die  Axe  AX  parallel  mit  der  Tangente  an  0  läuft  und 
auf  den  Axen  AX'  und  AX"  senkrecht  steht,  so  ist  den' Gleichungen  (140.  b.)  gemäss 

1^=0  ,    ^r  — 0    und    Sfl?'=0  ,    ^i?"=0  , 

und  in  Folge  dieser  Werthe  findet  man 


10  Ol 


>rf„=:i,   ?);rf.,=o,   ?>;r^,,=0; 

femer  wird  an  dem  jetzigen  Coordinatensysteme 

Si  =  Sr]  =  i, 

wie  sogleich  aus  der  ersten  der  auf  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (128.  b.)  in  Verbin- 
dung mit  der  ersten  (128.  c.}  hervorgeht,  wenn  man  diese  auf  den  Punct  0  in  Anwendung 
bringt  und  beachtet,  dass  cosWiiiO  und  cosW'=0  ist.    Kraft  dieser  besondern  Werthe  ge- 
*  ben  die  Gleichungen  (147.  a.) 

CIM.  Ä.)  *  =  C  l^  |'+  C"  l'  £"    und    -  =  A'  ^'  7?'+  A"  t^  n  , 

woraus  sich  der  In  D  sich  endigende  beschränkte  Biegungshalbmesser  q ,  finden  lässt ,  wenn 
dessen  durch  die  Grössen  (7,  C"  oder  A',  A"  bestimmte  Richtung  gegeben  ist  'Beieichnet  ß» 
die  Grösse  desjenigen  in  Ö  sich  endigenden  Biegungsf adius ,  welcher  mit  der  Axe  A  X'  paral- 
lel läuft,  so  geht  ßi  in  den  Gleichungen  (156.  a.)  in  p»  über,  wenn  man  A=:0,  A'^=l, 
A"=0,  C  =  cos90*,  C'=l,  C"=cosW''  setzt,  so  dass  man  hat 

(IM.  bO  ^srS'^'-f^^r^sosW"    und    i=^'i;';     . 

beaeichnei  feriier  ps  die  Länge  des  in:0.  sich  endigenden  Biegiingsrädiua,  welcher  mit  der  Axe 
AX"  parallel  Ittuft,  so  ergiebl  sich  diese  Gritee  aus  dca  Gleichungen  (156^ .a.)  i^ena  man 
G,  G',  C  durch  00890%  cosW",  .1  und  A,  A',  A"  dnnch  0,  0^  1  ersetat,  inia  finde!  daher: 

(IM.«.)'  -=»'|'<M)sW"-lr^'|"    und    -=S'«".         .  :    . 

Multiplicirt  man  jetzt  die  Gleichungen  .(166«  k  «id  a}*  ihrer  OrdnaBg  nadi.  mt'dm  au  einem 
beliebigem  Biegungsrafin.  gehötfigcii  Grössen  A'  tmd.A"  «nd  addirt  dowoU  die  Vordem  wie 
die  binlam  su  einandet ,  so  iMwot  . 


S. '  15;  Ht*  174.  DopptM  gOarwaimt^  Uw^e. 

'  ^-   LA'+iA"==%*|'rA'+A''cosW'0  +  ^'r(A'cosW''+A'')=;:C'S»r+C''«'r 


•••  •  t 


(tJM*«.) 


i  A'+  -  A"=  A'  l'  12'+  A"  B'  f3\ 

0i  Qt 


vreil  den  im  ersten  Abschnitt  aufgestellten  Gleichungen  ([12.)  analog  hier,  wo  cosW=:0  und 

cosW  =  0  ist 

C'=rA'+A"cos\r"    und    C"=  A'cos  W^+ A" 

wird.     Die  beiden  Gleichungen  ^156.  d.}  ziehen  sich  aber  mit  Zuziehung  der  Gleichungen 

ri56.  a.)  in  die  eine  zusammen 
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-  A'+  ~  A"=-;  •  (IM.  e.) 

Q^  Q%  Qi  ^  ^ 

welche  zeigt,  wie  sich  die  Grösse  eines  beliebigen  beschränkten  Biogungsradius  gj  aus  zwei 
andern  g^  und  g^  finden  lässt,  wenn  die  Projectionszahlen  A'  und  A''  welche  die  Richtung  von 
gi  an  den  JUijitungen  voq  gt  und  ^,  gi^»  gegeben  sind^  Delikt  mat  dch  die  Axen  A  X'  und  • .  . 
A  X"  senkrecht  auf  einander  stehend,  so  wird  unser  jetziges  CoordinateiUiystem  ein  rechtwink- 
liges, in  welchem  die  schiefen  Projectionszahlen  A'  und  A''  den  senkrechten  gleich  werden 
und  dann  nichts  anders  sind,  als  die^  Kosinus^  der  Winkel,  welche  die  Richtung  von  gi  mit 
denen  von  g^  und  p,  bildet;  stellt  daher  A  den  spitzen  Winkel  vor,  den  die  Gerade  p,  mit 
der  g^  bildet,  so  ist 

-  cos i  +  -  smX=  -  (UM*  fO 

und  ist  g^  der  kleinste  Biegungshalbmesser,  oder  der  Krümmungshalbmesser,  welcher  vorhin 
durch  ^0  bezeichnet  worden  ist,  so  nimmt  g^  eiden  unendlich  grossen  Werth  an,  weil  beide 
auf  einander  senkrecht  stehen,  es  wird  sonach  in  diesem  Falle 

-  cosA=-  ,  (tIM.  sO 

«ad  kierin  spricht  sich  die  höchst  efaiAiche  Rektion  aus,  wodarch  sich  jeder  Biegmgsiiilbmik^ 
ser  aus  dem  Erü^ungdialbnieiser  findea  Ulsst,  wenn  man  den  WiAel  kennt,  den  beide  mit 
einander  bilden. 

174}  Stellen  wir  uns  eke  unebene  Curve  durch  die  comUniften  Gleidiungspaare  (^124.  a.}  *; 
wd  (IZL  b,3  zwischen  den  schiefen  GoQ|*dinaten  x ,  x',  x"'  oder  senkrechten  u ,  u\  u"  ihrer 
Puncte  gegeben  vor,  und  nehmen  wir*  in  ihr,  einen  beliebigen  Punct  D  als  feste  Grenze  an^ 
1^0  wird  die  Länge  des  Curvenstücbs ,  welche  zwischen  dem  festen  Puncte  D  und  einem  be^ 
weglich  gedachten  andern  Puncte  0'  der  unebenen  Curve  liegt,  blos  von  der  Lage  dieses 
zweiten  Punctes  0'  abhängig  sein;  diese  Länge  hat  man  sich  daher  als  eine  Function  von  der 
Lage  des  Ptactes  <K  oder  von  den  diese  läge  bestinuaead^  Goordinaten  des  Pimctes  O*  vei^ 
zustellen.     Weil  aber  durch  die  Gleichungspaare  immer  zwei  von  den  drei  Goordinaten  einer 
jeden  Art  aus  der  dritten  gefunden,  uAd  zudem  die  Goordinaten  der  emen  Art  ans  denen  der 
andern  Art  mittelst  der  Gleichungen  (128.  a.}  hergeleitet  werden  können,  sonach  fünf  von  den 
sechs  Coordinateii  eines  Punefiss  der  ugabeBea  Clirva  fds  gegebene  Fnmettoaen  dw  sechst« 
aufgefasst  werden  müssen,  so  wird  man  sich  die  Läi^  des  firagiic||0a  Ourvaiistilcks  als  Faa«r 
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tion  von  einer  der  Coordinaten  seines  veränderlichen  Bndpunctes  0'  za  denken  haben.    Wir 
werden  die  Länge  des  Curvenstücks  DO'  durch  2x  bezeichnen,  wenn  wir  sie  nns  ab  eine 
!*-'  Function  von  x  vorstellen,  und  durch  Sg,  wenn  wir  sie  als  Function  von  u  auffassen.    WKUt 

man  in  der  unebenen  Curve  irgend  wo  zwischen  D  und  0'  noch  emen  andern  0  aus,  ieswia 
schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  | ,  S',  1""  und  17 ,  17',  fT  vorgestellt  werden  soDen, 
und  legt  man  durch  diesen  nicht  wandelbar  gedachten  Punct  0  drei  neue  Axen  OX,  OX', 
OX'',  welche  den  ursprünglichen  AX,  AX',  AX"  parallel  und  gleichläufig  sind,  so  finden, 
wenn  Xq  ,  x^ ,  x^'  die  schiefen ,  u« ,  Ug ,  u,'  die  senkrechten  Coordinaten  des  beweglichen  Punc- 
tes  0'  an  den  neuen  Axen  bezeichnen,  während  x,  x",  x'"  und  u,  u",  u'^  die  desselben  Punc- 
tes  an  den  ursprünglichen  Axen  vorstellen,  zwischen  diesen  Coordinaten  zunächst  die  Glei- 
chungen C^^^^O  ^°^  ^^"^  ^"^^  ^^^^  ^^  Folge  die  (126.  a.  und  b.)  statt  Auch  lässt  sich  die 
im  Paragraph  12  dieses  Abschnittes  für  jegliche  Function  aufgestellte  Gleichung  (3.  a.}  auf 
die  beiden  Functionen  Sx  und  Sq  anwenden,  so  dass  man  in  Betreif  dieser  beiden  noch  un- 
bekannten Functionen  hat : 

wobei  ?x  — 8*  oder  ?„  — ?    die  Länge  des  Cun'enstücks  0  0'  anzeigt 

Da  die  zu  dem  hervorgehobenen  Puncto  0  gehörige  Tangente  der  unebenen  Curve  durdi 
die  Gleichungen 
cm.  b.)  x;  =  ^|'xo  ,    x;'=^^'xo    oder    u;=:Bi?'u«  ,    u;'=Bi2''u« 

dargestellt  wird,  den  oben  gefundenen  Gleichungen  (127.  a.  und  b.}  gemäss,  so  wird  man  mit 
deren  Hilfe  jeden  Punct  der  Tangente  vollkommen  bestimmen  können,  so  wie  man  eine  einzige 
von  den  ihm  zugehörigen  Coordinaten  kennt  Stellen  nun  Oi  und  0»  die  zwei  Puncto  der 
Tangente  vor,  in  welchen  diese  von  den  zwei  Ebenen  geschnitten  wird,  die  beide  durdi  den 
beweglichen  Punct  0'  hindurch  gehen,  und  von  welchen  die  eine  parallel  mit  der  Coordinatoi- 
ebene  X'OX"  läuft,  die  andere  dagegen  senkrecht  auf  der  Axe  OX  steht,  so  liefern  die 
Puncto  Ol  und  0'  einerlei  schiefe,  die'O,  und  0'  einerlei  senkrechte  Coordinaten  an  der  Axe 
0  X ,  und  sjad  x« ,  x! ,  xi'  und  U| ,  U| ,  ui'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  des  Punc^ 
tes  0,,  X,,  x^»  x^'  und  o»,  u^,  u,  die  des  Punctes  0^  an  den  Axen  OX,  OX',  OX",  so 
liefern  die  Gleichungen  (157.  b.},  weil  Xirsxo  und  U3  =  u«  ist: 

C1M.C)  x;=S|'Xo,    x;'=Sr^.    und    u;=»r?'u.,    u;'=:Vii., 

wenn  Xo  und  u«  die  zur  Axe  OX  gehörige  schiefe  und  senkrechte  Coordinate  des  Punctes  0' 
vorstellt  Trägt  man  die  Gleichungen  (128.  a.}  auf  das  neue  Coordinatensystem  über,  und 
wendet  man  sodann  die  in  erster  Zeile  stehenden  auf  den  Punct  0| ,  die  in  zweiter  Zeile  ste- 
henden auf  den  Pnnet  0^  an ,  so  erhält  man : 

ö,=x,+x;cosW  +  x;'cofiW',  u;=x,cosW  +  x;  +  x;'ooflW",  u,"?=:x.eoaW'+jieoaW"+tf 
und 

6x.=au.+a'u;+ru;: ,    s;x;=8t,u,+8r;u;+«,  (s;'x;'=af.u.+  a;u;+arur 

oder,  wenn  man  fttr  x[,  x!'  und  u^,  v^i  ihre  durch  die  Gleichungen  (157.  c.)  gegebenen 
Werthe  so  wie  audi  x^  fUr  x^  und  u,  fljr  Q«  Mizt: 


$.  15.  Nr.  174.  Dof^dt  g«iarnail*ite  Cnrre.  fm, 

welche  mittelst  der  auf  den  Punct  0  übergetragenen  Gleichungen  (128.  b.)  wferden : 

u,=x,5fl  ,    u',=:XtSt)'t    Vi"=x,Sr)"    und    Xj=u,5|  ,    3^,=u,a|',    x;'=u,5§".     .  (tftl.  4.) 

I 

Aus  den  Coordkiaten  der  Ponete  O.  und  O2  lassen  sich  nun  deren  EntAsmnngen  von  der  Coor- 
dintteospitze  0  entnehmen,  es  ist  nämUch  der  int  ersten  Abschnitte  gegebeii^  Gleiqhum  (17.) 
zur  Folge : 

(ooo'=x,u.+x:u;+xrur=xjc^i?+sr^v+sr*v'3 

und 

(ooo'==:x,u,+x;u;+x;v;=uJC55+sv^r+Si?"«n, 

woraus  man  findet: 

00,  — x^C^^  +  ^r^il'+^r^O*    «»*    00,  =  UoC5|  +  Bi7'-J^+%fl"Än*-  (im.  eO 

Denkt  man  sich  jetzt  den  Punct  0'  dem  0  stets  nähernd  bis  sich  zuletzt  der  Abstand  beider 
von  einander  durch  kein  endliches  Maass  mehr  angeben  lässt,  und  diess  dasselbe  dann  noth- 
vtrendig  auch  die  Grössen  Xo  und  Uo  trifft,  so  werden  die  spätem  Glieder  in;  den  Reihen 
(157.  a.),  wodurch  das  Curvenstück  0  0'  dargestellt  wird,^  unvergleichlich  kleiner  als  die  frü- 
hem, und  da  sich  unter  den  gleichen  Umstünden  die  Länge  desr. durch  diesem  Reiben  dargestellt 
ten  Curvenstücks  00'  von  den  Längen  der  Tangentenstücke  OOi  oder  0  0,,  welche  in  den 
Gleichungen  (157.  e.}  enthalten  sind,  um  keine  GrOsse  imters(^etdet,  die  mit  diesen  Längen  i- -  - 
selbst  vergleichbar  wäre,  wie  auü  den  in  Nn  164*  besproi^heJien  Eigensebfiftea>  der  langete  iQ 
einer  Stelle  der  wtebenen  Curve  hervorgehe  so  hat  man  deq  in  §.  12.  dieses  Abschnitts  nieder- 
gelegten Satze  (40.  a.  und  b.}  gemäss:       .  .       ^ 

^      li^^C&n^+^^Sn'-j'^^'Sfi'O^  und   tg^=(5^+.Sf?'5rf  ^y^^n*  ia^.mii 

oder  weil  der  hervorgehobene  Punct  0  jeder  Punct  der  Curve  sein  kann ,  falls  derselbe  nur 
ohne  Bewegung  gedacht  whrd,,ß0  kam ^m  an  die  SteUa;d9ii,bfsti4imten  Coordinaten  £,  l',  ^\'.  > 
und  f},  ri\  if'  auch  die  unbestimmten  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  setzen,  wodurch  dann  die  vor- 
stehenden Gleichungen  die  andere  Form  annehmen: 

iSx=(«ii  +  »x'Ju'+^x''Äu")*    und    ^\^(dx  +  lu\8x'+tv!'Sr^^.  (ms.  Ii.) 

Aus  diesen  Gleichungen ,  welche  die  Ableitungen  der  gesuchten  Curvenlängen  an  die  Hand  ge- 
b^n^  hat  m&t  rückwürfs  durch . Integration  nach  x  oder  u  di^  beiden  Foncftionen  Sj^  4der  Sq 
s^ttisb  ««fzufinddiw.  Hierbei '  hat  man  alle  iti  den  Saaaunem  der  iiorderai  GHeidiung  ütehendeii 
Tteile  uls  , Functionen  von  x,.alle  in  de»;  Kbiiimeni  der  hinlfim  CMphnng  atdbenden  Theile 
ÜB  FimoUi^en  voA.  u  darzustellen ,  welDhed  skh;  «tets  mü  Hilfe  der  gegebnen  C9ei0hiiil0spaatli 
nnd  der  in  JTr«  1^  angezeigten  Rektionen  bewerkstelligen  lässt.  Bei  diesem. iGeflchäfte  ^kA 
läctfer  ifl^  jene.Rüekndilen  zu  nelyMiiy  wekhb  oben  bei  to  LängenUealwnvig  .vqn  ebeaeüi 
Cttrven  aogegeheft  worden  aind^ 

L  48 


S78  Analytiidie  Cteotnetrie»    '  Absch.  DI, 

Will  man  die  Länge  £  der  unebenen  Curve  nickt  als  Fanclion  von  einer  der  Coordinaten 
X  oder  u  ihres  beweglichen  Endpunctes  0'  finden,  sondern  als  Function  von  irgend  einer  an- 
dern Unabhängigen,  wodurch  diese  Coordinaten  selber  erst  bestimmt  werden,  und  bezeicloiel 
man  die  Ableitung  dieser  neuen  Function  durch  dS,  so  ist  nach  den  in  $.  12.  Nr.  118.  ange- 
führten Gesetzen  der  Ableitungsrechnnng 

oder  wenn  man  für  dS^  ^^^  %£„  ihre  in  den  Gleichungen  (158.  b.}  stehenden  Ausdrücke 
setzt : 

d8  =  dx(5u+Sx'3u'+Sx"du")i=du(ax-HSu'5x'+Su"«x'0i, 

wobei  dto  vor  x  und  u  stehende  Ableitungszeichen  d  sich  auf  dieselbe  neue  Veränderliche  be- 
zieht Setzt  man  in  dieser  Gleichung  anstatt  der  durch  das  Zeichen  ^  und  S  angezeigten  Ab- 
leitungen die  nach  der  neuen  Unabhängigen  genommen ,  welche  durch  das  Zeichen  d  vorge- 
stellt werden,  welches  mittelst  der  a.  a.  0.  niedergelegten  Relationen  stets  geschehen  kann, 
vermöge  welcher 

c,  ,      dx'       ^.,      dx"        .    ^         du       ^  ,      du'       ^  ,,      du" 
oxrriT — ,    Sxr=3 —     nnd    öu=  ^r-  ,    öur=T —  ,    du  =  ^ — 
dx  '  dx  dx  '  dx  '  dx 

oder 

0  u  =  -; —  ,    0  u  =  j —    und    d  X  =  "j —  ,    0  X  =  "i —  ,    ö  X  rr  t— 
du  '  du  du  '  du  '  da 

ist,  so  findet  man  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle : 


1 


(IM.  eO  d8=(dxdu+dx'du'+dx"du"j^, 

eine  Gleichung,  die  sich  durch  ihre  vollkommene  Symmetrie  auszeichnet 

Man  kann  den  Gleichungen  (158.  b.}  und  (158.  c.}  eine  Gestalt  geben,  wobei  Sich  ihr 
gemeinsamer  Character  besser  herausstellt ,  wenn  man  die  erstem  so : 

(M9*«.)  %8x=5u*(l+»x'Sü'+^x"l)u'0*    und    b8n=«xi(l+%x't)u'+»x"^ü")^, 

die  andere  so: 

(IM.  ©.)  d8=:dx4du*(l  +  Sx'T)u'+bx"Bu'0t 

schreibt  Diese  letztem  Gleichungen  gestatten  auch  eine  Darstellung  der  verschiedenen  Ablei- 
tungen von  8,  welche  Mos  die  Functionen  q)  und  ip  als  bekannt  voraussetzt,  wie  ein  Hinblick 
auf  die  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  mitgetheilten  Gleichungen  (158.  b.}  oder  (158.  c.} 
sogleich  wahrnehmen  lässt 

175}  Die  unnritteU)ar  vor  (158«  a)  mitgeäMflten  Relationen  setzen  in  den  SiMid,  alle  in 
diesem  Paragnq)hen  unter  der  Yoraussetzung  erhaltenen  Resultate,'  dass  x  oder  u  zmr  unab- 
Mngig  Veriliiderliclien  genommen  wird,  in  andere  überzutragen,  die  gültig  bleiben,  was  auch 
lue  unabhängig  Veränderliche  sein  mag.  Kommen  in  den  umzuformenden  Ausdrücken  höhere 
AMeitangen,  nach  x  oder  u  genommen,  vor,  so  gelangt  man  zu  den  für  sie  zn  setzenden 
Werthen,  wam  man  die  vor  (158.  e.)  stehenden  Gleickngen  noch  BSnnal  oder  niefarere  Male 
nach  der  neuen  unbestimmt  gelassenen  Unabhängigen  ableitet  ,^  wie  schon  te  Paragraph  42. 


f,  IS;  Nr«  175.  Dopfiett  gekrimmte  Ciirve.                                         fH 

(N^  il&}  gezeigt  wofden  ist  $q  ergebon  «iA  mch  eiimmligen  Akl«iteii  die  weiten  AbM-> 
tungen  wie  folgt: 

o,,  ,      dxd'x  — dx'd'x  ^,.,     dxd»x'  — dx"4*x 

0  x= j— = ,     0  X  r=  .   ■■       ■  "  , 

dx'             '  dx^ 

<  ■ 

^         dxd'u  — dud'x  ^,       dxd*u' -da' d'x       ^„      dxd'u"-du"d»x 

*    dx'  dx'                                            dx" 

und  \ .  •  (M9.  ••) 

dud^u'-du'd'u  e.  ',,      dud*u"— du^d^u 


s'^'s= — . — ji^r  ?   >  Vu"=:=- — ■  j^» 


■*^""' 


f 


«         dud'x  — dxd'u       „^       dud'x'  — dx' d'u       «„      dud'x"— dx"d*u 

CT X 2=   ■■     ■   '      ,    g    ,      O^  X  =2  ■    ,   '  ,      ^  X 


du'  '    " du'  .  .  d^i' 

Wendet  man  die  Gleichungen  vor  (158.  c.)  und  die  (159.  a.}  auf  den  Punct  0  an,  indem  man 
I ,  I',  I"  und  17 ,  f]\  1?"  an  die  Siette  you  x  ,  x',  x''  und  a «  uV  u"  setzt ,  so  erhält  man 
miUelst  der  so  für  S|',  ^^",  %»^,  «*|''  und  S^,  ^V',  ^'«?',  **V'  sich  ergebenden  Ausdrücke: 


?^ «'  Ä«^"     -Ä  «"  i*'^-'  ~  dij'd^V'^-^dV'd'^' 


und  nun  liefert  die  Gleichung  (154.  g.)  auf  der  Stelle :  '  .  .. 

(drdT'-drd*r)(<»fl'<Pfl''-<»fl'W)-HW-dr'd't)(AjdV-*j'^,>+  ^"•*  ••■' 

* 
welche  den  zur  Stelle  0  gehörige«  KrUmnii^Bgahalbmeeser  Ufifert    Pie  Gleicfiiingen  (ibi.  d.} 
gehen  durch  die  gleichen  Sübistitutionen  Über  in:  '    -.   -    i 

c^ :  Ch  :  c'^=drd'r-drfivr:  dr4*i-<itd»r'»  4^d'r-drd'r 

Am  t  AU  :  A;;=dVdP<;"— dij"d'ij':  dij"d'ij— -d^dV':  H^.fi'^H li^v"  r 

wodurch  die  Richtung  des  in  0  sich  endigenden  unen41ich  grossen  Biegungshalbmessers  ge^ 
geben  wird,  und  da  dieser  senkrecht  mt  der  KrihnmungSQbßne  der  Curve  bei  0  steht,  so  ist 
damit  zugleich  auch  die  Lage  dieser  Krümmungsebene  gegeben,  deren  Gleichung  man  aus  der 
(154.  e.)  durch  die  angezeigten  Substifotionen  wie  folgt  erhält?      '  >      ->' 

(drd^r-drd'r)(x-ö+(dr'd^i--did'n(x-r)+(did*r-drd'ixx''-n=o  i 

oder  >  (MK««) 

^.  Bs  yerdieni  hier  noch  deir  Umstand,  erwähnt  za  werden,  dass  iaiM  die  fillachiilf  (15^.  c^) 
in  denselben  einfachen  Formen  darstellen  lässt,  welche  oben  in  den  GlaiahdngesX^51*.  t)  nd 
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(851.  g.)  vorgcA^oimnen  sind ;  man  kann  nämlich  den  Nenner  des  auf  ftrer  rechten  Seite  ste- 
henden Quotienten  auch  so  schreiben: 

(dldiy  +  drdiy'+drdOCd'^d^iy  +  d'rd^iy'+d'rd'fl") 

I  -(d|d*77+drd*i?'+dr'd'i?'ocdi?tfj+di?'d'r+dV'd'r3- 

Setct  man  non 
(MO.«.)  dxdu+dx'du'+dx"da"n=;t 

und  sieht  d  x ,  d  x",  d  x"  in  ;^  als  Functionen  von  einer  nicht  weiter  bestimmten  Veränderiichen 
Zj  du,  du',  du^'  hingegen  als  Functionen  von  einer  andern  unbestimmten  und  mit  der  z  in 
keiiien  Zusammenhang  gebrachten  Veränderlichen  s  an,  wodurch  man  sich  x  ^^  Function  der 
beiden  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen  z  und  s  vorstellt,  welche  wir  durch  ;^      be- 

zeichnen  werden,  so  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  wenn  man  sie  nadi  diesen 
Veränderlichen  ableitet,  und  dazu  das  Ableitungszeichen  d  gebraucht: 

dx^  =  d*  X  d  u  +  d*  x'  d  u'+  d»  x"  d  u", 
(!••.  M  - • . •  '{iy    —i  xd'u  +  d  x'd'u'+d  x''d*u", 

(  dx^  =  d*  X  d»  u + d'  x'  d'  u'+  d»  x"  d'  u", 

«robfei  es  durchaus  nichts  zu  sagen  hat,  .dass  das  Zeichen  d  in  den  zweiten  Ableitungen  der 
Coordinaten  Jn  einer  doppelten  Bedeutung  gebraucht  worden  ist,  weQ  die  zweite  Bedeutung, 
nadtdem  in  ihreni  Sinne  die  Redinung  durchgeführt  worden  ist,  wieder  in  die  erste  fibergeht 
Setzt  man  in  diesen  Ausdrttcken  |,  ^,  |"  und  tj,  tf,  t]"  für  x,  x',  x"  und  u,  u',  n",  so 
werden  sie 

;r^=!d|di,  +  drdfl'+drdfl", 

'^X^=^<^Si  fl  +  d'rd  fl'+dTd  9", 
(!••.«.) <., 

d;f^=d  id'fl+d  r<Pfl'+d  r^v, 

■ 

in  welchen  man  sich  unter  z  und  s  die  besondem  Werthe  zu  denken  hat,  welche  diesen 
Grössen  am  Pancte  0  zukommen.  IBttelst  dieser  Ausdrücke  iSsst  sich  nun  der  umgewandelte 
Nenner  so  schreiben:  r 

II  1  d  61 

und  nun  nunmt  die  Gleidiung  (159.  c.)  die  nachstehende  Form  an 


\ 


(jc^y 


M 


'1,8      ^%^  ^%^      ^»,8 


welche  man  ih  gleicbev  Weise  wie  oben  bei  dar  (151.  g.)  geschoben  ist,  «ttdi  ili  die  andere 
Oeitalt  überfthren  kann: 


i»  15.  Nr.  175.  Di»ppelt  gekrüniiBte  Oiinre. 


wobei  man  immer  unter  z.Miii  &  ihre  den  Pnncte  0  zukommenden  besondern  Werthe  sich  zu 
denken  hat  Will  man  die  Ursache,  warum  die  CSeichungen  (151.  f.}  und  (160.  d.}  völlig 
einerlei  Formen  haben,  noch  besonders  einsehen,  so  kann  diess  in  der  folgenden  Weise  ge- 
schehen.   Aus  den  Gleichungen  vor  (158.  c.}  geht  hervor,  dass 

'  dxdu 

oder 

'       dxdu 
ist,  und  hieraus  findet  man  durch  successives'  Ableiten  nach  z.  itiid  s 

I  0  >  Ol 


°Xx,»—  dx'du  '     ^X^^n—  du'dx 


(Ml.  ».) 


l 


und 

II       _dudxdjy,^— dnd'x4;y^— dxd'ud;ir^-fd*xd*a;y^ 

^«.»•~"  dx'du»  ' , 

woraus  folgt:        r  "•       ,  '        -  - 

Ax,u    ^i,u       *'^x,a*'^x,n  dx*du'  '..    .     .>l 

diese  Gleichung  aber  mit  der  (101.  a.)  verbunden  zeigt,  dass 

n  li  «1  —  II  10  Ol  - 

ist,  wie  .auch  die  GleichuBgen  (151.  f.}  und  (160.  d.)  aussagen. 

Die  vorstehenden  Relationen  (161«  a.  und  b.)  li^wi  feKner^  weil  dx  =  dxdu  und 
dlnss^udx  ist; 

Sx    dx*dtt  SvL    __du*dx  . 

«x^^_  dx'd;r^-d'xa:^        ^"'^'^i,a_  ^"'^'^m"*^"^»^ 

»I  ,  ■  ■ 

•       Ol 

^     »1  du' d/_.— d'u' ;if^^ 

'^JM*  ^«  dv^dx 
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I  0 


^XyU  ^x^u  dir  du 

and  mittelst  dieser  auf  den  Funct  0  angewandten  Uebertragnngea  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (152.  c.  und  d.}  in: 


10  Ol 


riet,  e.-» <  ^  —  »«*  *<*        i2  i—    '     "^M  '  ^M 


10  .        ot 


•       •      • 


.V     »■» 


-•  1 »       .       " 

welchen  man  auch  die  folgende  sehr  einfache  Gestalt  gehen  kgon: 

4.= Jdcli}  .  ^=-d(li:)  ,  A;=_'J(dr') 


(Mi*  f») <      und 

C;=:_-d*cilD  ,    ^=:-dci^V;   ^=-*dC*^)  , 

(■''  .in  welchen  sämmtlich  mali  water  z,  f  ihre-  dem  Fiwicte  0  zukommenden  besondem  Werdie 
sich  vorzustellen  hat  Die  Projectionszahlen  A«,  Aq,  A«'  und  Co,  Co,  C,'  gehören  dem  in  0 
sich  endigenden  Krümmungshalbmesser  an,  und'aus  ihnbn'Iasi^en  sich  durch  Multiplication  mft 
ßo  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  des  Krüimnungsmittelpunctes  finden.  Muhiplicirt 
man  die  unter  einander  stehenden  Gleichungen  (161.  f.)  und  addirt  die  drei  sieh  «e  ergAcD^ 
den  Resultate  zu  einander ,  so  erhält  man ,  weil  Ao  Co  -|-  Aq  C«  +  A»  Co'  =  1  ist 

176}  Alle  in  der  vorigen  Nummer  enthaltenen  Ausdrücke  besitzen  nebea  ihrer  nirgends 
unterbrochenen  Symmetrie  noch  den  grossen  Vortheil,  dass  man  in  ihnen  was  man  will  zur 
unabhängig  Veränderlichen  machen  d^rf.  Wfa*  wollen  hier  noch  cum  Beschlüsse  der  über  die 
unebene  Curve  angestellten  Untereuehungen  die  Tormen  aufstellen ,  in  welchen  sich  die  Länge 
und  ilichtung  des  Krümmungshalbmessers  ausspricht,  wenn  man  die  Länge  der  unebenen  Curve 
von  einer  völlig  besthnmtea,  wiewohl  an  sich  beliebigen  Stelle  aus  bis  zu  der  hervorgehobe- 
nen Stelle  hin  zur  unAhängig  VörSsderlichen  nimmt.^  In  diesem*  Falle  ist  die  unabhängig  Yer- 


{•  15.  Hr.  176.  Doppek  gekiüimiite  Ciinre. 

änderiiche  dieselbe  GrOsse,  welche  in  Nr.  174  durch  8  bezeichnet  worden  ist,  und  in  Bezog 
anf  welche  der  Gleichung  (158.  c.}  zur  Folge 

■ 

d8=Cdxdu-f  dx'du'+dx''du")t 

J 

ist    Wird  nun  S  zur  Unabhängigen  genommen,  so  ist  d8=l  oder 

(dxdü-f-dX'du'-f  dx''du")*=l,  (IM.  ».) 

und  wird  diese  Gleichung  nach  der  gewählten  unabhängig  Veränderlichen  abgeleitet,  so  erhält 

man: 

d'xdu  +  dVdu'+d*x"du"+dxd»u  +  dx'd*u'+dx"d»u"=0, 

welche  Gleichung  in  Gemftasheit.der  in  Nr#  1£(X  gogebeiieD  (129.  Q  in  die  zwei  andern  zer- 

fäUt: 

tfxdu-f  d'x'du'+tfi"du"=0  ,    dxd»u+dx'd'u'+dx"d*u"=0.  (IM.  b.) 

t)ie  Gleichungen  (162.  a.}  und  (162.  b.}  zeigen,  dass  bei  der  hier  gewählten  unabhängig  Ver- 
änderlichen 

10  Ol 

y  .  =  1     und    dy,.=0    sowie    dy.=0 

wird,  weshalb  die  Gleichung  (160.  d.} 

Po=r 


^-^M 


giebt,  oder,  wenn  man  für  d;if      seinen  in  der  letzten  Gleichung  (160.  c.}  angegebenen 

Ausdruck  setzt: 

»-^  1 

^•~d'|d^fl  +  d'rd*<?'+d'|"d'i?"  •  ^"•* ••^ 

Aus  dem  gleichen  Grunde  verwandehi  sich  bei  der  hier  angenommenen  Unabhängigen  die  Glei*» 
chungen  (161.  f.}  in: 

4j  =  -d»$,    ^•  =  -d'r,    ^'  =  -d*r    ond    ^=-d'9,^=-d«r,  ^:^~d'fl",(l*».4.) 

^0  ^0  ^0  ^0  ^0  ^0 

f 

welohe  Ausdrücke  sich  sämmtlich  durch  ihre  grosse  Einfachheit  vor  allen  übrigen  hervorthun. 
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Vierter  AhnetadiU 

Ton  den  verscUedenen  Gestalten  der  Gleichungen,  in  denen  die  knunmen  linien 
oder  Flftclien  der  zweiten  Ordnung  an  verseliledenen  Coordinatensystemen 

sieli  darstellen  lassen. 


§.  16. 

VoH  den  ebenen  Gnnren  der  zweitoi  Ordnug. 

177)  Beim  Uebertragen  der  Puncte  aus  einem  ebenen  Systeme  in  ein  anderes  derselben  . 
Ebene  angeböriges  finden  die  im  ersten  Abschnitte  $.  5.  aufgestellten  Gleichungen  ihre  An- 
wendung, von  denen  wir  die  folgenden  zur  Bequemlichkeit  der  Hinweisungen  hier  anschreiben 
wollen : 

(t.  a.)        x=Ay  +  A,y',    x'=A'y+A;y'    und    6x  =  (B)v  +  (B')v',    Cx'=(B,)v  +  (B;)V 

und 
Ct.  b.)        u=Cy+Ciy',      u'=:C'y  +  C;y'    und        u=:Bv  +  BV,  u'=B.v  +  B;v. 

Die  einen  können  zur  Uebertragung  der  schiefen,  die  andern  zur  UebeHragung  der  senkrech- 
ten Coordinaten  entweder  in  schiefe  oder  in  senkrechte  benützt  werden.  Man  kann  den  beiden 
hintern  in  (i.  a.)  und  in  (1.  b.}  stehenden  Gleichungen  eine  etwas  abgeänderte  Gestalt  geben, 
wodurch  sie  den  vordem  ähnlicher  werden ;  setzt  man  nämlich  in  die  einen  für  die  Projections- 
.  zahlen  mit  dem  Grundzeichen  (B)  die  mit  den  Grundzeidien  {^)  aus  den  im  ersten  Ab- 
schnitte mitgelheilten  und,  wenn  man  x"±=v"=u"=0  setzt  auch  im  ebenen  Systeme  gültigen 
Gleiqbungen  (87.}  ein,  und  in  die  andern  statt  der  Prpjectionszahlen  mit  dem  Grundzeichen  B 
die  mit  dem  Grundzeichen  (T)  aus  denselben  Gleichungen,  so  gehen  sie  über  in: 

ff  -1   x=(4y  +  (:f£L)v'      x'-(^^  +  ^V    und    u-(^v'+^v'      u'- (^^v+i^)  v' 
tt.«.^   x^  2j.v+^v.,    x-^^v  +  .^v'    und    u_-g-v+ ^^^j  v  ,    u_  ^^  v+ 2);  ^ ' 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten,  wie  immer,  A,  A'  und  C,  C  die  schiefen  und  senkrechten 
Projectionszahlen ,  welche  die  Axe  AY  des  neu  eingeführten  ebenen  Systems  an  den  Axen 
AX,  AX'  des  ursprünglichen  Systems  giebt,  und  eben  so  Ai,  Ai  und  Ci,  Ci  die  der  Axe 
AY'  an  den  Axen  AX,  AX';  femer  stellen  (^),  {A')  und  (f),  (F')  oder  (A,),  {Jt{)  und 
(rj ,  (r/)  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  der  neuen  Polaraxen  A  ^  und  A  9' 
an  den  gleichen  Axen  A  X ,  A  X'  vor ,  und  2) ,  !D[  sind  die  Kosinuse  der  Winkel ,  welche  die 
Axen  A  Y  und  A  S) ,  A  Y'  und  A  §)'  mit  einander  machen. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  (1.  a.  bis  c.}  geben  in  allgemeinster  Weise  die  Beziehungen 
zu  erkennen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  von  einem  und  demselben  Puncte  an  zweierlei 
ebenen  Systemen  mit  einerlei  Spitze,  (oder  an  zwei  körperlichen  Systemen,  deren  dritte  auf 
den  zwei  andem  senkrechte  Axen  man  sich  in  einanderliegend  zu  denken  hat)  statt  finden; 
man  kann  indessen  diesen  Correlationsformeln  dadurch,  dass  man  einer  Axe  des  neu  einzu- 


S«  16^  Kr«  178.  Ebene  Curyea  zweiter  OrdouDs:*  IM 


führenden  Systems  eine  besondere  Lage  yorsehreibl,  nocb  nBerhand  ondive  besondere  Gestal- 
ten gebea  So  nehmeni  die  zwei  vordem  Gtekhungen  (1.  e,),  wenn  man  die  Axe  AY'  mit 
der  AX'  zusamoienfallen  Ittsst,  w£^  dann. 

n  A,=:0    und    A;=1 

wird,  die  folgende  Gestalt  an: 

x=Ay    ud    x'=A'y  +  /  (t.  •.) 

und  ähnlich  nehmen  die  zwei  vordem  Gleichungen  (1.  c.}  wenn  man  die  Polaraxe  Af^  mit  der    . 
Gmndaxe  AX'  zusammenfallen  lässt,  weil  dann 

(urfO  =  0    und    (^0=1 
wird ,  die  folgende  Gestalt  an : 

x=^v    mid    x'=(-|^^  +  ^v'.  (««M 

Eben  so  verwandebi  sich  die  zwei  vordem  Gleichungen  QL  b.},  wenn  man  die  Axt  AY"  mit 
der  Pohraxe  A3E'  zusammen  fallen  lässt,  weil  dann 

Ci=o  und  c:=6; 

wird,  in: 

u=Cy    und    u'^nCy  +  e;/  lt.«.) 

und  ähnlich  verwandebi  sich  die  zwei  hintem  Gieidumgen  (}.  c.}y  wenn  man  die  Fobraxe 
A9'  mit  der  Polaraxe  A3E'  zusammen  fallen  lässt,  weil  dann 

•     •    (r,)=o  und  (ro=6; 

wird,  in: 

u=^^v    und    u'=(-gv  +  |v;.  («.«.> 

hierbei  bedeutet  @|  den  Kosinus  des  Winkels,  welchen  die  zwei  Axen  AX'  und  A¥  mit  ein- 
ander machen.  Diese  besondem  Gleichungen  haben  wir  aus  der  grossen  AnzaM  aller  mögli- 
chen hervorgehoben,,  weil  wir  von  ihnen  bald  fiebrauoH  zu  machen  vorhaben.  ^ 

178}  Ist  eine  ebene  Curve  in  schiefen  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

ÄX»  +  i«'x'^  +  2/9xX'=iJ«  +  2yx  +  2/x,  .  (••••) 

oder  in  senkrechten  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

5tf  +  3'u"+26Uu'=y  +  2Ju  +  2SV  (»•».) 

gegeben,  wori&  x,  x'  die. schiefen  oder  u,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  der  Curvenpuucte 
an  den  Axen  AX,  AX'  eines  beliebigen  ebenen  Systems  vorstellen,  alle  übrigen  Buchstaben 
dagegen  beliebige  endliche  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen,  die  zum  grössten  Tiieil  auch 
null  sein. können,  bedeuten,  so  wird  das  durch  eine  solche  Gleichung  dargest^te  Gebüde  eine 
ebene  Curve  zweiter  Ordnung  genannt,  aus  dem  Grunde,  weil  die  GleictHBQg  einen, gaur 
sSen  Aiisdrvck  in  sich  aufiaiaunt^  der  in  Bezug  auf  die  beiden  Cooi:dinaten  vom  zweiten  Grade 
ist. ;  In  allen  auf  den  linken  Seitaa  übenden  Gl|eden^  di^er  Gleichungen,  tr^n  die, Coordinar 
ten  zwewittl  hinter  einander  als  doppi^te^  Factor  aof,  weswegen  wir  sie,  in  ihrer  Verbindung 
aufgefasst,  den  Theil  der  zweiten  Dimension  der  Gleichung  iiei)nen  werd^j  aiif  der 
L  49 
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rechten  Seite  dieser  Gteichmigen  hingegen  kommt  ein  Glied  vor,  das  gar  keine  Coofdinate  In 
sich  enthält,  und  das  \rir  ans  diesem  Grunde  das  censtante  Glied  der  Gleichung  nennen 
wollen,  aber  ausserdem  stehen  auf  dieser  Seite  nur  noch  Glieder,  in  welchen  eine  der  Coor- 
dinaten  als  einfacher  Factor  auftritt,  die  wir  in  ihrer  Verbindung  aufgefasst  den  Theil  der 
ersten  Dimension  der  Gleichung  nennen  werden.  Ist  man  willens  die  ebene  Curve, 
welche  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (3.  a.}  oder  (3.  b.}  niedergelegten  Form  an  den 

^  Axen  AX,  AX'  eines  ebenen  Systems  dargestellt  wird,  an  den  Axen  AY,  A¥'  eines  neu 
einzurührenden  ebenen  Systems  mit  derselben  Spitze  und  derselben  Ebene  angehörig  darzustel- 
len, so  darf  man  nur  in  die  gegebene  Gleichung  fiir  x,  x'  oder  u,  u'  ihre  in  den  Gleichun- 
gen (i,  a.  bis  c.}  gegebenen  Werthe  einsetzen,  um  die  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten 
y,  y'  oder  v,  v'  derselben  Curve  an  den  neuen  Axen  zu  erhalten,  wobei  man  allen  Zeichen 
die  ihnen  dort  zukommende  Bedeutung  bewahren  muss.    In  dem  Falle  wo  einer  Axe  des  neu 

.  -  ,  einzuführenden  Systems  eine  besondere  Lage  vorgeschrieben  wird,  hat  man  anstatt  jener  allge- 
meinen Gleichungen  besondere  zu  nehmen,  wie  die  (2.  a.  bis  d.}  sind;  weil  aber  alle  solche 
Uebertragungsformein ,  so  lange  die  beiden  ebenen  Systeme  eine  gemeinschaftliche  Spitze  ha- 
ben, immer  homogene  Gleichungen  des  ersten  Grades  bleiben,  so  giebt  bei  jeder  möglichen 
solchen  Uebertragung  der  Theil  von  einer  bestimmten  Dimension  immer  wieder  einen  Theil  von 
der  gleichen  Dimension  in  der  neu  gebildeten  Gleichung  her,  und  das  constante  Glied  bleibt  in 
der  gegebenen  und  in  der  aus  ihr  abgeleiteten  Gleidiung  unausgesetzt  das  gleiche. 

Wenn  man  aber  die  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  an  einem  andern  in  der  gleidien 
Ebene  gewählten  Coordinatensystem  darstellen  will,  das  eine  andere  Spitze  0  hat,  deren  schiefe 
und  senkrechte  Coordinaten  an  den  Axen  A  X ,  A  X'  durch  | ,  |'  und  tj ,  fj'  vorgestellt  wer- 
den, und  dessen  Axen  den  vorigen  parallel  und  gleichläufig  gedacht  werden,  wesshalb  wir  sie 
durch  OX  undOX'  vorstellen  werden,  so  hat  man,  wenn  x«,  x^  und  u«,  u«  die  schiefen  und 
senkrechten  Coordinaten  der  Curvenpuncte  an  diesen  neuen  Axen  bezeichnen,  den  im  ersten 
Abschnitte  raitgetheilten  Gleichungen  (7.)  zur  Folge,  wenn  man  der  Natur  des  ebenen  Systems 
gemäss,  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Coordinaten  null  sein  lässt, 

(4«)  x  =  |  +  Xo  ,    x'rzr^'+x;    oder    u=f?-fu«,    u'=V-[-u; 

zu  setzen,  wobei  man  sich  die  Grössen  ^,  ^  und  ^,  fi\  wodurch  die  schiefen  und  senkrech- 
ten Coordinaten  der  neuen  Spitze  0  angezeigt  werden,  als  constante  Grössen  vorzustellen  hat, 
welche  Ursache  werden,  dass  aus  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Glei- 
chung nicht  blos  wieder  eii^  Theil  der  zweiten  Dimension  in  der  aus  jener  abgeleiteten  Glei- 
chung hervor  geht,  sondern  neben  diesem  noch  Glieder  erscheinen,  die  zu  dem  Theile  der 
ersten  Dimension  und  ^u  dem  constanten  Gliede  geschlagen  werden  müssen,  und  ebenso  giebt 
der  Theil  der  ersten  Dimension  in  diesem  neuen  Systeme  neben  den  Gliedem,  die  in  den  Theil 
der  ersten  Dimension  gehören,  noch  andere  her,  die  zu  dem  constanten  Gliede  geschlagen 
werden  müssen.  Wenn  also  die  Spitze  des  neuen  Coordinatensystems  nicht  in  der  Spitze  des 
ursprünglichen  liegen  bleibt,  so  giebt  nicht  mehr  der  Theil  von  einer  bestimmten  Dimension 
wieder  blos  einen  Theil  von  der  gleichen  Dimension,  wie  da  wo  die  beiden  Systeme  eme  ge- 
meinschaftliche Spitze  haben ;  weil  aber  die  Gleichungen  (4.)  sSmmtlich  nur  vom  ersten  Grade 
sind,  so  nimmt  die  neue  Gleichung  doch  auch  hier  wieder  nur  einen  Ausdruck  desselben  Gra- 
des wie  die  gegebene  in  sich  auf,  und  hierin  liegt  die  Recktfi3rtignng  für  die  Baiennung: 
,,ebene  Curve  zweiter  Ordnung." 
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Ib  den  nächsten  IVuft&ii^em  werden  vir  auwcUiessUeii  nur  atf  die  Verlndenmgen  unser 

AufcttHierk  Mnrichten,  welche  in  dem  Thefle  der  zweiten  Dimennon  vorfallen,  wihrend  eine 

Gleichung  von  ein«r  der  fai  (3.  a.)  oder  (3.  b.)  angegebenen  Fonnen  nua  einem  Coordinalen- 

Systeme  in  ein  anderes  übeigetnigen  wird,  deswegen  werden  wir  dabei  zur  Abkürzung  der 

Schreibweise 

fi  +  2rx+2yx'=M    und    y  +  2^u  +  2ru=JV  €*•••) 

setzen,  wodurch  die  eben  angeführten  Gleidiuiigen  in  folgender  Art  sich  schreiben  lassen: 

c«x'  +  tf'x'*+2/Jxx'=M    und    ^u*  + JV*+2€Uu'=jy.  (*•*•) 

Die  Theile  M  und  N  verwandeln  sich  bei  jeder  Uebertragung  der  Gleichung  aus  einem  Sy- 
steme in  ein  anderes,  das  mit  dem  ersten  eine  gemeinschaftliche  Spitze  hat,  aus  den  in  dieser 
Nummer  angezeigten  Gründen  in  andere,  die  wir  durch  M,  und  iVj  bezeichnen  werden,  welche 
dasselbe  constante  Glied  und  ausserdem  noch  den  TheU  der  ersten  Dimension  bezüglich  der 
neuen  Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  der  ans  dem  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  bei 
dieser  Uebertragung  vorzunehmenden  Substitutionen  erhalten  >yird. 

179}  Wir  denken  uns  jetzt  durch  die  Spitze  A  des  ebenen  Coordinatensystems,  an  wel- 
chem die  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (5.  b.}  stehen- 
den Formen  gegeben  ist,  zwei  neue  Axen  AY,  AY'  gelegt,  welche  in  derselben  Ebene  wie 
die  ursprünglichen  AX,  AX'  liegen  bleiben,  und  von  denen  die  eine  AY'  mit  der  AX'  zu- 
zusammenfällt,  so  dass  für  dieses  neue  System  die  Relationen  (2.  a.}  bestehen,  wenn  die  ge^ 
gebene  Gleichung  von  der  ersten  in  (5.  b.)  enthaltenen  Form  ist  und  man  eine  Gleichung  in 
schiefen  Coordinaten  am  neuen  Systeme  erhalten  will.  Dann  erhalten  wir  die  verlangte  Glei- 
chung, wenn  wir  in  die  gegebene  für  x ,  x'  ihre  aus  den  Relalionen  (2.  a.)  gegebenen  Werthe 
einsetzen;  thut  man  diess,  so  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

(«A»  +  »'A'*  +  2i3AA')y'  +  «y+2(a'A'+i?A)yy'=M.,  (•• «.) 

> 

wo  Ml  das  bedeutet,  was  aus  M  durch  die  glekhe  Sid>slitution  hervorgeht,  und  in  Mi  und 
M  ein  und  dasselbe  constante  Glied  enthalten  ist  Wählt  man  nun  die  andere  neue  Axe  AY, 
so  dass 

«'A'+^A=0  (ß.  *•) 

wird,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in  >     .       { i 

A(c^A-hj»AOy*  +  c*y=M.,  («.  e.) 

in  welcher  das  Glied  vom  Theile  der  zweiten  Dimemsion  verschwunden  ist,  worin  das  Piodnct 
yy'  der  beiden  Coordinaten  als  Factor  vorkommt,  so  dass  vom  Theile' dar  zweiten  Dimension 
blos  diejenigen  Glieder  zurück  bleiben,  weldke  das  Quadrat  von  jeder  der  neven' Coordinaten 
in  sich  enthalten.  Setzt  man  in  die  Gleichung  (6.  c)  fiär  A'  seinen  Werth  aus  der  (6.  b.} 
ein,  so  lässt  sich  dieselbe  in  der  folgenden  Gestalt  aufstellen: 

«*■       .   .  •  •  .     . 

Hierikd  tet  >u  bemerken,  dtm  df«  St^»g»f  (6.  b.)  «ich  aoeli  In  ntehstebeode  Pvopoitioli 
mti&tm  lisM:- 

A  j.A'=:«':'— /9,  (•.  e.) 
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weiche  aussagt,  dass  sich  die  Projectionszahlen  A ,  A'  der  Richtwif  A  Y  zu  einander  verhalten 
müssen ,  wie  die  beiden  gegpebenen  endlichen  und  reeflen  Zahlen  ti  imd  —  ^ .  Nun  lässt  sich 
nach  dem  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  32.}  Gesagten  immer  eine  Richtung  aufBaden,  deren 
schiefe  oder  senkrechte  Projectionszahlen  sich  zu  eioaender  wie  gegebene  endliche  und  reelle 
Zahlen  verhalten,  so  dass  also  von  dieser  Seite  her  dem  Gelangen  zur  Gleichung  ([6.  b.}  nie 
Hindemisse  in  den  Weg  gelegt  w^den,  und  diese  daher-  auf  dem  von  uns  betretenen  Wege 
jedesmal  erzielt  werden  zu  können  scheint.  Man  darf  jedoch  nicht  übersehen,  dass  wenn  jene 
,  Gleichung  einen  Sinn  in  sich  tragen  soll,  die  beiden  Richtungen  AY  und  AY'  die  Axen  eines 
ebenen  Coordinatensystems  bilden  müssen,  und  dass  hierzu  erfordert  wird,  dass  jene  beiden 
Richtungen  nicht  in  einer  Geraden  liegen ;  desswegen  wird  zur  Möglichkeit  der  Gleichung  ver- 
langt, dass  die  Projectionszahl  A  nicht  wie  die  Ai  null  werde,  weil  sonst  die  Richtungen  AY 
und  AY'  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen  würden.  Es  wird  aber  der  Proportion  (6.  e.) 
zur  Folge  nur  dann  A  =  0,  wenn  c^'rrO  ist,  mithin  ist  der  einzige  Fall,  wo  man  die  Conre 
zweiter  Ordnung  auf  dem  von  uns  betretenen  Wege  nicht  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
(|6.  c.}  darstellen  kann,  da  vorhanden,  wo  es  sich  zeigt,  dass  in  der  gegebenen  Gleichung 
a'=:0  ist.  Man  überzeugt  sich  indessen  leicht,  dass  selbst  wenn  a'=0,  nicht  aber  zugleich 
auch  a  =  0  ist,  derselbe  Zweck  sich  immer  noch  dadurch  erreichen  lässt,  dass  man,  anstatt 
die  Axe  AY'  mit  der  AX'  zusammenfallen  zu  lassen,  die  AY  mit  der  AX  vereinigt,  wodurch 
man  zu  Resultaten  geführt  wird,  die  sich  aus  denen  (^6.  b.  und  d.^  ergeben,  wenn  man  d 
mit  a  und  A,  A'  mit  Ai,  Ai  vertauscht,  so  dass  jetzt  die  Bestimmung  der  Projectionszahlen 

Ai  und  AI  von  der  Proportion 

A,  :  A;  =  c«  :  —  /J 

abhängt,  welche,  wenn  a  nicht  null  ist,  für  AY'  immer  eine  andere  Richtung  als  die  für  AY 
genommene  finden  lässt,  so  dass  an  diesem  neuen  Systeme  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  I^orm  (6.  c.}  wirklich  darstellbar  ist 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  man  eine  Curve  zweiter  Ordnung, 
wdche  durch  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (5.  b.}  enthaltenen  Form  gegeben  ist,  immer 
an  einem  neuen  Goordinatensysteme,  das  mit  dem  ursprünglichen  eine  Axe  gemein  hat,  durch 
eine  Gleichung  darstellen  kann,  deren  Theü  der  zweiten  Dünension  nur  solche  Glieder  in  sich 
aufnimmt,  welche  die  Quadrate  der  Coordinaten  als  Factor  in  sich  tragen,  mit  Ausnahme  des 
ganz  besondem  Falles,  wo  gleichzeitig 

of=0    und    «'==0 

ist,  d.  h.  wo  der  TheS  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  blos  das  eine  Glied 
in  sich  aufgenommen,  hat,  "Welches  das  Product  der  beiden  Coordinaten  in  sich  enthSÜU.  In 
diesem  Falle  aber  nimmt  die  Gleichung  (6.  a.)  die  Gestalt 

(•.f.)  '  2/?AAy+2/?Ayy'=M, 

an,  wobei  /3  nie  null  sein  kann,  weil  man  es  sonst  mit  keiner  Curve  der  zweiten  Ordnung  zu 
fliun  hätte,  und  zeigt  so,  dass  man,  während  die  eine  Axe  AY'  des  neu  einzuführenden  in 
der  einea  Axe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt ,  der  andern  Axe  A  Y  unzählich  viele 
Lagen  anweisen  kamt,  wo  fii  der  an  dem  neue»  Systeme  entateh^Mlen  Gleichung  ein  Gtted  im 
Theile  der  zwdten  Dimension  auftritt,  das  das  Quadrat  von  einer  Coordinate  zum  Faelor  hal; 
denn  dazu  wird  weiter  nichts  erfordert,  eis  dass  man  weder  A  noch  A'  null  sein  Usst.    Von 
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der  Gleichung  (^  tJ)  aus  kann  man  dton  aber  immer,  den  yerigen  Ergebnissen  gemäss,  durdb 
eine  nochmalige  WiederiU)lung  des  früheren  Verfahrens  zu  einer  Gleichung  von  der  in  (^6.  c') 
angegebenen  Form  gelangen,  so  dass  man  mit  voller  Sicherheit  den  nachstehenden  Satz  aus- 
sprechen darf: 

Fehlen  in  d^m  Thcile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  er- 
sten in  (5.  b,}  enthalVenea  Form,  Mrodurch  eine  ebe^ne  Curve  zweiter  OrdQun^g 
dargestellt  wird,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von 
einer  Cordinale  zum  Factor  haben,  so  läss(  sich  jederzeit  ein  neues  Coordina- 
tensystem  angeben,  welches  eine  Grundaxe  mit  dem  ursprünglichen  gemein 
hat,  und  an  welchem  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  (6.  c.}  dargestellt  wird,  deren  Theil  der  zweiten  Dimension  das  Glied  nicht 
mehr  besitzt,  welches  das  Product  der  beiden  neuen  Coordinaten  zum  Factor 
•hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung 
nur  das  eine  Glied,  welches  das  Product  der  beiden  Coordinaten  x  und  x^  zum 
Factor  hat^  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  (6.  c.}  an 
^einem  Coordinatensysteme  gelangen,  das  eine  Grundaxe  mit  dem  ursprüngli- 
chen gemein  hätte,  wohl  aber  stets  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die 
gegebene  Gleichung  zuerst  in  ein  neues  Coordinatensystem  überträgt,  das  vom 
ursprünglichen  eine  Grundaxe  beibehält,  und  dann  noch  einmal  aus  diesem  in 
ein  drittes,  welches  die  andere  Grundaxe  von  diesem  letzten  in  sich  aufnimmt. 

180}  Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  es  immer  möglich  ist,  aus  der  ersten  Gleichung 
(5.  b.},  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben  wird, 
eine  andere  abzuleiten,  welche  dieselbe  Curve  wieder  in.sdiiefen  Coordinaten  darstellt,  deren 
Theil  der  zweiten  Dimension  aber  das  Glied  nicht  mehr  in  sich  enthält,  welches  das  Product 
der  beiden  Coordinaten  zum  Factor  hat,  wollen  wir  jetzt  zusehen,  ob  sieh  aus  derselben  gege- 
benen Gleichung  auch  immer  eine  andere  in  senla*echten  Coordinaten  erhalten  lässt,  welche  die 
gleiche  EigenschaA  besitzt  Lässt  man  die  Polaraxe  AS)'  des  neu  einzuführenden  Systems  mit 
der  Grundaxe  AX'  des  ursprünglichen  zusammenfallen,  und  setzt  man,  um  zu  einer  Gleichung 
in  senkrechten  Coordinaten  zu  gelangen,  in  die  gegebene  Gleichung,  dieser  besondem  Lage 
von  Ag)'  entsprechend,  für  x,  x'  ihre  aus  den  Gleichungen  (2.  b.}  entnommenen  Werthe  ein, 
so  findet  man: 

WO  wieder  Mi  das  vorstellt,  was  aus  M  durch  die  jetzige  Substitution  hervorgeht,  und  ausser 
dem  vorigen  constanten  Gliede  nur  den  neuen  Theil  der  ersten  Dünension  in .  sich  aufnimmt 
Wählt  man  nun  die  ^nd^re  Polaraxe  A^  so,  dass 

wird,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 

und  nun  hat  ihr  Theil  der  zweiten  Dimeiision  das  Glied  nicht  mehr  in  sich,  welches  das  Pro- 
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dact  der  beid^  Goordinaten  v  und  v'  m  sick  auikiwiiL    Diese  Gleichaiig  nkiimt,  wem  man 
für  {A')  seinen  Werth  aus  der  QI.  b.)  in  sie  einsetsi,  die  folgende  Gestalt  an: 


./  - 


Da  die  Bedingang  (7.  b.)  die  gleiche  wie  die  (6.  b.)  nur  mit  dem  Unterschiede  ist,  dass 
in  ihr  die  Polaraxe  Af)  auftritt,  wo  in  der  vorigen  die  Gnihdaxe  AY  vorkam,  so  lassen  sich 
hier  an  die  Polaraxen  Ag),  A^'  alle  die  Betrachtungen  wieder  anknüpfen,  welche  in  der  vo- 
rigen Nummer  an  die  Grundaxen  AY,  AY'  angeknüpft  worden  sind,  and  man  gelangt  durch 
sie  jetzt  zu  dem  nachstehenden  Satze: 

Fehlen  in  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  er- 
sten in  (^5.  b.3  enthaltenen  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung 
gegeben  ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von 
einer  Coordinate  zum  Factor  haben,  so  lässt  sich  jederzeit  ein  neues  Coordi- 
natensystem  angeben,  dessen  eine  Polaraxe  mit  der  einen  Grundaxe  des  ur- 
sprünglichen Systems  zusammenfällt,  und  an  welchem  die  Curve  zweiter  Ord- 
nung durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (7.  c.}  dargestellt  wird,  deren  Theil 
der  zweiten  Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Prodnct  der 
beiden  neuen  Goordinaten  zum  Factor  hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten 
Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Pro- 
duct  der  beiden  Goordinaten  x  und  x'  zum  Factor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zu 
einer  Gleichung  von  der  Form  (7.  c.)  an  einem  Coordinatensystem  gelangen, 
dessen  eine  Polaraxe  mit  der  einen  Grundaxe  des  ursprünglichen  Systems  zu- 
sammenfällt^ wohl  aber  stets  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gege- 
bene Gleichung  zuerst  in  ein  neues  Coordinatensystem  überträgt,  dessen  eine 
Polaraxe  in  einer  Grundaxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dann 
noch  einmal  aus  diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Polaraxe  in  derjenigen 
Grundaxe  des  zweiten  Systems  liegen  bleibt,  die  der  andern  Polaraxe  in  die- 
sem zweiten  Systeme  entspricht 

I8I3  Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  sich  analoge  Folgerungen  auch  in 
Betreff  der  zweiten  in  (5.  b.}  stehenden  Gleichung,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ord- 
nung gegeben  sein  kann,  ziehen  lassen.  WoUen  ^ii*  zuvörderst  aus  dieser  Gleichung  eine  an- 
dere in  schiefen  Goordiaatien  herleiten,  und  lassen  wir  die  Grundaxe  AY'  des  neu  einzuftihrenden 
Systems  in  der  Polaraxe  A3E'  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleiben,  wo  dann  in  die  ge- 
gebene Gleichung  ftlr  u  und  u'  ihre  durch  die  Gleichungen  (2.  c}  gegebenen  Werthe  einge- 
setzt werden  müssen,  so  erhalten  wir: 

(Ä-  •.)  (5C'i-«'C"  +  2«CG0y*  +  y6;^y'*+2(yC'+«C)e:yy'=iV. , 

wo  Ni  das  vorstellt,  was  aus  N  durch  die  jetzige  Substitution  hervorgeht,  und  neben  dem 
constanten  Gliede  der  zweiten  Gleichung  C$.  b.)  nur  iiooh  den  neuen  Theil  der  ersten  Dimen- 
sion in  sich  aufnimmt.    Wählt  man  nun  die  zweite  neue  Axe  AY  so,  dass 

wird,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 
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ih  welcher  vom  Theil  der  zweiten  Dimension  das  Glied  verschwunden  ist,  welches  das  Prodnct 
yy'  der  beiden  neuen  Coordinaten  zum  Factor  hat,  so  dass  in  diesem  Theite  nur  solche  Gtie-' 
der  zurückbleiben,  welche  das  Quadrat  von  einer  der  neuen  Coordinaten  zum  Factor  haben. 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  C  seinen  Werth  aus  der  (8.  b.}  ein,  so  wird  sie: 

Die  Bedingung  (8.  b.}  hat  die  gleiche  Form  wie  di^  (9.  bj,  nur  dass  hier  die  Coeffizien-  ^ . 
ten  y  und  e  stehen,  wo  dort  die  analogen  a  und  ß  standen,  und  dass  hier  die  senkrechten 
ProjectioRszahlen  C,  C  der  Richtung  AY  vorkom«aeni  wo  dort  ihre  schiefe«  vorkamen,  was 
darin  seinen  Grund  hat,  dass  hier  eine  Grundaxe  des  neuen  Systems  in  einer  Folaraxe  des  ur- 
sprünglichen Systems  liegt,  während  sie  dort  in  einer  Grundaxe  dieses  .letztern  Systems  lag. 
Es  lassen  sich  aber  an  die  Bedingung  (]8.  c.}  alle  die  Betrachtungen  anknüpfen,  welche  den 
in  Nr.  3.  an  die  dortige  Bedingung  (6.  b.}  angeknüpften  analog  sind,  und  durch  sie  gelangt 
man  dann  zu  dem  nachstehenden  Satze: 

Fehlen  in  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  zwei-  '  '  * 
ten  in  (5.  b.)  enthaltenen  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  ge- 
geben ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von  einer 
Coordinate  zum  Factor  haben,  so  lässt  sich  jederzeit  ein  neues' Coordinaten-» 
System  angeben,  dessen  eine  Grundaxe  mit  der  einen  Folaraxe  des  ursprüngli- 
chen Systems  zusammenfällt,  und  an  welchem  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (8.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theil  der  zweiten 
Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Product  der  beiden  neuen 
Coordinaten  zum  Factor  hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten  Dimension  in 
der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Product  der  beiden 
Coordinaten  u  und  u'  zum  Factor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung 
von  der  Form  (8.  c.)  an  einem  Coordinatensysteme  gelangen,  dessen  eine  Grund- 
axe mit  einer  Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  zusammenfällt,  wohl  aber 
stets  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  zuerst 
in  ein  anderes  Coordinatensystem  überträgt,  dessen  eine  Grundaxe  in  einer 
Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dann  noch  einmal  aus 
diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Gfundaxe  in  derjenigen  Polaraxe  des  zwei- 
ten Systems  liegen  bleibt,  welche  der  andern  Grundaxe  in  diesem  zweiten  Sy- 
steme entspricht. 

182)  Schliesslich  haben  wir  noch  den  FaU  zu  betrachten,  wo  eine  Gleichung  von  der  zwei- 
ten in  (5.  b.)  stehenden  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  au 
einem  andern  Systeme  dieselbe  Curve  wieder  in  senkrechten  Coordinaten  darstellen  soll.  Lässt 
man  bei  dieser  Uebertragung  die  Polaraxe  A^'  des  neuen  Systems  in  der  Polaraxe  ABT  des 
ursprtingltchen  Systems  liegen  bleiben,  so  hat  man  in  die  gegebene  Gleichung  für  u  und  u' 
ihre  durch  die  Gleichungen  (2.  d.)  gegebenen  Wertke  zu  setzen,  und  erhidt  dann  als  neue 
Gleichung  die  folgende: 
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in  welcher  wieder  JVj  das  vorstellt,  was  ans  N  durch  die  jetzige  Substitation  hervorgeht,  und 
neben  dem  constanten  Gliede  der  zweiten  Gleichung  (5.  b.}  nur  noch  den  neuen  Theil  der 
ersten  Dimension  in  sich  aufnimmt    Wählt  man  nun  die  neue  Polaraxe  AJ)  so,  dass 

(•.M  5'(r)+«(r)=o 

wird,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 

(•.  e.)  gC«(r)+«(r))v'+3'^y"=:iV.  , 

in  welcher  vom  Theil  der  zweiten  Dimension  das  Glied  verschwunden  ist,  welches  das  Product 
vv'  der  beiden  neuen  Coordinaten  zum  Factor  hat,  so  dass  in  diesem  Theile  nur  solche  GUe- 
der  zurückbleiben,  welche  das  Quadrat  von  einer  der  neuen  Coordinaten  zum  Factor  haben. 
Setzt  man  in  die  vorstehende  Gleichung  für  {!*)  seinen  aus  der  (9.  b.)  entnommenen  Werth 
ein,  so  wird  sie: 

Die  Bedingung  C9.  b.^  ist  die  (7.  b.}  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Coefiizienten 
S\  €  stehen,  wo  dort  die  a\  ß  vorkommen,  und  dass  hier  die  senkrechten  Projectionszahlen 
der  Richtung  A^  auftreten,  wo  dort  die  schiefen  Projectionszahlen  derselben  Richtung  sich 
zeigen,  was  darin  seinen  Grund  hat,  dass  die  Polaraxe  AS)'  hier  mit  der  Polaraxe  AX^  des 
ursprünglichen  Systems  zusammenralit,  wo  sie  dort  mit  der  Grundaxe  AX'  zusammenfiel.  Es 
lassen  sich  nun  an  die  Bedingung  (9.  b.}  wieder  in  derselben  Weise  alle  die  Betrachtungen 
anknüpfen,  welche  denen  in  Nr.  180.  an  die  dortigen  Bedingungen  ^7.  b.}  angeknüpften  analog 
sind,  und  durch  sie  gelangt  man  dann  zu  dem  nachstehenden  Satze: 

Fallen  in  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  zwei- 
ten in  (5.  b.}  enthaltenen  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung 
gegeben  ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder  aus,  welche  das  Quadrat  von 
einer  Coordinate  zum  Factor  haben,  so  lässt  sich  jederzeit  ein  neues  Coordi- 
natensystem  angeben,  dessen  eine  Polaraxe  mit  einer  Polaraxe  des  ursprüng- 
lichen Systems  zusammenfällt,  und  an  welphem  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (9.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theil  der  zweiten 
Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Product  der  beiden  neuen 
Coordinaten  zum  Factor  hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten  Dimension  in 
der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Product  der  beiden 
Coordinaten  u  und  u'  zum  Factor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung 
von  der  Form  (9.  c.}  an  einem  Coordinatensysteme  gelangen,  dessen  eine  Po- 
laraxe  mit  einer  Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  zusammenfällt,  wohl  aber 
stets  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  zuerst 
in  ein  anderes  Coordinatensystem  überträgt,  dessen  eine  Polaraxe  in  einer 
Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dann  noch  einmal  aus 
diesem  in  ein  dritt9s,  dessen  eine  Polaraxe  in  die  andere  Polaraxe  des  zweiten 
Systems  fällt 


{•  16w  Kr.  183.  Ebene  Cunren  zweiter  Ordnung. 

Die  in  (6.  d},  (7-  d.3)  C^.  d.},  (9.  cL)  erlnlteaen  Formen  liefern  durch  ihren  bhwen  An«- 
Uick  den  Beweis,  dass  die  Gleichungen  aller  Curv^i  zweiter  Ordnung  auf  die  Form 

a*y»+aV=«'^.    oder    b»v*  +  b'*v'*=3'JV,. 

gebracht  werden  können,  wenn  in  ihren  beliebig  gegebenen  Gleichungen  (3.  a.}  oder  (3.  b.} 
ma' — ß*  oder  dS^ — e^  eine  positive  Zahl  ist,  hingegen  auf  die  Form 

—  a»y'+a'y'  =  «'^.    oder    —  b*v»  +  bV  =  yiV,, 
wenn  aa' — ß^  oder  83' — e^  eine  negative  Zahl  ist,  und  endlich  auf  die  Form 

a'y'  =  «'^i    oder    b'V*=*'JV,, 

wenn  aa' — /9*=0  oder  Sy — €*  =  0  ist,  wobei  a*,  a'*  oder  b*,  b'*  stets  reelle  und  positive 
Zahlen  vorstellen.  Hierbei  ist  es  nöthig,  sich  die  Ueberzeugung  zu  verschaifen,  dass  diese  Ei* 
genthikinlichkeit  auch  dann  nicht  verloren  gehe,  wenn  der  sehr  besondere  Fall  eintritt,  wo  diese 
Formen  nicht  durch  eine  einzige  Axenänderung  herbeigefiUirt  werden  kdmen,  was  sich  indessen 
unmittelbar  aus  den  Formen  (6.  a.),  (1.  a.},  (8.  a.},  (9.  a.}  erkennen  lässt,  wenn  man  in  ih- 
nen, diesem  besondem  Falle  entsprechend,  a  und  a'  oder  S  und  y  null  sein  iässt  Es  bleibt 
nämlich  in  diesen  ersten  Umformungen,  aus  denen  sich  durch  eine  Wiederholung  die  verlangten 
Formen  erhalten  lassen,  das  ihnen  zugehörige  aa^ — /3*  oder  S^ — e*  negativ,  wie  schon  in 
den  ursprünglichen  Gleichungen. 

1833  Aus  den  letzten  vier  Nummern  geht  hervor,  dass  sich  immer  ein  Coordinatensystem 
angeben  U&sst,  an  welchem  die  Gleichung  einer  jeden  ebenen  Curve  zweiter  Ordnung  eine  von 
den  beiden  Formen: 

««y'  +  «y'  +  2yy  +  2/y'=|i*    oder    av'+5'v'*  +  2£v  +  2rv'=v 

annimmt,  wo  an  die  Stelle  von  Mi  und  iV,  wieder  em  Theil  der  ersten  Dimension  in  den  neuen 
Coordinaten  und  ein  constantes  Glied  gesetzt  worden  ist,  woraus  sie  immer  bestehen,  wie  vor- 
hin schon  dargethan  worden  ist,  und  es  können  in  diesen  Gleichungen  die  einzebien  Coeffizien- 
ten  beliebig  positive  oder  negative  Zahlen,  zum  TheS  auch  null  werden«  Wir  weiden  bei  den 
jetzt  noch  kommenden  Untersuchungen  stets  voraussetzen,  dass  man  schon  die  Gleichung  der 
gegebenen  Curven  in  dasjenige  Coordinatensystem  fikbergetragen  habe,  wo  sie  eine  der  vorste- 
henden Formen  annimmt,  und  wir  werden  dieses  Coordinatensystem  als  das  ursprüngliche  an- 
sehen, dessen  Axen  dureh  AX,  AX'  bezeichnet  werden,  so  wie  wir  die  Coordinaten  der  Cur- 
venpuncte  an  diesen  Axen  wie  gewöhnlich  durch  x,  jd  und  u,  u'  vorstellen  wollen,  wesshalb 
die  obigen  Gleichungen  an  diesem  Coordinatensysteme  in  der  folgenden  Gestalt  auftreten: 

ax^  +  ax'^+2rx  +  2/x'=fi    oder    Sn^  +  S'v:^+2^u  +  2^n'=:v .  (!••«•) 

Führen  wir  nun  anstatt  der  Axen  AX,  AX%  an  welchen  die  vorgelegte  ebene  Curve  zweiter 
Ordnung  eine  von  den  Gleichungen  (10.  a.}  liefert,  und  die  wir  als  ursprüngliche  ansehen,  zwei 
neue  ein,  welche  den  eben  genannten  parallel  und  gleichläufig  sind,  aber  nicht  mehr  durch  die 
vorige  Spitze  A ,  sondern  durch  einen  andern  Ponct  0  hindurch  gehen,  wesskalb  wir  sie  durch 
0  X ,  0  X'  andeuten  wollen,  und  bezeichnen  wir  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  dieser 
Mnen  Spitze  0  an  den  Axen  AX  und  AX'  durck  |,  ^  und  fifrf^  s^  erhalten  wir  die  Gleir 
chungen  dersdbea  Curve  an  diesen  neuen  Axen,  wenn  wir  in  die  erste  GleiohuQg  (10.  a.}  fltar 
X  und  x'  oder  in  die  zweite  Gleiehung  (1(X  &}  für  u  und  u'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen 
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(4.)  einsetzen,  wobei  aus  einer  in  den  schiefen  Coordinaten  x ,  x'  gegebenen  Gieichmig  wieder 
eine  in  den  schiefen  Coordinaten  x, ,  x^  ausgedrückte  Gleichung  entspringt,  und  eben  so  aus 
einer  in  den  senkrechten  Coordinaten  u,  u'  gegebenen  eine  in  den  senkrechten  Coordinaten 
u«,  Uo  ausgedrückte.  Durch  die  hier  angezeigte  Substitution  nun  erhalten  wir  als  neue  Glei- 
chungen : 

r«xj+«'x;'+2(7+«öx,+20'+c^'r)x;=^-C(*r+«'r+2yi+2/r3 

Ct#«  li«)    •  •  •  <      oder 

/ÄuJ+5'u?  +  2a  +  5i7)u.  +  2Cr+yOu;  =  i;-C«^'+5'V'+2^/  +  2rt;') 
und  man  kann  den  Punct  0  so  wählen,  dass 

y  +  aS  =  0    und    y+a^=0    oder    ^  +  Sr]=:0    und    g'+5V=0 

wird,  welches  immer  möglich  ist,  wenn  keine  von  den  Grössen  a  und  a'  oder  S  und  ^  null 
ist;  die  vorigen  Gleichungen  nehmen  dabei  die  folgende  Gestalt  an: 

(!•.•.)  aiil  +  a%^=:fi  +  ^  +  ^!    oder    5ul  +  5'u;'  =  i/+|^  +  ^  , 

woraus  man  sieht,  dass  der  TheU  der  zweiten  Dimension  in  diesen  neuen  Gleichungen  genau 
derselbe  ist,  wie  in  jenen,  aus  denen  sie  entstanden  sind;  es  ist  hingegen  der  TheU  der  ersten 
Dimension  aus  ihnen  verschwunden,  und  das  constante  Glied  hat  eine  damit  verknüpfte  Aende- 
rung  erlitten.  Ist  aber  in  der  gegebenen  Gleichung  eine  von  den  beiden  Grössen  cc  und  a' 
oder  d  und  ^  null,  und  es  können  nie  beide  zugleich  null  sein,  wenn  die  Gleichung  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  angehören  soll,  so  können,  wenn  z.  B.  a  oder  S  null  ist,  nur  die  Gleichungen 

/+c«'r=0    oder    £'+5V=0 

bestehen,  aus  welchen  sich  ^'  oder  i]  bestimmen  lässt,  und  dann  gehen  die  Gleichungen  ^10.  b.} 
über  in: 

a%'+2rx.=f,  +  ^^,^2ri    oder    S'ii'.'+2Cu,:=p+ ^-2Cfi ; 

weil  aber  in  diesem  Falle  die  Coordinate  £  oder  i^  noch  unbestimmt  geblieben  ist,  so  kann  man 
sie  so  wählen,  dass 

lM+^'-2yJ=:0    oder    v  +  |'-2^^=:0 

wird,  welches  stets  geschehen  kann,  wenn  nicht  y  oder  £  null  ist,  und  dann  werden  die  vo- 
rigen Gleichungen: 
(M.  d.)  «'x;'  +  2yxo=0    oder    5'u;»+2Su«  =  0. 

Wäre  y  oder  ^  null,  so  giengen  die  Gleichungen,  aus  denen  die  (10.  d,}  hervorgegangen  sind, 
über  in: 


a'x;'=^+C    oder    *'u;*r=y+C' 

CK  o 


und  diese  sind  nur  ein  besonderer  Fall  von  den  in  (10.  c)  aufgestellten,  aus  welchen  sie  ihrer 
Form  nach  hervorgehen,  wenn  man  u  oder  8  null  werden  lässt,  ohne  dass  demwegen  ihre 
übrigen  Coeflhienlen  eine  nnbestimnite  Form  annehmen. 


S^  IC.  Nr.  184.  Ebene  Cunren  zweiter  Ordnung. 

Hütte  man  ^  oder  ^  aimtatt  u  oder  S  nidl  angfenommen,  so  wäre  man  in  ganz  gleicher 
Weise^  wie  zu  deoea  (10.  d),  an  den  folgenden  Gleidumgen 

tfxJ  +  2/x;=0    oder    JuJ  +  2S'u;  =  0  (t^  e.) 

gelangt;  es  gehen  aber  die  Gleichungen  (10.  d.}  und  (10.  e.)  durch  eine  blose  Vertauschung 
der  Axen  AX  und  AX'  unter  sich  in  einander  über,  woraus  folgt,  dass  die  einen  dieselben  Ge- 
stalten, wie  die  andern,  in  sich  tragen,  die  in  den  beiden  Fallen  blos  auf  verschieden  gestellte 
Axen  bezogen  werden.  Die  in  den  Gleichungen  (10.  d.}  und  (10.  e.}  vorkommenden  Glieder 
haben  ganz  dieselbe  Fonn,  wie  die  analogen  in  den  Gleichungen,  aus  welchen  sie  hervorge- 
gangen sind;  es  ist  blos  in  Folge  der  Aenderung  des  Coordinatensystems  das  übrige  Glied  des 
Theils  der  ersten  Dimension  sammt  dem  constanten  Gliede  verschwunden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  setzen  es  ausser  allen  Zweifel,  dass  jede  ebene  Curve 
der  zweiten  Ordnung  sich  immer  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  vordem 
in  (10.  c.)  oder  (10.  d.}  oder  (10.  e.}  enthaltenen  Formen  darstellen  lässt,  wenn 
die  Curve  ursprünglich  durch  eine  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben 
war,  und  von  einer  der  hintern  Formen,  wenn  die  Curve  ursprünglich  in  senk- 
rechten Coordinaten  gegeben  war.  Uebrigens  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass 
die  vor  (10.  c.)  und  vor  (10.  d.)  stehenden  Gleichungen,  aus  welchen  die  Coordinaten  | ,  ^ 
oder  97 ,  rf  des  Punctes  0  bestimmt  worden  smd,  sämmtlich  in  Bezug  auf  diese  Coordinaten 
nur  vom  ersten  Grade  sind,  und  also  nur  ein  einziger  Werth  ftkr  jede  derselben  erbalten  wird, 
wenn  die  CoeflFizienten  der  Gleichungen  (10.  a.}  bestimmt  gegebene  Grössen  sind;  es  giebt 
daher  nur  einen  einzigen  Punct  0,  an  welchem  die  Gleichungen  (10.  a.}  in  eine  der  Formen 
(10.  c.  bis  e.)  übergehen. 

184}  Die  Gleichungen  (10.  c.}  und  die  (10.  d.  oder  e.)  bergen  wesenflich  von  einander 
verselitedene  Gestalten  in  sich,  wie  die  nachstehenden  Betrachtungen  an  den  Tag  legen.  Glei- 
chungen von  einer  der  in  (10.  c.}  befindlichen  Formen  ändern  sich  nicht,  wenn  in  ihnen  gleich- 
zeilig  —  X«  und  — x^  für  x«  und  x«  oder  — u,  und  — u^  für  u«  und  u^  gesetzt  werden,  und 
geben  hierdurch  zu  eriiennen,  dass  jedem  Puncte,  dessen  Coordinaten  eine  dieser  Gleichungen 
befriedigen,  und  der  eben  dadurch  ein  Punct  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellten 
Curve  wird,  ein  zweiter  entspricht,  dessen  Coordinaten  denen  des  ersten  Punctes  an  Grösse 
gleich,  ihrem  Vorzeichen  nach  aber  gerade  entgegengesetzt  sind:  je  zwei  solcher  Puncte  He- 
gen daher  in  einer  durch  den  Pund  0  gehenden  Geraden  und  stehen  zu  beiden  Seiten  in  die«^ 
3er  Geraden  von  dem  Puncte  0  gleichweit  A,  Es  verhält  sich  der  Pnnct  0  zu  je  zwd  sol- 
chen Puncten  der  ebenen  Gun^e  zweiter  Ordnung,  die  in  einer  durch  ihn  gelegten  Geraden 
md  gleichweä  von  ihm  abliegen,  gerade  so,  wie  der  Mittelpanct  einer  Kreislinie  zu  den  zwei 
Bndpuncten  eines  ihrer  Durchmesser,  wesshalb  man  auch  den  Punct  0  den  Mittelpunct  der 
durch  eine  der  Gleichungen  (10.  c}  dargestellten  Curve  zweiter  Onfaiong  zu  nennen  pflegt 
Ss  haben  mithin  alle  ebene  Curven  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  auf 
e^ine  der  in  (10.  c.}  stehenden  Formen  bringen  lässt,  einen  Mittelpunct  Dagegen 
kbst  sich  zeigen,  dass  ebene  Curven  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  auf  • 
eine  der  in  (10.  d.)  oder  (10.  e.)  enthaltenen  Formen  bringen  lässt,  keinen  Mit-^ 
4elpunct  haben.  In  der  That  da  sich,  wo  Gleichungen  von  einer  dieser  letztem  Formen  ent- 
stehen,  wie  wir  gesellen  haben,  kein  Punct  0  auffinden  lässl,  welcher  machle,  dass  der  Thefl 
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der  ersten  Dimension  ans  der  Gleichong  ganz  und  gar  verschwindet,  dieser  neil  aber  entge- 
gengesetzte Werthe  annimmt,  wenn  man  den  beiden  Coordinaten  zogleich  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen bei  gleicher  Grösse  giebt,  and  desswegen  die  letztern  Coordinaten  die  Gleichong  nicht 
befriedigen  können,  wenn  die  erstem  es  thun,  es  sei  denn,  dass  /,  /  oder  ^,  ^  null  wären, 
wo  dann  aber  jene  Gleichungen  sich  auf 

x;*  =  0  ,    x;  =  0    oder    u;*=0  ,    uj=0 

zurückzögen,  und  dann  keine  Curve  in  sich  trügen:  so  zeigt  diess  an,  dass  solche  ebene  Cur- 
ven  zweiter  Ordnung  keinen  Punct  in  ihrem  Innern  aufzuweisen  haben,  um  den  sich  alle  ihre 
Puncto  paarweise  in  gleichen  Entfernungen  von  ihm  auf  Geraden  liegend,  die  durch  ihn  hin- 
durch gehen,  lagern,  dass  sonach  solche  ebene  Curven  keinen  Mittelpunct  haben. 

Ausser  der  so  eben  angezeigten  Verschiedenheit  der  durch  die  Gleichungen  (10.  c.}  und 
durch  die  (10.  d.)  oder  (10.  e.}  dargestellten  Gestalten  lässt  sich  noch  eine  zweite  aufzeigen, 
die  wir  jetzt  besprechen  werden.  Das  Vorhandensein  eines  Mittelpunctes  in  ebenen  Curven  der 
zweiten  Ordnung  oder  dessen  Nichtvorhandensein  hängt  nämlich  lediglich  davon  ab,  ob  die  Glei- 
chung dieser  Curve  sich  so  umgestalten  lässt,  dass  aus  ihr  der  Theil  der  ersten  Dimension 
verschwindet,   oder  ob  nicht;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dimension,  auch  wenn  er  das 
Glied,  welches  das  Product  der  beiden  Coordinaten  zum  Factor  hat,  noch  in  sich  trägt,   stets 
der  gleiche  bleibt,  wenn  man  — x«,  — x^  für  x, ,  x^  oder  — u«,  — u«  für  u«,  u^  setzt,  so 
zeigt  er  da,  wo  neben  ihm  kein  Theil  der  ersten  Dimension  in  einer  Gleichung  voriLommt,  im- 
mer das  Dasein  eines  Mittelpunctes  an,  der  in  der  Coordinatenspitze  liegt,  so  wie  umgekehrt 
die  Unmöglichkeit  zu  einer  Gleichung  ohne  einen  Theil  der  ersten  Dimension  zu  gelangen,  das 
Nichtvorhandensein  eines  Mittelpunctes  in  der  Curve  zu  erkennen  giebt  —    Die  Gleichungen 
von  einer  der  in  (10.  c.}  stehenden  engem  Formen  ändern  sich  aber  auch  dann  nicht,  wenn 
das  Vorzeichen  von  blos  einer  der  beiden  Coordinaten  x« ,  x«  oder  u« ,  u^  umgekehrt  wird, 
woraus  folgt,  dass  jedem  Puncto  der  durch  eine  solche  deidmng  dargestellten  Curve  noch  die 
zwei  andern  entsprechen,  welche  mit  jenem  eine  seiner  Coordinaten  gemein  haben,  bei  denen 
jedoch  die  zweite  Coordinate  der  zweiten  Coordinate  von  jenem  an  Grösse  zwar  gleich,  dem 
Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist    Weil  nun  Puncto  eines  ebenen  Systems,  die  eine 
schiefe  auf  die  eine  Grundaxe  sidi  beziehende  Coordinate  mit  einander  gemein  baben,  in  einmr 
Geraden  liegen,  die  mit  der  andern  Grandaxe  parallel  läuft,  und  solche,  die  eine  an  Grösse 
gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzte,  auf  eine  der  Gnuidaxen  sich  beziehende 
schiefe  Coordinate  besitzen,  in  Geraden  liegen,  die  mit  der  andern  Grundaxe  parallel  laufen 
und  zu  beiden  Seiten  von  dieser  Axe  gleich  weit  abstehen,  so  bestehen  die  durch  Gleichungen, 
wie  die  erste  in  (10.  c.}  enthaltene  ist,  dargestellten  Curven  aus  Puncten,  die  paarweise  in 
einer  mit  einer  der  Grundaxe  parallelen  Geraden  liegen  und  zu  beiden  Seiten  gleicliweU  von 
der  andern  Grandaxe  abstehen.   Weil  femer  Puncto  eines  ebmen  Systems,  die  eine  senkrechte 
auf  die  eine  Grandaxe  sich  beziehende  Coordinate  mit  einander  gemein  haben,  in  einer  mit  der 
auf  dieser  Grandaxe  senkrechten  Polaraxe  parallelen  Geraden  liegen,  und  solche,  die  eine  an 
Grösse  gleiche,  dem  Voneichen  nach  aber  entgegengesetzte,  auf  eine  der  Grandaxen  sich  be- 
ziehende senkrechte  Coordinate  besitzen,  in  Geraden  liegen,  die  mit  der  auf  dieser  Grandaxe 
senkrechten  Polaraxe  parallel  laufen  und  zu  beiden  Seiten  von  dieser  Polaraxef  gleich  weit  ab- 
stehen, so  bestehen  die  durch  Gleichungen,  wie  die  zweite  in  (10.  c)  enthaltene  ist,  darge- 
statten  Curven  ans  Pancteii,  die  paarweise  in  Geraden  liegen,  welche  mit  der  einen  Polaraxe 
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parallel  laufen  und  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  Ton  der  andern  Polaraxe  abstehen.  Dieses 
Veiiialten  der  Punctepaare  zu  den  Grund-  oder  Polaraxen  des  ebenen  Systems  ist  dem  gleich, 
welches  die  in  parallelen  Geraden  liegenden  Puncte  einer  Kreislinie  gegen  den  auf  diesen  Ge- 
raden senkrecht  stehenden  Durchmesser  beobachten,  nur  dass  hier  die  Geraden,  in  welchen  die 
Punctepaare  liegen,  nicht  senkrecht  auf  den  Grund-  oder  Polaraxen  stehen,  von  denen  die 
Punctepaare  gleich  weit  abstehen,  sondern  mit  der  andern  Grund-  oder  Polaraxe  parallel  laufen. 
Nennt  man  die  Gerade,  welche  von  einem  Puncte  einer  Curve  bis  zu  einem  andern  läuft,  eine 
Sehne  dieser  Curve,  so  kann  man  die  bisher  besproehene  Eigenschaft  der  Curven  zweiter  Ord- 
liung  kurz  so  aussprechen:  Jede  Grundaxe  halbirt  alle  mit  der  andern  Grundaxe  parallelen 
Sehneft  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  erste  Gleichung  (^10.  c.)  dargestellt 
wird,  und  jede  Polaraxe  halbirt  alle  mit  der  andern  Polaraxe  parallelen  Sehnen  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  zweite  Gleichung  (10.  c.}  dargestellt  wird.  Solche  Hal- 
birungslinien  für  alle  parallelen  Sehnen  einer  ebenen  Curve  zweiter  Ordnung  pflegt  man 
Durphmesser  der  Curve  in  Bezug  auf  dies«  Sehnen  9u  nennen,  und  um  die  Durch- 
messer, welche  in  Grundaxen  liegen,  von  denen  unterscheidea  zu  können,  welche  in  Polaraxen 
liegen,  sollen  erstere  den  Namen  Grunddurcbmesser,  letztere  den  Namen  Polardurch- 
messer  erhalten.  Da  bei  Gleichungen  von  der  Form  der  ersten  in  (10.  cJ)  enthaltenen  jede 
Grundaxe  ein  Durchmesser  für  die  mit  der  andern  Grundaxe  parallelen  Sehnen,  ist,  und  da  bei 
Gleichungen  von  der  Form  der  zweiten  in  (10. ;  c.)  enthaltenen  jede  Polaraxe  ein  Durchme^s^ 
fii^  die  mit  der  andern  Polaraxe  parallelen  Sehnen  ist,  so  werden  wir  diese  beiden  Grundaxen 
oder  diese  beiden  Polaraxi^  durch  welche  jedesmal  gleichzeitig  zwei  Durchmesser  zugleich  mit 
den  zu  ihnen  gehörigen  Sehnenrichtungen  gegeben  werden,  verbundene  oder  conjugirte 
Durchmesser  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellten  ebenen  Curve  zweiter  Ordnung 
nennen. 

In  Curven  der  zweiten  Ordnung,  welche  einen  Mittelpunct  haben,  theilt  dieser  jeden  von 
zwei  conjugirlen  Durchmessern  in  zwei  gleiche  Theile,  die  wir  conjugirte  Halbmesser 
nennen  werden,  und  diese  Halbmesser  sollen  zur  bessern  Unterscheidung  Grundhai bmesser 
oder  Polarhalbmesser  heissen,  je  nachdem  sie  aus  Grunddurchmessem  oder  Polardurchmes- 
sem  hervorgegangen  sind.  Da  bei  einer  Gleichung  von  der  vordem  Form  (10.  c.}  der  Durch- 
messer in  der  Grundaxe  liegt  und  desshalb  ein  Grunddurchmesser  ist,  so  findet  man  die  seinen 
Endpuncten  entsprechenden  Coordinaten  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man  die  auf  die  andere 
Grundaxe  sich  beziehende  Coordinate  null  sein  lässt  Man  erhält  daher  als  Quadrate  dieser 
Coordinaten  die  Ausdrücke 

^    und    ei, 
a  a 

wenn  man  unter  ^i  das  constante  Glied  der  Gleichung  (10.  c.}  versteht  Diese  Quadrate  wer- 
den negative  Zahlen,  wenn  a  oder  a'  und  |Ui  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben ;  dann  nehmen 
.  die  Coordinaten  imaginäre  Formen  an  und  entsprechen  unmöglichen  Puncten  der  Curve.  Gleich- 
wohl pflegt  man  diese  Coordinaten  auch  in  einem  solchen  Falle  noch  Halbmesser  zu  nennen, 
die  nun  freilich  Mos  eingebildete  sind.  Hat  man  eine  Gleichung  von  der  hintern  Form  (10.  c.} 

und  schreibt  man  sie,  i^+t  +  ^^^J'i  setzend,  so: 

«u^  +  S'u'^rr:!/,, 
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80  kmm  mm  ihr  die  andere  Form 

3S'J  +  *'6;'J.  =  v.    oder    5 6' (x)' +  5' Si' (xT = ^ 

geben,  wenn  man  unter  (x) ,  (x")  die  auf  die  Polaraxen  A  £ ,  A  3E'  bezogenen  schiefen  Coordi- 
naten  von  demselben  Puncte  der  Curve  versteht,  welcher  an  den  Grundaxen  die  senkrechten 
u ,  u'  liefert,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (pl.  b.}  zur  Folge,  wenn  man 
in  Gemässheit  des  ebenen  Systems  63'=  1  sein  lässt.  Da  nun  diese  Gleichung  jetzt  wie  die 
vordere  (10.  c.}  schiefe  Coordinaten  enthält,  die  sich  jedoch  auf  die  Polaraxen  beziehen,  wie 
die  vorigen  auf  die  Grundaxen,  so  findet  man  aus  ihr  die  Quadrate  der  Polarhalbmesser  ganz 
eben  so,  wie  aus  der  vorigen  die  der  Grundhalbmesser;  diese  Quadrate  werden  nämlich 

^'      und       ^' 


56'   —  «-g;« 

Eine  Gleichung  von  einer  der  in  (10.  d.)  enthaltenen  Formen  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
blos  — Xo  Tür  Xo  oder  Mos  •— Uo  fllr  Uo  setzt,  sie  ändert  sich  aber,  vorausgesetzt,  dass  nicht 
yrrrO  oder  g=rO  ist,  (in  welchem  Falle  die  Gleichung  jedoch  nur  noch  Gerade  in  sich  trüge}, 
wenn  man  — x«  fUr  x«  oder  — u«  fttr  u«  setzt;  es  entspricht  daher  jedem  Puncto  der  durch 
eine  solche  Gleichung  dargestellten  ebenen  Curve  ein  zweiter,  der  mit  dem  ersten  eineriei  Werth 
von  Xo  oder  u«  besitzt,  dessen  x«  oder  u«  hingegen  dem  des  ersten  Punctes  an  Grösse  zwar 
gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist,  während  es  im  Aligemeinen  keinen 
zweiten  Punct  giebt,  der  mit  dem  ersten  einerlei  VTerth  von  x«  oder  u«  hätte  und  dessen  x« 
oder  ü»  dem  des  ersten  an  Grösse  gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  wäre. 
Diesemnach  ist  bei  einer  durch  die  erste  Gleichung  (10.  d.}  dargestellten  ebenen  Curve  zweiter 
Ordnung  die  Grundaxe  AX  Durchmesser  für  alle  Sehnen,  die  mit  der  andern  Grundaxe  AX 
parallel  laufen,  und  bei  einer  durch  die  zweite  Gleichung  (10.  d.}  dargestellten  ebenen  Curve 
zweiter  Ordnung  ist  die  Polaraxe  A  £  Durchmesser  für  alle  Sehnen,  die  mit  der  andern  Polar- 
axe  A  £'  parallel  laufen ;  aber  es  ist  weder  bei  jenen  die  Grundaxe  A  X'  Durchmesser  Tür  Seh- 
nen, die  mit  der  Grundaxe  AX  parallel  laufen,  noch  bei  diesen  die  Polaraxe  Af  Durchmesser 
für  Sehnen,  die  mit  der  Polaraxe  AX  parallel  laufen.  Bei  solchen  ebenen  Curven  zweiter  Ord- 
nung geben  also  weder  die  Grundaxen  noch  die  Polaraxen  Richtungen  her,  von  denen  jede 
ein  Durchmesser  für  Sehnen  wird,  die  mit  der  andern  parallel  laufen,  sondern  es  kann  von 
beiden  nur  die  eine  als  Durchmesser  für  Sehnen,  die  mit  der  andern  parallel  laufen,  genommen 
werden,  und  die,  von  welcher  diess  gilt,  muss  einzeln  ins  Auge  gefasst  werden,  wesswegen 
solche  Durchmesser  einzelne  oder  isolirte  heissen.  Ebene  Curven  zweiter  Ordnung, 
welche  zu  einer  Gleichung,  wie  die  (10.  d}  sind,  führen,  haben  sonach  blos  isolirte  Durch- 
messer, die  in  der  Axe  A  X  oder  A  3E  liegen,  fUr  Sehnen,  die  mit  der  Axe  A  X'  oder  A  X'  pa- 
rallel laufen,  und  die  gleiche  Eigenschaft  kommt  auch  in  den  durch  die  Gleichungen  (10.  e.} 
dargestellten  vor,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Axen  AX  und  AX'  oder  die  AI 
und  AX'  mit  einander  vertauscht  werden  müssen. 

185}  Als  wnr  von  Nr.  179.  bis  Nr.  183.  untersuchten,  wie  sich  ein  CoordinatensysleM  an- 
geben lässt,  an  welchem  jede  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  eine  Gleichung  liefert,  die  in 
einer  der  in  (10.  c  bis  e.}  angezeigten  Formen  auftritt,  konnten  wir  fast  immer  der  einen 
Axe  des  gesuchten  Goordinatensystems  zum  Voraus  eine  völlig  bestimmte  Richtung  anweisen, 
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md  dieser  Umstand  deutet  darauf  hin,  daaa  es  unzäldig  viele  Coordinatensysteme  gicM,  an  wi- 
chen die  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  eine  Gleichung  von  einer  jener  Pormeh  liefert  Wir 
werden  in  den  folgenden  Nununem  die  Beziehungen  aufsuchen,  in  welchen  die  verschiedenen 
Coordinatensysteme  zu  einander  stehen,  an  denen  dieselbe  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  im- 
mer eine  Gleichung  von  einer  jener  Formen  liefert,  wobei  wir  zum  Yoraus  bemerken  wollen, 
dass  die  Curve,  welche  zu  einer  Gleichung  von  einer  der  in  (10.  c.}  stehenden  Formen  führt, 
nie  eine  der  in  (10.  d.  oder  e.}  vorhandenen  Formen  liefern  kan^,  und  umgekehrt,  da,  wie 
wir  gesehen  haben,  diese  beiderlei  Formen  Curven  in  sich  enthalten,  deren  Gestalten  wesent* 
lieb  von^  einander  verschieden  sind.  Aus  diesem.  Grunde  theilen  wir  die  in  den  nöchsten  Num- 
mern vorkommende  Untersuchung  in  zwei  Theile  ab,  von  denen  der  erste  solche  Curven  in^ 
sich  aufnimmt,  deren  Gleichung  auf  eine  der  in  (10.  c.}  angegebenen  Formen  zurückführbar 
ist,  wiUirend  der.  andere  Theil  nur  solche  Curven  betrachtet,  deren  Gleichung  auf  eine,  der  in 
(10.  d.  oder  e.}  angegebenen  Formen  gebracht  werden  kann.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dafss 
die  Curve  schon  durch  eine , Gleichung  von  einer  dieser  Formen  an  einem  besti^inmten,  auf  die 
oben  beschriebene  Weise  aufgesuchten  Coordinatensysteme  gegeben  sei,  das  wir  während  dieseir 
Untersuchung  als  das  ursprünglich  vQrhandene  ansehen  werden.  Die  Axen  dieses  Coordinaten- 
systems  wollen  wir  durch  A  X ,  A  X',  so  wie  die  Coordinaten  der  Curvenpuncte  an  ihnen  durch 
X,  x'  oder  u,  u'  vorstellen,  wesshalb  wir  jetzt  den  Gleichungen  (10.  c.^  die  Gestalt 

tf  X»  +  «'x"  z=:it  oder  *  n'  +  3'u'* =v  ,  (tl.  «.) 
denen  flO.  d.*)  die 

tt'x'*+2rx  =  0  oder  ^n"+2Cu  =  0  .  Cit.  M 
nnd  denen  fiO.  e.}  die 

«x»  +  2/x'=0  oder    Su'-i-2^u'=:0                                         (ti.  •.) 

■  .  «  * 

geben  werden,  in  denen  noch  immer  aDe  Coeftizienten  beliebige  endliche  und  reelle,  positive 
oder  negative  Zahlen  vorstellen,  die  zum  Theil  iauch  null  sein  können. 

Die  Gleichungen  (11.  a.}  stellen,  je  nachdem  ihre  Coeffizienten  positive  oder  negative 
Zahlen  oder  auch  null  sind,  sehr  verschiedene  Gebilde  dar.  Ist  in  ihnen  fi  oder  v  null,  und 
sind  a  und  a'  oder  S  und  y  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen,  so, werden  sie  nicht  anders  be- 

■ 

friedigt,  als  wenn  x=:0  und  zugleich  x'=0  oder  wenn  u=0  und  zugleich  u'=0  ist,  und 
stellen  mithin  blos  einen  Funct  dar,  der  mit  der  Coordinatenspitze  zusammenfiillt;  haben  aber, 
während  f(=:0  oder  )/  =  0  ist,  a  und  a'  oder  S  und  F  ZaUenwerthe  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen,  so  lassen  sich  jene  Gleichungen  auf  die  Form 

(px  +  j)V)(px-))'xO=0    oder    (pu  +  pV)(pu-pV)  =  0 

hringen,  in  wekhen  p  und  p'  oder  p  und  p'  reelle  und  endliche  Zahlen  bjedeulen  ^3,  und  dana 


*)    Mut  flieht  dieu  aogleich  ein,  weim  man  erwigl,  d«M  die  Gleicbun^d  (11.  a.)  da,  wo.«  und  «^  oder 
d  und  ^  Zahlenwerthe- mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  in  sich  tragen,  auf  die  andere  Form 

3i«-^Pi'»«^    eder    u'^-gV»«^ 

sich  bringen  las^n,  wob^  f  und  g  veelle,  poiritive  oder  negatire  Grössen  vorzustellen  haben,  und  daaa 
diesti  sogleich  in  die  andere  Form 

(xH»fiO(x-f«)  =  J    oder    (tt+guKu-gu-)«^  J 

■ich  Obertragen  iMtea. 
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st^t  die  erste  Gleichung  nach  den  im  dritten  Abscluulte  (Nr«  123«)  gegebenen  ErörtenmgeD 
einen  Verein  der  bdden  durch  die  Gleichungen 

^>x  +  ^)V=0    und    !|px  — ^>'x=0, 

und  die  zweite  Gleichung  einen  Verein  der  beiden  durch  die  Gleichungen 

pu  +  p'u'=0    und    pu  —  pV=0 

gegebenen  Gebilde  dar,  von  denen  jedes  eine  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch'  gehende 
Gerade  ist;  wäre  endlich,  während  fi=zO  oder  i/=0  ist,  auch  noch  einer  der  CoeSizienten  a 
und  a'  oder  8  und  y  null,  (und  beide  zugleich  können  nicht  null  werden,  ohne  dass  die  Glei- 
chung  aufhört,  einen  Ausdrudk  des  zweiten  Grades  in  sich  zu  tragen},  so  gienge  die  erste 
Gleichung  (H.  a.)  über  in  x*=:0  oder  x^=0,  die  zweite  in  u*=0  oder  u''=0,  welche 
x=0  oder  j!=:0  und  u=:0  oder  u'=0  nach  sich  ziehen,  woraus  folgt,  dass  das  Gebilde 
jetzt  nur  noch  eine  der  Grundaxen  oder  eine  der  Polaraxen  vorstellt  Sind  hingegen  die  Coef- 
fizienten  fi  oder  v  nicht  null,  ist  aber  einer  der  CoeiHzienten  a  und  af  oder  einer  der  S  und 
S'  null,  so  kann  man  die  erste  der  <jleichungen  (11.  a.}  auf  eine  der  Formen 

x*=^    oder    x"=^ 
a  a 

und  die  zweite  jener  Gleichungen  auf  eine  der  Formen 

tf  =  5    oder    u"  =:  ^, 
0  o 

bringen,  und  diese  Gleichungen  werden  durch  keinen  reellen  Werth  der  in  ihnen  auftretenden 

U  U  V  V 

Coordinaten  befriedigt,  wenn  -  oder  ^  oder  ^  oder  -^  negative  Zahlen  sind;  in  diesem  Falte 

wird  durch  sie  gar  nichts  vorgestellt;  sind  aber  die  eben  angezeigten  Quotienten  positive  Zah- 
len, so  lassen  sie  sich  auf  die  Form 

(x  +  f3(x— 0  =  0    oder    (x'+g)(x'-g)=0 
und 

(u+oC"-D=o  o<J«  C'''+83C«'-fl)=o 

bringen,  in  welchen  f  und  g  oder  f  und  g  reelle  Zahlen  bedeuten,  von  welchen  Gleichungen 
jede  einen  Verein  von  zwei  mit  einer  der  Grundaxen  oder  der  Polaraxen  parallelen  Geraden 
vorstellt,  die  zu  beiden  Seiten  von  der  Axe,  mit  welcher  sie  parallel  laufen,  gleich  weit  abste- 
hen. Man  kann  alle  diese  besondern  Formen,  da  sie  keine  Gebilde  in  sich  aufnehmen,  welche 
noch  weiter  erkannt  zu  werden  brauchen,  von  den  späteren  Untersuchungen  ausschliessen,  und 
demzufolge  annehmen,  dass  keiner  der  Coeiizienten  a  ^  c^y  ia  oder  ^ ,  ^,  v  in  den  Gleichungen 
(11.  a.)  null  sei  Thut  man  diess  und  kommt  man  noch  darin  überein,  diese  Gleichungen  stets 
so  zu  schreiben,  dass  fi  oder  v  eine  positive  Zahl  wird,  was  man  immer  in  seiner  Gewalt  hat, 
so  können,  wenn  jene  Gleichungen  eme  reelle  Form  besitzen,  die  beiden  Coeffizienten  et  und  a' 
oder  S  und  Si  nur  entweder  positive  Zahlen  sein,  oder  es  kann  der  eine  eine  positive  und  der 
andern  eine  negative  Zahl  sein.    Sind  beide  Coeflizienten  positive  Zahlen,  so  liegen  aDe  auf 

die  Axe  AX  sich  beziehenden  Coordinatenwerthe  der  Curvenpuncte  zwischen  -^y^  und 
—  1/ .ff ,  so  wie  die  auf  Axe  A  X'  sich  beziehenden  zwischen  +  f   ^  und  —  k   -  ,    wenn 


$.  1«.  Nr.  185. 
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<lie  CuFve  dürdi  iRe  erste  Gl^iefaung  (it;  r.):  ^eg\Mn  isi  yttni'isV^kf  Gurv«  Üutthcte  eweite 
Gleichung  (H.  aj^gpegeben,  so  Ifegeil  alle  auf'  dife  Axe  'ÄX'  sich  faeziehendert  CootiHtiaten- 

werthe  der  Curvenponcte  zwiachen  +,  |/ ^,  und — |r    5'  *^  ^®  *®  ^'^^  ^'®  -^^  -^^  ^'^'^ 

beziehenden  zwischen  -f- 1/ ^  und  —  y   ^;  die  Ciirvenpuncte  enlfernän  i^ch  Irnlthiri  ih  die^' 

sem  Falle  von  keiner  Axe  und  nach  keiner  Seite  derselben  hin,  über  eine  gewisse  Weitj^  fn4 
reihen  sich  zu  einer  ringsum  begrenzten  Curve^an  ehumder  die  jofiaii  £llipse  nennt  Ist  hin- 
gegen der  eine  von  jenen  Coeflicienten  eine  positive  ,der  andere  ^ine  negative  Zal^l^^s.p  wir^ 
der  Entfernung  der  Curvenpuncte  von  keiner  Axe  und  auf  keiner  ihrer  Seiten  eine  Schranke 
gesetzt,  die  Puncte  reihen  sich  zu  einer  Curve  an  lefinauäer;  die  in  Bezug  auf  jede  Axe  \ier 
in^  Unendliche  fortlaufende  Zweige  hat,  und  die  mafi  Hyperbel  zu  nennen  pflegt.  Wir  haben 
oben  aus  der  allgemeinsten  Gleichung  des  zweiten  Grades,'  welche  in  ^3.  a.  oder  b,}  sp-.wjus 
in  (5.  b.)  aufgestellt  worden  ist,  die  in  (6.  4},  (7.  d;)^,  (8.  4*)  wd  (9.  dj  stehenden  For- 
men abgeleitet,  und  diese  gehören,  vorausgesetzt,  dass  nicht  cca  —  ß^==:0  oder  SS' — €*::i=0 
ist,  offenbar  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  an,  ja  nachdem  aa' — /9^  tder  SS' — e^  eine  positive 
e4cr  negative  Zahl  ist  Mittelst  dieses  Ktmaeictims  Ijisst  sieh  bei"|6d)ar  Gleicbung  zweiten 
Grades  mit  zwei  VeMndeiliohen  sogleich  entscheidea  ob  aie  eine  Ellipse. i oder  »liypeiM  dODn 

stellt  *•"•-      >•'  .  j       .     -.    II-  \  .    .  :'    11    .  •.    '> 
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In  den  Gleichungen  j[H.  bj  kann  nie  u'  oder,  5'  null  siein,  oiine  dass  die  Gleichung  auf- 
hört einen  Ausdruck  des  zweiten  Gradeis  in  steh  aufzunebnieh , '  und  waf e  y  oder  ^  null , '  so 
4r«rde  6»  zu  x'rzsO  odi^r  «'~0  Rlteen;  »d  Mos  difeAijW' AX^iotiöt  A««itar4lilfe^^  Ab- 
gcssiehen  von'  diesen  besondem  Formen',  die  keiri^  weiterb  VhtbrmdlAag  v^f langen,'  katbi'  liish 
annehmen,  dass  keiner  Ton  den  Coefficieifkeri'tt%  j^  öd^  S^p^'>n^  sei',  und  noch  'ttberdi^sii 
^oraüi^set^en^,  dass  V  ^er  ^  (^ne  positive/^  Z'iAitjS^iViivt^^Uibiii  die^CiyiolluB^'iJo  M''s<!^eibeif 
Mels  in  seiner  Gewalt' hat;  dann  sind  nur  die/zwei  lllllä  ttbrig^  wo  ^^^oiter^  ä^iwlMier  eine 
pösitlvel'o^ef'ethe  negtetrv«?  Zähl  ist.'  Da  ab^^denr  <Ane 'dles^r-ämrei  Wll0  «ai^' d4iA  liiiderfa  faeir^ 
iorgeht^  iVeAh  man — bi  flir  x  x)d0r  — n  fu*  u  -Mzt','  d.-:h:V'W6tnt^  Man  M  entgegengeselzia 
Richtung  von  der  AX  oder  AX  als  neue  Axo 'A-X>  oder- A- 3?' 'ausist,  so  fo)^,  dass  diese 
zwei  Fällö  nicht  Curven  von  versckiedefief  Gestalt  in  «iiSli  tf eigen, f' sondern  n^  «ivie  abgeän« 
derte  Beziehnng  derselben  Curve  zu'  einer  der  Axen  aussptächeni'''^  ^reiben  sich  die  durch 
eine  der  Gleichungen  (11.  b.}'  g^egebenen  Punete  imMer  zu  emter  Curv^  an  einander,  w^lbhe 
in  der  Richtui^  der  A^  AX  oder  A3c'  zwei  von  der  Coordinateppitz^  auslaufende  Zweige  gg^ 
bildet,  die  nach  dieser  einen  Soite  hin  ins  Unendliche  fortlaufen/  In  der  Richtung  de^  Ax^ 
AX'  oder  A3E'  bildet  diese  Curve,  Reiche  Parabel  genannt  wird,  nur  einen  Zweig,' dein  abpf 
weder  nach  der  einen,  noch  nach  der  andern  Seile  hin  Schranken ' gesetzt  sind.  Da  zum  Vor- 
handensein der  Parabel  erforderlich  ist,  dass  einer  der  Coefficienten  a  und  a  oder  S  und  S'  C^ 
aus  den  Gleichungen  (11.  b.}  verschwindet,  'diess  aber,  wie  au3,  4^n  Gleicbung€;n  (6.. .4}» 
(7.  d.),  (8.  d.),  (9.  d.)  ersichtlich  ist,  nur.  dann  geschieht,  wenn  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung (5.  b.)  oder  (3.  a.  oder  b.)  zwischen  den  Coefficienten  (12.  a.)  « ,  «',  ^  oder  S  j  S\  e 
Ihres  TherTs  der  zweiten  Dimension  «e  ReWtioh  i^^'^^^=iÖ;oi«er'#^— «^triOi'iitatl  hat,^M 
gieW  *es6  das  aHgem'einste  Kennzelcheni^^dör^Pafabel  her.     :•-  r"  -  i='-  ('^  -^-O  r' -c   - 

L  51 


T.li 


(.!>  .r«^" 


\ 


'  •  /  WiB  mm  im  UtttöMid,r'Obi<eiii  Coaffißi^nl  ^S;  {«)|5^i¥«.,0<t»r:  da.,mpiäyi^  Zfihl  gddaclit 
wd>  schon  diurdi  die  äu^s^re  Fdi^.der  61c^ici)^nge^  zjm  yj^t^en  g^ep»  s<^  sclpieibt  miui  die 
Gleichung  der  Ellipse  so :  ^  ^ 

(«.»•)         '  a'x*+«V*=|M*    oder"      ä^u*+'yV*  =  vS   ' 

die  d^r  Hyperbel  kann  man  so  schreiben ; ,         .         i  .     '  ^ 

et«,  b.)  «'x'  — a'V»=^'    oder        ff« u' -  «'u''=  v', 

im*  auch: 
(tt.  c)  -    —  «*x*4-rf»x"=|ii»    oder    -;a»u»  +  «"u7'a=:ir'., 

die  der  Parabel  kann  geschrieben  werden: 

■   •     .    '         .         '  .   ^  j .  •    '    ■  .    . 


•    '    /. 


(it.  d.)     .  <^V»  +  2  A  =:; 0  .  oder,   d'u *  +  2.^^=  Q 

und 

(i*.  e.)  tfV-2yV=0    oder    3'V»-2^u=:Ö, 

^fö  wie  auch  *  ,      •       ^  >       •.  '     , 

<!••  fO    -  rfx'  +  2/V=:0    oder    dTu?^+25'?tfr=:0'  . 

(M^ffO  ,       ,«V— 2/V=0  ,.oder    ^u'  — 2bu'= 

in  welchen  Se  Buchstaben  ^,  €c'y  y^  y  nml  /u  o^rsS,  S\Cr  T  ^bd  ulautei^.  beliebige  eiiA-* 
Kche  «nd  reelle  Zahlen  vorstellen,  deren  Quadrate  Ynan  euch  innner  aulr  als  {)()sitiTe  Zahlen  xa 
denken  hat,  es  mögen  jene  Zahlen  selber  positive  oder  negative  sein. 

Die  mehrem  Gleichungen  in  schiefen  Coordinaten  sowohl  als  in  senkrechten,  welche  für 
eine  Curve  desselben  Namens  hier  apgegeben. worden  sind,  kann  inan  immer  durch  eine  ein- 
zige vertreten  lassen,  wenn  man  jedesmal  die  Benennung  der  Äxen  darnach  einrichten  will. 

196)  l$i  eine  ebene  Qanre'zw;^)er  Ordnung  ^wrchieiaeGleichiMig  vpn  der^  ersten  ia  (11,  a^ 
stehenden  Form  an  den  Aseikr  AX,  AX  irgend  eioces  dasv  tauglichen,  ebenen  Systems  gege* 
bWi  wd  will  man  dieselbi».  Curve^  ai^  4ei^  ^^ßn  AY,  A¥'  einei;  rbel^ebjgen  andern  ebenen 
Systeniß  darjsteQea^  nf^eb^liea  mit  j^em  /die> Spitee  A  gemofnscbaMich  hat,. so  hat  man,  pm  au 
dfff.vfflitngten  €>l9iobung  zu  gdangen,  to  di^  gegeb^a^  fnr  xund  x'  ihre  in  den  Glniduuigea 
(4.  n.}  odw  (i;  a}  »angegeben  Werthe  w  s-^tzen,  und  es.  sind  dazii  die  zwei  vordem  Glei- 
dlmgen  (1.  a,)  an  ben^t^en,  w.enn.  ^iie  nwe  Gl^icbung  in  schiefen  Cknordinatea  «iisgedrSqk( 
^in:soU»  hingegen  die  p^fei  htetem  in  (i>:sL.')  oder  .die.  sw^i* vordem  in  (1.  c.}  gegebeaeni 
wfwn  die  ne«e  Gleiebnng  in  senkrechten  Coordinateii  hervorgehen  soll. 

^immt  man  hien^u  erstliah  die  zwei  vordem  in.(i.  a.}^ mügedieiUen  Gleichuagen^  so  er« 
hiHt  man  ab:  neue  in  schiefen  Coordbialen  «usgedrUckte  Gleichung  :• 

Cts.  M  (t£A'+€f  A'*)  f  +  C^ A?  +  a  Ar^)  y'*  +  2  (« A  A,  +  VA'  AO  y  y'r^fi , 

m  welcher  die  neu  hinzugekommenen  Grössen  die  in  Nr.  177.  angezeigte  Bedeutung  haben. 
Wählt  man  nun  die  beiden  neuen  Axenrichtungen  AY,  AY'  so,  dass 

(is.M  izaa,  +  ä'A'a;=o 

wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (13.  a.)  in : 

(M.  «0  («A'  +  a  A''3y*+CaA?  +  a  A;Oy''=,« 

und  hQt  90  wieder  die  erste  in  (11.  a.)  angegebene  Form.  Man  sieht,  dass  man,  um  der  Be«- 
dingung  (13.  b.)  zu  genügen,  im  Allgemeinen  A  und  A'  oder  Ai  und  A[  nach  Belieben  wäh- 


fw  lt.  Mr.  186.  Eben«  Onnieii  zuv^fter  ttvdbonj;.  Mt 

Im  «Mi  dum  ddck  noch  die  %w^i  Mdeiti  PftjeMioiMzähleii  ihntfii' g^rtiillsft  bestimmen  Imih  itai 
nichts  anders  htetosly  als'dls»  die  La^re  der  einen  nenen  Axc  nach  Belieben  gewihtt  wierden^ 
^ad  w.  ihr  die.  zweite  noicl^  immer  so  au%^9Ußhl,wer4^  kaoA^f  dass  die  neu»  Gjeiebung  die 
^jt^ge  Fora»  a^niumt  Man  hat  bei  dieser  Be^immw^'  der  Axenli|g^ .  im  neuen  System^ ,  aiif 
fiicbts  weiter  zu  sehen,  aU.  d^ss^öie  ifvpi  A^en  A;Y|,A.Y',,tty;bt.>in  eine  und  diqsielbe  Qer^Aß 
fallen  I  weil  sie  sonst  n^chi  eip,.  ebenem  System,  zu  .cen^Ut^ii^ei^.  yennöchten.  Da  „die  Polaraxe 
AgI'  senkrecht  auf  der  Grundaxe  AY  ate^i,  ujid  X (P)  +  A;  (F)  oder  A (r.) + A' (r/)  der  1^6- 
^inus  des  Winkels  ist,  den  die  beiden . lUehlungen  ^X^  und  A®  oder  AY  und  A^'  mit  ein-: 
apder  mach^i^,  wenn  die  hier  ayJMtex^den' Zqifh.en  ihre  in  Nr.  177.  angezeigte,  stehen^  B^«t 
deutung  behaUen,  so.  i$(  Ai (r)  + AI (r)=;q  sowohl  als  A(ri)-ihA'(rO=0,  und  eUuoüxur» 
man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  Ai  f|^d  A^  oder  A  Mnd  A'  aus  der  Bedingung 
ri3.  b.l,  so  verwandelt  sich  diese  in: 

tf  A(r)=4«:A'(r.)  .^er.   »hiin)^a'A[{r,},  ..    (iS«ik) 

indem  kein  ven  dem  gegd)enein .  walnrhitft  veissthiAdenes  neues  System  eine  der  Projections-   '^»  « 
zahlen  A»  A'  und  Ai,  A!  pull  werden  fassen  ^kiinn,  der  Bedingung  (13.  b.}  gemäss,  ;, 

Seist  man  ab^  In  die  geg«lene  GMehÜng,  um  zu  einer  neuen  in  aericrechten  Coordinaten 
zu  gelangen,  Tür  x,  x'  ihre  aus  den  zwei  vordem  Gleichungen  (1.  c.}  entnommenen  Weithe 
ein ,  so  kommt  man  zu  der  folgenden'  Gleichung :  (  J    »  * 

Und  -Wählt  taian  hier  d!e  Lagt»  'defA^sen  Axen  so,  d«ss 

■      ■'  ■    '.4j)U)  +  a'i4'}.U)=0  ■.,.'■  '  ■;    (14.*.) 

mktd,  6Q  gabt  di«  GleiclHgiO^  •-}  iU>«>'  to:  .        .  . 

und  ist  nup  von  der  zweiten  in,(]l{.  a.)  angegebenen  Form.  Um  der  Bedingung  (14.  b.)  z.u 
gfsnügeo ,  kann  man  im  Allgemeinen  eines  der  zwei  Paare .  von  Projectionszahlen  (4O »  (^)^  un^ 
{ä^ ,  (^)  nach  Gefallen, , wählen  und  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  ttedingupg  gemäss 
bestimmen,  oder  mit  andern  Worten,  man  kann  eine  der  neuen  PoiaraxenA^  und  A^'  ^aQ{i 
Belieben  nehmen  und  zu  dieser  dann  noch  die  andere  der  Bedingung  (14.  b^}  gen^Mss  aufsü- 
ßen ^  wo  dann  die  neue  Gleichung  die  Form  (14.  c«}  annimmt.  Bei  dieser  Bestimmung  der 
Polaraxen  im  neuen  Systeme  hat  man  auf  nichts  weiter  zu  sehen,  als  dass  die  zwei  Richtun- 
gen  AS)  und  AJ)'  nicht  in  eine  Gerade  fallen,  weil  sie  sonst  die  Polaraxen  eines  ebenen  Sy- 
stems vorzustellen  nicht  Vemiöehlem  -  Dd  die  Grtindaxen  A  Y  und  A  Y'  senkrecht  auf  den  Po-  (  u  . . '  • 
lampn  AW  und  A  S>.  6^hen  und  M>  <^  +  (^0  C'  oder  {jyC,  +  {Jl')C:  d^r  Kosinys .  det  Win- 
Jke}s  ist ,  den  die  zwei  Kicbtungen  A  Y  pmd  A  W  oder  A  9  und  A  Y'  mit  einander  machen ,  so 
ist  iyii)C  +  [A[)C'::=:fi  i^owohl  als  {JtjC^+iA'jCtZzOy  und  eliminirt  man  mittelst  dieser  Glei- 
chungen die  Grössen  (jii)  und  (^|)  oder  (ji)  und  (A')  aus  der  Bedingung  (14.  b.),  so  ver- 
wandelt sich  diese\in:  >        .  '  • 


f 


a{^fC':=za'{A')t    oder'«(^OC»'=c«'(^;)C.,'  ^     '  (14«  «O 
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4M  :  ,  AMlytistkoGiMnetriew  ..     AV«eb»  IV; 

Mem.  keki'von  dem;  g«g^.iimi  walvhaft  vor[3<^iedefies  nuaes  Sysiem  eine  dor  .Ptojaetioiifi«diteQ 
{ui)if  (A')  %nA  {Ax)s  [JX^  nuU« werden  lassen,  kann,  der  Bedinifung  (14:  b.}  g^äa«. 

ist)  Ist  Mngegen  eine  ebtti^  Crirve  ie^eitter  Ordnmig'  durdi  eine  €Ibichungf  von  der  zweiten 
in  (11.  a.)  stebendefn  Form  an  den  Axön  AX,  AX'  eines  dazu  geeigneten  ebenen  l^ystems 
gegeben,  und  will  man  'dieselbe  Cürve'an  den  Axen  AY,  AT'  eihes  beliebigen  aiifdem  ebenen 
Systems  darstellen j  welches  tnit*  Jenem  die  Spitze  A  gemeinschafflii^  bat,'' so  hat  man,  um  zu 
der  verlangten  Gleichung  zu  gelar^en,  in  die  gegebene  für  u,  u'  ihre  hi  den  Gleichungen  (1.  b.^ 
oder  ri.  c.)  angegebenen  Werthe  zu  setzen,  und  es  sind  dazu  die  zwei  vordem  Gleichungen 
(iJb.J  zu  benutzen,  wenn  die  neue  Gleichung  rh  Schiefen  Coördinaten  ausgeAücIcf' werden  soll, 
hingegfän  die  zWei  hinfern  in  (1.  b.)  oder  in  fl.  c.)  siehenden,  wenh  dJe  neue  Gteichung  in 
setdorechten  Coordftiaten '  aufgefunden  werden  soll.  *  * 

Nimmt  man  hierzu  erstlich  die  zwei  vordem  in  (1.  b!}  angezeigten  Gleichungen,  so  erhält 
•    >  '   '  t    man  als  neue  in  schiefen  X3o6rdinaten  ausgedrttdrte  Gleictiung:      ^    '  ^ 

(M.  ••)  -.  ;  (ac^+3:c'Oy'+(*cr+d'c;oy''+2(5Gc,rf5'C'.c;)yyÄi»,,  . 

welche  aus  der  (18.  a.)' durch  -¥ertauschung  von  rt ,  a'i  Jh  mit  'ff ^  y,  vurtd  voft  A,  A'  und 
Ai »  A;  mit  C,  C.  isM  Ci »  c;  .hervorgeht.    WiUl  «Mit  im  Jkulsp  nftufm  Axenncbtqngian  A  Y 
und  AY'  so,  dass       •      .'  . 
(«•*•)  5CC,  +  3'C'C;=0      ,.  ,  .  ./.. 

wird,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (15.  a.)  in: 

€!*•••>  .(«c»+yc'Oy'  +  (^C?+*'c;oy'*=^v,  •      . 

und  hat  so  die  erste  in  (11.  a.}  stehendp  Fonn  ai^nou^a,    Umcder  Be^ingupg  (1&  b.)  zu 

.    _  ^    genügen,  kann  man  im  Allgemeinen  eines  ^ der  zwej  Paare  von  Projectionszahlen  C,  C  und 

'    C|,  C[  nach  Gefallen  wählen,  und  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  Bedingung  gemäss 

bestimmen,  oder  mit  andern  Worten,  man  kann  eine  der  neu^n  GiMdaxen  AV  und  AY'  nneh 

Belieben  nehmen  und  zu  ihr  dani^  noch  die  zweite  so  aufisuchen,  dass  die  neue  Gleichong  von 

**•■';    der  Form  (15.  c.)  wii*d.    Bei  dieser  Bestimmung  der  Axen  im  neuen '  Systeme  hat  man  anf 

nichts,  weiter  zu  sehen,  als  dass  die  beiden  Richtungen  A  Y  und  A  Y'  nicht  in  eine  Gerade  fal- 

Je^ö,  i?Jrefl  sie  isönst  die  Axen  pines  ebenen  Systems  vorzustellen  nicht  vennöchten.    Da  die  Po- 

laraxeh  Ag)'  oder  AJ)  senkrecht  auf  der  Gmndaxe  AY  oder  AT  stehen,  und  (/OC,  +  (^)Cj 

oder  {d^C  +  {J',)t  den  Kosinus  des  Winkels  vorstellt,  welchen  die  Richtungen  Ag  und  AT 

'ödet  A  g' und  A  Y  mit  einander  machen,  so  ist  (^C;+(//)C;=Ö  sowohl  als  (^,)C-f  (^C=0 , 

und  eliminbrt  mto  mittest  dieser  Gleichung  die  Grössen  d  und.  Cx  oder  C  und  C  aus  der  Be- 

dlngung  (15.  b.)i  so  verwandelt  sich  dieselbe,  weil  weder  C,  hocb  C  und  ebeii  so  weder  CJ 

"noch  C?  hutl  werden  kann,  Iri:  '  " 

(M.«0       •  ^..:.  .'•/•   .  :•'•       iQ{A)=fd\qXJ)  ^oder    ^C<^)=:5'q;(.^,),  •     .      ' 

"  Setzt  man  aber'  in'  die  gegebene  -Cffeichun^  voiri  der  zweiten  m  (11.  A)  stehenden  Form, 
'mn'2u  efaier  neuen  in  i^enkrechten  Coordinaten  zu  gelangen,  für  u  und  ti'^  iKre  "in  den  zwei 
hintem  Gleichungen' (1.  t.}  angezeigten  Werlhe,  so  kommt  tnan'zu  der'fblgenAni  üei^eR  Glef^ 
"diung:     '  ...  \ 


*  :•. 


%i  1«:  MI  19».  Ebene  Onnrea. towMtef /fMHung.  4tl 

welche  sich  aach  aas  4ar  (14.  ai)  diuAYortaudchiring  von  i»^  u\  fi  M  S^  S^t  p  und  von 

(^,  (^)  und  (^,),  (^;)  wl  (r),<(r)  und  (Fr),  (/^)  erhalten  läwt   Wählt  man  die  Lage  der   ,   .    ,    ^ 
beiden  neuen  Polaraxen  A  g)  und  A  ^'  so  ^  dass  ' 

'  .-■    '■  ■  .^ci^cry+^^rKroWa  ,  .'■,.,■'   :  '  et«.».) 

wird,  so  verwandelt  sich  ^e  Gleichung  (16.  a.)  in;^ 


"i  •  ' 


) 


und  hat  nun  wieder  die  zweite  der  in  (ll.  a.}  angezeigten  Formen*  Um  ^or  Bedingung  C^^^O  "  '  - 

zu  genügen,  kann  man  im  Allgemeinen  eines  derljswei  Paare  von  Projectionszahlen  (F) ,  {F')  ;.»  .,  ü, 

und  (Fl),   (JTI)  n^ch  Gefallen  wäjileu,  uf(|  dcpn  doch  i^och  das  andere  Paar  jener  Bedingung 

gemä$S|dazu  bestimmen,,  oder  mit  andenn  Worten,  man  kann  die  Qine  der  Polai*axen  A§)  und 

AS)'  iiu  neuen  Systeme  nach  Belieben  nehmen,  und  £u  ihr  dann  noch  die  zweite  sp  aufsucheo, 

dass  die  ne^e  Gleichung  voi^  de^*  Form  (16.  c,}  wird*,.  Bei  dieser  Bestimmung  der  Polaraxen 

ifXi  neuen  Systeme  hat  man  auf;  weiter  nichts^  zu  sehen,,  als  dass  die  beiden  Richtungen  A^  und 

A  §)-  nicht  in  ein^^  Gerade  fßUefl,  >veil  ^e  $onst  die  .Polaraxen  eines  ebenon  ^stems  vorzustellen 

nicht  vermöchteiv    Da  die  Gnmdaxen  AY  oder  AY'  senkrecht  auf  den  Polaraxen  Ag)'  oder 

A g) .stehen  ui>d.A(rj-:t-A:(X:)  sowohl  aIs,A,(r>+'A;.(r)  der  Kosinus  de^  Winkels  ist,  den 

die  RipHtungen  AY  oder  ÄY'.und  A^'  oder  A2)  mit  einander  machen,  so  ist  A(l^)7f  A'(r[)=0 

soiyohl  als  Ai  (/^)  4- AI  (r')  =:=  0 ,  unjl  eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung  die  .Grössen  (r,) 

und  (rO  ^der  (r)  flnd  (jT)  aus  der  Bedintgung  (16,  bi),  so  verwandelt  sich  dieselbe,  weil  wedejr 

.(n))0d9r  (T,)  noch  (JT)  oder  (r),  null  sein  kann^  in:  . .  >  •    .  .    i 

48S3  Ist  elhe^bene  Curve  zweiter  Ordnung  hn  ^\hem  ^azu  geeigneten  Coordtnetensysl^tne 
durch  eine  Gleichung  gegeben,  welche  einer  der  in  (H.  b.)  oder  (H:  c.])  stehenden  Formen 
angehört,  und  ti^ägt  man  diese  nach  Art  des  in  den  Äummehi  tiS.  urid  18t.  eingehaltenen  Ver- 
fthrens  in  ein  beliebiges  anderes  System^  über,' Welches  mitMem  vdrijfen  die  Spitze  gemein- 
schählidi  hat  und  derselben  Eben^  angehört,-  isO  wird  man  aut"  den  ersH^n-Mcir  gewahr,  dasi» 
kein  solches  neues  System  eine  (ilei^hung  gebeh  ka^n,  welche  wieder  eine  dei'  in  (11.  b.}  oder 
(li;  c.)  stehenden  li'onnen  hätte.    Sdll"  mithin  dn^  'solche  Form  dennoch  an  neuen  Coofdiiia^ 
tensystemen  erzielbar  sein,  so  müsste  es  dadtfreH  g^öhefien,  dass  diese  eiil^  'andere  Bpitze  «te 
das  u^sprttngGu^e  ha^qi/^  vfir  tif^igpn  ^aherj^vöjdeiv^.die, in;(il.  h.}  ^teilenden  Gleichungen,  ^^^,   ^i^ 
welche, sich  auC  di^  Axen  AX,AX'. beziehen^  in  ^in  anderes  Coordinatensystem  über,  welches 
eineQ^^<ier.n,j  in  der  jdurch  ÄX  und  ÄX'  hindurch  gehenden  Ebene  liegenden  Puncl  .O.zur 
Spitze. hat  und. dessen  Axen  denen Ä^rA^'  parallel  und  gleiqLIaufig  sind  und  durcAi  OX,  OX' 
bezeichnet  werden.    Stellen  |,  |'  oder  f]^  y   die. schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  des 
Punctes  0  an  den  Axen  AX,  AX'  vor,  und  x«,  xi  oder  u«,  uj  die  an  den  Axeh  OX,  OX 
von  demselben  Puncte,  welcher. in  den^Axeil  Ä5^,  lAK^/die  x.,  x'  öder  u,  u'  giebt,  so  erhal- 
lten, wir  die.Gleith^Ingisji,  wel<die  m  4«n'AeUeA  Ax^' ^JN^Ibe.Cuinre  daDstellea^  wie  di^  Qi^'^ 
chung  (11.  b.}  an  den  ursprünglichen,  wenn  wir  in  die  letztern  fUr.x,  x'  0)ler/}i,  .n'  ilure  if^ 
den  Gleichungen  (4.)  angegebenen  Werthe/sc^zw;- .flotgeht  die  erste  der  in  (11.  b.}  stehen-   <•%'  .-  ..\ 
den  Gleichungen  über  in: 
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nai  die  zweite  in  (li.  b.}  steheade  Gleichmg  Terwandelt  sich  dhditrohin:' 

In  diesen  Gleichungen  verschwindet  das  Glied,  welches  keine  der  unbestimmten  Coordinaten 
Xo ,  Xo  oder  u« ,  u«  in  sich  trägt,  wenn  man  den  Punct  0  so  wählt,  dass 

(«.«.)  «T  +  2;'^=Ö    oder    5V*  +  2^i7  =  0 

-       *  ■  .      ' 

wird,  wodurch  die  Gleichung  (17.  a.)^ 

(«.d.)  .  «'x;»  +  2yx.  +  2«'.S'x;=0, 

oder  die  Gleichung  (17.  b.) 
(O.e.)  a'«?  +  2^u<+2rf;'D;=0 

wird.  Die  Gleichungen  (17.  c.^  gehen  aus  denen  (^11.  b.}  hervor,  wenn  man  in  letztere  |,  ^ 
ftir  X,  x'  oder  97,  V  für  u,  u'  setzt,  und  sagen  mithin  nichts  anderes,  als  dass  der  Punct  0 
derjenigen  Curve  angehören  soll,  deren  Gleichun]^  maü  in  ein  neues  System  Übertragen  will, 
so  wie  umgekehrt  jeder  Punct  der  zur  vordem'  odet  hihtem  Gleichung  (11.  b.)  gehörigen 
Curve,  weil  dessen  Coordinaten  die  vordere  oder  hintere  Bedingung  (17.  c.}  wahr  machen, 
wenn  er  zur  Spitze  0  des  neuen  Systems  genommen  wird,  an  diesem  entweder  zur  Gleichung 
(17.  d.)  oder  (17.  e.)  hinführt.  Diese  Gleichungen  stellen  also  diesdbe  Curve,  welche  durch 
die  Gleichungen  (11.  b.)  an  den  ursprünglichen  Axen  gegeben  war,  an  einem  neuen  Systeme 
dar,  dessen  Spitze  in  dem  Puncto  der  Curve  liegt,  welcher  zur  Ordinate  an  der  Axe  AX'  ent- 
weder I'  oder  fj'  hat  Keine  von  den  beiden  Gleichungen  (17.  d.  oder  e.)  kann  eine  der  in 
(11.  b.}  enthaltenen  Formen  annehmen,  wenn  nicht  ^  oder  if  null  wird,  d.  h.  wenn  nicht  das 
neue  System  wieder  in  das  ursprüngliche  zurückgeht;  es  lassen  sich  indessen  aus  den  Glei* 
•    *  *  chungen  (17.  d.  und  e.}  andere  von  dar  Form  der  üi  (11.  b.}  enthaltenen  ableiten,  wenn  man 

durch  die  jetzige  Spitze  0  neue  Axen  OY,  OY'  von  einer  andern  Richtung,  als  die  QX,  OX' 
haben,  legt,  und  an  ihtei^  die  Curve  darstellt 

189}  Bezeichnet  man  zu  solchem  Ende  durcl)  y ,  y'  un^  v ,  v'  die  schief eo»  und  senkrech- 
ten Coordinaten  an  ^eu  Axen  0  Y ,  0  Y'  von  demjenigen  Curvenpuncte,  der  an  den  Axen  0  X , 
OX'  die  X«,  xl  md  u»,  u«  giebt,  so  erhält  man  die  auf  die  Axen  OY,  OY'  bezogene  Glei- 
chung der  Curye,  welche  an  den  Axen  OX,  OX'  die  (17.  d.)  zur  Gleichung  hat,  in  schiefen 
■Coordinaten  ausgedruckt«  wenn  man  in  die  (17.  dj  für  x»,  x^  die  Werihe  setzt,  welche  die 
vordem  (1*  a.}  füi?  ,x,  x  Metern.    So  findet  man: 

(!».•.)  cr'A'^y'  +  cr'A;*y''  +  2«'A'A;yy'-^^!i(yA+«'rA0y  +  2(yA,  +  ii'rAr)Y=O, 

und  nun  sieht  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  diese^  Gleichung  nur  dann  die  Form  der  ersten 
in  (11.  b.)  oder  (H.  c.)  enthaltenen  annehmen  kann,  wenn  entweder  A'=0  oder  AI  =  0  ist, 
d.  h.  wenn  entweder  die  Axe  0  Y  oder  die  0  Y'  mit  der  0  X  oder  A  X  parallel  läuft  Im  er- 
sten Falle  verwandelt  sich  die  Gleichung  (18.  a.)  in : 

«'A;'y"+2yy  +  2OA,  +  «'rA;3y'=0, 

weil  A'=  0  auch  +. A = 1  nach  sich  zieht,  und  diese  mmnl  die  verhingte  Form  an,  weim  man 

die  zweite  Axe  OY'  so  wtiilt,  dass 
(i».M  yA,  +  Ä'rA;=0 

wird,  wobei  jene  Gleichung  übergeht  in: 

tt«.M  «'A;Vy^'+2/y=0 
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die  nach  Belieben  das  obere  oder  ontere  Voisejchen  In  «ich  aufnehmen  kann.  Im  andern  FaHe 

aber,  wo  man  Ai=:0  und  als  Folge '+A,=:t  sein  läi^  vierwandelt  sich  die  Gleichung  (18.  a.}    '  **  *'^"  ^^ 

unid  diese  nimmt  die  Yiertangte  Foha  da,  wenn  man  die  andere  Axe  OY.  so  wühlt,  dass 
mVd,  wobei  sie  übergeSt  Int  ■  • 

I)ie  ifedingiing  (18., b.}' sagt  aus ,  da^s  sich  die  Projectionszahlen  A|  und  A'  zu  einander  ver- 
halten müssen,  wie  die  Zahlen  a'^  und  — y  j  sie  schreibt  also  der  Axe  OT''  nur  eine  einzige 
Gefade  vor,  in  der  sie  liegen  inuss.,  wehn  diese  Zahlen  völlig  gegebene  sind,  und  da  die  Be- 
dingung (19.  b.3  den  Projectionszahlen  A ,  A'  dasselbe  Yerhältniss,  also  der  Axe  0  Y  die  gleiche 
Richtung  vorschreibt,  ;somit  iin  einen  FaHe  die  Axe.  0  Y'  die  gleicbe  Richtung  hat,  wie  die  Axe 
OY  im  andern  Falle,  so  folgt,  dass  (fie  Gleichungen  (18.  c.}  und  (19.  c.)  auf  ein  und  dasselbe 
Coordinatensystem  sifih  beziehen,  qur.  da^s  die  beiden  Axen  hier  und  dort  ihre  Namen  gegen- 
seitig vertauscht  haben.  Weil  ferner  ^  das  Verhältniss  a'J':  —  y  bei  derselben  Curve  ein  anderes 
wird,  $0  wie  l'.  einen  andern  Werth  erhält,  welches  geschieht,  wenn  ein  anderer  Funct  der 
Curve  zur  Spitze  0  ^es  Systems  genommen  wird^  so  überzeugt  man  sich,  dass  durch  jeden 
Funct  der  Curve  nur  ein  einziges  Coordinatensystem  gelegt  werden  kann,  dessen  eine  Axe 
der  ÖX!  oder  AX  parallel  ist,  währehd  die. schiefen  Projectionszahlen  der  andern  an  den  Axert 
AX,  AX'  durch  ihr  Verhältniss  a'^:  —  y  gegeben  sind,  wesswegen  ilese  zweite  Axe  in  eine! 
völlig  bestimmte  Gefade  fällt,. die  jedoch  bei  jedem  andern  Punct  der  Curve  eine  andere  Rich- 
tung, annimmt 

1  :  Will  manr  aber  in  tonkredilen  Cocfrdinate»  die  anf  die  Axen  0  Y »  0  Y'  t>ezogene  Gleichnng 
^on  demjenigen  Ciirtr$  aufsuchen,  deren  Gleichnog  «n  den  Axen  OX,  OX'  die  (17.  d.}  ist,  9^, 
BiBSS  man  in  diese  letzlere  Ar  x,  imti  x«  die  Wertbe  setiteti,  wdche  die  vordem  Gleichungea 
(1.  c.)  fikr  X,  xMiifcrni  und  so  erhäft  man  die  GletcbuBg: 


in:  ••) 


+  2(y^+c.T^bv'=0, 

und  man  wird  auf  den  ersten  Blick  gewahr,  dass  diese  nicht  anders  in  die  Form  der  zweiten 
Gleichung  (11.  b.)  odet  (If.  c.}  übergehen  kann,  als  wenn  entweder  (-^)  =  ö  oder  (A[)=zO 
ist,  welc^s  iin  ersten  Falle  :jr(2^=:^i  «ftd  im  andern  Falle  4:(^,):=1  nach  sich  zieht,  nnd 
so  zu  erkennen  ^ebt,  dass  entweder  die  Pelaraxe  09  ^^^  die  0$'  i^it  der  Axe  AX  parallel 
lanfbn  muss.    Lttsst  man  {j['):^0  sein,  so  wird  die  Gleichung  (19.  a.): 

und  diese  nimmt  die  verlangte  Form  an,  wenn  man  die  andere  Polaraxe  0^'  so  wählt,  dass 

y  (^.)  +  a'^  {A\) = 0  !«••  liO 

wird,  wobei  sie  übergeht  in: 


Anäiytiseiie  Ceoiiietrle.  Absch.  lY. 

(••••0  "^    *'?B^  "^   ' 

in  welcher  Gleichung  inan  nach  Belieben  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nehmen  kann.  Die 
Bedingung  (20.  b.}  sagt  aus,  dass  sich  die-  Projecf ionszahlen  (^,)  und  (^)  zu  einander  wie  die 
Zahlen  cf^  und  — y  verhalten  müssen,  dass  also  die  Gerade,  in  welcher  diä  Pobraxe  09" 

,  ,«  liegen  muss,  eine  völlig  bestimmte  ist,  wenn  die  Zahlen  a'^  und  —  y  bestimmt  gegebene  sind, 

und  da  das  Verhältniss  a'^'.  —  y  bei  einer  und  derselben  Curve  sich  ifndert,  so  wie  ^  einen 

'  '•  .  t  andern  Werth  annimmt,  d.  h.  sobald  ein  anderer  Punct  der  Curve  zur  Spitze  0  des  Coordina- 
tensystems  gemacht  wird,  so  kann  man  überzeugt  sein^  dass  sich  durch  j'eden  Punct  der  Curve 
nur  ein  einziges  Coordinatensystem  legen  lässt,  dessen  eine  Polaraxe  mit  der  Axe  AX  parallel 
läuß,  und  dessen  andere  Polaraxe  in  der  Geraden  Oegt,  welche  schiefe  Projectionszahlen  liefert, 
die  sich  wie  die  gegebenen  Zahlen  a'^  und  — /zu  einander  verhalten.  .Es  ändert  sich  folg- 
lich die  Richtung  dieser  Geraden  mit  dem  Puncte  der  Curve  ab,  welcher  zur  Spitze  0  genom- 
men wird ;  depn  es  lässt  sich  wie  zuvor  zeigen,  dass  man  zu  demselben  Coordinatensystem  hin- 
geführt wird,  wenn  man  (^I)  statt  [A')  null  sein  lässt 

Da  zum  Entstehen  der  Gleichung  ([20.  c.}  erforderlich  ist,  dass  die  Polaraxen  des  neuen 
Systems  ganz  die  gleichen  Richtungen  einnehmen,  welche  beim  Entstehen  der  Gleichung  (18.  c.} 
von  den  Grundaxen  eingenommen  worden  sind,  so  führt  dieser  Umstand  noch  zu  der  Einsicht 
hin^  dass,  wenn  man  fllr  einen  bestimmten  Punct.  0  der  Curve.  das  Coordinatensystem  hat,  an 
welchem  die  Curve  durch  eine  der  Gleichungen  (18.  c.^  oder  (20.  c.)  dargestellt  wird,  man 
zugleich  auch  das  Coordinatensystem  kennt,  an  welchem  die  Curve  durch  die  andere  von  die- 
sen beiden  Gleichungen  fiargestellt  wird;  man  braucht  zu  diesem  Ende  im  vorigen  Coordinaten- 
Systeme  nur  die  Grund-  und  Polaraxen  mit  einander  zu  verlauschen. 

190}  Auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  zur  Kenntniss  der  Coordinatensysteme  gelangt  sind,  an 
welchen  die  Curve,  die  aneihem  dazu  geeigneten  Coordinatensysleme  durch  i  die.  erste  der  Glei- 
chungen (11.  b.}  dargestellt  wird,  wieder  eine  Gleidiiiiig  von' einer  der  in  (11.  b.}  und  (11.  a) 
angezeigten  Formen  glebt,  lässt  sich  derselbe  Umstand  a^ch  in  Betreff  der  aweiten  Gleichimg 
(11.  b.)  ins  Licht  stellen.  Bezeichnen 'wir  nänriieh  wieder' duroh  y,  y'^uiid  v,*  v'  die  schiefen 
und  senkrechten  Coordinaten  an  d^n  Axen  0  Y ,  0  Y'  von  demjenigen  Puncte  der  Curve,  welcher 
an  den  Axcn  0  X ,  0  X'  die  x« ,  xi  und  u« ,  u«  giebt,  so  erhält  man  die  auf  die  Axen  0  Y  und 

^  ■•  •  ,  OY'  bezogene  Gleichung  der  Curve,  die  an  den  Axen  OX,  OX'  die  (17.  e.)  zur  Gleichung 
hat,  in  schiefen  Coordinaten  ausgedrückt,  wenn  man  in  die  (17.  e.)  für  u«,  u«  die  Werthe  setzt, 
welche  die  vordem  Gleichungen  (1.  b.}  für  u,  u'  liefern.    So  findet  man: 

(tt.  n.)    .  5'  C*  y'  +  8'  C«  y'«  +  2  Ä'  C  C;  y  y'-|- 2  (^  C  +  Äy  C)  y  +  2  (J  C,  +  5'^'  C^  y  =  0  ,- 

welche  Gleichung  aus  der  (18.  a.)  hQrvorgebt,...>vwik  iiian  ai,  y  mit  S\  ^,  so. wie  A,  A'  mit 
C,  C  und'Ai,  A|^  mit  Ci,  C(  vevtauacht,  und  dt<)S(e  >  GleicbMug  giebt  auf  dea  ersten  Blick  zu 
erkennen,  dass  sie  nur  dano.dip  Form  der  «v^tfo)  äii.(11.  b.)(oder\(li.  c)  enthaltenen  anneh- 
men kann,  wenn  man  entweder  C  — 0  oder  ^1  =  0  sein  lä;$st,  wqnyt  gesagt  ist,  dass  entweder 
die  Axo  OY  oder  die  AY'  9eiikr^cfal4ittf  d^  ifX  ^r' A-X'  stehen  muss,  oder  mit  andern 
Worten,  dass  die  Axe  OY  oder  die  OY'  mit  der  Polaraxe  AX  parallel  laufen  muss,  und  aus 
C'rrrO  folgt  C  =  ±(^ ,  so  wie  C,=::±®' aus  C;  =  0.  Nimmt  matt  C=0  an,  so  verwandelt 
,  sich  dfe  Gleichung  (21.  a.)  in:  ..        ,  ' 

5'C-y'»  +  2Sey  +  2ac;+5VC;)y'=0,       . 


$/;iCi'lir.  IM«  SbeBe^Oorven  £wciitev  drdoang^.  4ll# 


ud  diese  itanii  die  verbingie  Form  eii,  wenn  man  cHe  andere  Axe  OY'  so  ^Mt,  dliM 
wM^  wbbei  M/flbcqisehbiDr        - 

'•  .;i    '!  Mi:.  ;..  ^.c;'y"±*«Cy=o,  7  ...  ...  .)  (M.  ••) 

ifk  weldber  GMQhmg^.wmfhs  >Qbere  oder  unVOß  VoiEeMdieH  naoh  BeUebes/  nehmen  kunn^  Di)» 
B^diDgong  (ZUh^y.  iieibuifl^  daaa  (Mohdie  ProjeatinulMhlen  C,  «id  c;  lirie  die  Z«lil«i  iV  üImI 
— £  verhallen  sollen,  und  weist  daher  die  Axe  QY'  in  eine  TMlif  beslinnte  Gemdo  hinein^) 
wen  die  Zahle»  jAV  and  ^£  ginzMeh  gig^beneiifnd;  weil  aber  das  V^fltniss  ^V:-r-*$  sich 
natfkweiidiger.  ^ei4^^ufloicik:,mit  dism  Werthe  19%  d.  h.  mit  'dem.PmMte  der  Cnnre»  .welohta 
man  !|ur  Coordinatepspitilo  ^maphtt  /än^ft»  so  folgt  ans  ihr,  dasa  die  Bidita%  derzwailen  Also 
QY'  an  jfidm^  wdem  Ponct  der  Cnrve  eine  andere  wird  .  Hiltte  man  €1=0. sein  lassen,  soi 
wäre  »an  ßtuf  ^  Coordinatenssistem  Ungefiihtrt  woi>denv  dessen  Axen  diefi^Iben  Lagß»  wie  not 
ol^en  ai^eüpiiimen  hlttle«  amn  mit  dem  (IiflersBehiede,  dasa  sfeibe  Ase  0  Y  dahin  fdsommen  wire» 
W4^>)Z)i¥^fj  dipiiPY'  lagrWd  umgekehrt,  Wodurch  iodnasen  nur  in  den  Namen  der  Axen  eind* 
Yerindfmng  -vorfällt  1   •         ,-..'•  ^\_  -  .  '.•-«••■.) 

Soll  dagegen  die  auf  die  Axen  0  Y ,  0  Y'  bezogene  Gleichung  von  deijenigen  Cnwey  welche* 
an  den  Axep  Oi^^  OiK'  die  (1.7.  eu)  wr  Gteichimg  hat,  in  .a^krechten  Cooi^düateii  alisgMKickt 
werden,  so  wir4  fymi  Zweck,  enf^i^t^  ;wemi  man  in  die  Gleiohung  (17.  e,)  te  %  und  n«.  die^ 
jenigen  Werthe.)SebFf,.WiCicl|ß>  die^  zweiihmtem  6Iietfishin9ea.(l.c)  für  u. und  u'  liefere  Sor 
gelangt  »an  «n  def  Mpkslehendw  Glei<Aui^t 

wekheGleidbnn^anch  aiu.der  (JKk^a^^bei^ovftftl,  w<emi  inan  tf"  und  ;"  mit  ^  und  ^>  so  wie 
(jt)  ^  {jfy  uml.  (^1) ,  :(^>  nit<r) ,  .(D  and  (r.)-;  '{F,)  :v«vtauscfcl,  und  ein  Bück  auf  sie  giebt 
M  erimnnen,.  dase  sininiv  :dknn ^dio  Fotm  iden ziünrften  in  (11.  b.)  oder  (11.  d)  etithdtellefi 
amiehmen.kaim,  wann  «entvodeii  (y)2saOioiMr  (ri)=itOi  jstyd.  k  wenn  entweder  die  PolamxeJ 
a9.«der  die;09'  nUl  der  Msm.aJi'  oder  AX'^  einen  mohleif  iVUkel  mttdir,  Oder  init  andern 
Worte%.wmu».eiM:der  PoknneniO®  dder  Og^  mit  der  AS  yaraBel  Itfnll,  und  nüs  (jr)=rO' 
t%\fi.{r}=:±9i^'.m*i'mkii^r;^isz±^imiI%):a^V^,  Li|»t  man  <r)Ä:Ö  sein;  so  viecwiMdett' 
s(ch  üe  älbiohnng'i(B2^«>inl:  1;  .    :  \ 

und  diese  nimmt  die  ve|rlÄi|gte  form  ,ap„  wenn  man  die  andere  P^Oaraxe  Og)|'  so  iwStU»,  düss, 
wird,  wobei  sie  übergeht  m:  '  !  . 

in  welcher  Gleichung  wieder  nach  Belieben  das  oberö  oder  untere  Vorzeichen  genommen  wer- 
den^katiii.    Di*  8edAgniigi(a2.  k)  terWi^,  dass-  sich  dJti  PtojebHonszahlen  (11)  tind  (Fiy  all' 
einander  verhalten,  wie-di€^  gegeiyei^n  Wiß%  ^Viund)— £^,  iund, weist  sonach  die  Richtung     4*»  •'t '^> 
OS)'  in  eine  Gerade  hinein,  die,  wenn  die  Zahlen  S^fi'  und  —  ^  gfinzlich  gegebene  sind,  Anef^ 
völlig  bestimmte  ist;   weif  alfer  das  VeAähnisä  BV-^?  «rcfr  itoft wendiger  Weise   mit. dem.     (.-»  .'--  i 
Werthe  47'  zuglekh  abäi|diotrtyl4.  h.  mii  d^i^  >Piimle  ddrfCniie,'v>ekhen  man  zur  Ck>ordinaten- 
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spitze  ioßßht/«0/f<4gt  fw  ihr,  dafts:  dje  Sichluiig.  4^,  I!«tarm»:  0^'  .«»ij^on  mmü  P^niA  fler 
^^  .^.|  Curve  eine  andere  wird.  Hätte  man  (n)='0,^i«.  Iqssen,  so  wäre  man  ganz  so  wie  bei  der 
Gleichung  (19.  c.)  zu  einem  Coordinatensysteme  hingeführt  worden^'  dd8SBB«lAjBni  ja  idieselbnr 
(.<»  .XU )  Geraden  gefaUen  wären,  wie  die  so-  ^hen  lie^immteri,  hit  dass  jetzt  die  Polaraxe  OS)  in  die 
Gehide  gerailen  wäne,  in  welche  zuvw  die  Og)'  zu  liegen^käm,  «ml  di$'Polar«xe  09'  j^^ 
dahin,  wo-  zuVör  die  09  lag-,  wodurch  indessen  das  C(MrdiiMt6asVst^^tt«to  ifadei*es  wird,  soiH 
deniklo»  die  Namen  iseüier  Axen  vertauscbli       '  '-    ''  !':'<(  ?('      <  .. 

.  Da  durdi  4ie  Bedinguag  t[^  1^}  den  Projeclionssahlen^ifl^  und  (^ri)  geiia«  (lässelbe  ¥er- 
vorgeschrieben  wird,  vrie  denen  (^  und  (X  durch  die  'BedJHjfuilgX^*  ^öy  ^^^™  ^^^^^ 
unter  O  iu  beiden.FiQen  einen  und  denselben  Pundt  der  Ci#ve^ 'denkt, : und  dieses  zur  Folge 
b«t,  das»  in. den  Goordtnaftensysteti,  an^wekdietfe  die Gieichuiig  (]22.  e.)< entstehen  6<A,  die  Po-^ 
Imxen  09.  und  09'  völlig  die  gkwhe  Lage  haben  ninsBen,^wie  dkf  Clruttdax«n  €Y  und  OY' 
i9  demCoordUuilensysteme,  an  welchem  die  GMbbung  (31.  €.3  eflMelv^'^sbll,  S0"Hlt  offenbar 
durch  (ein^  dieser  bdden  CMrdinatensystlettie  auck  das  atidere  gege^njidife^Gftihdaxen  des 
letztem  sind  nämlich  die  Polaraxen  von  ersterm,  und  umgekehrt  sind  die  PolaraJteh  Aeb  'lelzleni 
die  Orandaxcn-  rem  «nstenn.  .    '  .  :  o      //.  >      '  .     -    i' 

19i}  Beim  Anftooben  derjeniifen^  Coordinaleiisysteiiie')  M  w^khen  iSUickvin^n  von  einer 
def:  in  {11.  a.)  aagog^benenPopinen^Meider  Oleiohing^  von  didnsetbeft  Firmen  tefem,  wozu  die 
nMhigen  Bestimmungen  in  Ifr..l8&  VMiJkJ  187.  gegeben  worden  sind,  bat 'es  sich  gezeigt, 
dass  die  eine  Grund-  oder  Polaraxe  vom  gesuchteti<8ysteme  kßi  'gmtt  umik  BdKeft^n  genemmen 


werden  konnte,,  nur  nicht  so,  dass  die  andete  jnit  ihr  in  ehe  and  dieselbe  Gerade  %n  Uegen 
*'  '  kommt.  Ss  giebt  mithin  unzählig  viele  Systeme  von  der  veflangten  Art*,  und.  man  kann  dess- 
wegeE  a;r  (las  zsL  suchende  System  Mok/ wjsAere  Adifbtdemngien  inaoten;  iwodnvdi  es  a«Bser 
der  .beobsicMigflaii.flfiiqiteigensckaft  nodi  PM)eneIgeliachanbn  .lAV  sitb;  aüfnimml,  vUei  wk  notfi 
\m%  zeigen  werden.  So  kann  man:  orstlidix  unter,  'iaden  ünzttiig  vielea  Cnerdinaleafyisiemen 
dasjenige  oder.  dic(ji^nigeii  aM^sucbk^a vrioll)»,.  äfl  w^tkeiDeine  CleidbmgirroniMier  darin  (11.  a.} 
aitfg^tßllten  -Tonnen  nkht  Ufifi»  in.whiafen,  sond^Ai  '8ligi^i5li)aae&  m  ^seükre^ldn  Goordinatea 
wieder  ^Qe,G|eiqbwg.vou  eiAei^  jener.  FV^tni^  lieMrt  «"pftaua  wintlrtondeHi  neuen  Systeme 
ved<pg^  lyepa  die  gegebne  Gteisbung.  Von  (der.  eMIen:  in  (11.  a.}'enlkalteBea  Fomr-ist»  dass 
dessen  Axen  nicht  blos  die  Bedingung  (13.  b.)  oder  (13.  d.},  sondernd  angftä()h.flUoh  die»  (14.  b.} 
oder  (14.  d.}  erfüllen,  und  wenn  die  gege)^ne  Gleichu^  von  dec  «freiten  in  (11.  a.}  enthal- 
tenen Form  ist,  dass  die  Axen  des  lieuen  ßystemä  fii^  Hdbs  ^ie  Bedingung  (15.  b.}  oder 
(15.  d.},  sondern  zugleich  auch  die  (16.  b.}  oder  (1(5.  d.)  erfüllen.  Die.^Axen  des  so  be- 
dingteh  neuen  Systems  werden  demnadi ' gegeÜen  dureh 'die' Gleichbngön  "  '  "  '   ' 

CMl«;^  aAA,  +  «'A'A;=b    mi    iiiJ){Jl,y+a'{A')(^,)=0  , 

oder  .^  .,  •^•'       '     •■  '''"' 

jÜiLV  ltfA(r)  =  «'A'{r)'unl  'c.(^)C'^«'(^)C, 

ltfA.(r;)=«'A;(r^.  und  «(^.)c;=^(^jc,,,^  , 

w^  diß  gcig^liene  Gleichui«.  von:  d^c  ^^n  Fvm  (11.  «.>  ist,:i|fl)d  #K4i'4ft  ^fidipngtn 

(••.e.)          i.  'Jcc,+«^cc=o  und  »(iO(r.>+r(rKri)'=ü'o' •''    ■ 

(«s.d.)  ..:..'....■ '....j5C(^)=:^5'G'U)..  w«d"*<;f-)A'is^-i(r)4;*,  .  i'     . 


• ' 


^il§L  Uti  191.  BbenaiflMiM  >2irMt8^^(Mhiing.  %H 

MMn  4i^ gegsbeubl fifekM^F  imiidar  iWeftM  Form  (lt.  «.>  i<i ^  Wir  w^deü,  oi^IeS^  ^m 
BfidiogingM  (88.  iL  ulidiiai)  Hiar  s^itdler  i^dni  ZletotfrihreR  Miihen;<^di^g6^n^äKig€r17nl^^ 
sUdiiinjr  in  idto  Bedmfuigt»  '({»Sil  k) ::Mdi)(M.  dQ  fdrtftlkrM,  'iv^il  «o^  dib  i-e^^nthümltcHiek  ' 
Relationen  am  schiefwinUigB»  GtonifaMleiifftstieme  UfAer  hemttrbtiän. '  HteiVM  kd^nit-'^fl 
Statten y  dass  die  Gleichungen  (23,, d.}  aus  denen  (23.  b.)  hervorgehen,  wenn  man  a  und  a^' 
mit  S  und  y  so  me  die'VirAnd-  und  PidaUüE<»ii  tait^tt^derWeHansc&t,  'sD  dass  blos  die  einen  i*^  *^^i 
der  genannten  beiderlei  Bedingungen  behandelt  zu  werden  brauchen,  indem  die  dabei  erhalte- 
ii0a  Resultate  Ichircb'  die  .gleite  A'eitiiuicftuitg  taoob  Mf  die  Mderh  Befffngüngen  überHragbilJ^ 

Sind..     •  •      ..   '  .  :,.-.:     1  ■>,    'ii   .  ' -i»      -.,'.'       .-  .    :     ■     -•'»   i  .-.  ,\ '^  )    •      •  •!  •  ■    \t  u  >'•   <'''»• 

Um  den  Inhalt ' ^tfei'  Gl^i^ttungeii  (afe.^b.)  «tt  ermiÄefti,  fteineftei!  wir 'zuvörderst,"  tfäss 
die  obern  dieser  Gleichungen, yqn  d^n  Richtungen  AY  und  A^  genau  dasselbe  aussagen,  was 
die  untern  von  den  Rickterfgen.^ir  tthd'(A2>','  sb  ddii  wir  aich  fcier  Wieder  nur  die  einen  ^''^-'^-^ 
von  den  beiden  zu  verfolgen  brauchen.  Sq4fUDto  ^if{QMriieq  wir  ^n^^i^^ps.n^WI  *«»►)»«*  CfoDi^ 
dinatensystem  aufgefunden  hat,  an  welchem  die  erste  Bedinffun&r  (23.  a.}  statt  hat,  und  dess- 
wegen  die  Curve  eine  Gleichung ^Von  (fer'^^tfn  in  (tL^};eifflialtenen  Form  liefert,  und  man  (.!»  .%v) 
denkt  sich  ein  neues,  dessen  Grhndax^n  "düe  Polaraxete  d^^  Vorigen  sind,  und  dessen  Polar- 
axen,  in>FQjge  d^/^sen  die,  Grundawfli  4^»  .ywgeft.Sfistenif  .prjjfdwiii,s^,M  m^^sßm.nmm 
Systeme  die.hjBtere  ^e%gm^. (2ß.  iu}.stßM„  |Wea  «^  *ai.(4).,  {4':^- Mn^. Ui^ U^^-^^"^^^ 
Werthe  annehmen,  welche  im  vorigen  A,  A'  und  Ai^  Aj  hatten,  es  liefert  daher  die  gleiche 
Curve  an  diesem  neuen  9jistet]lie..dne.GIeicfaün(j^n.d^^dten  k  (1^^  enthaltenen  Form. 
Demnach  giebt  immer,  y/^  nehbn  weiter  bben  bemerllci  Wbi^den  ik,  elA  und  dasselbe  Coordi- 
wtensystem  ^laichaeitig,  ilqs  ^ur)pb,,4Hafl^  mftn,,]n^J)M:L;4^  ^InmA-^wdj  PoIm^eO)  «tt.eiam 
ander  verwechselt,  sowohl  eine  Gleichung  der  ersten  yiiß  der  zwwtfn  in  (11.  a.^  enthalteneR 
Formen;  und  dabcS'ÄacIrt  es  leinen' ÜÄtetifchierf  X)b  die, Curve  iävi^Ti  feine  Glöichung  vön*W 
ersten  oder  zweiten  dieser  Formen  gegeben  wif d ,  ,yreil  auch  C ,  C  und  C, ,  C[  in  (JT) ,  (JT) 
und  (Pj) ,  r[)  übergehen,  wenn  mai(^  dte  Gradd^en  in  PoFäiraxea  und  umgekehrt  diese  in  jene 
verwandelt  Wenn  wir  daher  jetzt  nach  dem  Coordinatensysteme  fragen,  an  welchem  die  ebene 
Curve  Weitcfii  OHntang  sowohl  eine  CHeichtttijg  von  d^r  ersten  wie  Von  ffier  zweiten  in  (1*.  a.) 
enthaltenen  Fciim  .litfert,  sa  k|Miii>  dieii  inohl  iil-^etii  ^Siniie.geumiiit-s'eki,  dara  dabei  eine 
wechselseitige  Terti|iischm^  der  Grund-  und  Pi>lmniei  gestattet  wird,  soadfem  es  wird  ange- 
nommen. ,  dass  dieselben  zwei  Richtungen ,. .  i?,  Bez^^^ .  afff  ^  dip  b^jd^jei,  /W^if )?pj  Gh}c}^^iffgfü ,  df e; 
Grundaxen  des  Coordinatensystems  hergeben  üncl, dieselben. ziw^i  ciuf  iepQfL^ftenkrepbtf n  ;4i^  I|o-^ 
laraxen.  In  diesem  Sinne  hat  man  demnach  die  Projectionszahlen  A,  A'  un^  C,  C'  als  der 
einen  Gnmdaxe  AY,  die  A,,  jAJ.und C,  q  Ws  der,  anÄen»:  Örimcjj^  AT  iHid/^eben  so  {A), 
{^)  und  (F),  (T')  als  der'  Polaraxe  A^,'  so  wie  (4),'(^;)  \lnd  (r,),  (jT;)  als 'der  Polaraxe 
A^'  angehörig  sicti  vorzustellen.  Aber  ehM.Ivdil  ntan^die  bei.einaiider>BtBhfendeii  sweinohiefe» 
und  zwei  senkrechten  Projectionszahlen  a^  einer  und  derse|^en  Richtung  entsprechend  sich  zu 
denken  hat,  ist  den  im  ersten  Abscl^nitte  ^fegdbeiften  Gieicbungen  (105.  a.  und  b.)  zur  Folge:     (••»  •*  ■) 

C=Ajj-A'co^W,  C'=AcosW^i^^und  4.sin^W,=  C-C'cosW,  A'ß;a'>VjpC'- C<m>l^,.^, 
.  so  wie- auch       .-••    -•   .      ,..  .^  :.    .         i    •'/•..;   'i    .     .. .   .i   •'  •     • 


t  I 
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und  diesen  ganz  älmiidia  Gldchiuigeii  liefism  andi  die  Mdm^  mhim  WkMasign.  Sollt  bmm 
nw  ersUich  in  die  zwQite  obere  Gleichnni;  (23..b0  iUf  <^,  <wdf)tinMl»4!,X'  ihre  Worttie  «w 
den  Crleichungen  (24.  a.)-  ein,  sa  verwandelt  sich  dleaeltie);  nidideai  mm  ib  Me.fltar  A{r)  Mi- 
nen Werth  aoa  der  ersten  obem  Gleiohimg  (33*  b.)  eingeaetet  hat,  in-:   : 

(•4.  M  [A(r)— A'(r)]  («+«'.)  cos  W=^^?^^^-=^*A'(r)  ; 

a  ,  ■ 

«(^tat  man  aber  in  die  erste  obere  Gleidiung  (33.  b.)  für  A,  A!  teid  (F):,  (IT)  ihre  Werihe 
aus  den  Gleichungen  (24.  a.}  ein,  so  verwandelt  sich  dieselbe,  nachdem  man  in  ihr  fttr  (4)C^ 
seinen  Werth  aus  der  zweiten  obem  ßleichung  (28.  .«fe)  eingiNtetet:  .hat(,  inr 

(•^.•.)  .  ,  ,  i:c(^)^g'(-40]C<*+^O.oos.w^fci^*c<^')'./; :  .  . 

otid  aus  deil  obem  Gleichungen  (23.  b.}  findet  man:  '  •  -    i'  ■ 

^       ■'  A'(r)— «       ,  M'jC    4«.        ,  .    . 

Mm  kann  aber,  wenn  nicht  tf-|-«'=0  ist,  welcher  besondere  Fall  später  (Nr.  194.}  zur 
Sprache  koifamen  Wird,  den'  Gleichungen  (24.  b.}  und  (2i.  c.}  auch  die  folgende  Form  geben : 

• 

A      (r)_  a'-a  (J)      C'_  4^'^a  ■. 

A'     (r)  "otcosW  {Ä)     C  "öcösW  ' 

und  mm  ersiehl  man  ans  diesen  Gteichnngen  in  Veririndung  mit  denen  (24.  d.} ,  dass  sowohl 
-^'un4  — r^r  ^'^  ^^^^  rik  ^^  —  tt  die  zwei  yiTurzeln,  der  qu^dralischei»  Gleieliiing 


a*— 


a  —  a 


N 


«cosW       tf 

sind,  nnd  dass  diese  Gleichung  Tür  jene  Grössen  immer  zwei  reelle  Werthe  ü^rt,  wdl 

4»V,    {jof—ay  _(«^>--tfy4-4^tf<^oo»'W_<^»-f  2citf^eo82W+ct* 
ä"^4«*cos'W~  4«*cosW  ""^  4a»cos*W 

ist  und  also  die  beim  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung  unter  das  Wurzelzeichen  betende 
Zahl  stets  eine  positive  ist    Es  folgt  hieraus  dass  entweder 

sein  muss,  und  es  können  hier  blos  die  ersten  beiden  Bedingungen,  nämlich: 

Ct4.e.)  X'  =  (^    ""*    (^=§  .       ■ 

genommen  werden,  welche  aussagen,  dass  die  Polaraxe  A 9  in  der  Grandaxe  AT  liegen  muss 
und  eben  so  muss  dann  auch  die  Polaraxe  A^'  in  der  Grundaxe  AY'  liegen,  was  zusammen 
nichts  anders  sagt,  als  dass  die  Axen  AY  und  AY'  ein  rechtwinkliches  ebenes  System  mit 
einander  bilden  müssen.  Die  zwei  letzten  Bedingungen  erhalten  blos  dann  Bedentong,  wenn 
man  die  Namen  der  Axen  in  einem  der  beiden  Syaleiie.  nodi  v(nr  ärer  Veihnfipfung  unter 


i. 


<i'. 
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einander  verweebsdt/4.  1l  AT  nenttt  11110  zuvor  AT'  hiess,  und  umgd^ehrt  <und  sagen  dann 
dasselbe  wie  die  zwei 'Ersten  aus.    Ist  nftmlidi  z.  B.:  .      '  ^  c 

A'—    c         (ui')—    (r.)  * 

so  zieht  diess  nach  sich: 

Ab.+i'c;=bo"  oder  iC^(h)+{-^r:)=o, 

4  ,  « 

womit  wieder  nicbts  anders  gesagt  ist,  als  dass  die  Axen  AT  und  AT'  seokrecbt  auf  einander 
stehen,  dass  also  das  gesuchte  System  ein  rechtwinkfages  ist:        '  *  '    ' 

Um  nun  die  Lage  der  zu  diesem  rechtwinkligen  Systeme  gehörigen  Axen  zu  findep.^  her* 
achte  man,  dass  da  bei  Ihm  (r>Ä:C,  (r')=CV(-^=?A,  (J<f)=A',  und  eben  so  (r,)  =  C,, 

i 

(jr;)=i2CI,  (-rf|)=Ai,  (-^)=rArist,  die  Bedingungen  (33. .b.}  jetzt  werden: 

,  €^AGz=t€c'A'C  *  und  M  aA«C;::p?c»';AjC,,  ,  (M.  a.) 

und  setzt  man  in  die  vordere  voo  diesen  ziyei  Bedingungen^  einmal  für  C  und  C  und  ein  an- 
dermal fttr  A  und  A'  ihre' Wertbe  aus  dep  obem  Gleiiishiqiigen *  (S4^  a.},  so  erhält  man  die 
folgenden  zwei  Gleichungen: 

»  -.0.«  ^  *  y^^i  ^  ^  ^  ^,  ^:.^  *.«««»,  AT   ..  ■■■> 

gegeben  ist    Ganz  ebeii.so  gelang!  miaii  auch  zu  der  BiditungjAT';  map. erhält  für  die  Yßf^ 

hältnisse  ^  ^^  tt  genau  dieselben  Gleichungen  und  daher  auch  dieselben  Wettte;  weil'  aber 

diese  letztem  Verhält^oisse^  doch  nicht  jenen  ghidi  Werden  dürfen,'  indiem  sonst  die  Axen  AT 
und  AY'  in  einander  zu  liegen  kämen  und  kein  Coordinatensystem  mehr  bildeten,  so  bleibt  nichts      ' 
anderes  übrig,  als  von  den  zwei  Wertben,  welche  die  Gleichungen  (^5.  b.}  lieffern,  d^pn  anen 
der  Axe  A  Y  und  deii  andern  der  Axe  A  Y'  zuzutheilen.    Die  wirkliche  Auflösung  der  Glei- 
chungen (25.  b.3  giebt,..wenn  man  zur  Abkürzung        . 

tx'  +  2Ä«'oos2W  +  «''=^         ■...:.  i9m.m.J 

setzt  und  unter  ^  dep  tos  der  Gleicfaoog  (26. «.}  dafür  sich  ergebenden  posijtiven  oder  nega- 
tiven Werth  versteht:     ,     > 

A~~2«'co8W    '     A,~  2«'cobW    'f  !«••*•> 

C~~  2«cosW    '     C,"~"  2«co8W    ' 

WO  in  allen  diesen  vier  Gleichungen  das  Vorzeichen  von  4  mit  dem  entgegengesetzten  ver* 
tauscht  werden  kann. 

Will  man  alle  Projectionszahlen  einzeh  finden,  so  wird  man  t^ohl  fhun,  2a  beachten,  dass 
zufolge  der  Gleichung  (26.  a.) 


4  u  a'siü*  W = O  +  te'y  ^  J'^  Ca-^  «'+  ^  (a  +  «'—  ^ 
ist :  denn  nun  findet  man :  ^  .  . 


AC       Ä  —  Ä  +  zi  A,C,      tf  — « +  /i 


•    « 


und  diese  beiden  Gleichungen,  ved)unden  mit  den  Rjchtunssgl^i^hungeii  , 

i=Ac  +  A'C'  und  i=a,c,+a;c; 

Fenier  ist 

oder  .  ,  ,  . 

.■■■■  ,.,  .  .,.,  js^i^^posw  iW4.  ^,=i  +  rW'W,^;i -,.     .„    . 

:  1   :•..■•■•  ^    •  .   •    .    . 

A'         A' 
setzt  man  daher  in  diese  G^Qichui^en  für  -r-  und  -^  ihre  Werthe  aui^  den^  obem  Gleichungen 

(26.  b.)  ein,  so  kommt:  '<•     '  :    t,    .  j      ' 

uAd'nuti  lassen  sich  aüii  di^s^  'Gteiehungen  uf&d  denen  {27.  b.}  diie  Wet^he  C,'  Cj  und  A ,  A, 


r  -^  .*.*. ) 


I: 


A   '^*^  — .    ^.  ■  *     ..r  ^  i    '•  ^r  1   '.1/         ■    f      tlTlii         A*  *— *?  ..  .  > !■,■>■'■<     «f       .     >     . 


f       r 


welche  sich  mittelst  der  Relationen  (27.  a.}  vieUach  umgestalten  lassen,  i :       .M  .  .'  }  .. 

{.M  ».;    I  Man  überzeugt  sich  ohne  grosse Mil^  (^idem.  ndan  dfe  y^rschiedenen möglichen  Fälle  ein- 

zeln durchgeht,  wobei  sich  die  zwei  Fälle,  wo  c^  und  a'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben, 
ismf  die,  wo  sie  etnerlei  Vorzeichen  besitzen,  zurückführen  lasseii),  däss  die  Gleichungen  (27.  d.) 
für  C*,  Cf  und  A^  A?  jedesmal  positive  Zahlen  liefern,  welche  reelle  Grössen  die  Coeffizienten 
a  und  a'  auch  in  sich  tragen  \nögen,  -wenn  man  für^^/  seinen  positiven  Werth  nimmt;  hingegen 
.  liefern  j[ene^  Gleichungen  jeflesmöl  iiegÄtiYe  Grössen  für  C*,'  Cf  und  A*,  Af ,  so  wie  man  für  J 
seinen  negativen  Werth  nii^mt\  Hieraus  folgt,  dass\sidi  für  jede  dier  Frojectionszahlen  C,  C| 
und  A,  A|  nur  zwei  reelld  Weylh^  fiwi^n  lassen,  der^  absolufe  ZaVen  die  gleichen,  aber  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  sind.  Aus  jedem  solchen  Paare  geben  sodann  die  Glei- 
chungen (26.  b.)  auch  für  C,  Crund  A',  AJ  zwei  \Vßrlhe,  deren  abscfhite  Zahlen  vneder  ein- 
ander gleich  und  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  sind.  Man  findet  demnach  jeder- 
igeitj  zweiree^  4^ea,;f  ^,  ijip4:A^V  <U^  ^^^  ^  deaselben,  zwei  Gefaden^  fiegen,  so  das»  man 
in  diesem  Sinne  behaupten  kann,  es  gebe  nur  ein  einziges  Coordina(eiUjy$t^p^  an  welchem  die 


^   i^ 
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gegebene  Cnrve  gleicbseitig  eine  Gleichittig  von  der  ersten  sowoU  als  von  der  zweiten  Form 
(]11.  a.}  liefert,  welches  Coordinatensystem  immer  ein  rechtwinkliges  ist 

192^  Man  kann  uns  den  Bestimmnogen'  der  Nr.  186.  die  allgemeinsten  Eigenschaften  der 
conjugirten  Durchmesser  in  jeder  mit  einem  Mittdpnnct  versehenen  Curve  zweiter  Ordnung  wie 
folgt  ableiten:  .  ... 

Geht  man  ersdich  von  dem  Falle  aus,  wo  eine  Diametralgldchung  in  schiefen  Coordliiatec 
in  eine  andere  DiametreAgleichnng'  in  schiefen  Coordinaten  übergeflihrt  werden  soll,  welchem  ge-^ 
adiieht,  wenn  die  Bedii^fong  (i3.  b,))  nämtiob  .:      ' 

erfÜHl  wird,  was  zur  Folge  hat,  ddss  die  Gleic^aiig  (iS.  c.}  oder,  weiiii  mtm 

tfA*+«'A'^=(«)    und    0AJ  +  a'A?=(a^)    !  ;  ^         (M.  M 

schreM,  Äe    -  '  •      '  •'  .  \     - 

,(«)y*+(«').y"=/'     .  ,(«».•.) 

entsteht.    Aus  dfiß  ^lew^nngsn .  (SQ.-  iti)  ergebt  sich  dter:    .      ,,   .;  i.-  li     ... 

'  («')(«A'  +  «'A'*)=(te)(«A?  +  «'Ar),  ■       ' 

und  aus  der  Bedingung  (28.  a.}  folgt: 

</A'A;i=— tfAA,    t)der    a'»A'*A;»=:.^*'A>Af  r 

setzt  man  daher  den  aus  dieser  letzten  Gleichung  für  tf'Ai'  sich  ergebenden  WmA  lil  dte  V<K' 

rige  Gleichung,  so  findet  man,  dass  /  •  (.*.--.) 

{«')  a'  A'*  (cc  A*  +  «'  A")  =  (a)  Ca  a'  Af  A"  +  «'  A'  AH , 

oder  •  ^  /   •   •    ■  /         /      "...      i     •<•'.•'    . 

«»A'^  +  a'A"CtfA'  — S?^aA?)  =  J-?^«*A'A?    .  ^        ' 

ist,  und  sieht  manjn  dieser  Gleichung  aA'^  als  unbekannte  Grösse^ an^  so  giebt.  de;cen  Auflösung; 


^<A|.+4(«A.^g)^«A?)  =  l/jc«A«-g>^  «^?)*  ^rS^f.VK  .    . 


/  -  \ 


«',      •  V 


woraus  man  erhält:  .<••'' 

entweder    a'A-  +  «A'  =  0    oder   VA'*  =  54,«^A?  .. 

Da  jedoch  die  erste  dieser  Gleichungen  unzulässig  ist,  wefl  sie  (tf)  =  0  zur  Folge  hätte,  «SQ. 
bleibt  blos  die  zweite  zu  berücksichtigen,  wonia^h  man  hat:   s  .  w 

Aus  dieser  Gleichung  |n  Verbindung  mit  der  fiediiiguug  (28.  a.^  ergiebl  sidi  naa) . 
in  deren  letzterer 
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dt-'- 


«'(«)       ^/äjä) 


ist,  so  dass  also  dem  positiven  Wurzelwerthe   r    -^Mv    der    positive    oder   negfative  von 

-7pr^  entspricht,  je  nachdem  --^  eine  positive  oder  negative  Zahl  vorstellt;  und  in  denselben 

Fällen  entspricht  dem  negativen  erstem  Wurzelwerthe  der  negative  oder  'poiitlv^  eweita    Ans 
,  den  Gleichungen  (28.  d.}  ersieht  man  sogleich^  dfiss  zur  Möglichkeit  des  gesuchten  neuen  Coor« 

dinatensystems  zunäiphst  gefordert  werde,  dafls  %  und  ^  Zahlen  mit  eineiiel  Yoizeichen  seien, 

^'  damit  y  -77-7;  ^^'^  V   -77-7  reelle  Werthe  annehmen.    Es  müssen  sonach  die  Caeffi- 

^    a  (a)  ^    a  (cc) 

*  zienten  (ä)  und  {a')  in  jeder  neuen  Diamötralgl6ichung  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  annehmen' in  denselben  Fällen,  in  d«nen  ^s'bei  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Diametralgleicbung  geschieht.  Fe]:ner  gehen  die  Gleichungen 
(28.  b.)  in  Folge  derer  (28.  d.)  über  in: 

^'A'+7^A?^Cc«)    und,  «Ar+?^A'i=rt^') 

\a )  (a) 

oder  m  äjn^  wmeit 

nun  giebt  aber  die  auf  die  Axen  AY  und  AY'  angewandte  Richtuhgsgleichung  am  ursprüng- 
lichen Systeme :  ^ 

l=A*  +  A"  +  2ÄA'cosW    und    1=A?  +  A;*  +  2A,A;cosW 

oder  wenn  man  in  diese  für  A'  und  AI  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (28.  d.)  einsetzt : 

l=A«+A?J^H-2AA.j/«M«osW    und    l=:A?  +  A»5f5-2'AA.l/5^cosW 

oder  wenn  man  die  entere  durch  y  \-^.  die  andere  durch  y  \-4  dividirt; 

(«)  *    («) 


und  

und  diese  letileM  beiden  liefern,  wenn'  inah  siö  za  einander  addirt  lihd  dife  Summe  mit  V  («)(««') 
dividirt:  I  . 
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A*       A*       1 
oder  weil  p:  +  T-4-=-  ist,  der  Gleichung  (28.  e.)  gemäss: 

welche  zu  erkennen  giebt,  dass  die>  Summe  der  reciproken  Coeffizienteo  in  allen» 
derselben  Curve  ungehörigen  Diametralgleichungen  mit  schiefen  Coordinaten 
stets  eine  und  dieselbe  Zahl  liefert 

Soll  hingegen  eine  l)iametralgleichung  mit  schiefen  Coordinaten  in  eine  andere  mit  senk- 
rechten Coordinaten  übergeftthrt  werden,  so  hat  man,  den  Beftimmungen  der  Nr.  186.  gemäss,    . 
die  Bedingung  (14.  b.},  nämlich 

zu  erfüllen,  worauf  man  die  Gleichung  (14.  c}  eriiält|  oder,  wenn  man  »^ 

setzt,  die: 

IKe  Gleichungen  (28.  a.  und  b.}  gehen  in  die  (29.  a.  und  b.)  über,  wenn  man  an  die  Stelle 
des  Grundzeichens  A  das  (^),  und  zugleich  flh*  (a)  und  {a')  setzt  {8)^*  und  (d')})!*,  und  es 
wird  das  in  (28.  d.}  erhaltene  Resultat  hier: 

Auch  hier  wird  also  wieder  zur  Möglichkeit  des  gesuchten  Coordinatensystems  zunächst  gefor- 
dert, dass  die  Coe&izienten  {8)  und  (^)  der  neuen  Gleichung  entweder  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  annehmen,  je  nachdem  es  bei  den  ursprünglich  gegebenen  a  und  a  der 
Fall  ist  Da  femer  die  hinter  (28.  e.)  stehenden  zum  vorigen  Falle  gehörigen  Richtungsgld- 
chungen  durch  dieselbe,  eben  angegebene  Substitution  {n  die  dem  jetzigen  Falle  entsprechenden 
übergehen,  so  verwandelt  sich  das  zuvor  in  (28.  g.}  erhaltene  Resultat  hier  in: 

^  1  1       1    ' 


(5)2)'  '  (y)2);*~tf  •  et- 
welche Gleichung  zu  erkennen  giebt,  dass  d^r  hinter  (28.  A)  aufgestellte  Satz  auch  hier  wieder 
gilt,  wenn  man  in  ihm  an  die  Stelle  der  zu  Coordinaten,  welche  von  anderer  Art  als  die  in  der 
gegebenen  Gleichung  vorkommenden  sind^  gehörigen  CoeSiz^nten  {S)  und  {S^  diese  mit  ID*  und 
2);''  multiplicirt  setzt  '. 

Völlig  ähnliche  Resultate  eriiält  man  auch,  wenn  man  eine  Diametralgleichung  mit  senk- 
rechten Coordinatisn  in  eine  andere  ibit  liefen  oder  in  eine  andere  mit  senkreehten  Coordi- 
naten überfuhren  will;  im  ersten  Falle  gilt  das  hinter  (28i  d.  und  g.},  im  andern  Falle  das 
hinter  (29.  d.  und  e.}  ausgesprochene  Resultat  mit  einer  gc^ringen  Abänderung,  die  hier  Folge  -  '^  •  " . 
der  abgeänderten  Richtungsgleichung  ist  So  erhält  man  zufolge  der  Gleichung  (15.  b.}  da, 
wo  eine  Diametralgleichung  mit  senkrechten  Coordhtäten'in  eine  andere  mit  iichiefen  Coordi- 
naten übergefiihrt  werden  soll,  zur  Bedingung: 

5CC,  +  3'C'C;=0,  («O.  n.) 
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und  dann  wird  der  Gleichung  (15.  c.}  gemäss,  wenn  man, 

CS9.1I0  5C*  +  5'C'*  =  (a)    und    SQ  +  8'C?  =  {a') 

setzt  i 

and  da  die  Gleichungen  (30.  a.  und  b.}  aus  denen  (28.  a.  und  b.}  dadurch  hervorgehen,  dass 
man  an  die  Stelle  der  Grundzeichen  a  und  A  die  8  und  C  setzt,  so  eriiält  man  statt  des  Re- 
sultats (28.  d.}  im  jetzigen  Falle: 


,    so  wie  statt  des  in  (28.  e.)  angeaseigteu  das  folgende : 

An  die  Steile  der  hinter  (28.  e.}  stehenden* Richtungsgleichungen  treten  aber  jetzt  die: 
sin'W=:C'  +  C'»-2CC'cosW    und    sin*W  =  C?  +  C  — 2C,C;cosW, 


I 


wie  man  sogleich  aus  den  im  ersten  Abschnitt  aufgestellten  Gleichungen  (108.  a.}  findet,  wenn 
man  in  die  l  =  ac  +  a'c'  für  a  und  a'  ihre  dort  angezeigten  Wertbe  einsetzt,  wodurch  sie 

wird : 

sin»W  =  c»  +  c"-2cc'cosW, 

und  nun  auf  die  Axen  AY  und  AY'  angewandt  die  obigen  liefert.    Setzt  man  in  den  obigen 
Richtungsgleichungen  für  C  und  C|  ihre  in  (30.  d.}  gegebenen  Werthe  ein,  so  werden  sie: 


o\!aL)  ^    S  (a)  ' 

.  _  _  _  _  _ 

f 

oder,  wenn  man  die  erstere  mit  r    Wj'  ^'®  andere  mit  y    r-rr  multiplicirt: 

w$d  gehen  nun  durch  Addition  und  nachherige  Division  mit  V (ju) (u)  über  in: 
(••.  r.)  »in»  W  C^j  +  (-1) = (g^ + |j)  (i  H-  *  ) , 

welche,  die  (30.  e.}  benicksichtigend ,  wird: 
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Wäre  eiuHieh  eine  Diametralgleieiiiing  in.  seükrecfatea  Coordinaten  gegeben,  und  wollte 
wieder  meinet  eben  eokhee^rehngen,  wo  dann  die  Bedingttig(;i6.b.)  nttinlieh  S{r){r,)'^(r)l^r,)=it 
zu  .erfläkm  wäre,  um*  asu  der  Crleiohung  (16.  o.)  oder,  wenn  man 

S^-^  +  S'^-ff={S)    und    5^*  +  5'^=(5') 
setzt,  zu  der 

zu  gelangen,  so  erhält  man  die  hierher  gehörigen  Resultate  aus  denen  (30.  d.  bis  g.},  wenn 
man  an  die  Stelle  des  Grundzeichens  C  das  (F)  setzt,  und  die  Coefiizienten  {cc)  und  {a')  durch 
(d)  2)'  und  {S')  2)|*  vertreten  Iftsst,  weil  die  vorstehenden  Gleichungen  aus  denen  (30.  a.  bis  c') 
durch  dieselben  Veränderungen  hervorgehen.  Die  so  sich  ergebenden  Formen,  so  wie  die  in 
(29.  a.  bis  e.}  vorkommenden  gewinnen  noch  an  Anschaulichkeit,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  * 
im  ebenen  Systeme,  wenn  Wi  den  neuen  Axenwinkd  vontellt, 

3)  =  !£);  =  sinWi  (81.  »•) 

ist,  wie  aus  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (104.  b.}  sogleich  hervorgeht. 
Die  bisher  aufgefundenen  Beziehungen  zwischen  den  CoeflFizienten  der  gegebenen  und  denen 
der  gesuchten  Diametralgleichung  werden  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (31.  a.}: 

1}  wenn  die  gegebene  wie  die  gesuchte  Diametralgleichung  schiefe  Coordinaten  in  sich 
trägt:  :  .  • 

1  111 

2}  wenn  die  gegebene  Diametralgleichung  schiefe,  die  gesuchte  senkrechte  Coordinaten  in 
sich  tragt: 

3}  wenn  die  gegebene  Diametralgleichung  senkrechte,  die  gesuchte  dagegen  schiefe  Coor- 
dinaten In  sich- attAntemt: 


C»*. «.) 


43  wenn  die-  gegebene  Avie  die  ge{;aclite  Diametralgleichuiig.  senkrechte  Coordinaten  in  sich 
aufnimmt : 

C^j  +  (IjD  sin' W  =  c|  +  I^D  sin*  W.  .  €»•.•.) 

193}  In  der  vorigen  Nummer  ist  .zwar  das  allgemeine  Verhalten  der  Coefiizienten  einer 
neu  zu  suchenden  Diametralgleichung  zu  denen  einer  ursprünglich  gegebenen  in  Bezug  auf  eine 
l^estiminle,  mit  ^inem  Mitlelpunct  yorstbenß  Curve  zweiter  Ordnung  angegeben  worden,  aber 
zur  Möglichkeit  der  neuen  Gleichung  mit  so  gegebenen  Coeilizienten  wird  noch  ausserdem  ge- 
fordert, dass  diese  Coeffizienten  zu  einem  wirklichen  Coordinatensystem  führen,  d.  h.  dass  die 
Projectionszahlen,  welche  man  für  die  neuen  Axeh  findet,  reelle  Werthe  annehi^ien.  Indem  wir 
jetzt  die  hierzu  erforderlichen  besondern  Eigenschaften  der  Coeffizienten  aufsuchen,  werden  wir 
ikß  ikii  einen  Fall  itis  Auge  fassen,  wo  aiis  einer  Diametrtdgleichung  mit' sehtefen  CooiHinalen 
irieder  eine  ^ben  s«ildie  riigeleltet  werden  soB,^  uhd  daher  zwischen  den  Ooefiteienten  dter  bei- 
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4ea  Gleichungen  die  Relation  (31.  b.)  statt  fuidely  da  die  andern  FMIe  eine  tthnUdie  Behandlung 
gestatten,  wekhe  wir  dem  Leser  ikberlassen  können.  Dabei  werden  wir  von  der  Voraussetzung 
ausgehen,  dass  die  ursprüngliche  Diametralgleicbung  am  rechtwinkligen  Coovdinatensysteme  ge- 
geben sei,  eine  Voraussetzung,  die  durch  die  Betrachtungen  der  Nr.  191.  gerechtfertigt  wird, 
und  den  Vortheil  hat,  nicht  nur  eine  einfachere  Darstellung  zu  gestatten,  sondern  auch  den  Re- 
sultaten eine  grössere  Bestimmtheit  und  Anschaulichkeit  zu  geben. 

Durch  die  Voraussetzung,  dass  die  ursprüngliche  Diametralgleichung  am  rechtwinkligen 
System  gegeben  sei,  verwandeln  sich  die  hinter  (28.  e.}  stehenden  beiden  Richtungsgleichungen 
der  neuen  Axen,  wenn  wir  den  Fall  herausnehmen,  wo  sowohl  die  gegebene  wie  die  gesuchte 
Gleichung  schiefe  Coordinaten  in  sich  aufnimmt,  in: 

(«••  •.)  1  =  A*  +  A'*         und         1  =  A?  +  A;*  , 

weil  jetzt  W  ein  rechter  Winkel,  also  cosW=0  ist  Setzt  man  in  diese  Gleichungen  fttr  A'* 
und  A^'  ihre  Werthe  aus  (28.  d.}  ein,  so  erhält  man: 


woraus  man  findet: 


i_A«.i   a»?LM,    und     1  — A*4-A*?Li^ 


(«••M  A'  =  5L_^        und       Af  =  ?^— ^)- 


und  in  Folge  dieser  Werthe  geben  die  Gleichungen  (28.  d.}: 

«».■•.)  A"=^2l-5^       und     Ar  =  i^P^. 

a       a  ^       ^ 

a        a'  €t        a' 

Damit  nun  die  neue  Gleichung  einem  wirklich  vorhandenen  Coordinatensyslette  adgehfire,  müs- 
sen die  Gleichungen  (32.  b.  und  c.}  flir  A,  A'  und  A, ,  A[  lauter  reelle,  oder,  was  dasselbe 
ist,  fttr  A* ,  A'*  und  Af ,  A|'  lauter  positive  Zahlen  oder  Null  liefern.    Dazu  ist  erforderlich : 

I.  dass  in  dem  Falle,  wo  der  in  allen  Gleichungen  (32.  b.  und  c.}  vorkommende  Nenner 

positiv,  also ;>*0  ist,  zugleich  sei: 

TL  dass  in  dem  Patte,  wo  der  gedachte  Nenner  negativ,  also ;<:0  ist,  zugleich  auch 

sei : 

in.  Der  gedtdite  Neanor  kann  nor  dann  n«U  werden,  woin  «  and  u'  eioeilei  absolute  Weilke 
■it  gleichen  oder  entgegengesettten  Vorteichen  besitien,  ynt  dann  die  Corvo  iweiter 
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Ordnung^  entweder  eine  KrewUme  oder  eine  f  leickseitige  Hyperbel  ist,  wdeken  besondem 
Fall  wir  iUr  sich  betrachten  werden. 

Da  die  Quotienten  -79—9  t-tv  9  7-4  ,    dem    aus    (28.  d.l    fliessenden  Satze  zur  Folire, 

a      a     (a)    (a)  '  ^  -^  ^  ' 

sämmtlich  Zahlen  mit  eineriei  Vorzeichen  sein  müssen,  wenn  die  neue  Gleichung  einem 
wirklichen  Coordinatensysteme  angehören  soll,  so  verlangen  die  in  1}  und  II}  enthaltenen 
Bedingungen  im  Grunde  nichts  weiter,  als  dass  die  absoluten  Werthe  der  Quotienten 

\-Ti  und  \-4  nicht  über  die  absoluten  Werthe  der  Quotienten  -7  und  —  hinaus* 

\a)         {a)  a  a 

fallen,  vorausgesetzt,  dass  a  und  a'  sich  auf  die  Gleichung  der  Curve  am  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme  beziehen.  Tritt  hingegen  der  in  III}  erwähnte  Umstand  ein,  wo  der  in 
den  sämmtlichen  Gleichungen  (32.  b.  und  c.}  aiftretende  Nenner  null  ist,  welches  geiBckieht, 
wenn  a  und  a'  gleiche  absolute  Werthe  haben,  so  müssen  nothwendig  auch  alle  Zähler  in 
jenen  Gleichungen  null  werden,  weil  die  Richtungsgleichungen  (32.  a.}  keine  unendlich  grossen 
und  zugleich  positiven  Werthe  von  A%  A''  und  Af ,  K?  zulassen,  und  diess  zieht  nach  sich, 
dass  auch  die  absoluten  Werthe  von  (a)  und  {a')  einander  gleich  sein  müssen;  haben  daher  a 
und  a'  einerlei  Vorzeichen,  in  welchem  Falle  die  vorgelegte  Curve  eine  Kreislinie  ist,  so  geht 
die  Bedingung  (28.  g.}  über  in: 


(M«  «O 


und  zeigt,  dass  die  Coeffiztenten  aller  möglichen  Diametralgleichungen  bei  der  Kreislinie  einerlei 
Grösse  annehmen,  oder  dass  bei  ihr  die  sämmtlichen  Diametralgleichungen  sich  in  Nichts  von 
einander  unterscheiden;  haben  hingegen  a  und  a'  entgegengesetzte  Vorzeichen,  in  welchem 
Falle  die  vorgelegte  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  geht  die  Bedingung  (28.  g.} 
tikber  in: 

und  zeigt,  dass  auch  in  {a)  und  {a')  einerlei  Zahlen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  enthalten 
sein  müssen,  ohne  aber  über  die  Grösse  dieser  Werthe  irgend  wie  zu  verfügen.   Da  in  diesen 

beiden  Fällen  die  Projectionszahlen  A ,  A'  und  Ai ,  A^  sämmtlich  von  der  Form  ^  sind,  so  giebl 

diess  zu  verstehen,  dass  jede  der  neuen  Axen  AT  und  AT'  einzeln  genommen  eine  beliebige 
Richtung  annelunen  kann;  hat  man  aber  eine  von  beides  nach  Gefallen  gewählt,  00  bestimmt 
sich  nack  ihr  die  andere  von  selbst  nach  Anleitung  der  Bedingung  (28.  a.},  welche  bei  der 
Kreislinie,  wo  a  und  «'.  bei  einerlei  absolutem  Werthe  auch  gleiche  Vorzeichen  haben,  wird: 

AA|  +  A'AJ=0,  (M.e.> 

und  so  zeigt,  dass  die  zwei  Axen  in  jedem  der  verlangten  Systeme  auf  einander 
senkrecht  stehen,  weil  auf  das  rechtwinklige  ebene  System  bezogen  AA,  -j- A' Ai  den  Kosinus  . 
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deB  Winkeb  vorstellt,  den  die  Axen  A  Y  und  AY'  mil  einander  BMUBhen;  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  hingegen,  wo  cc  und  a'  so  wie  {a)  und  (cc')  bei  einerlei  absdluteni  Werfte  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben,  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (2S,  d.}  in: 

CM.  f.)  A'=+A,    und    A;=+A, 

und  es  dürfen  in  beiden  gleichzeitig  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen  genonunen 

werden,  der  hinter  ^28.  dj  stehenden  Bemerkung  gemäss,  weil  hier  —-,  eine  negative  Zahl  ist. 

SteUt  man  sich  nun  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  als  ein  rechtwinkliges  vor,  an  welchem 
die  schiefen  ProjectionszaMen  in  die  senkrechten  tibergehen,  so  ist: 

A'nrcosYAX',    A,=:cosY'AX  ,    A;  =  cosY'AX',    AmcosYAX  , 

weshalb  die  Gleichungen  (^32.  f.}  übergehen  in: 

t«».  «.)  cos  Y  A  X'= + cos  Y'A  X    und    cos  Y'A  X'=  +  cos  Y  A  X  , 

in  welchen  beiden  Gleichungen  wieder  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen 
genommen  werden  dürfen.  Aus  ihnen  lässt  sich  ohne  Mühe  entnehmen,  dass  bei  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  die  zwei  Axen  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems,  an  dem  diese  Curve 
eine  Diametralgleichung  erzeugt,  in  zwei  Geraden  liegen,  deren  Stellung  zu  den  Axen  des  recht- 
winkligen Coordinatensystems,  an  dem  die  Curve  eine  Diametralgleichung  erzeugt,  die  gleiclie 
ist,  wenn  man  beide  entweder  innerhalb  oder  ausseriialb  der  Coordinatencbene  X  A  X'  ins  Auge 
fasst. 

194)  Wir  können  nun  die  in  Nr.  186.  und  Nr.  18T.  beim  Aufsuchen  von' neuen  Coordi- 
natensystemen,  an  welchen  die  Curve  eine  Diametralgleichung  liefert,  unbestimmt  gebliebene 
Grösse  dazu  benützen,  um  die  aufzufindende  Diametralgleichung  in  möglichst  einfacher  Form  zu 
zu  erhalten,  wobei  wir  uns  wieder  blos  auf  lauter  Diametralgleichungen  mit  schiefen  Coordinaten 
beschränken  werden,  da  die  Behandlung  der  Hauptsache  nach  in  allen  übrigen  Fällen  die  gleiche 
bleU)t,  oder  besser  gesprochen,  da  alle  übrigen  Fälle  in  diesem  einen  aufgehen.  Auch  wollen 
wir  hier  wieder,  um  einen  festem  Standpunct  zu  gewinnen,  von  der  Voraussetzung  ausgehen, 
dass  die  mit  einem  Hittelpunct  versehene  Curve  zweiter  Ordnung  ursprünglich  durch  eine  Dia- 
metralgleichung am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  gegeben  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung 
haben  wir  in  der  vorigen  Nummer  gefunden,  dass  sowohl  bei  der  Ellipse,  wo  cc  und  «'  einer- 
lei Vorzeioken  hd»en,  ab  noch  bei  der  Hyperbel,  wo'  die  Vorzeichen  von  u  nnd  a'  entg^en 
gesetzt  sind,  die  neue  Diametralgleichung  nur  so  lange  und  dann  stets  an  einem  reellen  Coor- 

dinalensysteme  möglich  sei,  aks  Pf,  «id  y^  nicht  über  die  Grenzen  ^  und  ^  hinansiallen. 

I)  Hieraus  folgt  sogleich ,  dass  man  bei  der  Ellipse  stets  ^^  =  1  oder  (a)  =:  (a)  werden 

'    .  lassen  könne,  wodurch  sich  dann  die  Gleichung  (28.  c.)  dieser  Ellipse  in  die  höchst  einfache 

Form 


$.  16.  Nr.  195.  Ebene  Correa. -zweiter  Onfnung.  4SI 

ttberrühren  lässt,  welche,  wenn  mmi  beaofaiet,  dass  in  diesäm  Ffdle  die  Relation  (28.  g.}  sich 
in  die 

2  —  =  -  +  * 

(u)     au' 

abändert,  wird: 

Die  Coordinatenaxen,  worauf  sich  diese  Gleichung  bezieht,  erhält  man  aus  den  Gleichungen 
(33.  b.  und  c.};  wenn  man  in  diesen  (u)  =  (a')  werden  lässt,  so  ergiebt  sich  nämlich: 

^-1         i^^  ^-1         1-«, 

a      a'  a      a'  0      u'  a      a'  ... 

welche  für  A ,  A'  und  Ai ,  Ai  stets  mögliche  Werthe  liefern ,  die  zu  einem  wahren  Coordina- 
tensysteme  hinfuhren,  sowohl  wenn  man  denen  A  upd  A.  einerlei  und  denen  A'  und  A[  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  giebt,  wie  auch  wenn  man  denen  A  und  A,  entgegengesetzte  und 
denen  A'  und  A|  einerlei  Vorzeichen  giebL  Beckenkt  man,  dass  das  Coordinatensystem,  worauf 
sich  die  Projectionszahlen  A ,  A'  und  A, ,  A|  beziehen,  unserer  Voraussetzung  gemäss  ein  recht- 
winkliges ist ,  an  welchem  diese  Grdssen  in  co«  Y  A  X  ,  cos  TAX'  und  cos  Y'A  X ,  cos  Y'A  X 
übergehen,  so  sieht  man  ein,  dass  die  beiden  schiefen  Axen  AY  und  AY",  welche  conjugirte 
Darchmesser  von  gleicher  Länge  geben,  entweder  mit  der  Axe  A  X  gleiche  Winkel  bilden,  de- 


V 


^-1 


ren  Cosinus  ,    ist ,   oder  sie  bilden  mit  der  Axe  A  X'  gleiche  Winkel ,   deren  Co- 


a       a 


V 


^-% 


sinus Trr==  ist.    Alle  in  den  Gleichungen  (33.  b.}  auftretenden  Projectionszahlen  er- 

^    a      a 
halten  stets  endliche  und  von  Null  verschiedene  Werthe,  ausser  wenn  u  =  a\  sonach  die  Ellipse 
ein  K>eis  wird,  ein  Fall,  der  schon  in  der  vorigen  Nummer  seine  Erledigiing  gefunden  hat 

113  Bei  der  Hyperbel  hingegen,  wo  a  und  a'  entgegengesetzte  Vorzeichen  in  sich  aufneh- 
men, und  T-yi  y  7~7  ebcufalls  zwischen  die  Grenzen  —  und  -7  hineinfallen  miissen,  kann  man  we- 
(ctf)    («)  .  a  a 

gen  der  Bedingung  (28.  g.}  nie  7-7:= — 1  oder  ((x)  =  —  (a')  werden  lassen,  so  lange  tf  und 
a'  verschiedene  absolute  Werthe  haben;  man  kann  daher  nie  die  Gleidiung  der  Hyperbel  in  der  Form 

herstellen,  welche  der  (33.  a.)  analog  gebildet  ist,  ausser  wenn  «=:  —  a\  d.  h.  wenn  die  Hy- 
perbel eine  gleichseitige  ist,  welcher  besondere  Fall  schon  in  der  vorigen  Nummer  seine  Erle- 
digung gefunden  hat. 

195}  Obschon  nun  aber  die  Hyperbeln  im  Allgemeinen  eine  Vereinfachung  ihrer  Gleichungen 
in  der  Weise,  wie  die  (33.  a.}  es  in  Ansehung  der  Ellipsen  thnt,  nicht  gestatten,  so  geben 
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sie  dagegen  zu  andern  Formen  Anlass,  die  denen,  von  weichen  die  (33.  a.}  ekiem  von  vier 
Fällen  entspricht,  an  Einfachheit  nichts  nachgeben.  Um  diese  zn  erhalten,  gehen  wir  za  den 
Gleichungen  (^13.  a.},  (14.  a.},  (15.  a.},  (16.  a.)  znrUck,  an  welche  die  Betrachtungen  der 
vorigen  Nummer  angeknüpft  worden  sind.  Im  Falle  nämlich  die  eine  von  den  Grössen  a  und 
a'  oder  8  und  y  eine  positive,  die  andere  eine  negative  Zahl  ist,  kann  man  den  Gmndaxen 
AY  und  AT'  oder  den  Polaraxen  A^,  AS>',  an  welchen  jene  Gleichungen  die  ebaie  Curve 
zweiter  Ordnung  darstellen,  eine  solche  Lage  vorschreiben,  dass  bei  der  (13.  a.} 

/  cc  A»  +«'  A"  =0    und    a  A?  +a'  A;«  =0  , 
bei  der  (14.  a.} 

^•^••)    (     bei  der  (15.  a.) 

«  C»  +  y  C"  =0    und    9  er    +3*  C?  =0  , 
bei  der  (16.  a.) 

wird,  welches,  wenn  oe,  a  oder  3,  ^Zahlen,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  sind,  stets, 
hingegen  nie  möglich  ist,  wenn  er,  a'  oder  d,  S'  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeidien  sind.  Durch 
diese  Bedingungen  verwandeln  sich  aber  die  Gleichungen  (13.  a.},  (14.  a«),  (15.  a.},  (16.  a.} 
in  andere,  welche  die  folgenden  sehr  einfachen  Formen  annehmen: 

YY'=  i(„  A    A.  +«^  A'  AI)  «'«'  C«3.  ••) , 

^^~2ci  c  c.  +S'  c  c;)  ■"'  ^*^*  •■^' 

hervorgehend  Aas  den  Bedmgungen  (34.  a.}  lassen  sich  die  folgenden  Gleichongen  ableiten: 

/   A'  =  A  ]/—%     und     A;  =  A.  J/Z^  zu  (13.  a.), 

(^)=(.^)l/r|    und    (.^)=(^.)J/Z|«(i4a.), 

(«4.  c) 

C    =  C   J/IX     und      C;  =  C.  J/— L  a»  (15.  a.) , 


[  (n  =  (D  l/_  «      und    (r,)  =  (r.)  J/Z|  zu  (16.  a.) 


.k 
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gehörig,  wo  in  jeder  deichungi  unabhUngig  von  der  andern,  der^  positive  oder  negative  Wnr- 
zelwerth  genommen  werden  kann;  weil  man  aber  nie  -t-  =  x^9  undJbben  so  wenig  yj!=t2\ 

oder  7r==7r  oder  /-W  =  /n\  ^'^rd^i^  lassen  darf,  indem  sonst  die  beiden  Richtungen  AT  und 

AT'  oder  A^  und  A9'  in  eine  und  dieselbe  Gerade  zu  liegen,  ktoien,  was  mit  der  Na- 
tur eines  wahrhaften  Coordinetensystettis  imverträglkh  ist,  so  sieht  ihan  ein,  dass  bei  den  vor- 
dem und  hintern  Gleichungen .  (^34.  e»}.  stets  die  entgegengesetzten!  Wurzelwerthe  genommen 
werden  müssen.  Durch  die  «Gleichungen  (ä4L,  c.}  mit  Berücksichtigung  der  so  eben  angezeig- 
ten Regel  hinsichtlich  ihrer  Vorzeichen  verwandeln  sich  aber  die  (34.  b.}  in: 

denen  (13.  a.}  und  (14.  a.}  entsprechend,  uqd ja:  ') , CMU  #•) 

»y'~4T^  "^  ''"-Wim: 

denen  (15.  a.}  und  (16.  a.}  entsprechend.  (.i.  ,  -■'-} 

Zieht  man  nun  die  Richtongw^eiflinwgBn 

1=  A*  +  A'»  +2  A  A'cobW     und       1=  Af  +  A?  +2  A,  A.'  cosW, 

l=(^»+(^)»TH?(^(^)/cosWr.     und    .  i^(4,)*-\-(^^*+2iA,){^,)co8W , 
sin»W=  C  +C"  — 2  C  Ccos.W .  und    sin'W=  C?  +  Cj»  —2  C,  C  cosW, 

8in'w=(r)'+(r)»— 2(r)(r)cosw  und  .sin»w=(r,)*+(r;)»— 2(r,)(roco8W  •  •  > 

heran,  welche  wahr  sind,  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  mag  ein  schiefwinkliges  od^ 
reffitwinkUges  sein,  und  setzt  man  in  diese  Gleichungen  fUr  A',  A{  und  (^),  (^)  sowohl  als 
für  C,  CJ  und  (jTOvC^O  ^^^^  ^^  ^^^  Gleichungen  (34.  c)  gegebenen . Werlhe  ein,  so. erhält 
man  mit  Berücksichtigung  der  für  die  Vorzeichen  der  Wurzelwerthe  gegebenen  Regel: 

i     =l-J+2t/Zi:co8W    «nri       ^,    ==l-^-2|/I|cosW, 

--.  ..Ter =*-r-^F-r''''^^' ''"i:~-^=^ -5^+2  K-r-r'"*' 

sin'W       .       S        «1/     T       -nr        j    sin*W       ,    /^     ,  «1/     5"        «r 

W=l— •?•  —2  1/ j_£.cosW    und    -ryni-— 1—  •?  +2  1/  _2-  cosW, 

'JHTo  in  .den  beiioB  <Mch«iftM.  auf  jiBder  Zeile«  devMÜbe  W«rzelwertb  genoamieB  wttdin.flAiS, 
MtMk^M'iämgßm  in  jeder  iBeil»  lUMbhltafig  X0b  dar* «bdcra  sowohl  der  posil^'  wie  .deir.  mr 
'filivd  «ab  kaiia.  A«i  ilMi.GWdiQngeii  (84  a)  wl.(tf^:ia.}  ergdken.  sieh  nu.aul  dcrgriM»- 
^tMi:LeiDhlighrfl  die  simailMien^  den  Joeöi  .def  geindten  Oooiftn iiieii |  ghina  jBngehdgjgiaii  Ihto^ 
«fMlbmaUte  in.^iMlerWMK.  J^^  beidea  Mf  de&- 

'«eibcpi.ZMle  Makettdiin.^leichHlgai  (96v  lu>:. 
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1^'* 
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«" 


(A  Ap*    -"(«>_  «)» ^-  4  „  «'cos*  W  * 


«'» 


^■***'^    ^    rrrv    _  ___J:WW___ 

und  mittelst  dieser  Werthe  yerwandelo  sich  die  Gleichungen  (34.  d}  in: 

< 

,     [(«'  — «V4-4««'cos*W]^/i 


\     «. 


^^~  4ö«' 


(M.  c) 


wobei  Mm 
liai 


4  «  «'  ' 

[(y — jy +4gycoB'W]^  y 

^^~  4«Ä'sin'W  ~  ' 

iD  =  i);=sinW, 


Es  geht  aus  der  vorstehenden  Untersuchung  hervor,  dasis  sich,  die  Gleichung  einer  Hy- 
perbel an  einem  mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  bestimmbaren  und'  fanmer  wirklich  vor- 
handenen Coordinatensysteme  stets  nach  Belieben  in  einer  der  beiden  Fonnen 

(ßm»'}  xx'=zfi    um!    uu'trsv 

aurslellen  Iftsst,  und  diese  Fonnen  sind  für  die  Hyperbel  eben  so  characteristisch,  wie  die  der 
(33.  a.)  analogen  (Ür  ^die^Ellipse.    Es  iq»^^  ^^^^  ^  ^  Augen|  dass  die  Goofdinatenaxen 

r , .,  derjenigen  Systeme,  an  welchen  die  Hyperbeln  Gleichungen  von  einer  der  Formen  (36.)  liefern, 

Asymptoten  zu  ihnen  «ind.  Keine  Ellipse  kann  durch  eine  Gfeichuqg  von  der  Fonn,  wie  die 
(36.}  sind,  dargeislellt^  werden,  und  im  Allgemeinen  kann  aucb  keine  Hyperbel  durch  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

(«[••O  X*— x"=s/i    Oder    u*  — u'*=3v,      . 

worin  blos  die  Out^<b^te  der  Coordinaten  vorkommen  und  beide  mit  dem  Coeffizienten  i  ver- 

Wiwii  aM,  dMrgenteill  werden.  WÜ*  Uibett  in  der  vnrigeto  JMsmaer  g edehni,  daas  nur  die 
-gieidtfeitiger  Ilypüibel,  niimlididie,  »darettlGWohmif  tfchimvo«  ^hn  hereiil  ac4~Vz=0  giebt, 

Merven  ehe  Ausnahme  madit,.  und  diotegMi  sich  eben  dadODokniMr  daA  Hfpeibcii  ab  eine 
-sehr  beaondem  ca  eAfMeik.  BeiidergWehseitigän  iiyperbd'  gaben,  m  fechttoiaUgeH  Sfäteae 
-die  schieiai  md  80nkradhlen€o<frdianMn;iii  eiMuter  ttbery.aber  «Mb  a«  fedmn.anddni  SfrtSMl, 

an  welchem  diese  Hyperbel  durch  eine  Diametral^^iahuilg  gflfdM  iiird,iiiiMbl  gkidiieitif  eine 
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JWiMfettnlglelolHmg  in  ^chfeTen  und'  in  seiA^redAe»  CtoordhMten  slitt;  ienn  et  lit  An  im  ersten 
Afcechnitte  gegebenen  tfwei  eisten  Gleiohungen  (ft08.  b.)  zur  Felge: 

u=x-t-x'cosW    und    u'mxcosW-f-x', 

wfttB  tt ,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  eines  Punctes  en  dem  Systeme  vecistelleo,  an  welchem 
jderselbe  Punct  die  scbieCNi;,X|  x'  hat,  und  hieraus  findet  man:  , 

u+ii'=r(x  +  x')C*  +  cosW)    und    tt--tt'=(x— x)(l— cosW), 

deren.  Multiplicaiion  die  folgende  Gleichung  liefert : 

u'— u'^(x*-T^''}w'W.  CW.  *•> 

Findet  demnach  an  irgend  einem  Systeme  die  erste  Gleichung  (31.  a.)  statt  und  setzt  man  ihr 
gemäss  ju  Ittr  x'— x''  in  die  Gleichung  (37.  b.),  so  verwandelt  sich  dieselbe  in: 

findet  aber  an  einem  Systeme  die  zweite  Gleldiung  (37.  a.)  statt  und  setnt  man  ihr  gemiss  y 
•ßr  tt^ — u'*  in  die  Gleichung  (37.  b.},  so  verwandelt  sich  dieselbe  in: 

V 


(M.  dIO 


.woraus  man  ersieht,  dass  die  gleichseitige  Hyperbel  an  einem  und  demselben  Systeme  stets 
gleichzeitig  die  beiden  Formen  (37.  a.)  liefert,  so  wie  die  zweierlei  in  (35.  c.)  enthaltenen. 
Man  sieht  hieraus,  dass  der  in  Nr.  191.  erschienene  Ausnahmsfall,  der  tf-f-c»'=0  voraus- 
setzte und  dort  ganz  zu  Ende  behandelt  worden  ist,  em  solcher  war,  in  welchem  die  ge- 
gebene Gl<iiohung  schon  selber  die  dort  jgesocbte  Bigeuschaft  besass. 

196}  Wir  haben  in  den  Nummern  188,  189  und  190  gesehen,  dass  eine  Gleichung  der 
Parabel,  die  an  einem  bestimmten  Coordinatensysteme  von  einer  der  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.} 
aufgestellten  Formen  ist,  ati  keinem  aitdiN-n  Coardinatenaysleme^  Aas  mit  dem  vorigen  einerfei 
Spittse  hat,  wieder  eine  6Iei<4iung  vofn  eiuer  jener  Formen  liefern  kann,  dass  abier,  weim  irgend 
ein  anderer  PüQct  der  Carve  zar  Sfritae)  des  neuen  Coordinatensystems  gemacht  wird,  immer 
ein  zu  dieser  Spitze  gehöriges  Systepi  vprhanden  ist^  an  welchem  die.Parebal  wieder  eine  Glei- 
chung von  einer  der  genannten  Formen. annimmt^  wobei  sich  zugleich  zeigte,  dass  die  eine  Axe 
von  allen  diesen  Systemen  stets  einer  und  derselbenr  Geraden  parallel  bleibt,  die  andere  dagegen 
ihre  Richtung  von  einem  t^uiict  iet  turve  zum  -audem  abändert.  Da  man  sonach  auch  der 
Parabel  unzählig  viele  Systeme  anweisen  kann,  an  welchen  sie  immer  eine  Gieichuqg  voi^  einer 
der  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.}  ätifgestetlten  formen  giebt,  nur  ^  dass  diese  nicht  wie  bei  den 
ebenen  Curven  zweiter  Ordnung, .welche 'einen  Mittelpunct  haben,  eine  gemeinschaniiche  Spitze 
^besilzen,.,ihi:e: Spitzen  xo(\  G^eotb^ilsich  ^tels  ändern. müssen y  so  kann  man  auch  hier  wieder 
untef  den  unendlich  vielen  möglichen  Gleichungen  von  einer  jener  Formen  die  heraussuchen 
wollen,  welche  noch  andere  gewünscht  Nebenbedingungen  ernilien.  Wir  werden  auch  diesen 
Umstand  an  zwei  Beispielen  erlihiten^.t|pd  iAn  die  ildn  vorigen  analogen  nehmen,  indem  wir 
zuerst  den  Punct  0  der  durch  eine  der  Gleichungen  (11.  b.}  oder  (11.  c.)  gegebenen. faaatitel 
aufsuchen,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt, 'daiftr  die.  djarch  ihn  hindurch  gehenden  Axen  zu  glei-. 
eher  Zeit  Gleichungen  sowohl  von  der  vordeffn  wie  von  der  hintern  in  (11.  b.}  oder  (11.  c.)' 


•) 
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Ist  die  SaHikel  dmA  eine  Ciekkmig  tom  4er  vjftrdeni  Fom  (II.  1k}  gegeben,  se  wM^ 
wie  in  Nr.  189.  gezeigt  worden  ist,  wenn  did  durch  den  Pupl  0  hindnriih  gebende  Syslem 
wieder  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (11.  b.}  oder  (11.  c.}  enthaltenen  Form  geben  soD, 
die  eine  Grondaxe,  welche  die  OY  sein  mag,  mit  der  AX  parallel  laufen,  und  die  Richtung 
der  andern  Axe  OT  die  Bedingung  (18.  b.}  erf&Iten,  und  soll  das  durch  0  hindurch  gebende 
System  eine  Gleichung  von  der  zweiten  jener  Formen  geben,  so  muss  nach  den  dortigen  Er- 
gebnissen dia  eine  Polaraxe  des  neuen  Systems,  welches  die  09  ^^  iQ^»  ^  der  Axe  AX 
parallel  laufen,  und  die  Richtung  der  andern  Polaraxe  0^'  die  Bedingung  (20.  b.}  errollen; 
soll  daher  das  durch  0  hindurch  gehende  System  gleichzeitig  zu  einer  Gleichung  sowohl  von 
der  vordem  wie  von  der  hintern  in  (Vi.  b.}  oder  (11.  c.}  vorhandenen  Form  Anlass  geben, 
so  muss  gleichzeitig,  die  Gnindaxe  0  Y  und  die  Polaraxe  0  $  mit  der  Axse  A  X  parallel  Uofen 
und  es  müssen  gleichzeitig  die  beiden  Bedingmigen 

im.mJi  yA.+  a'rA;=0    und    yC^0  +  «T(^)  =  O 

erfilSt  werden.  Jenes  kann  mr  geschehen ^  wenn  die  Gnindaxe  OY  mit  der  Pohraxe  0$  in 
einer  Geraden  liegt,  und  aus  den  Gleichungen  (38.  a.)  geht  hervor,  das«  die  Prajectionszahlen 
{Ai)  und  (^[)  sich  zu  einander  eben  so  wie  die  A|  und  A[  verhalten  müssen,  was  zur  Folge 
hat,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  mit  einander  parallel  laufen,  dass  mithin  auch 
noch  die  Gnindaxe  OY'  mit  der  Polaraxe  Og)'  in  einer  Geraden  liegt  Beide  Bestunmungen 
vereinigen  sich  mit  einander  dahin,  dass  das  gesuchte  ebene  System  ein  rechtwinkliges  sem 
müsse.    Aus  diesem  Grunde  ist  bei  ihm  sowohl 

a,c+a;c'=o  als  c.a+c;a=o, 

und  weil  die  Axe  0  Y  mit  der  AX  paraUel  liluft,  so  ist  A  =  l ,  A'=rO  und  C  =  l ,  (r:r:cosW, 
daher  nehmen  die  so  eben  mitgetheilten  Gleichungen  die  folgende  Gestalt  an : 

A,  +  A;cosW=0    und    C,=0. 

Aus  Ci=0  folgt  C(=sinW,  und  nun  lassen  sich  ans  den  bekannten  senkrechten  Projections- 
zahlen  C,  und  CI  die  dendben  Richtung  angehörigea  sdiiefen  A|  und  Ai  »Meist  der  im  ei^ 
sten  AbsdMitte  gelieferten  zwei  letzten  Gleiclrangen  QiSO.  a.}  finden,  denen  g^Mkas 

A,sin*W=C,  — CIcosW    und    A:sin*W=Cf  — CcosW, 

oder  wenn  man  fiir  C|  und  C|  ihre  eben  gefdndenen  Werthe  setzt 

A.8inW=--€0sW    und    A;sinW^l 

ist,  woraus  man  findet: 

i 
A|  =  — cotgW    und    AI=  -i— sy  j 

und  durch  diese  Werthe  von  A,  und  A',  geht  die  erste  in  (38.  tu")'  entiuJtene  Bedingung  ftber 
in: 

und  Eefert: 

wodurch  der  Punct  0  sowohl  als  die  Lage  der  Axen  in  dem  gesadttep  8|rtcww  fCfctan 
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hk  hingen  die  Purabel  dqsA  eine  Gleiebwig  von  der  luntam  Form  (IL  b.}  gegebe«, 
80  muss,  wie  in  Nr«  190.  gezeigt  worden  ist,  wenn  das  durch  den  Pnnct  0  hindurch  geh^de 
System  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.}  stehenden  Form  geben  soll, 
die  eine  Grundaxe,  wozu  wir  die  OY  nehmen  wollen,  mit  der  Polaraxe  AX  parallel  laufen, 
und  die  Richtung  der  andern  Grundaxe  die  Bedingung  (21.  b.)  erfüllen;  und  soll  das  durch 
den  Punct  0  gelegte  Coordinatensystem  eine  Gleichung  von  der  zweiten  jener  Formen  geben, 
80  muss  n^ch  den  do0igen. Ergebnissen  die  eine  Polaraxe  des  «euen  Systems,  welches  die  Og) 
sein  mag,,  mi  derc^elben  Polaraxe  AX  pandlel  laufen,  und  die  Richtung  der  andern  Polaraxe 
0^'  die  Bedingung  (22.  b.}  erfüllen;  soll  dahqr  ein  und  dasselbe  {durch  0  gelegSe,  System 
gleichzeitig  zu  ^ner  Gleichung  sewcdil  von  der  vordem  wie  von  der  hintern  in  (11.  b.}  oder 
(11.  C.3  enthaltenen  Form  ihiuführ^n,  so  lunss  gleichzeitig  die  Grandaxe  OY  und  die  Polaraxe 
Og)  mit  der  JPolai^axe  AX  parallel  laufen,  und  es  müssen  gleichzeitig  die  beiden  Bedingungen. 

'•      ■       ,  .  .  .  t 

erfbllt  werden.    Jenes  kann  nur  geschehen ,  wenn  die  Gmndaxe  Ot  mit  der  Polaraxe  0^  in 

einer  Geraden  liegt,  und  aus  den  Gleichungen  (38«  c.}  g^i  berror,  da^s  sieb. die  Projectiotisr 

zahlen  (P,)  und  (Jri)'ZU  einander  eben  so  wie  die  C,  und  C[  verhalten  müssen,  was  zur  Folge 

hat,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  mit  einander  parallel  laufen,  dass  mithin  auch  '    "  -  "  '^ 

noch  die  Grundaxe  OY'  mit  der  Polaraxe  0^'  in  einer  Geraden  liegt;  beide  Bestimmungen 

vereinigen  sich  aber  mit  einander  dabin  ^  dass  das  gesuchte  ebene  System  ein  rechtwinkliges 

ist    Aus  diesem  Gnmde  ist  auch  bei  ihoi'  wieder 

A,C  +  A;C=0    und    C.A  +  C'A'=0, 

und  diese  beiden  Gleichungen  verwandeln  sich  hier,  wo  die  Grundaxe  OY  mit  der  Polaraxe 
AI  parallel  löuft,  also  C=S,  C'=0  und  A=«,  A'=«'  ist,  oder  wenn  man  für  S,  81  und  W 
ihre  Werthe  aus  den  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (108.  e.}  nimmt: 

C=sinW,    C'=p    und    A=  ^-|J^  ,    A'=  — cotgW  , 

wodurch  die  zuvor  angeschriebenen  werden : 

A,=0    imd    C|— C;cösW=0. 

Aus  A,=0  folgt  +AI  =  1,  und  mm  lassen  sich  ans  den  bekannten  schiefen  Projectionszahlen 
A|  und  AI  die  senkrechten  X!,  Und  d  mit  Hilfe  der  im  ersten  Abschnitte  aufgeführten  Gleichun- 
gen (106.  a.}  finden,  welche  aussagen,  dass 

C|=A,  +  A;cosW   und   c;=a,cosW+a; 

oder  mit  Beiziehung  der  Werthe  von  A^  und  A[ 

C,=±oosW    und    C;=+l 
ist;  diese  Wertte  iron  t^  tnd  C?  verhandeln  aber  die  erste  Bedingung  (38.  e.}  int 

'  j:cosW+yij'=0,. 


und  ^iesedeichung  liefert: 


4M  AiHilyttsehe  CKiünietfie.  •       Absch.  IV. 

WMiit  nua  wieder  der  Pmct  O  sowohl  als  Midi  die  Lage  dar  Axeti  in  den  gemdMen  Sfateme 
gefonden  ist 

Die  hier  erhaltenen  Resultate  geben  die,  welche  den  Fall  angehen,  wenn  die  Parabel  durch 
eine  der  Gleichungen  (11.  c.)  gegeben  ist,  wenn  man  yjcc\^  mit  /,  («9  |  oder  ^j  S^^  rf 
mit  Ci  S^  fi  vertauscht 

197}  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  die  WilfttthrUchkeit  des  Pundes  0,  welcher  die 
Spitze  des  Coordinatensystems  vorstellt,  an  welchem  die  Parabel  durch  eine  Gldchung  von  einer 
der  in  (11.  b.}  oder  (11.  c.}  enthaltenen  Formen  dargestellt  wird,  dazu  benutzen,  um  zu  einer 
Gleichung  von  möglichst  einfacher  Gestalt  zu  gelangen.  In  Nr.  188.  haben  wir  gefunden,  das« 
die  Gldchung  einer  Parabel,  welche  von  der  ersten  oder  zweiten  Form  (li.  b.}  ist,  an  einem 
neuen  Systeme,  dessen  Spitze  ein  anderer  durch  seine  Coordinate-  ^  oder  rj'  gegebener  Pond 
der  Parabel  ist,  sich  in  die  (17.  d.}  oder  (17.  e.}  überTühren  lässt,  und  in  Nr.  189.  haben 
wir  gezeigt,  dass  die  ({7.  d.}  sich  immer  sowohl  in  die  Form  (18.  c.)  als  auch  in  die  (20.  c) 
überfdhren  lässt,  je  nachdem  man  die  noch  unbestimmt  gebliebene  Riditung  der  Grundaxe  0¥' 
oder  der  Polaraxe  OQ'  der  Bedingung  (18.  b.}  oder  (20.  b.),  nämlich  der 

(••.•.)  yA,  +  i«TA;=0    oder    y(^0  +  c»T(^.)=O 

uttferwirfl;  femer  haben  wir  in  Nr.  190.  gezeigt,  dass  die  (17.  e.)  sich  immer  sowohl  in  die 
Torm  (21.  c.}  als  auch  in  die  (22.  c.}  überführen  lässt,  je  nachdem  man  die  noch  unbestimmt 
gebliebene  Richtung  der  Grundaxe  OY'  oder  der  Polaraxe  0^  der  Bedingung  (21.  b.)  oder 
(22.  b.)  nämlich  der 

CS9.»0  gC.  +  S'i/CIrnO   oder   £(r.)  +  5'V(r;)=o 

*  > 

unterwirft  Man  kann  nun .  um  eine  der  Bedingungen  (39.  a.}  oder  (39.  b.)  zu  erfüllen ,  den 
Punkt  0  durch  seine  Coqrdinate  ^  oder  n  geben  und  dann  die  an  die^u^  Puncto  erforderliche 
■  Richtung  der  Grundaxe  0  T  oder  der  Polaraxe  0  S)'  dazu  aufsuchen,  oder  auch  diese  Richtung 
geben  und  ihr  gemäss  den  Punct  0  bestimmen,  oder  noch  allgemeiner  zwisd^en  dieser  Richtung 
und  den  ihr  entsprechenden  Punct  irgend  ein  beliebiges  Verhalten  festsetzen.  Verfugt  man  nun 
über  diese  beiden  Dinge  in  der  Weise,  dass  die  beiden  CoefifeBfaHen  ki  der  61eichiiiig'(i8.  &) 
oder  (20.  c.)  oder  (21.  c.)  oder  (22.  c.}  einander  gleich  werden,  d.  h.,  dass 

C«».«.)-.  «'Ar=±2y-     oder-     «'(^'=+g     .'        -   '  "  ■;   " 

so  wie  auch 
C«».*0  ,  ^.q'=±2(SS     5»der      3'(^'=±2|£ 

ist,  wobei  in  allen  diesen  Gleichungen  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden 
muss ,  je  nachdem  a'  und  y  oder  ^  Und  ^  Zahlen  mit  gleidien  oder  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind^  and  die  vorflere  und  hintere  Gleichung  in  (39.  c.}  «^eyr  g)ej4^e^lt^  ia  (3^  O 
entspricht  und  das  Gleiche  auch  in  Betreff  der  Gleichungen  (39.  d.}  und  (39.  b.)  statt  hat,  so 
gehen  die  Gleichungen  (18.  c.)  und  (20.  c.)  sowohl  als  auch  die.  j(21.  c,}..\uid  (22.  c.^  ihrer 
Ordnung  nach  über  in : 

"  C4«.)  y"+y=0»  oder    v'*+v=0. 


S«  17.  Kr,  198.  Krumnie  lUieheii  xvreiter  (Hrdnung.  4tl 

Jede  d^t  i*  (9%  a;  wKt  h.')  «nthaHeneif  GMckmi^ea  lietart  für  den  zg^rehötigen  Fftil  die  soWefe 
oder  senkrechte  Projectionszahl  der  su  bestimmenden  Richtung  OY'  oder  0^'  an  AX',  und 
um  die  zugehörige  Projectionszahl  an  AX  zu  finden,  braucht  man  nur  die  geeignete  der  hinter 
(34.  d.}  stehenden  Richtungsgleichungen  beizuziehen.  Diese  Richiungsgleichungen  lassen  aber 
für  die  in  ihnen  torkoliimenden  schiefen  Prajedionszahlea  nur  solche  redle  WerAe  zu,  die 

i  1 

zwischen  +    .  ^.  und r-ü?  und  für  die  s'enki^chten  nur  solche,  (fie  Zwischen  +1  und 

'    «oW  amW  '  ' 

•-^1  liege».  Man  aieht  daher,  da^a  kein«  der  Gleichungen  (11.  b*}  sich  auf  die  Form 

der  ersten  in  (40.)  bringen  lüsst,' so  wie  der  absolute  Werth  von  —7-  die  Grösse 

1  2(Si:  2t 

-r-s-üf  und  der-abaolute  Werth  von -^-^  oder  TT-sinW  die  Grösae  1  Übersteigt.   (  ^ 

Unter   den  gleichen  Umständen.  Uast  aioh  aber  auch  keine  der  Gleichungen    .  *, 
(11.  b.}  auf  die  Fo^m  der  zweiten  in  (40.)  bringen,  wie  man'sogleich  einsieht,  wenn 
man  bedenkt,  dass 

2>=I);  =  8inW,='smSB,    und    (^)=(r)=0 

ist,  yreatbtSk  4ie  GiM^ttgen  des  L  Abschnitts  (110.  e.  und  ^} 

-         ■  8iftaB,=:±(^)sinW    iind    gmffi,sinW=i±€(r;) 

liefern.  Die  zweiten  Gleichungen  (39.  c.  und  d.}  verwandeln  sich  nämlich  durch  diese  Werth^ 
für  sinSB,  in: 

«'(^;)=+2ysinW    und    y{r[)=+1iCsmW, 

wobei  in  jeder  dieser  Gleichungen  -K  oder  —  nach  Belieben  genommen  werden  kann. 

2y        *  1  2i' 

Ist  bei  der  Parabel  der  absolute  Werlh  von  — r  kleiner  als  '.  'i.ij  oder  der  von  -#siuW 

kleiner  als  1 ,  so  liefert  jede  der  Gleichungen  (39.  c.  und  d.)  in  Verbindung  mit  der  entspre- 
chenden Richtungsgleichuug  vier  Richtungen  Tür  OY'  oder  0  ^\  welche  zusammen  zweien  Geraden 
angehören,  die  nur  ausnahmsweise  zusammenfallen,  und  die  Gleichungen  (39.  a.  und  b.}  geben   *' 
sodann  bei  Richtungen,  die  derselben  Geraden  angehören,  den  gleichen  Werth  für  ^  oder  «/^ 
hingegen  bei  Richtungen,  die  verschiedenen  Geraden  angehören,  verschiedene  Werfhe. 


Ten  den  kramneii  FliAeM  *r  zweKei  Ordwug. 

■ 

r 

198}  Da  bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung  wie  bei  der  Betrachtung  der  ebenen  Curven 
zweiter  Ordnung  das  Uebertragen  der  Puncto  aus  einem  beliebigen  ParallelsysteBi  in  ein  ande- 
res wieder  eine  besondere  Geltung  erlangt,  so  werden  wir  die  dahin  gehörigen  Relationen  an 
die  Spitze  dieses  Paragraphen  stellen,  theils  um  den  Leser  an  die  früher  gefundenen  Abhän- 
gigkeiten zu  erinnern,  th^ils  uni  bei  ihrem  nun  häufig*  vorkommenden  Gebrauche  eine  beque- 
mere Art  auf  sie  hinzuweisen  zu  gewinnen.'  Es  ist  den  in  Nr.  3ä.  des  ersten  Abschnitts  auf- 
gestellten Gleichung^  (66.  b.)  wd  iVt.  ja.)  gemäss  immv : 


9 


Hi  Analyttsehe  Oeoinetrie.  - '  Absck.  I¥. 

(41.  •.)      X = A  y  +  A,y+  A,  y"  ,  x'=  A'y  +  AI  /+  AJ  y"  ,  x^'s  A'Y+  AT  i'+  A?  y" 

und  .  , 

(4i.*.)  (5x=(B)v+(b;)y'+(B'>",  K;x'=(j?,)v+(B;)v'+(Br)v",  €;'x'=(BOv+(jb;)v+(b;>", 

wenn  x ,  x",  x'^  die  schiefen  Coordinaten  eines  Fundes  an  einem  beliebigen  Coordinatensystene 
vorstellen,  und  y ,  y',  y''  die  schiefen,  v,  v%  v''  die  senkrechten  Coordinaten  desselben  Punc- 
tes  an  einem  beliebigen  andern  Coordinatensysteme,  während  die  neben  ihnen  beindlicben  Pro- 
jedtionszaMen  die  stehende  Bedeutung  beibehalten,  weldie  ihnen  im  ersten  Abtehnitle  gegeben 
worden  ist  Eben  so  hat  man  den  dort  aufgestellten  Gleichungen  (64.  b.}  und  (65.  b.}  ge- 
mäss stets: 

t«.e.)  u=cy+c.y'+c.y^  u'=c'y+c;y'+c;y",  u"=c'Y+c;y+c;y'    ^ 

und  .  ^ 

C4t.«0  u=Bv  +  B"v^+BV,    u'=B.v+B;v'+B;'v^    u"=B,v  +  Biv'+B;V', 

wenn  u ,  u',  u"  die  den  schiefen  x ,  x^,  x''  entsprechenden  senkrechten  Coordinaten  des  Ponc- 
tes  vorstellen.    Man  kann  den  Gleichungen  (41.  bj^und  (41.  d.}  eine  etwas  abgeänderte  Ge- 
«  stalt  geben,  wodurch  sie  denen  (41.  a.}  und  (41.  c.}  ähnlicher  werdefi,  und  ein  vollständige- 

rer Parallelismus  der  aus  den  beiderlei  Gleichungen  hervorgehenden  Poniiöln  entstellt  Setad 
man  nämlich  in  die  (4i.  b.)  anstatt  der  mit  d^n  Grmd^eichen  (B)  versehenen  Projectionszah- 
len  die  mit  dem  Grundzeichen  (A)  versehenen  mittelst  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten 
Gleichungen  (87.),  so  gehen  sie  über  in: 

und  setzt  man  in  die  Gleichungen  (41.  d.)  anstatt  der  mit  dem  Grundzeichen  B  versehenen 
Projectionszahlen  die  mit  dem  Grundzeidien  (jT)  versehenen  mittelst  der  im  ersten  Abschnitte 
mitgetheilten  Gleichungen  (87.},  so  verwandeln  sie  sich  in: 

t4l.r.)     tt-2jY+    2jjV  +  ^V,      U_-^Y+^V+^V,      U_-^T+-^VH-    ^Y'. 

'  1 

Die  Y4Mrstehead^  Gleichungen  (41.  a.  bis  f.)  spredien  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Coordinaten  von  einem  und  demselben  Puncte  an  zwei  beliebigen  Parallelsystemen  mit  ei- 
nerlei Spitze  statt  finden,  in  allgemeinster  Weise  aus;  man  kann  indessen  diesen  Correlations- 
formeln  dadurch,  dass  man  einer  oder  mehrem  Axen  des  neu  einzuführenden  Systems  eigen- 
thiimliche  Stellungen  gegen  die  ursprünglichen  Axen  anweist,  noch  allerhand  besondere  For- 
men geben.  So  nehmen  die  Gletehungen  (41.  «.^y-wenn  «an  die  A^e  AY''  des  neu  einzu- 
führenden Systems  mit  der  Axe  AX"  vom  ursprünglichen  System  zusammenfallen  lässt,  weil 

dann 

A.=0  ,    A;=0  ,    A;'=r:l 
ist,  die  folgende  Gesirit  an: 

€«••.)  x=Ay  +  A.y',    x'=A'y  +  A;y',    x'^=  A"y + Ai Y+ 1% 

und  ebenso  nehmen  die  Gleichungen  (41.  e.},  wenn  man  die  Polaraxe  A  S)"  des  neu  einzufüh- 
renden Systems  in  die  ursprüngliche  Grundaxe  A  X''  faUen.  lässt ,  weil  d^nn 

•  •  •  i 

(^.)=0i    (Ä)==0,    (^,)«:4      ■ 
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tet,dier  naohstehMde  Gestüt  an  t 

*=  W  V+  W-  *  »'    *~  W  V+  W  *  »     »^^  -TFT  »+  TfT^  V  +,  S7>  V...  .   (4«.  M 


J  .     •  '1'  -^  •       .  .  .  ,    . 

Femc^r  verwandeln  sich  die  Gleichm^en  (41.  c.)»  wenn  man  die  Grundaxe  AT'"  des  neu  ein- 
zoT^UirendeQ  Systepi^s  mit  der  Polar^xe  AX''  des  ursprünglichjen  Systßms  .zoisammenfallen  lässt, 
weil  daw  ...  ,  .  ,   . 

c.=o,  c;=ö;  c;'=6i'. 

ist    in  *  •  .  I     '  , 

und  eben  so  gehen  die  Gleichungen  (41.  f.),.  wenn  man  die  Polaraxen  A^'^  vom  neu  einzu* 
führenden  System  in  die.Polaraxe  AX''  des  ursprünglichen  fallen  lässt,  veil  dann 

i^tj  üb^r,.iji:       ....  .     .    .      /  #  ... 

Wir  haben  aus  der  ttossen  Anzahl  besonderer  Correlätionsformehi  die  vier  vorstehenden  her- 
ausgehoben,  weil  wir  v6n  ihnen  im  Folgenden  Gebrautih  zu  machen  gedenken.  ' 

4  I 

199}  Ist  eine  Flüche  in  schiefen  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
»x'  +  «'x'*4-«"x"*+2/3"xx'+2/3'xx"+2/3x'x"=fi  +  2yx  +  "2/x'+2y'x"  (4s!''«.) 

....  .     •      .       . 

Qdpr.jn  aenkreehtea  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von.  der  Form 

gegeben ,  —  in  denen  x ,  x',  x^'  di6  schiefen,  oder  u ,  u',  v^\  die  senkrechten  Coordinateki  der 
Flächenpuncte  an  den  Axen  AX,  AXV'AX'^eine^  beliebigen  abei^' bestimmt  gedachten  Pard- 
lelsystems  vorstellen,  alle  übrigen  iBfuchstäben  dagegen  beliebige  reelle,  positive  oder  negative 
Zahlen,  die  auch  nuD  werden  können,  a^ü' bedeuteti  haben,  —  so  wird  dhs  dur(A  eihcj 'solche 
Gleichung  dargestellte  Gebilde  eine  Fläche  zweiter  Ordnung' gehaÄnt  aus  dem  Giluhde, 
weil  die  Gleichung  einen  ganzen  Ausdruck  des  zweiten  Grades  bezüglidf'  der  CooMnat^n  in 
sich  aufnimmt.  In  allen  auf  den  liiiken  Seiten  dieser  Gleidhungen  stehendeh  Qliederri' treten  die 
Coordipaten  zweimal,  hinter  einander  als  doppelter  Factor '  a'uf, '  wesswegeh  wfar  irie,  in  !hi^ 
Verbinctung  aufgefasst,  den  Theil  dar  zweiten  Dimension  der  Gleichnn'g  nennen  wer-* 
den.  Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  dagegen  komiilf  ein  GIfed' vor,  das  gar  keine 
Coordinate  iu  sich  enthält,  und  das  wii^aus  diesem  Gründe  das  constante  Glied  der  Glei'*- 
chung  nennen  wollen:  ausserdem  stehen  auf  dieser  rechten  Seite  nur  noch  Glieder,  in  wel- 
chen  eine  der  Coordinaten  als  einfacher  Factor  atrftritt,  Und  die  wir  desshattl,  kifiirerVerbirf-^ 
düng  aufgefasst,  den  Theil  der  ersten  Dimension  der 'Gleichung  nennen  werden.  Ist  man 
Willens  die  Fläche,  welche  durch  eine  Gleichung 'von  der  Form  (43.  a.)  oder  (43.  b.)'darg«** 
stellt  wird,'  an  den  Xxen  AY,  kt\  AX*^  eines  neu  enmiflihrehden  Systems,  welches  mft  dem 
vorigen  die  Spitze  A  gemein  hat,  darzustellen j'  so  darf  nlan 'nüt  in  die  gegebene  Gleichung 
für  X,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  ihre  durch  die  Gleichungen* (41.  a.}  oder  (41.  c.)  gegebenen 
W(^rfhe-«^toeii,  'w«enn-  nM»  die  aew  diairiNmg:  in  f «Aitfenn C«iiriiilalra  eihfttleB  wiK» '  o4^r  die 
»#tli  dib-  fllei^Miiigen*  (4L  e.)  6äm.(4L  &)^  g^fcÜenenbWerlhb»  wem  mit  4»»  rnffi/CH^r 
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chung  in  senkrechten  Coordinaten  finden  will;  und  soll  dabei  eine  änmd*  od«r  P<^rax0  das. 
neu  einzuführenden  %stems  vßü  einer  Grund-  oder  Polaraxe  des  ursprünglicheil  Systems  zu- 
sammen fallen,  so  hat  man  anstatt  der  genannten  allgemeineii  Gleichungen  die  zu  nehmen, 
welche  den  in  (42.  a.  bis  d.}  angezeigten  nachgebildet  sind.  Weil  nun  alle  solche  Uebertra- 
gungsformefai,  <fie  sich  auf  zwei  Systeme  mit  gemeinschaftlicher  Spitze  beziehen,  immer  in  Be- 
zug auf  die  Coordinaten  homogene  Gleichungen  des  ersten  Grades  sind, 'so  giebt  bei  jeder 
möglichen  solchen  Uebertragung  der  Theil  der  ersten  Dimension  in  der  ursprünglichen  Glei- 
chung den  ganzen  Theil  der  ersten  Dimension  und  nichts  als  ihn  in  der  neuen  Gleichung  her, 
und  eben  so  geht  ans  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  von  jener  Gleichung  der  Theil  der 
zweiten  Dimension  und  ausser  ihm  nichts  in  dieser.  Gleichung  hervor,  so  wie  das  constante 
Glied  in  den  beiden  Gleichungen  das  gleiche  bleibt 

Wenn  man  hingegen  die  Fläche  zweiter  Ordnung  an  einem  neuen  Coordinatensysteme  dar- 
stellen will,  das  eine  andere  Spitze  O  hat,*  ukid  man  bezisiehnet  die  Coordinaten  der  Flächen- 
puncte  an  diesem  neuen  Systeme  durch  x«,  x«,  xV,  wenn  es  schiefe  sind,  oder  durch  n«,  u^, 
Uo',  wenn  es  senkrechte  sind,  sa  wie  durch  ^^  ^\  ^'  die  schiefen  und  durch  47,  17',  ti"  die 
senkrechten  Coordinaten  des  zur  Spitze  gewählten  Punctos  0  an  den  ursprfinglidien  Axen,  so 
hat  man  in  Gemi&ssheä  der  im  ersten  Abschnitte  jQodtgetheilten  Gleichungen  (7.},  wenn  man  die 
neuen  Axen  denen  A  X ,  A  X\  A  X"  parallel  uivd  gleichläufig  annimmt  und  durch  0  X ,  0  T, 
OX"  bezeicl^net, 

(44*)    x  =  |  +  x,,    x  =  r+x;,    x"=r+x;'    oder    u=i?  +  u,  ,    u'=V+ii;  ,    n':=v"+<; 

daher  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  an  diesem  neuen  Systeme  aus  der 
an  dem  ursprünglichen  Systeme  gegebenen  (43.  a.}  oder  (43.  b.),  weAn  man  in  diese  ffir 
X ,  x',  x"  ^ig»  tt ,  u',  tt''  ihpa  in  den  GIciGhangen  (44)  steheadeii  Werth^  aetxt  Hierbei  hat 
9um  sich  diei  GocordinaSen  der  neuen  Spitze  0  im  Allgemeinen  als  constante  Grössen  vorzustel- 
Ifw,  welcli«  üra^cbe  werden,  da^  9M^  dem  Th^Ue  4er  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen 
Qeiciwng  9Mh(  alteMi  der  Theil  d^  zweitea  Dioiension  m  der  neuen  Gleichung  hervorgeht, 
sandem  nebei^  ihm  aMcb  hoqIIl  aadere  Glieder  sich  erj^eugCAp,  die  theils  zu,  dem  Theile  der  er- 
s(fw  Qifn^MJpn^  th^ils  w  dem  consl^nten.  GUede  in  der  neuen  Gleichung  geschlagen  werden 
iQü^u,  iwd  ehern  W  giebt  der  Thetf  der.  ersten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  theils 
^edeif  bei^y  die  ^  dem  Theile  der  erstem  Dimensioa  in  der  neuen  Gleichung  gezogen  werden 
inUase«,  theUs  ^olch^,  die  in  daa  constante  Glied  der  neuen  Gleichung  übergehen.  Wenn  also 
dte  $pit9^  des  ne^en  Sy^teut^  nicht  in  der  ursprünglichen  Spitze  liegen  bleibt,,  so  giebt  nicht 
mehr  jeder  Thei(  yoa  einer  bestimmten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  blos  einen  Theil 
von  derselben  Diniensian  für  die  n.eue  Gleichung  her,  wie  da  wq  die  beiden  Systeme  eine  ge- 
meinschaflUobQ  Spitze  haben;  weil  aber  die,  Gleichungen  (44.^  sämmtlich  doch  nur  vom  ersten 
Grade  in  Bo^ug;  auf  die  Coordinaten  sind,  aa  nimmt  die  neue  Gleichung  immer  wieder  einen 
Ausdruck  von  dem  gleichen  Grade^  wie  die  gegebene  iu  sich  ai;f  ^  sa  dass  unsere  Fläche  der 
zweiten  Qrdnimg  aa  4ien  mMgUchan  P^ralle^Isysteme«  durch  Gleichungen  dargestellt  wird,  die 
neke^  eiuem  constanten  Gliede  und  eiaeirn  Theile  der-  erstem  Dimension  nur  noch  einen  TheQ 
der  zweiten  Dimension  enthalten  können,^  pi  welchem  Umstände  eben  die  Benennung  ,^Frache 
deff  «weiten,  Qrdmwg^  ihre  Bechtlertigung  findet 

hl  de»  nun  fdgeade»  NuDMem  wtfdenwir  a«HoKllsalMli  Bttr  wf  die  Y^r^idaYmigQ«  uih 
ser  AugenmeA  »Mite»)  weldw  in  deoi  Tbeilt  dl»  afeiten' Din^enailii  iiiMUte»  nähiwd  we 


S;  W:  W;  SM.  Krumme  WiUUm  avMter  IMnung.  4» 

GiDieliiiif  ¥Ott  einer  der.iii  (4SL  a)  imd  (43.  b.)  imgiieeMiiüi  IMmeti  itts  eiim  CooNmmh 
lensyslem  in  ein  anderes  übergetragen  wird,  deswegen  werden  wir  zur  VercMMteag  dee 
Schreibweise   .  .     • 


-> 


fi  +  2yx  +  2r'x  +  2r"x"=:M    und    »'  +  ;8fu+.2{rÄ'+2ry'=i^  (4».  •.) 

setzen,  wodurch  jene  Gleichungen  sich  in  der  folgenden  abgekürzten  Weise  itrfiieibeil- lasten: 

a  X*  +  a'x'*  +  a'V  +  2  i5"x  x'+  2  /Tx  x"+  2  /S  x'x"=  M  ) 

oder  > (4^  M 

au*  +  yu'*  +  ru"'  +  26"uu'+2€'uu"+2€ttV'=iV.) 

Die  Theile  M  ynd*  iV,  w^che  den  oonstante  Glied  in  Verbiodmig  mit  dem  Theile  der  ersten 
Dimension  in  sich  fassen,  verwandeln  sich,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben j  bei  jeder  Ueber- 
tragung  der  Gleichung  aus  einem  ParaUelsysteme  in  ein  anderes,  dtt  0iil  dem  ursprünglichen 
die  Spitze  A  gemeinschaftlich  hat,  in  andere,  die  wir  mit  Mi  und  iVj  bezeichnen  werden,  wel- 
che dasselbe  con^taibte  GHed  wie  die  M  und  N  in  sibh  aufnehmen,  utd  ausserdem  noch  den 
Theü  der  ersten  Dimension,  der  lediglich  aus  dem  TheQe  von  der  gleichen  Dimension  in  der 
gegebenen- GleicAimig  durch  die  bei  dieser  Uebertragung  vorzunehmenden  Substitutionen  eriial- 
ten  wird. 

.200},  Wir  denken  uns  jetzt  durch  die  Spitze  A  des  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX^'  ge- 
bildeten ursprünglichen  Coordinatensystems ,  an  welchem  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (45.  b.}  enthaltenen  Form  gegeben  ist,  drei  neue  Axen 
AY,  AY',  AY"  gelegt,  von  welchen  die  AY''  mit  der  AX"  zusammen  QOlt,  so  werden  wir 
aus  der  gegebenen  Gleichung  die  herleiten  können,  welche  dieselbe  Fliehe  an  den  neuen  Axen  •  .<  •.  %  ^ 
in  schiefen  Coordinalen  darstellt,  wenn  wir  in  sie  fUr  x,  x',  x"  ihre  dunph  die  Gleichungen 
(A2.  a.}  gegebenen  Werthe  einsetzen.  Thun  wir  diess,  so  erhalten  wir  als  neue  Gleichung 
"die  folgende: 

ce'' y''*  +  («'' Ar  +  «' A;' +  «  Af  +  2 /J.  A;  Ar+.  2 /5' A,  ^^^^ 
+  (tf''A''»+«'A'*  +  tfA'  +  2/9A'A''+2>AA''+2/r  '   '  "    (    r^'     S 

+  2  («' '  A;'+ /?  A;  ^h /S' AJ  y' /'+ 2  («''A-+ /?  A'4- ^  A}  y  y^ 

+  2KA''Ar+«'A'A;+«AA.+/?CA'Ar+A''A0+irCAA;'+A''A0+  M„ 

^0  M,  das  bedeutet,  was  ans  il>f  dureh  die  gfeiehie  SttbsdUtlion  torroiifnht  Wikll  man  nun 
die  zwei  tnd^esMmmt  geMiel^nen  Axen  A¥,  AY'  so,  iam 

und  '  y  ;  •:'.J.\..; 

-.«'^A''A:^-flf'A'A;+ÄAA.+r<:AA;+A'A^=P^ 

-nrM>  RO  versehnrinden  ^ans  'der  GteiGbuitg  (46.  a.}  din  Glieder,  wdche  das  Pra4Hct  voa  zwei 
Coordinaten  in  sich  tragen  und  in  Folge  dessen  geht  diese  Gleichung  über  in :      ,     ,    , 


(4«.  b«) 


«"  r + (tf "  Ar + «'  a;* +aÄ]+ißA[  a:+  2  i?'  a;  Ar + 2" A  ao  y •       )       .  ,  ^  ^^^^  ^o 


+  (tf"A"*+«'A'*+«A«  +  2/9A'A"+2/rÄA''+2jrAÄ0y 


.^\ 


Ist  nun  a''  nicht  liuU,  so  lassen  sich  mittelst  der  ersten  2^wei  Gleichungen  (46.  b.)  die  G^ffSf 
sen  Ar  und  A7  in  Aft'^'^i^^r^  "e^clFüMkny  And) «^  jman: dicf  4)n  fttr  AI'  und  A'  er- 
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halleneD  Aitfdhrttcke  in  die  dritte  Bedinginig  (46.  b.},  so  verwandelt  sich  dfese  «ach  einer  bieh- 
ten  Unrnandhuig  »: 

Durch  die  gleiche  Substitution  verwandebi  sich  die  Coeffizienten  von  /'  und  y*  in  der  Glei- 
drang  (46.  c.}  fal: 

.     j      .  .       ^,[c«v'-i3')A;»+C(^«''-nA?+2(r«'-^/nAiA 

und 

i;  [(«'«"-  ß^  A'» + (« «"-  n  A* + 2  09"«"-  ßn^^i* 

80  daas  die  Gleichung  (46.  c}  wird: 

«"  y"'  +  i.  [(«'«"-  ßo  A? + («  «"-  /ro  Af + 2  c/r-«"-  <?^)  A»  AI]  I** 

•  •  • 

(«•.  •.)  +  irKaV—Zr) A'»  +  («a"— /r*) A*  +  2(/rV'— ^j?) AA'}y»=:M,  . 

Die  aus  den  CoefBziepiten  der  gegebenen  Gleichung  auf  die  Art  gebildeten  Ausdrücke,  wie 
es  die  neben  den  Projectionszahlen  stehenden  Factoren  in  den  Gleichungen  (46.  d.  und  e.} 
sind,  kommen  von  jetzt  an  vielfach  zum  Vorschein;  daher  werden  wir  zur  Abkürzung 

(4«.  ••)......... {     and 

/}"«"— /9|J'=r,    ßa'~ßß"=X'  ,     ßit—ß^ß'=:X 

setzen,  und  eben  so  sollen  in  Bezug  auf  die  zweite  Gleichung  (45.  b.},  die  aus  ihren  Coeffi- 
zienten ihnllch  gebildeten  Ausdrücke 

(4«.».)  und  ' 

«"r— ««'=t",  ,    «'«'— c«"=:t'  ,      tS  —  *'t"=x 

V       •      . 

bezeichnet  werden. 

« 

Zwischen  den  hier  eingeßdurten,  aus  den  Coeffizientdn  d»  gegebenen  Gleichung,  zusanunen- 
gesetzten  Ausdrücken  finden  Beziehungen  statt,  von  denen  wir  die  vorzuglichsten  gleich  hier 
anzeigen  wollen.    Setzt  man  an  die  Stelle  von  x,  x'  und  X'  das  was  diese  Buchstaben  den 
-      '  .    Gleichungen  (47.  a.}  zur  Folge  zu  bedeuten  haben,  so  findet  man  zunächst,  dass 

ist,  oder,  wenn  wir  die  Klammem  wegschaffen  durch  Ausfbhnmg  der  angezeigte  Multipliea- 
lionen,  dasa 

ist,  und  auf  dieselbe  Weise  zeigt  es  sich|  dass 

und 


C«.  •.) 


in.  ••> 
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Irt;  seilt  mas  dhker  zur  AhkUnui^: 

feo  KSt:  ^  ^ 

6an2  auf  die  gleiche  Weise  findet  man  aber  auch,  dasa 

irt,  wenn  2tr  AbkQrztuifl^  V  ..••.*.. in.  ^ 

gesetzt  wird.  Neben  diesen  Relationen,  zwischen  den  in  (|47.  a.  und  b.])  bezeichneten  Aus- 
drücken und  den  Coeffizienten  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  wollen  wir  uns  noch  die 
Folgenden  merken.    Es  ist : 

und 

und  eben  so  ist: 

8  c— e V—  e' V'=  Ä'tf'-  et— « V'=  «*  V—  c  t — « Y=  ^ 

Md  i  .^ 1419.  t.y 

84f  +  et=z96''\^  €V=5V+  VV'=:=«4'  r~  c«V', 

wie  man  sogleich  gewahr  wnrd,  wenn  man  in  diese  letztem  Gleichungen  tär  x^'x\  li'  ued  1, 
Vy  X'  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (47.  a.}  oder  Tür  6 ,  «r",  if'  «nd  t  ,  V,  t'"  Mch  Anleik 
tung  der  Gleichungen  (47.  b.}  das  einsetzt,  was  diese  Zeichen  TorseMeUen  hid^eh.- 

In  Folge  der  in  (47.  a.}  eingerührten  Bezeichnui^en,  läs^t  sich  die  Bedingung  (46.  dJ) 

so  schreiben: 

«A'A;  +  )<'AA.  +  r(AA;  +  A'A,)±=Ö,  .  (4S.  ••) 

uttd  die  Glektafig  (46.  e.}  nimmt  in  Folge  derselben  Bezeichnungen  die  nachi^e^eode  Ge- 
stalt an: 

Ä"y"*+^  (xA;'  +  x'A?  +  2rA,A0y"+  ^  (xA''  +  x'A«+2r  AA')y'=M,  .  (M.  M 

Der  Gang  durch  den  wir  zu  den  Gleichungen  (48.  a.  und  b.}  gdLommea  sind,  stützt  sicii 
auf  die  Voraussetzung,  dfiss  a'[  nicht  null  ist;  jedoch  selbst  wenn  «"=0  wäre^  aber  ni<Ät 
zugleich  auch  a'=0  und  a=:0,  so  könnte  man  immer  nodi  auf  die  gleiche  Wäse  zu  ähii- 
lichen  Gleichungen  gehingen,  wenn  man  anstatt  der  Axen  AY''  und  AX'^  die  AY'  und  AX' 
oder  die  A  Y  und  A  X  in  einander  Hegen  Hesse  und  übrigens  ganz  ebenso  verfllbre ,  wobei 
man  zu  Resultaten  gelangt,  die  man  aus  den  vorigen  unmittelbar  durch  eine  wechselseitige 
'Vertauschung  der  dritten  oder  zweiten  Art  entnehmen  kann,  wenn  man  diese  über  aOe  Acceitte 
und  Indexe  nicht  blos  der  C!oordinaten  und  ProjectionszaUen  sondern  auch  der  CoefGzienteb, 
welche  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommen,  und  ihrer  in  (47.  a.}  g^benen  Zusammen- 
setzungen sich  erstrecken  lässt  Nur  wenn  gleichzeitig  €i^'=zOy  tf'=0,  tf=0  ist,  kann  man 
^auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  nicht  zu  demselben  Ziele  gelangen;  in  diesem  Falle  ver- 
wandeln  sich  nämlich  die  Bedingungen  Qtö.  b.}  in : 

^AI+ZTAissO  ,   M'+^A*:,0  ,    /r'(AA.'+A'AO=0  ,  '     («•••.} 


.» 


n 
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ond  diese  drei  Gleichungen  können  nur  dann  gleichzeitig  mit  «iMIlder  YmMkcm^ 
noch  einer  der  Coeffizienten  ß^  ß'j  ^'  niiU  ist.  Indessen  sieht  inan  bald  ein ,  dass  man  aaf 
einem  etwas  abgeänderten  Wege  immer  wieder  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  (]4&  k) 
gelangen  kann ;  denn  geht  man  in  dem  Fdle  wo  jede  von  den  Gnössen  oc ,  a\  a'  null  ist, 
bei  der  Bildung  der  Gleichung  (46.  a.)  nicht  darauf  aus ,  dass  die  Coeffizienten  derjenigen  ih* 
rer  Glieder,  welche  ein  Product  von  zw;ei  Coordinaten  in  sich  enthalten,  null  werden,  sondern 
blos  darauf,  dass.  einer  der  Coeffizienten  von  y'*  oder  y^  nicht  null  wird,  welches  immer  auf 
unzählig  viele  Arten  geschehen  kann,  und  wobei  sogar  noch  die  Axen  AT'  und  AK'  €ikir  die 
A  Y  und  A  X  in  Einander  lictgen  Ueiben  können »  so  ist  ea  dann  möglich  von  diesem  zweiten 
Coordinatensysteme  aus^  auf  dem  vorigen  Wege,  weil  in  der  an  ihm  gebildeten  Gleichung  nicht 
aUe  Coeffizienten  derjenigen  Glieder,  welche  die  Quadrate  der  Coordinaten  in  sich  tragen, 
gleichzeitig  null  sind,  zu  einem  dritten  Coordinatensysteme-  zu  gelangen,  an  welchem  eine  Glei- 
chung von  der  in  (48.  b.)  angezeigten  Form  entsteht,  so  dass  man  sagen  kann,  es  sei  stets 
möglich  jede  Gleichung  von  der  ersten  in  (45.  b.}  enthahenen  Form  in  «ine  andere  auf  ein 
neues  Coördincftensystem  sich  beziehende  mit  schiefen  Coordinaten  überzuführen,  aus  welcher 
die  Glieder  verschwunden  sind,  welche  die  Froducte  von  zwei  Coordinaten  in  sich  aufnehmen. 

201}  Wotten  wir  aber  aus  der  ersten  Gleichung  (45.  b.}  eine  andere  in  senkrechten 
Coordinaten  ableiten  und  ^bei  die  l^olaraxe  A^'  des  neuen  Ooordinatensystems  mit  der 
.Grudaxe  AX'  zusammen  fallen  lassen,  so  müssen  wir  in  die  gegebene  Gleichung  für  x,  x', 
-x"  ihre  ans  den  <jleickwpige^  (42.  b.}  entaommenen  Werthe  einseMseOt  wodurch  man.  zu  der 
verlangten  Gleichung  hingeführt  wird ;  man  kann  indessen  zu  dieser  <jileichung  noch  einfacher 
auf  die  folgende  Weise  gelangen.  Da  nämlich  die  Gleichungen  (42.  b.)  aus  denen  (42.  a.) 
hervorgehen ,   wenn  man  in  diesen  das   Grundzeichen  A  mit   dem  (Ji)  vertauscht ,  ohne   an 


v" 


den  Abzeichen  irgend    eine  Aenderung  vorzunehmen,  und   gleichzeitig   ?F:f  Tfyy  ?Fp  ^^  ^^ 

"Stelle  von  y,  y",  y"  settt,  so  muss  man  durch  diaselbe  Mittel  aus  der'Oleidhiiiig  (46.  «.}  4ie 
jetzt  verlangte  finden.    Dem  zur  Folge  wird  diese : 


v'" 


v'* 


«''^+K(^;T+«'(^:r+«(-^ir+2i?(^)(^')+2^(^^^ 

'    '    '    .    ' ' 

+ 10"  (47-  +  «'  W  +  « (^/  +  2  §  {^)  {^')  +  2?{A)  {A"j  +  2^1^  (^]  J,  ■ 


«  4 


d    ^        •  *   1 


wo  Mt  auf  gleiche  Weise  aus  dem  vorigen  Mt  sich  herholen  lässt.  In  dieser  ^GleichAng  ver- 
schwinden wieder  die  Glieder,  welche  das  Froduct  von  zwei  Coordinaten  in  sich  tragen,'  wenn 
man  die  noch  unl/es&aui^t -'gebli^>raen'.neue*  Polanxen  so  wäUr,dlsf.  *;    '   ^ 
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(49.  »•) 


V 


(«••  «•) 


und 

wird.    Sind  diese  Bedingungen  erfüllt^  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (49.  a.}  in: 

Iti  nun  wieder  m"  mhi  noM ,  so  lassen  rieh  die  Grössen  (^')  und  (^')  uuttelsi  der  beiden 
enlen  GleidMingen  (49^  b.}  in  {jäi)  und  {ji\)  und  in  (^)  und  ^')  ausdrücken  und  setzt  man 
diese  Ausdrücke  in  die  dritte  Bedingung  (49.  b.}  so  wie  in  die  Gleichung  (49.  cO?  so 
verwandeln  sich  diese  in  andere,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  (46.  d.}  und  (46.  e.}  durch 
die  eben  angezeigte  Yertauschung  herholen  lassen,  und  unter  Zuziehung  der  in  (47.  a.}  auf- 
geführten Bezeichnungen  als  dritte  Bedingung  (49.  b.}  geben 

•      x(^)(^)+;.'(^(4)  +  r((^(^)+(^)(^.)D=0,  (»•.•.) 

so  wie  die  fileiehong  (^49.  c.}  amwandeln  in: 

welche  Gleichtngen'  sdirnnflich  aus  denen  der  vorigen  Nummer  dltrcb  die  «ngeaeigte  Vertat^* 
schuiig  erhalten  w^ii&n  können. 

Auch  gilt  hier  wieder  alles  am  Ende  der  vorigen  Nummer  Gesagte.  Sind  nämlich  die 
Coeffizienten  a,  a\  a"  nicht  aHe  drei  gleichzeitig  nid,  so  sind  die  Gleichungen  (50.  a.}  und 
(JiQl  bwj  itols  mcIgUdi  entweder  ganz  $0^  wie  sie  dastehen  ^  oder  wie  man  sie  findet,  nachdem 
man  in  ihnen  eine  Yertauschung  der  dritten  oder  zweiten  Art  vorgenommen  hat^  welche  sich 
über  alle  Indexe  und  Accente  zu  erstrecken  hat ;  und  sind  auch  die  drei  Grössen  a ,  tt%  a" 
gleichzeitig  mdl,  so  kamt  man  docb  n0cb  zu  einer  Gleichnng  von  der  in  (50.  b.}  enthaltenen 
Form,  in  welcher  die  Glieder  fehlen,  die  das  Product  von  zwei  Coordinaten  in  sich  aufnehmen, 
gelangeB,  wenn  man  immer  auf  dem  gleichen  Wege  zuvörderst  vmt  dne  fileidMlg  sich  ver^ 
aehalft,  m  der  mehl  alle  Glieder  fiihlen,  die  das  Quadrat  von  einer  Coerdbmte  in  sich  aufneh-* 
men,  aus  da-  steh  dann  die  verlangte  sogleich  immer  auf  demseften  Wege  aufGnden  liisst 

202}  Was  in  den  beiden  vorigen  Nummern  von  der  ersten  Gleichung  (45.  b.}  erwiesed 
worden  ist,  lösst  sieh  in  ähnlicher  Weise  auch  von  der  zweiten  Gleichung  (45.  b.)  darthun« 
Sott  diese  nämlicb  in  eine  andere  mit  schiefen  Coordinaten  übergeführt  werden  an  einem  neuen 
Systeme,}  dessen  Axn  AY"  in  der  ursprünglichen  Polaraxe  AX"  liegen  bleibt^  so  muss  man 
in  die  gegebene  Gleichung  für  n ,  «V  u''  ihre  durch  die  Gleichungen  (42.  a}  gegebenen  Werthe 
aeUe«;  weU  aber  diese  Glefchuugen  aus  denen  (42.  a.}  hervorgehen,  wenn  man  in  letztem 
thM  an  den  Abzeiehen  irgend  eine  Vertederung  vorzunehmen^  x  und  A  mit  u  und  C  vertauscht 
wid  Wii'  füf  y"  9etst)i  weit  ferner  die  zweite  Gleichung  (45.  b.)  aus  der  ersten  hervorgeht, 
wenn,  mim  die  Grwdzeiii^hQn  a^  ßyX  mit  denen  8y  m^u  umtauscht  und  zugleich  iV,  an  die 
fitcie  von  Hi  setzt,  so  wii4  sieh  das  Resultat  der  hier  vorzunehmenden  Substitution  aus  der  Glei* 


CM-  m,y 
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chung  (46.  a.}  dadurch  herholen  lassen,  dass  man  die  trinndseich^  A,  x,  tf ,  /3  besügUdi 
mit  denen  Q,  n^  S^  €  vertauscht  und  zugleich  @s'y"  an  die  ßtelie  von  Y'  ^^^  -^i  ^^  ^® 
Stelle  von  M,  setzt    Auf  diese  Art  ergiebt  sich  als  neue  Gleichung  die  folgende : 

+  2  C  (5"  Cr+  €  C[+e'  CO  y'  /'+  2  ßi'C^'  C"+  *  C'+  e'  C)  y  y" 

+2[rc''(X'+«x'c;+5cc,+eCcxr+c'x;)+£Xccr+c'xo+«"Cck 

wo  19 i  aus  dem  in  (46.  a.)  enthaltenen  ilf,  durch  die  gleiche  VertauBchung  hervofgihft,  wenn 
Arian  auch  noch  C?  T»  T'  ^^  d>^  9leHe  der  in  itfi  auftretenden  y^  y'j  y  setzt,  wnA  Usst  man 
in  dieser  Gleichung  (51.  a.)  wieder 

!rC;'+6C:  +  €'C.  =  0  ,    rC"+«C'+e'C  =  0 
und 
~rc"cr+yc'c;+5cc.+€'(cc;+c'co=o 

werden,  damit  die  Glieder  verschwinden,  welche  das  Product  von  zwei  Coordiqaten  in  sich 
tragen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (51.  a.)  in: 

r€;V'+(*''c;''+Ä'c:*+5cr+2«c:cr+2€'c,cr+2€'T,coy'* 

+  (rC"*  +  5'C"  +  JC  +  2€C'C"+2€'C  C"+2£"C  C')y»=iV,. 

Ist  nun  8"  nicht  null»  so  kann  man  aus  den  zwei  ersten  Bedingungen  (51.  b*y  die  Werlthe 
C|'  und  C"  darstellen,  und  durch  sie  verwandelt  sich  erstlich  die  dritte  Bedingung  (51,  b.}  mit 
Zuziehung  der  Bezeichnungen  (47.  b.}  in: 

(M.II.)  .   tfC'C;  +  cr'CC,  +  T"(CC;  +  C'C,)=0,    . 

sodann  nimmt  die  Gleichung  (51.  c.)  in  Folge  derselben  Substitutionen  und  derselbeit  BeteidH 
nüngeh  die  nachstehende  Gestalt  an : 

welche  Resütolei  sieh  aämittllic^  aus  4en  in  Ob*. -200.  erhaltenen  diuph  die  vorhin  angezeigte 
UMaufichiing  linmitAelbär.. entnehme». lassen,  wenn  man  beachtet,  dass  durch  diese  Umtausdiung 
Zugloch,  auah  die  der  GmpidzeiGheu  fc  und  A  mit  denen  a  un^  x  bewirkt  wird,  den  Bezeich- 
nungen (4:7.  a.  und  b.}  gemäss. 

Wir  sind  zu  den  vorstehenden  Resultaten  unter  der  Voraussetzung  gelangt,  dass  V'  nickt 
null  ist;  wSre  aber' auch  ^'=0,  jedoch  nichr  auch  ^=r:0  und  zugleich  J=rO,  so  könnte 
man  immer  noch  zu  einer  Gleichung  von  der-Fo^  (52.  b.},  in  welcher  die  OKeder  fehlen,  wdche 
das  Product  von  zv^ei  Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  gelangen,  nur  mü£^ste  man  die  Axe  A  Y' 
oder  AY  vom  neuen  Systeme  in  der  ursprünglichen  Grundaxe  AS'^  oder  A3S  liegen  lassen, 
wodurch  man  zu  Resultaten  gefiArt  wird,  die  sich  ans  den  eben  erliallenen  ddroh  eine  tber 
s^mmtliche  Accente  und  Indexe  sich  erstreckende  Vertanschung  dier  dritten  oder  zweiten  AM 
unmittelbar  entnehihen  lassen,  welche  man  nicht  Mos  in  Bezug'^atif  •  die  PlhOjectJonszriiien  und 
Coordmateh ',  Sonden  auch  in  Bezug  auf  die  Coeffizienten  der  gegekeiüin  Gleiehang-  tmd  Imr 
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in  (47.  b.)  aiigezeigten  Ziummmenselsuigen  veraunehmen  hat.  Indessen  auch  w^n  die  drei 
CioefSzienten  8'\  S\  ^  gleichzeitig  null  wären,  kann  man  deoh  immer  noeh  zu  einer  Qleidiung 
von  der  Form  (52.  b.)  gelangen,  wenn  man  von  vorne  herein  nicht  darauf  anageht«  die  Glieder 
in  der  Gleichung  (51.  a.},  welche  das  Product  von  zwei  Coordinaten  in  sich  tragen,  zum  ver- 
schwinden zu  bringen,  sondern  blos  darauf,  einen  der  Coeffizienten,  welche  bei  den  Quadraten 
von  einer  Coordinate  Stehen,  nicht  null  werden  zu  lassen,  welches  stets  auf  unendlich  viele 
Arten  geschehen  kann,  und  wobei  man  sogar  zwei  Axen  des  neuen  Systems  auf  zwei  Polar- 
axen  des  ursprünglichen  Systems  liegdn  lassen  kann ;  denn  hat  man  sich  erst  eine  solche  Glei- 
chung verschain ,  so  kann  man  dann  immer  auf  dem  vorigen  Wege  aus  ihr  eine .  andere  von 
der  in  (52.  b.}  enthaltenen  Form  ableiten. 

203}  Wollte  man  endlich  aus  der  zweiten  Gleichung  (45.  b.}  eine  andere  in  senkrechten 
Coordinaten  herholen,  und  soll  die  Polaraxe  A^''  des  neuen  Systems,  an  welchem  diese 
Gleichung  sich  bildet,  in  der  ursprünglichen  Polaraxe  Ade."  liegen  bleiben,  so  hätte  man  in 
die  gegebene  Gleichung  für  u,  u',  u"  ihre  in  den  Gleichungen  (42.  d.^  angezeigten  Werthe 
einzusetzen;  weil  aber  die  zuletzt  genannten  Gleichungen  aus  denen  (42.  c.}  hervorgehen, 
wenn  man,  ohne  an  den  Abzeichen  eine  Veränderung  vorzunehmen,  das  Grundzeichen  C  mit 

V       v'     v" 
den  {F)  vertauscht  und  zugleich  ^9^9^  <a  ^^^  Stelle  von  Jy  Yj  Y'  ^^^  9  ^  ^^^ 

sich  das  Resultat  der  hier  vorzunehmenden  Substitution  aus  der  Gleichung  (51.  a.}  unmittelbar 

herholen  lassen,  wenn  man  in  dieser  das  Grundzeichen  C  mit  dem  (F)  vertauscht  und  zugleich 

V     v'     v'^ 

^,  ^,  2^  an  die  Stelle  von  y,  y',  Y'  ^^^    So  findet  man: 

+  (r  {rr  +  s'  (r)»  4.  Ä  (F)'  +  2  •  (D  in  +  2 «'  (r)  in + 2 ."  (r)  (D)  J, 
■     +2s;'(r(r;')+«(r:)+e'(r.))^,+26i'cr(n+«(r)+e'(r))^,    >  ^»^••> 

+ 2  [  3"  (n  (no -f  a- (r )  (n) + « (r)  (r.) + 6  an  (/T) + (n  (iT)) 

+emir.')  +(r')(r.D+e"((r)(r;)+(r)(r.))]  ^=iv. , 

WO  das  jetzige  iV,  aus  dem  vorigen  iV,  durch  die  gleiche  Umtauschung  hervorgeht  Setzt  man 
in  dieser  Gleichung  wieder,  um  die  Glieder,  welche  das  Product  von  zwei  Coordinaten  haben, 
zum  Verschwinden  zi;  bringen  >     -.  • 

,    ,      .r(r;')+<r:)-h.'(r.)=zo.,  r(n+«(r)+«'(r)=o 

udd  ' 

.  •  ^'  L^r(r')(ri7^y(n(r;)+*(r)(ii)+e''((r)xn)+(r)(r,o 

ao  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (53.  a.)  in:* 

8"(sr  ^  +  CS"  (fiT  +  y  {r,)'  +  s  (r.)' + 2 « (r;)  (n') + 2 «-  (r.)  (r;-) + 2  e"  (r.)  (r;))  ^ 

•      ..  ■*  '       .'  ^  '  "      .        *    r  • 

+  mrr.-¥  f{ry+  s  (W  2  e  (r.)^(r")+2«'(r)(r')+2c';(r)  (O)  ^. = JV.  • ' 
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bt  nun  y  nicht  null,  so  kann  man  aus  den  swei  ersleB  Bedingr^ngen  (53.  b.}  die  Werlhe 
von  {Pi')  und  {F")  darslellen,  dnreh  welche  sich  eretlieh  die  dritte  Bedingung  (&3.  b.}  att 
Zuziehung  der  Bezeichnungen  (47*  b.)  verwanddi  in 

(»4-  •.)  '    a  in  (rr) + <r'  (F)  (r.) + r"  an  (d + (n  (ro) = o , 

sodann  nimmt  die  Gleichung  (53.  c.}  in  Folge  derselben  Substitutionen  und  derselben  Bezeich- 
nungen die  nachstehende  Form  an 

welche  Resultate  sich  sämmtlich  unmittelbar  aus  den  in  der  vorigen  Nummer  erhaltenen  durch 
die  angezeigte  Vertauschung  entnehmen  lassen. 

Ist  S"=zO  so  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Formebi  durch  eine  Vertauschung  der 
dritten  oder  zweiten  Art  in  der  Weise,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer  angegeben  worden  ist, 
die  erhalten,  welche  wieder  zu  einer  Gleichung  von  der  in  (54.  b.)  stehenden  Form  fuhren, 
vorausgesetzt,  dass  nicht  zu  gleicher  Zeit  ^=0  und  ^==0  ist;  und  selbst  wenn  die  drei 
CoefBzienten  S,  y,  d"  gleichzeitig  nuH  wiren,  kanq  man  doch  immer  ans  der  Gldchwif 
(53.  a.},  wenn  man  von  ihr  nicht  verlangt,  dass  die  Glieder,  welche  das  Product  von  zwei 
Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  verschwinden,  eine  andere  herleiten,  in  welcher  einer  der 
CoefBzienten,  welche  bei  den  Quadraten  der  Coordinaten  stehen,  nicht  null  wird,  welches  auf 
unzählich  viele  Arten  geschehen  kann,  selbst  wenn  man  zwei  der  Polaraxes  vom  neuen 
Systeme  mit  zwei  Polaraxen  des  ursprünglichen  Systems  zusammenfallen  lässt,  und  aus  dieser 
Gleichung  Us^t  sich  dann  ohne  weiteres  Hindemiss  auf  die  in  dieser  Nummer  beschriebene  Art 
^ine  Gleichung  von  der  in  (54.  b.}  angegebenen  Form  herleiten. 

204)  Wir  siad  so  durch  die  Betracktuiigen  der  vter  letzten  Nummern  zu  derUeberzeu- 
gnng  gelangt,  dass  sich  jede  der  beiden  in  (45.  b.}  aufgestellten  Gleichungen,  wie  auch  ihre 
Coeffiztenten  beschaffen  sein  nK^gen,  imioer  in  eine  andere  sowohl  mit  schiefen  wie  mit  senk- 
rechten Ooordinateh  überfuhren  lässt^  in  der  alle  Glieder  fehlen,  welche  das  Product  von  zwei 
Coordinaten  in  s|di  aufoehmen,  so  dass  vm  in  den  weiteren  Untenuchongeu  die  Gleichung 
einer  Fläche  der  zweiten  Ordnung  stets  als  in  einer  der  zwei  nachstehenden  Formen  gegeben 
voraussetzen  dürfen: 

(Sft.  a.)    • <     oder 

*.tf  +  3;u''+5;V"=2C,u  +  2£;u'+2£:o"+r,. 

In  diesen  Gleichungen  stellen  die  Grössen  tf«,  a«!  cc^  jene  Werthe  vor,  welche  die  bei  y\ 
y",  Y'*  stehenden  Coeffizienten  in  den  Gleichung  (48.  b.}  fder  in  den  flleichungea.(52.  b.) 
angenommen  haben,  ersteres  oder  letzteres  je  nachdem  die  ursprUngUch  gegebene  Gleichung 
von  der  ersten  oder  zweiten  in  (45.  b.}  enthaltenen  Form  war;  es  ist  sonach 

II.J       tf,=(xA'»+x'A»+2rAA'3^. ,  i«;=(xA;'+x'Ar+2rA.A;)l,  «;'=«", 

wenn  die  ursprüngliche  GScichung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben  war^  und 
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wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben  war.  Eben  so  stellen 
die  Gv^5ssm  ö^,  Ky  S^^  jene  Werthe  vor , .  welchei  die  bei  v%  y**,  V  stehende»  Coeffizienten 
in  den  Gleichungen  (50.  b.}  oder  (54.  b.}  angenommen  haben,  ersteres  wenn  die  ursprüng- 
liche Gleichung  in  schiefen,  letzteres  wenn  sie  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben'  war;  es 
ist  sonach 


«" 


wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schMen  Coordiatiten  gegeben  war,  und 


5);' 


^=2      rt\w«      > 


wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  ia  senkrechlen  Coordinaten  gegeben  war.  Dabei  reprasen- 
tiren  2yo,  2y\^  2yi  die  aus  M,  oder  JV,  in  den  Gleichungen  (48.  b.)  oder  (52.  b.} ,  2  ^e  i 
2  ^  >  2^%  die  aus  M,  oder  Nt  in  dea  Gleichungen  (50.  b.}  oder  (54.  b.}  herzuholenden 
Coeffizienten  von  y ,  y'j  y^'  oder  v ,  v',.  v%  und  man  hat  diese  Coeffizienten  aus  Mi ,  M,  oder 
aus  Ni ,  iV,  herzuholen,  je  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  oder  in  scnki*ech- 
ten  Coordinaten  gegeben  war;  ^e  oder  y«  in  den  Gleichungen  (55.  a.]i  hingegen  bezeichnen 
die  in  denselben  Theilen,  woraus  obige  CoeCfteienten  genommen  worden  sind,  enthaltenen  con- 
stanten  Glieder.  Da  schon  in  den  Nrn.  201.,  202.  und  208.  angezeigt  worden  ist,  wie  sich  die 
Ausdrücke  M,,  iV,  und  iV,  aus  dem  Mi  durch  blose  Yertauschung  erhalten  lassen,  so  haben 
wir  blos  diesen  letzten  außeusucheki ,  um  in  jedem  Falte,  wo  es  gewünscht  wird,  die  Coeffi- 
zienten der  Gleichungen  (55.  a.)  aus  denen  der  nvsprünglichen  Gleichung  ohne  alle  Mühe  ent^ 
nehmen  zn  können.    Es  geht  aber  ilf,  aus  dem  Theile  M  oder 

der  ersten  Gleichung  (45.  b.}  dadurch  hervor ,  dass  man  in  ihm  (fir  x ,  x',  \"  ihre  durch  die 
Gleichungen  (42.  a.}  gegebenen  Werthe  einsetzt,  wodurch  man  erhält: 

jm;  =:  2  (A  y + Ay  +  A'y ')  y  +  2  (a.  y + a;  r+ Arn  Y+  2  /Y '+  /" , 

und. aus*  diesem  Ausdruck ,?Fgie|)t  sieh.4urch  die  iR;Nr.  201.  besobriebene  Yertauschung: 

M.  =  2  ((^  y  4-  U)  y'+  (A")  r'O  J  +  2  C(^.)y. + (^)  /+  {^")  y")  ^ + 2  r"  ^ + ^ . 

femer  durch  die  in  Nr.  202.  beschriebene  Vertauschung: 

;.  '  •"    iV-.==2Cc$tc:4%c.''Oy+2CC.£+cj^+c;T')y'+r(S'x''+v'; 

endlich  liefert  dieser  letzte  Ausdrudt  'Anteil  di«  Ht  Nr.  968.  Mj^fMeigl»  VmäaiHmagi 
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jv;=:2((r)s+(nr+(nr)  J  +  2((r.)  s  +  (n)  r+  (od  ^+*s"«'^+''  . 


Hieraiu  nun  findet  man: 

/7.  =  Ay  +  Ay+A'y',    y;  =  A.;^  +  A;/+A;y',    y;'=y"        und    fi.=f, 
(ftft.  fO    <     oder 

fyo=cs+'cT+c"r,  y;=c.£  +  c;r+crr,  7;r=r6;'  und  po=v, 

je  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  oder  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben 
war,  und  eben  so  findet  man  in  dein  einen  oder  andern  Falle: 

^£.=^C(^y+(^)j''+(0/')  ,  s;=|j((^,)y+(^)/+U')y")  . 

S:'=^y"   md   v,'=ztt 

€•••  9»y   {     oder 

£.=|c(r)^  +  (r)r+(r')n ,  £;=^;C(r.)^  +  (r;)r+(r:')n , 

SV  :=^,  S"    und    n  =  V  . 

Wenn  man  in  diese  Ausdrücke  für  A",  A\' ;  C",  C[';  (^'),  (^D;  (O.  (^"0  ihre  aus  den 
zwei  ersten  Gleichungen  (46.  b.),  (49.  b.},  (51.  b.)  (53.  b.)  entnommenen  Werthe  einsetzt, 
so  nehmen  die  (55.  f.}  die  folgende  Form  an: 

/.'=y"    und    fi,=f* 
oder 

«"y.=(5"£-«'nc+(«"r— «nc,  «'y.=:(5"^-«'nc.+(«"r— «nc: , 

y:=r^  und  ^.=v, 

die  (55.  g.}  hingegen  gehen  Über  in 

fei—  ^..jj  ,  <,.—  ^*.j^j  I 


oder 


£;=  ^    und    v,=/ti 


*»•—  3"!D  »fco—  j'/jji  > 

£;'=^6;'undn=v, 

und  es  müssen  bei  den  einen  sowohl  wie  bei  den  andern  die  zuerst  oder  die  zuletzt  gegebe- 
nen genommen  werden,  je  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  oder  senkrechten 
Coordinaten  gegeben  war.    Setsen  wir  der  Kttne  wege» 
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tf>-/r/'=f,  «Y-?y"=f  sowie  «"£-•' r=0',  «''r-«r=«,        cm-m 

80  lassen  sich  die  ersten  zwei  Reikett  der  vorstehenden  CSeidRiogen  so  schreiben : 

a>.  =  fA  +  fA',    «Y.=fA.  +  fA;,    /;'=/'       nnd    f4.=f4 
oder 

ry.=9'C  +  flC',    yv;=9'C,  +  8C;,    r:  =  rfS:    und    /io  =  v 

nnd  die  letzten  zwei  Reihen  der  vorstehenden  Gleichungen  nehmen  die  folgende  Gestalt  an: 


(**.  i.> 


oder 


(U.hO 


205}  Wir  wollen  uns  noch  eine  nähere  Auskunft  ttber  den  Umfang  und  Sinn  der  vorste- 
hend aufgestellten  neuen  Gleichungen  verschaffen,  da  man  bei  einer  sorgfältigeren  Prüfung 
derselben  auf  einige  Schwierigkeiten  stösst  Fassen  wir  zunächst  die  in  Nr.  200.  gefundenen 
Ergebnisse  ins. Auge,  und  bedenken  wir,  dass  die  zwei  Axenrichtungen  AY'  und  AY  das 
neuen  Systems,  an  welchem  sich  die  Gleichung  von  der  Form  (]48.  b.}  erzeugen  soll,  durch 
die  drei  Gleichungen  (46.  b.),  statt  deren  dritter  auch  die  (48.  a.}  genommen  werden  kann, 
näher  bestimmt  werden,  während  doch  zwei  Richtungen  nur  dnrch  vier  wiUkührliche  Grössen 
völlig  gegeben  werden,  so  sieht  man  ein,  dass  man  über  eine  der  in  der  Gleichung  (48.  b.} 
voikommenden  Frojectionszahlen  oder  über  eine  Zusammensetzung  von  mefarem  derselben  nodi 
nach  Belieben  veriiigen  kann.  Hieraus  nun  dürfte  Jemand  den  Schloss  ziehen  wollen,  dass 
man  in  jener  Gleichung  mittelst  der  noch  rückständigen  willktthrlichen  Grösse  eines  der  beiden 
Glieder,  welche  y^'  oder  y*  als  Factor  in  sich  tragen,  oder  wohl  gar  beide  j«igleich  verschwin- 
den machen  könne;  dass  diess  indessen  em  Trugsdduss  wäre,  zeigt  die  folgende  Betrachtung: 
Setzen  wir  in  der  Voraussetzung,  dass  weder  A=0  noch  A|=0  ist, 


»     * 


A'  A"  A'  A" 

A  '    A"  A  '    A"         *  (*••••) 

so  lässt  sich  die  dritte  Bedingung  (4ß.  b.}  statt  deren  wir  die  Gleichung  (48.  a.}  nehmen  ' 

wollen,  so  schreiben: 

X  mV+  x'+  r (m'+  nO  =  0  (M.  »») 

und  die  zu  y*  und  y"  gehörigen  Co^flfizienten  in  der  Gleichung  (48.  b.}»  oder  die  in  (55.  b.} 
angezeigten  so^  . 

Ä,=3(xm"  +  x'+2rm0  4'    und    tf;=(xn'«+y+2rn0  ^  .  (»••«•) 

k  ^  

Wir  werden  jetzt  diesen  CoefQzienten  eine  andere  Gestalt  geben,  indem  wir  aus  ihnen  mittelst 

der  Gleichung  (56.  b.}  eine  der  noch  unbestimmten  Grössen  m'  und  n'  eliminiren.    Zu  diesem 

Ende  setzen  wir 

m'— n'=^,  in.  m.y 

woraus  sich 

m'=n'4-2f    und    vtzum'-^^ 
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ergiebt;  desshalb  können  wir  die  Gleichung  (56.  b.}  eimnd  s» 

schreiben,  woraus  man 
CM«M  xn''  +  x'+2rn'=  — (xn'+r)z/ 

findet,  und  ein  andermal  können  wir  dieselbe  Gleichung  auch  so 

xm'(m'— zO  +  x'+rC2m'-z/)  =  0 
schreiben,  woraus  man 
in.  •.)  .  X  m'*  +  x'-l-  2  r  m-zz:  (x  m'+  A")  J      . 

findet  Mittelst  der  Gleichungen  (57.  b.  und  c.}  nun  nehmen  die  in  (56.  c.}  stehenden  Glei- 
chungen die  folgende  Gestalt  an: 

CS«.«.)  €C.=z(xm'+r')jK    und    i^;=  _(xn'+r)^  ^,  , 

und  da  sich  aus  den  zwei  Gleichungen  (57.  b.}  und  (57.  c.}  die  zwei  Grössen  m'  und  n'  in 
J  ausdrücken  lassen ,  so  ist  alles  auf  die  eine  willkührKche  Grösse  ^  zurftekgeftihrt ;  man  er- 
hält nämlich  aus  den  genannten  Gleichungen: 


xin'+r=jx^±j/jx'^-(xx^— r')  und  xn'+r=— jx^±[/jx«^-^(xx'~r*)  , 
und  in  Folge  dessen  gehen  die  Gleichungen  (57.  d.)  über  in : 

«o  =  ^^[^xzf±j/ix'^^(xx-r^)] 
(S9«  ••)    <     und 

a;=-^,  ^[-  l  x^±J/ix*^-(xx^-r*3} , 

wo  man  in  beide»  Assdrücken  entweder  nnr  die  obern  oder  nur  die  unten^  Voneiehen  iwh- 
nen  darf,  weil  nur  so  die  Gieichung  (57.  a)  in  Erfiillimg  gefcL  Dunü  die*  gcsuAle  Gleichmg 
reelle  Coeflizienten  erhalte,  darf  die  Grösse  unter  dem  WvielzeieheB  in  4eni  Gleichungen 
(57.  e.}  nicht  negativ  wenden;  man  ist  also  in  der  Wahl  der  willkührlichen  Grösse  ^  in  so 
fem  beschränkt,  dass 

CM.  f.)  1  x' ^ -  (x x'^  r') ^0  oder  ^^ICfli^lO 

genommen  werden  muss,  welche  Bedingung  stets  erfüllt  ist,  wenn  xx' — X"*^  null  oder  eine 
negative  Zahl  ist. 

Da  die  Bedingung  (57.  tj  stets  schon  von  selber  erfUUt  ist,  wenrf  xx'—X"*  ndH  oder 
negativ  ist,  und  da  man  nach  den  bisherigen  Ergebnissen  für  J  jeden  reellen  Werth  nehnen 

■ 

darf,  der  nicht  jX^J*  —  (xx' — k'^^y  zu  einer  negaüveri  2!khl  werden  IJtet,  se  nimmt  es  in 

der  That  den  Anschein  an^  als  ob  man  in  solchen  Fällen,  wo  xx' — X"^  null  oder  negativ  ist, 
^=^0  setzen  und  dadurch  die  böiden  Coeflizienten  in  (57.  d.  oder  c.J  zum  Verschwinden 
bringen  könnte.  Bedenkt  man  indessen,  dass  die  drei  Axen  eines  beliebfgerl  ßDOtdinafensy- 
stems  immer  auch  noch  die  Bedingung  ecfuUen  müssen ,  dass  sie  nicht  alle  dhei  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  und  dass  die  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  52.}  hierfür  aufgestellte  Be- 
dingung (99.}  in  unserm  jetzigen  Falle ^  wo  A%z=:Qj  At=:0|  A^'i^rl  ist,  sich  verwandelt  in: 
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oder  in  Folge  der  in  (56.  a.}  unter  der  Voraussetzung,  dass  weder  A=:0  noch  A,=:0  sei, 
emgeffthrten  Bezeichnungen  in: 

so  überzeugt  man  sich  in  Rückblick  auf  die  Gleichung  (57.  a.},  dass  man  nur  dann  auf  ein 
Coordinatensystem  hingeführt  wird,  wenn  man  ^^0  sein  lässt;  man  kann  also  nie  durch  die 
Wahl  des  Coordinatensystems  selber  die  Coeffizienten  in  (57.  d.  oder  e.}  vemichlen.  Dagegen 
zeigen  die  Gleichungen  (57.  e.},  dass  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Gleichung  der  Fläche 

zweiter  Ordnung  von  der  besondem  Art  ist,  dass r, —  =  0  wird,  immer  der  eine  oder 

der  andere  von  jenen  zwei  Coeffizienten  yerschwinden  müsse,  weil  in  den  angeführten  Glei- 
chungen in  jedem  bestimmten  Falle  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen 
genommen  werden  dürfen.  Die  Bedingung,  dass  einer  von  den  beiden  Coeffizienten  vemichtel 
werde,  ist  sonach  die  folgende: 

x/— r'=0    oder    8  =  0  C«^  M 

den  Gleichungen  (47.  c.}  gemäss,  weil  hier  a"  nicht  null  seiend  vorausgesetzt  worden  ist, 
und  beide  Coeffizienten  können  nur  in  dem  einen  Falle  mit  einander  zugleich  verloren  gehen, 
wenn  ausser  dieser  Bedingung  auch  noch  die  x=0  erfÜUt  wird,  was  in  Gemässheit  der  Glei-* 
chung  (58.  b.}  nach  sich  zieht,  dass  gleichzeitig 

x=±0,    x'=0,    r=0  CM.C.) 

oder  den  Bezeichnungen  (47.  a.)  gemäss 

«V  — /?'  =  0,    aa"^p—0,    /9'V-i9/r=0 

sein  müsse,  wie  sich  daraus  ergiebt,  dass  wenn  x  =  0  ist  aus  der  Bedingung  (58.  b.}  ^'=0 
folgt,  und  die  Bedingung  (5&  k)  zeigt,  dass  wenn  x=0  und  X":zzQ  ist,  auch  x^z=0  sein 
müsse. 

Sodann  müssen  wir,,  nm  nichts  zurück  zu  lassen,  noch  den  Ausnahmsfall  in  Erwägung 
ziehen,  wo  unsere  bisherige  Voraussetzung,  dass  weder  A  noch  A,  null  sei,  nicht  statt  haben 
sollte.  Zunächst  nun  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  in  Gemässheit  der  Bedingung  (58.  a.} 
nie  A  und  A,  zugleich  nidl  sein  können,  dass  also  in  einem  bestimmten  Falle  höchstens  nur 
eine  von  diesen  beiden  Gr4)ssen  ds  verschwunden  sich  denken  lässt;  nehmen  wir  aber  an»  dass 
A=:0  sei,  so  zeigt  die  Bedingung  (56.  a.},  dass  dann  nidit  auch  zu|^h. A'?=0  sein  könne. 
Bs  verwandelt  sich  dKr  die  Bedingung  (48.  a.),  wenn  A  =  0  ist»  in: 

A'(xA;  +  rA,)=0 

«  • 

oder,  weil  jetzt  nicht  auch  A'=0  sein  kann,  in: 

xA;  +  1''A,=0,  ,      (&••&) 

woraoar  man 

X" 
A!=--A, 

fndet.  Dnroh  diew  Werihe  vo»  A  uml  A;  gehen  die  Coeffittenten  ven  f  und  y''  in  der 
fiteichvig  (48.  b.)  ttfter  in: 


44S  Analytische  Ckometrie.  Absch.  IV. 

—TT-    und    Ar r, > 

und  nun  sieht  man,  dass  selbst  in  diesem  Ausnahmsfalle  die  Wahl  des  CoordinatensystendS  nidit 
Anlass  geben  kann,  dass  einer  von  diesen  zwei  Coeffizienten  verschwindet,  da  bei  ihm  keine 
der  beiden  Grössen  A'  und  A,  null  seki  kann;  auch  dass  der  zweite  CoefSzieot  aber  nicht  der 
erste  null  wird,  wenn  xx' — X''*=zO  und  x  nicht  null  ist,  wie  zuvor.  Dieselben  Folgerungen 
lassen  sich  auch  ziehen,  wenn  Ai=trO  werden  sollte,  wie  schon  die  Symmetrie  der  Bedingung 
(48.  a.}  und  der  in  (48.  hJ)  enthaltenen  CioefBzienten  in  Bezug  auf  die  Grössen  A  und  A| 
sattsam  zu  erkennen  giebt 

Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Bedingungen  (58.  b.  und  c.} 
von  dem  Umstände,  welche  Axen  in  einander  liegen  gelassen  werden,  ganz  unabhängig  sind. 
Diess  geht  bei  der  (58.  b.)  schon  daraus  hervor,  dass  sie  bezüglich  der  in  ihr  auftretenden 
Coeffizienten  vollkommen  symmetrisch  ist,  und  deswegen  immer  die  gleiche  bleibt,  auch  wenn 
man  hinsichtlich  der  Accente  eine  Yertauschung  der  dritten  oder  zweiten  Art  vornimmt;  die- 
selbe Symmetrie  lässt  sich  aber  auch  in  Betreff  der  Bedingungen  (58.  c.)  erweisen,  obschon 
sie  nicht  sogleich  in  die  Augen  springt    Schreibt  man  nämlich  jene  Bedingungen  so : 

a'a''=(P,    aa''=ß'\    ß'W=ßß', 

multiplicirt  jetzt  die  zwei  ersten  mit  einander,  so  erhält  man: 

'    und  quadrirt  man  die  dritte,  so  kommt 

woraus  sich  schliessen  lässt,  dass 

Ä«V=i?"^a'"    oder    a$i'—ßr'^=20 

ist,  da  a"  nicht  nuH  seiend  vorausgesetzt  worden  ist;  man  kann  daher  die  hier  erhaltene  Re- 
lation an  die  Stelle  der  dritten  in  (58.  c.)  stehenden  setzen,  wodurch  jene  Bedingungen 
werden : 

nnd  xmn  eine  vollständige  Symmetrie  zeigen. 

Alles  was  in  dieser  Nummer  in  Bezug  auf  die  in  Nc  200.  entslaiidenen  Gleichungen  dar- 
gedifioi  worden  ist,  das  Msst  sich  ganz  eben  so  auch  von  den  in  Nr.  301«  erhaltenen  erweisen, 
und  auch  die  in  Kr.  202.  und  Nr.  203.  gebildeten  Gleidiungen  geiMlen  SehriU  um  SchriU  den 
gleichen  Gang  und  führen  zu  denselben  Resultaten;  nur  dass  «i  die  SieBe.  d«r  .Oruadzeichen 
tf,  /3,  X,  iL  die  J,  e,  <r,  T  mit  unveränderten  Abzeichen  zu  stehen  kommen;  denn  obgleich  die 
in  den  verschiedenen  Nummern  auftretenden  Projectionszahlen  sich  in  jedem  andern  Falle  immer 
auf  andere  Richtungen  beziehen,  so  hat  diess  doch  auf  das  Ziel  der  Betrachtungen  nicht  den 
»  geringsten  Einfluss,  und  man  gelangt- unanfgfehalten  zu  dem  folgenden  Satze.    Wiewohl  in 

den  Coeffizienten  der  Gleichungen  (48.  b.},  (50.  b.),  (52.  b.}  und  (54  b.}  noch 
eine  ganz  willkührliche  Grösse  zutück  bleibt,  wodurch  es  möglich  wird,  un- 
zählich  viele  Coordinatensysteme  anzugeben,  welche  alle  zu  Gleichungen  von 
derselben  Perm  hinführen,  so  ist 'es  doch  aie  jnd^liok,  dfiese  wiUbQhrlicbd 
Grösse  zur  Auffindung   eines  Coordinatensysteros  zu  rbienillfleni   an.  welchem 
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eines  der  in  ihrem  Theile  der  zweiten  Dimension  angrezeigpten  Glieder  ver- 
schwände. Das  Verschwinden  von  einem  oder  zweien  der  in  jenen  Gleiehiin- 
gen  vorhandenen  Glieder  der  zweiten  Dimension  kann  nur  durch  die  Beson- 
derheit der  Coeffizienten  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  zu  Stande 
kommen,  und  findet  dann  bei  allen  jenen  Gleichungen  gleichmässig  statt,  wel- 
che aus  den  möglichen  zulässigen  Werthen  der  willktthrlichen  Grösse  hervor- 
gehen können.  Es  verschwindet  nämlich  eines  dieser  Glieder  nur  dann,  wenn 
in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung 

ist,  falls  sie  von  der  ersten  in  (^45.  b.}  enthaltenen  Art  ist,  oder  wenn 

ist,  falls  sie  von  der  zweiten  in  (45.  b.)  enthaltenen  Art  ist,  hingegen  verschwin- 
den zwei  von  jenen  Gliedern,  wenn  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung 

gleichzeitig 

Ä«'— /J"*=0,    ««"— /5"=0,    «V'^/J»=0  (•••••) 

ist,  falls  sie  von  der  ersten  in  (45.  b.)  enthaltenen  Art  ist,  oder  wenn  gleich- 

*^*  '^  8y—9"^=o  ,  *r— €'*=o  ,  yr— «*=o  imm. «.) 

ist,  falls  sie  von  der  zweiten  in  (]45.  b.)  enthaltenen  Art  ist  Die  Bedingungen 
(60.  b.  und  d.}  sind  aber  in  Bezug  auf  Gleichungen  mit  senkrechten  Coordina- 
ten  dieselben  wie  die  (60.  a.  und  c.}  in  Betreff  der  Gleichungen  mit  schiefen 
Coordinaten. 

Man  darf  indessen  hier  nicht  übersehen,  dass  die  Herleitung  der  Bedingungen  (60.  a.  und  b.} 
sich  darauf  stützte ,  dass  wenigstens  einer  der  Coeffizienten  a ,  a\  a"  oder  ^ ,  ^,  ^'  nicht 
null  sei,  daher  wird  für  den  Fall,  wo  diese  Coeffizienten  alle  drei  null  sind,  noch  eine  beson- 
dere Untersuchung  nöthig,  die  in  der  folgenden  Nummer  vorgenommen  werden  wird. 

206}  Es  hat  sich  von  Nr.  200.  bis  Nr.  203.  herausgestellt,  dass  die  dort  erhaltenen  Glei- 
chungen aus  den  ursprünglich  gegebenen  nur  dann  unmittelbar  erhalten  werden  können,  wenn 
nicht  gleichzeitig  ce,  a\  a"  oder  8y  S>y  ^  null  sind,  zugleich  ist  aber  auch  schon  dort  darauf 
aufmerksam  gemacht  worden,  wie  selbst  in  diesem  Falle  noch  eine  Gleichung  von  der  in  jenen 
Nummern  aufgestellten  Form  erhalten  werden  kann,  wenn  man  durch  das  dort  eingehaltene 
Verfahren  zunächst  nicht  darauf  ausgeht,  die  Glieder,  welche  das  Product  von  zwei  Coordi- 
naten in  sich  aufhehmen,  zum  Verschwinden  zu  bringen,  sondern  blos  darauf,  einen  der  Coeffici- 
enten,  welche  bei  den  Quadraten  der  Coordinaten  stehen,  nicht  null  werden  zu  lassen,  und  hier- 
auf erst  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  auf  dem  dort  beschriebenen  Wege  die  Glieder,  welche 
das  Product  von  zwei  Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  verjagt;  es  fragt  sich  daher  ob  auch  in 
dem  Falle,  wo  man  nur  mit  BeUiilfe  eines  Uebergangssystems  durch  ein  doppeltes  Ver- 
fahren zu  Gleichungen  von  der  in  jenen  Nummern  beabsichtigten  Form  gelangen  kann,  noch 
die  in  (60.  a.  bis  d.}  aufgestellten  Kennzeichen  iur  das  Verschwinden  von  einem  oder  von 
zweien  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  drei  Gliedern  der  zweiten  Dimension  gültig  bleiben, 
oder  ob  nicht  Diess  zu  untersuchen  ist  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Nummer  und  wir  wer- 
den uns  dabei  Uos  auf  den  in  Nr.  200.  behandelten  Fall  beschränken,  weil  die  in  den  drei 
L  57 
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folgenden  Nummern  bekandelten  Fälle  eine  g«nz  gieiche  Auseinandersetmng  zulwsen,  die  m 
dews^en  Endresultate  Tukrt. 

In  dem  Falle  wo  a^  €c\  a"  in  der  gegebenen  Gleichung  sämmtlich   null  sind,  verwandelt 
sich  die  Gleichung  (46.  a.)  in: 

2  (/?  a;  Ar+  ^  A,  a;'+  ^'  a,  a;}  y- + 2  C/s  a'  a"+  ^  a  a"+  ^"  a  a')  y^ + 2  (^  a; + jJ^ao  y  f 

+  2(^A'+iyA)yy''+2[i?(A'A;'+A''A:)  +  iy(AAr+A:'^)4-/rCAA;  +  A'A,)]yy 

i  '  *  Wir  wollen,  um  die  Rechnungsausdrücke  zu  vereinfachen  und  weil  es  Tür  unsem  Zweck  ge- 
nügt, noch  annehmen,  dass  man  bei  dieser  Umformung  die  Axe  AY'  in  der  AX'  habe  li^en 
lassen,  wodurch 

A,=o  ,  a:=i  ,  a;'=o 

wird,  so  dass  die  vorige  Gleichung  übergeht  m: 

(•t.iu)   2Ci9A'A''+/3'AA''+/!''AA0y*  +  2i3yy'+2(i5A'  +  irA)yy''+2(/SA''+/r'A)yy'= 

•    In  dieser  Gleichung  hat  man  die  zur  Richtung  A  Y  gehörigen  Projectionszahlen  A ,  A',  A"  so 
zu  wählen,  dass  |3A'A"4-/?'AA"4~/^'AA'  nicht  null  wird,   was  immer  auf  unzählich  vide 
Arten  in  reeller  Weise  geschehen  kann;  diess  vorausgesetzt,  hat  man  eine  neue  Gleichung,  in 
. .    welcher,  wo  in  der  ursprünglichen  acj  d^  u"  und  ß,  ß".^  ß"  standen  jetzt 

2(jSA'A"-f-i8'AA"+/8"AA')  ,    0  ,    0    und    /?  ,    /»A'-f/TA  ,    i5A"+/J"A 

stehen,  aus  der  man  die  von  der  gewünschten  Form  auf  die  frühere  Weise  hejzuleiteo  bat 
Ob  nun  in  dieser  letztern  ein  oder  zwei  Glieder  der  zweiten  Dimension  verschwinden,  zeigen 
die  in  (60.  a.)  oder  (60.  c.}  stehenden  Bedingungen,  wenn  man  statt  a^  a\  a"  und  ^,  ^,  /3" 
die  so  eben  mitgetheilten ,  der  Gleichung  (61.  a.}  entsprechenden  Ausdrücke  setzt;  bezeichnet 
man  daher  die  Coeflizienten  von  y',  y'%  y"%  y'y",  yy",  yy'  in  der  Gleichung  (61.  a.)  durch 
(«) ,  («') ,  («"J ,  {ß) ,  {?) ,  (n ,  so  dass 

|(a)  =  2(/?A'A"+/?'AA"+^'AA'),    («)  =  0  ,    (0  =  0, 
m=ß.    (i9')=/9A'+/3'A,    (n=/JA"+i8"A 

ist,  so  verschwindet  in  der  aus  der  Gleichung  (61.  a.^  auf  dem  obigen  Wege  abzuleitenden 
Gleichung  neben  den  Gliedern,  welche  das  Product  von  zwei  Coordinaten  in  sich  tragen,  noch 
eines  der  Glieder,  welche  das  Quadrat  von  einer  Coordinate  zum  Factor  haben,  wenn 

(•I.  e.)  .  («)  («')  («")  -  («)  (ßf  -  (<♦')  (^)»  -  (»")  r )' + 2  (/s)  {^)  r ) = 0 

ist,  und  es  verschwinden  zwei  von  den  zuletst  genannten  Gliedern,  wenn  gleichzeitig 

(•«.«.)  («')(«")-(i5)'=0,    («)  («")-(/?')'= 0  ,    («)(«')-(r)'=0 

ist    Da  nun  den  Gleichungai  (61.  b.}  zur  Folge  „  , 

(«)  («')  («")  ^  («)  ißf  -  («')  m  -^  («")  (H'  +  2  {/?)  (i?)  (/T) = 

—  2  C/9  A' A"+ /S*  A  A"-f /9"  A  A'3 /9»  +  2 /?  (^  A'+ /r  A)  Q9  A"+ TA} , 

oder  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  die  Klammem  wegschafft 

(«1. ..)  («)  («•)  («")  -  («)  m  -  («')  m  -  (a")  r  r  -f «  m  (/?)  (n = 2 1?  ^  r  a» 
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ist,  und  eben  so 

so  gebt  die  BedMiguQg  (61.  c.}  überJn;-  ..../' 

und  die  Bedingungen  C61«  d.}  werden: 

—  iS»=0,    -G9A'+/9'Ay=ö,    -Ci5A"+/?"A)*=0 
oder 

/9=0  ,  i3A'+i9'A=0,  i9A"+/?"A  =  0.  (•!•  ü«) 

Erwägt  man  nun,  dass  die  einem  jeden  Parallel- Coordinatensysteme  unerlässliche  Bedingung, 
womach  dessen  drei  Grund-  oder  Polaraxen  nie  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen  dürfen, 
der  im  ersten  Abschnitte  ($.  4.  Nr. '52.}  angestellten  Ungleichung  (99.} 'zur  Folge  kier,  wo 
As=0,  AJ  =  0,  Aa'  =  l  und  A,  =  0,  Ai  =  l  ,  Ar=0  ist,  nach  sich  zieht,  dass 

A^O  C«!.!.)' 

sein  müsse,  so  überzeugt  man  £;ich,  dass  statt  der  Bedingung  (61.  g.}  auch  die  2ßß'ß"=20    ' 
g^noBNuen  werden  kitane,  und  diess  ist  in  der  That  die,  in  wejldie  die  oben  in.  (60.  a.}  an- 
gegebne für  uzzzO^  a'^0,  «£"::;=  Q- übergeht,  woraus  erhellet,  dass  jene  Bedingung 
nach  in  dem  gegenwärtigen:  Fiille:  HQcJi  ti^i^aucbbar  ist-  J>i»  Bedingungen  (61.  h.} 
gl^cA,  weil  A^O  sein  muss, 

^•1=0  ,    ß^^O  ,     ß"±zO 

a  I 

und  diess  sind  in  der  that  auch  die,  in  welche  sich  die  oben  in  (60.  c.}  angege- 
benen verwandeln,  wenn  gleichzeitig  a=zO^  a'=zO ^  a^z=:0  ist.  Sie  zeigen,  dass 
in  diesem  letzten  Falle  die  ursprüngliche  Gleichung  aufhören  müsste  eine  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zu  sein,  und  geben  eben  dadurch  die  Unmöglichkeit 
dieser  Erscheinung  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  erkennen. 

207}  Nachdem  gezeigt  worden  ist,  wie  sich  jede  Fläche  der  zweiten  Ordnung  an  einem, 
ja  an  unzählig  vielen,  jederzeit  leicht  bestimmbaren  Coonfinatensystemen,  welche  mit  dem  ur-  r 
sprünglichen  eine  gemeinschaftliche  Spitze  haben,  und. deren  eine  Grund-  oder  Polaraxe  dabei 
fast  immer  in  einer  Grund-  oder  Polarajce  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleiben  kann, 
durch  eine  Gleichung  darstellen  lässt ,  welche'  nach  Verlangen  die  eine  oder  die  andere  der  in  '■- 

(55.  a.}  angegebenen  Formen  annimmt;  und  nachdem  die  Kennzeichen  hervorgehoben  worden 
isind,'  woran  sich  gleich  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  entscheiden  lässt,  ob  in 
diesen  letztem  Gleichungen  eines  oder  zwei  von  den  Gliedern  fehlen  werden ,'  welche  x*,  x'*, 
y*  oder  \i^.u'*,  u"*  zu  Facloren  haben,  wollen  wir  jetzt  noch  zusehen,  welchen  Einfluss  eine 
Aendefung  der  Coordinalenspitze ,  ohne  dass  die  Richtungen  der  Axen  eine  Aenderung  erlei- 
den, auf  die  Form  einer  sorchen  Gleichung  haben  kann.  Zu  diesem  Ende  stellen  wir  uns  vor, 
dass  die  Axen  AX,  AXj  AX",  an  tvelchen  die  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  eine  der  Glei- 
chungen (55.' a.}  dargestellt  wird,  mit  sich  selber  parallel  und  gleichläufig  durch  einen  beliebi- 
gen andern  Punct'O  des  Raumes  gelegt  werden,  und  deuten  diese  neuen  Axen  durcli  OX, 
0  X' ,  0  X"  an ;  dann  erhalten  wir  die  Gleichung ,  welche  dieselbe  Fläche  zweiter  Ordnung  an 
diesen  neuen  Axen  darstellt  ^  indem  wir  in  die  gegebene  Gleichung  für  x ,  x",  x"  oder  u ,  u', 
u''  ihre  in  den  Gleichüngbn  (44«}  enthaltenen  Ausdrücke  setzen,  und  unter  1,  l'»  I"  und  '  *'  * 
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17,  f/9  if  die  schiefen  and  senkrechten  Coordinaten  verstehen,  welche  der  Panel  O  an  des 
Axen  A  X ,  A  X\  A  X''  giebt,  so  wie  unier  x« ,  x^ ,  x^'  und  u« ,  u« ,  u,  die  schiefen  und  senk- 
rechten Coordinaten  an  den  Axen  0  X ,  0  X',  0  X''  von  demjenigen  beliebigen  Puncte ,  der  an 
den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  die  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"^  hat.  Darch  die  hier  angezeigte  Substi- 
tution geht  aber  die  erste  Gleichung  (55.  a.)  über  in : 

«.xj  +  tf;x7+«;'xr=2(-«.§+;^0^+2(-(/.r+/.)x;+2(~«;'r'+y^^^ 

und  die  zweite  Gleichung  (55.  a.}  wird : 

*.u5+y.u;'+5;'ur=2(-5.i?+?o)u.+2(-5;t/+s;)u;+2(~5;v+ro 

(•t.M  .  -5aV~5;v''-3;v"+2i:.i?+2£;v+2£;^"+n, 

wobei  man  es  im  Allgemeinen  durch  die  geeignete  Wahl  des  Punctes  0  dahin  wird  bringen 
können,  dass 

(••,€.)  -a.^+r.=o,  -a;r+y;=o,  -<r+y;=o 

oder 

(•••«10  -s.n+i.—(i,  -3;i;'+£;=o,  ~5;'i?"+s'=o 

wird ;  dann  verschwinden  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  (62.  a.  oder  b.}  die  neue  der 
erste»  Dimension,  und  es  bleibt  in  ihnen  neben  einem  von  der  Lage  des  Pum^  0  abhäng^oi 
conslanten  Gliede  nur  noch  der  Theii  der  awetten  Dimension  aorttck,  in  welchem  die  Glieder 
fehlen,  welche  mit  dem  Product  von  zwei  Coordinaten  versehen  sind.  Es  lassen  sieh  die 
schiefen  Coordinaten  £,  ^,  ^'  oder  die  senkrechten  97,  17',  ri'  des  Punctes  0,  welcher  diese 
Umänderung  der  Gleichung  bewirkt,  jedesmal  aus  den  Gleichungen  (62.  c.}  oder  (62.  d.}  fin- 
den, wenn  keiner  der  Coeffizienten  «o  9  o^o »  ^0'  oder  S^^  5« ,  8'^  null  ist ;  dann  findet  man  nur 
einen  einzigen  Punct  0,  der  diese  Eigenschaft  besitzt,  weil  die  angeführten  Gleichungen  stimmt- 
lieh  nur  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  die  zu  findenden  Grössen  sind,  und  deswegen  für 
jede  von  diesen  nur  einen  einzigen  Werth  liefern.  Durch  diese  Werthe  verwandelt  sich  die 
Gleichung  (62.  a.}  in: 

^  "^  Cfo         Cfo  C^t 

und  die  Gleichung  (62.  b.}  geht  über  in : 

(••.f.)  «•aj  +  Ä;u;'  +  5;'u;"=i^.+  ^+|'+^ . 

Ist  aber  einer  der  erwöhnten  Coeffizienten  nuU,  wir  nehmen  an  a^  oder  d^%  während  die 
übrigen,  hier  tf»,  cf«  oder  ^09  ^9  nicht  null  sind,  welches  gescliieht,  wenn  die  Bedingung 
(60.  a.}  oder  (60.  b.}  von  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  erfüllt  wird,  so  la3sen  sich 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (62.  c.  oder  d.)  noch  immer  die  Coordinaten  |  und  ^  oder 
fi  und  fi\  welche  ein  Glied  der  ersten  Dimension  zum  Verschwinden,  bringen,  angeben,  aber 
aus  der  dritten  Gleichung  fallt  ^'  oder  fi"  von  selber  weg,  wodurch  diese  Gleichung,  wenn 
nicht  zufällig  yi  oder  ^i  null  ist,  unmöglich  wird,  und  dadurch  zu  verstehen  giebt,  dass  aas 
der  neuen  Gleichung  das  Glied  der  ersten  Dimension,  welches  x^'  oder  u^'  zum  Factor  hat, 
sich  nicht  entfernen  lässt    In  einem  solchen  Falle  verwandelt  sich  die  Gleichung  (62.  a.}  in : 
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und  die  ffleidiaBg  (62.  b.}  wird : 

sind  dagegen  zwei  von  jenen  Coeffizienten  null,  wir  nehmen  an  die  ati  nnd  (4  oder  die  ^l 
nnd  d^,  so  kann  man  nur  noch  aus  der  ersten  Gleichung  (62.  c.  oder  d},  die  Coordinate  | 
oder  11  bestimmen ,  welche  das  mit  Xt  oder  u«  behaftete  Glied  der  ersten  Dimension  zum  Ver- 
schwinden bringt,  aber  aus  den  anvei  letzten  Gleichungen  (62.  c.  oder  d.}  fallen  £"  und  1^'  i 
oder  fi  und  f\'  von  selber  weg,  wodurch  diese  Gleichungen,  wenn  nicht  7^,  /»  oder  ^,  ^l 
zuMig  null  sind,  unmöglich  werden  und  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  die  mit  x^,  x«' 
oder  u^ ,  u."  behafteten  Glieder  der  ersten  Dimension  sich  durchaus  nicht  entfernen  lassen.  Die 
Gleichung  (62.  a.}  verwandelt  sich  in  diesem  Falle  in: 

c«.x;-2y;x;-2yrxr  =  ^.+  ^  +  27;r+2yrr  (•«•!.) 

und  die  Gleichung  (62.  b.)  wird: 

d.u;~2^.u;-2r;u;'=ro+|+2r.i7'+2r.v.  cm-M.) 

Weil  jedoch  in  der  Gleichung  (62.  g.  oder  h.}  die  Coordinate  §"  oder  i{'  noch  ganz  nach  Be- 
lieben genommen  werden  kann,  so  kann  man  sie  so  wühlen,  dass 

;^.  +  ^  +  ^  +  2/;r=0    oder    y.+ |+|'  +  2S;V'=0  (m.  l) 

wird,  welches  immer  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  geschehen  kann,  den  einen  Fall 
ausgenommen ,  wo  zufdjig  yi  oder.  ^  miD*  ist ,  wo  dann  aber  die  Gleidiung  (62.  g.  oder  h.} 
blos  besondere  Ffille  von  denen  (62.  e.  oder  f.}  sind,  und  deswegen  nicht  weiter  berücksich*- 
tigt  zu  werden  brauchen.  In  allen  andern  Fällen  gehen  aber  die  Gleichungen  (62.  g.  oder  h.) 
mittelst  der  (62.  1.)  über  in : 

i»,x:+i4x;»-2/oX=o  oder  5.u;+a;<-2e;'u;'=o.  (•••  mo 

Weil  ferner  in  den  Gleichungen  (62.  i.  oder  k.}  die  beiden  Coordinaten  1*  und  1^'  oder  f[  und 
11'  ganz  beliebig  genommen  werden  können,  so  kann  man  sie  so  wtfMen,  dass 

f.  +  ^  +  2y;r+2y;'r=0    oder    n+?  +  2r.V+2S;V'=0,  (M.mO 

was  immer  und  zwar  auf  unzählig  viele  Arten ,  wobei  der  Punoi  0  in  einer  mit  der  Coordi- 
natenebene  X'OX''  parallelen  Geraden  liegen  bleibt,  geschehen  kann,  wenn  nicht  zufiillig  von 
den  Coeffizienten  /» 9  Yi  <Ml^r  £i ,  ^'  einer  oder  beide  null  sind ;  wo  dann  aber  die  Gleichun- 
gen (62.  L  oder  k.)  blos  besondere  Fälle  von  denen  (62.  e.  oder  t}  oder  von  denen  (62.  m.} 
werden,  und  als  solche  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.  In  allen  andern  Fäl- 
len nehmen  aber  die  Gleichungen  (62.  L  oder  k.}  mit  Zuziehung  derer  (62.  n.}  die  folgende 
Gestalt  an: 

«.xj— 2y;x;— 2y;'x;=o  oder  5oo:-2rou;-2r«'n;'=o.  (•».•.) 

Es  ist  indessen  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gestalten  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  weldie  in 
einer  der  Gleidiingen  (63.  0.}  enlhaltM  sind,  sd^n  in  den  Gleichungen  (62.  m.)  als  ein  be- 
sonderer FaD  vorkommen.    Hierbei  dürfen  wir  voraussetzen ,  dass  keiner  der  Coeffizienten  y^ , 


454  Analytische  CreometHe.  Absch.  IV. 

y^'  oder  Co  9  Si'  null  ist,  weil  schon  der  Mose  Anblick  in  diesem  Falle  die  Crleiduuigea  (02.  o.) 
als  einen  besondern  Fall  von  denen  (62.  mj  zu  erkennen  giebt;  dass  aber,  auch  wenn  keiner 
von  diesen  CoefBzienten  null  ist,  die  Gleichungen  (62.  o.}  nur  besondere  Fälle  von  den  in 
(62.  m.}  gegebenen  sind,  lässt  sich  so  darthun. 

Wäre  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eines  beliebigen  €öordinatcnsyslems  eine  Gleichung 

von  der  Form 
(M  »•)  aox*— 2/oX  — 2r;'x"=0 

gegeben,  und  denkt  man  sich  durch  die  Spitze  dieses  Coordinatcnsystems  drei  neue  Axen  AY, 
AT,  AT"  gelegt,  von  welchen  die  eine  AY  in  der  AX  liegen  bleibt,  so  dass  A  =  l, 
A'=0,  A"=0,  die  zwei  andern  AY'  und  AY"  aber  in  Richtungen  gebracht  werden,  für 
welche 

.         ,,  A.=:0,    A;=:-yrm,    K=r.m    und    A,=0  ,    i^  =  y;n  ,    K'=r:n 

wird,  wobei  A,  A',  A";  A.,  Ai,  A\' ;  A,,  A^,  A«  die  schiefen  Projectionsxahlen  vorstellen, 
welche  die  Richtungen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  geben ,    so  werden 
*         '     die  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten,  welche  die  Puncto  ah  den  neuen  und  an  den  vori- 
gen Axen  liefern,  den  Relationen  (41.  a.}  gemäss 

x=y,    x'=~my;:y  +  ny;y",    x"=my;y'+iiy;rr  ; 

setzt  man  die  hier  für  x,  x',  x"  gegebenen  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (63.  a.),  so  geht 
'      *  diese  über  in :  ' 

(•».  ü.)  «0  y'  -  2  n  (/.»+  /r)  y"=  0 

und  hat  nun  die  Form  der  ersten  Gleichung  (62.,  m.}»  aus.  welcher  sie  hervorgeht,  wenn  man 
in  letzterer  a»  =  0  und  /i'=n  (yi'  +  yi")  werden  lässt*  —  Oder  wäre  an  den  Axen  AX, 
A  X',  A  X"  eines  beliebigen  Goordinatensystems  eine.  Gleichiuig  von  der  Form 

(M.  e.)  S. u«- 2 C. u- 2 ^/u' =  0 

gegeben,  und  denkt  man  sich  durch  die  Spitze  A  dieses  Coordinatensysteuis  drei  neue  Axen 
AY,  AY',  AY"  sammt  den  dazu  gehörigen  Polaraxien  A^,  A9%  AS'  sp  gelegt,  dass  die 
Polaraxe  A^  in  der  Grundaxe  AX  liegen  Ueibt,  al^o 

(r)=i  ,  (r)=o  ,  (n=o 

ist,  die  Richtungen  der  zwei  andern  Polaraxen  A  ^'  und  A  ^"  aber  sO  genommen  werden,  dass 

(r,)=o,  (rD=:-inst',^(r:')=inr. 

md 

.(r.)=o,  (r.)=nfc;  ,     (r,')i?:»r.'    -. 

ist,  wobei  (F),  (F),  (JT);  (f,),  (D,  (r');'(^0.  (H),  (/T)  die  senkrechten  froje<*ions- 
zahlen  vorstellen,,  welche  die  Polaraxen  A2),,A2)',  AQ"  an  den  Axen  AX,  AX*,  AX"  ge- 
ben, so  ist  nach  Aussage  der  Gleichungen  (AI.  t.")    '    ' 

•  T  v'  V"  •  V''  V" 

...  .1 

-und  seilt  man  diese  für  u,  tt',*u"  erhaUenea  Ausdriieke  in  die .  Gleichung.  (1^  ^Oi  ^^  ^^^ 
wandelt  sie  sich  in: 
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V*       .    _.  . v" 


und  isl  nun  ein  besonderer  Fall  von  der  hintern  (62.  ul)  geworden,  aus  der  sie  hervoi^eht, 

wenn  man  an  die  Slefle  von  So ,  5i  und  ^o'  setzt  ^ ,  0  und    ^    J^T        •   Hierbei  wollen  wir 

noch  bemerken ,  dass  es  stets  möglich  ist  den  neuen  Axen  die  vorgeschriebenen  Richtnngai 
anzuweisen,  die  Co^ffizien^n  /o,  /o  oder  ^,  j^o  mögen  gleich  oder  ungleich  sein,  weil  diese 
drei  Richtung^eu  nie  in  einer  und  derseü^  Ebene  liegen,  also  stets  die  drei  Axen  eines  Coor- 
dinatensystems  vorstellen  können.  Da  in  den  beiden  hier  besprochenen  Fällen  immer  eine  von 
den  drei  Coordinaien  aus  der  Gleichung  ganz  fortgeht,  so  beweist  dieser  Umstand,  dass  die 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (63.  a.}  oder  (63.  c.}  dargestellte  Fläche  det  zweiten 
Ordnung  eine  CylinderflSche  ist.    (Abschnitt  III.  §.  14.  Nr.  139.). 

Aus  den  vorangegangenen  Betrachtungen  erhellet,  dass  alle  möglichen  Gestalten,  welche 
Flächen  der  zweiten  Ordnung  annehmen,  können,  in  den  Gleichungen  (62.  e.  oder  f.)  un^ 
(62.  m.)  enthalten  sind,  welche,  wenn  wir  die  Axen  des  Coordinatensystems  auf  das  sich 
diese  beziehen,  wieder  durch  AX,  AX',  AX''  vorstellen,  und  dem  gemäss  die  Coordinatea  ^  '  '  - 
der  Puncto  durch  x,  x'^  x''  und  u,  u',  u"  bezdchnen,  so  wie  die  in  diesen  Gleichungen  vor^ 
kommenden  constanten  Glieder  durch  (/i,)  oder  (i/o),  sich  so  schreiben  lassen: 

tfox*  +  c^;x'*+(^rx"^0io)    oder    5«  u^  +  «  u'*+ ^'n^^rr  (j/p)  (•4.».) 

und 

c«ox»+«;x'»H-2y;:x"=o   oder   5.u'+Ä;ru"-f2g;v=o,  (aA.».) 

wo  wir  den  CQiedern  2/o'x'^  und  2^o'n"  das  Vorzeichen  -f"  gegeben  haben,  was  sich  durch 
eine  Mose  (Segensetsung  in  der  Richtung  der  Axe  AX'^  bewiiicen  lässt  Es  ist  zwar  wahr, 
dass  noch  andere  Foniien  entstehen  können,  wenn  man  anstatt  u'o  oder  S^o  allein  verschwäiden 
zu  lassen,  e^o  oder  ^o  allein,  so  wie  auch  cco  oder«^,  idlein  verschwinden  Kasse,  oder  wenn 
man  statt  ao'=0  und  tf^=:0  oder  SÖ=iO  und  ^=0  zu  nehmen,  oc^^^O  und  ceo  =  0  oder 
j^'rrO  und  ^«zrO,  so  wie  audi  c«o^=0  und  «(o  =  0  oder  d^  =  0  und  ^,=0  werden  liesse; 
iflein  dadurch  entstünden  blos  solche  neue  Formen,  die  sich  aus  den  vorigen  durch  eine  in 
Bezug  der  Accente  vorgenommene  Yertauschung  der  dritten  und  zweiten  oder  der  ersten  und 
zweiten  Art  herleiten  Hessen,  und  eben  dadurch  an  den  Tag  geben,  dass  sie  keine  neuen  Ge- 
stalten in  sich  bergen,  sondern  blos  dieselben  Gestalten  auf  anders  benannte  Axen  beziehen, 
daher  da  wo  es  sich  lediglich  um  die  Kenntniss  der  verschiedenen  Gestalten  der  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  handelt,  gänzlich  ausser  Acht  gelassen  werden  können. 

Die  CoefBzienten  a«  ?  c(« ,  c/«  und  y^  j  7%  ?  To  oder  St  y  ^«  ^  ^»  und  ^o  9  To  9  C*  in  solchen 
Gleichungen,  welche  aus  den  ursprünglichen  nach  Art  der  in  (64.  a.  und  b.}  besprochenen 
hervorgehen,  bleiben  ganz  die  gleichen,  wie  sie  in  den  Gleichungen  (55.  a.}  geworden  sind, 
und  wie  wir  sie  in  den  Gleichungen  (55.  b.  bis  k.}  angegeben  haben,  sowohl  für  den  Fall,  dass 
die  ursprüngliche  Gleichung  schiefe  Coordinaten  in  sich  trägt,  als  auch  für  den  Fall,  wo  die 
uraprüngliche  Gl^hung  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufgenommen  hat.  Die  Grössen  (/u«)  und 
(vo)  hingegen,  wodurch  die  constanten  Glieder  in  den  Gleichungen  (64.  a.)  bezeichnet  worden 
sind,  vertreten  die  auf  der  rechte  Seite  der  Gleiehungen  (62.  i.)  und  (62.  k.}  stehenden 
Ausdrücke,  so  dass  also 


456  Analytische  Geometrie.  iLbsch.  IV. 

(•4.«.)  ^*^=f**+^  +  ^  +  ^    «"<•     ("•)  =  "•+?  +  ?  +  £ 

do  C&o  ^0  ^'o  ^0  ^f 

ist,  wobei  auch  fiir  /Uo  und  v«  entweder  die  ersten  oder  die  zweiten  in  den  Gleichungen  (55.  h.) 
und  (55.  i.}  ihnen  gegebenen  Werthe  genonuncn  werden  müssen,  je  nachdem  die  ursprüng- 
liche Gleichung  in  schiefen  oder  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben  war.  Es  ist  folglich  mit 
Zuziehung  der  in  (55.  h.)  eingeführten  Bezeichnungen 

C«4*  «i.)    l     oder 

so  wie  auch: 

C#4.  e.)   ^     oder 

rv^_v  +  lr^-+ C9l{il+aLC)3'_      . (9^(r.)+fl(r:)y        , 

und  man  hat  für  (jl^  sowohl  als  für  v^  entweder  die  obem  oder  die  untern  der  hier  für  sie 
erhaltenen  Ausdrücke  zu  nehmen,  je  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  oder  in 
senkrechten  Coordinaten  gegeben  war. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  gestatten  eine  eigenthümliche  Umgestaltung,  die  zu  kennen 
von  Nutzen  sein  kann,  wobei  wir  uns  jedoch  auf  den  ersten  in  (64.  d.}  stehenden  Werth  von 
(^o)  beschränken  werden,  da  der  zweite  so  wie  die  beiden  Werthe  von  (^o)  durch  eine  blose 
Vertauschung  aus  diesem  abgeleitet  werden  können.  Bringt  man  niimlich  die  zwei  in  den 
eckigen  Klammem  der  obem  Gleichung  (64.  d.}  vorkommenden  Quotienten  auf  gleiche  Benen- 
nung, addirt  sie,  schafll  die  Klammem  im  Zähler  weg  und  zieht  die  f%  ff  und  f  enthaltenden 
Theile  immer  in  ein  Glied  zusammen,  so  kann  man  diesem  Zähler  zunächst  die  folgende  Form 

geben: 

rix(A*A;*  +  A'»AO  +  2AA,[x'AA,  +  r(AA;  +  A'A0]l 

+  2fr[2rAA,A'A;+(AA;  +  A'A0(xA'A;  +  x'AA0] 

+ f  [/  (A'a;* + A"AO + 2  A'  a;  [x  a'  a; + r  (a  a; + a'  a,)]! 

und  ihn  sodann  mittelst  der  Gleichung  (48.  a.}  überführen  üi : 

(f x'+rx-2ff  r)(AA;-A'ÄO'  , 
so  dass  man  als  Summe  jener  beiden  Quotienten  findet : 

(fx  +  rx-2ffr)(AA;^A^A.y 

(x  A'*+  x'A'  +  2  r 'A  AÖ  (x  A;^  +  x  Af  +  2  x"A,  AO 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  A*Af  dividirt,  und  die  Bezeichnungen  (56;  a.)  in  An- 
wendung bringt: 

(P  x'+  f  ^  X  -  2  f  f  r )  (n  ~  mQ' 

(x  m"^  +  x'+  2  A"m')  (x  n'^  +  x'+  2  r n')  ' 
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■ttd  dieser  Aasdmek  geht  mütalst  der  {Slewlniiifea  (57.  a.)  und  (57.  e.)  über  in: 

fx'+rx-2ffr 

XX'- A"»  ' 

so  dass  man  schliesslich  anstatt  der  obem  Gleichung  (64  d.)  die  folgende  gefunden  hat: 

wabei  die  Art,  in  welcher  sich  der  Uebergang  von  jener  zu  dieser  macht,  Beachtnng  verdient. 
Die  erste  Gleichung  (64.  e.)  liefert  für  (^o)  denselben  Werth  den  die  (64.  f.)  für  (jUo)  gegeben  hat 
und  aus  ihm  lassen  sich  Äe  untern  in  den  Gleichungen  (64.  d.}  und  (64.  e.)  vorkommenden 
Werflie  von  (^o)  und  (i^o)j  die  wieder  einander  gleich  sind,  ableiten,  wenn  man  die  Grundzei- 
chen J,  g,  $;,  (T,  t  an  die  Stelle  derer  a,  f,  y^  x,  X  und  zugleich  v  fät  fi  setzt 
«  • 

*  ■  ■  .   < 

•  288)  Nichdam  wdr.gefithen.  haben,  das»  aHe  Gastalten,  wekke  die  Flächen  zweite  Ord- 
nung annehmen  können,  in  >dea  ffleiehmigen.  (64.  8..und  b.}  endlaltea  aind^  machen  wir  uns 
dailn,  'die  speeiÜBche  Venscbiedenbeil  d^  durch  ^eae  Gtetdiimgen  dhi^eslellteii  Flächen  naher 
kenaen  m  lernen^  Die  Gleichungen  von  der  in  (64.  ä}  angegebenen  Fotm  ändern  sich  mcht| 
Wem: »an  in  ihnen  gleicbaeitig  —  x,  —  x',  — x"  an  die  Stelle  von  x,  x',  x"  oder  — u, 
'^iiV-*'u''an  diO^Sielle  voti  u,  ü',  u"  setzt,  und  geben  kierdurdi  tn  erkennen,  dass  jedem 
Pmcte^  deaa^n  Courdinaten  eine  solche  Gfoidtiing.  befriedigen,  und  dw  eben  dadurch  ein  Ponct 
der  durch  diese  Gleichmig  dargestellten  Fläche  wird,  ein  awetter  enlq^richt,  desaen  Coordinaten 
denen  des  ersten  Punclea  an  Gr dsae  gleich ,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  sind ; 
je  zwei  solche  Puttcle  liegen  :  daher  in  einer  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch  gehenden 
Geraden,  und  stehen  voik  dieser  Sfritae  nach  beiden  Seiten  hin  gkidh  weit  ab.  Es  verhält  sich 
also  die  Coordinatenspitze  zn  je  zwei  solchen  Puncten  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gerade  so 
wie  der  Mittelpunct  einer  Kugdfläche  zu  den  Endpuncten  ihrar  Durchineßser,  weswegen  aucb 
die  Coordinatenspitze  bei  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  eine  der  Gleichungen  (64.  a.3 
dargestisllt  wird,  der  Mittelpunct  dieser  Fläche  genannt  wird.  £s  haben  mithin  alle 
Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichungen  sich  auf  eine  der  in  (64.  a.}  an- 
gegebenen Fermen  bringen  lassen,  einen  Mittelpunct,  der  die  Spitze  derjenigen 
Coordinatensysteme  bildet,  an  welchen  die  Gleichung  der  Fläche  diese  Form 
annimmt  Dagegen  lässt  sich  zeigen,  dass  solche  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
sidi  auf  eine  da*  in  (64.  bi). angegebenen  Formen  bringen  lässt,  keinen  Mittelpunct  haben.  In 
der  That  da  sichy  wo  Gleichungen  voii  einer  dieser  letztem  Formen,  aua  den  Gleichungen  (55.  a.} 
hervoiigehen,  wie  wir  in  Nr.  207.  gesehen  haben,  kein  PuAct  0  im  Räume  auffinden  lässt,  weK 
eher,  znr  Spitze  eines  neuen  Goordinatensystems  genommen,  machte,  dass  ans  der  neuen  Glei- 
chung der  ganze  Theil  der  ersten  Dimension  wegfällt,  dieser  Theil  aber  nothwendig  gerade 
entgegengesetzte  Wertbe  anninmit,  wenn  man  den  drei  Coordinaten  bei  ungeänderter  Grösse 
entgegengesetzte  Vorzekfaen  beilegt,  und  dso  die  so  abgeänderten  Coordinaten  die  Gleichungen 
(64i  b.}  nicht  befriedigen  können-,  wenn  die  vorigen  es  thun,  es  müsste  denn  zufallig  /'=:0 
oder  J'^crO  aein,  wo  dann,  aber  die  Fonnes  (64  b.)  blos  besondere  Fäle  der  Formen 
(64«  a.)  wtMrä^  SO' sieht  man. ein,  dass  es  in  Bezug  auf  Flächen,  welehe  durch  eine  Glei- 
diung,  wie^die  (64.  b.)  sind,*  daiigestellt  werden,  keinen  Puncl  im  Räume  giebt,  der  jdie  Ei- 
genschaft besftase,  daas  jede  durck  ihn  gelegte  Gerade  der  Flädie  nur  in.  solchen  Panctcfi  be- 
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gegnet,  die  paarweise  von  jenem  Paukt,  iin  Räume  gleidh  weit  abüegeiii,  ddssinjthiii  solche 
Flächen  zweiter  Ordnung  keinen  Mittelpunkt  haben. 

Das  Vorhandensein  eines  Mittelpuncts  in  Flächen  der  zweiten  Ordnung  hängt  lediglich  davon 
ab,  ob  sich  ihre  Gleichung  so  umgestalten  lässt,  dass  aus  derselben  der  Theil  der  ersten  Di- 
mension verschwindet ;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dimension,  selbst  wenn  er  Glieder  mit  dem 
Producte  zweier  Coordinaten  in  srdi  trägt,  stets  den  gleichen  Werth  behält,  wenn  man  den 
drei  Coordinaten  bei  einerlei  Grösse  entgegengesetzte  Vorzeichen  beilegt,  so  zeigt  er  da,  wo 
neben  ihm  kein  Theil  der  ersten  Dimension  vorhanden  ist^  immer  das  Dasein  eineS'HiltelpuBcts 
in  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellten  Fläche  zweiler  Ordnung  an,  der  die  Spitze 
des  Coordinatensystems  bildet,  auf  welches  sich  diese  Gleichung  bezieht,  so  \y'^i  umgekehrt 
die  Unmöglichkeit,  2^11  einer  Gleichung  ohne  einen  Theil  .de;r  ersten  Dimension,  zu  gelaogen, 
das  Nichtvorhandensein  eines  Mittelpuncts  der  Fläche  zu  erkennen  giebt  Aus  den  )»eson- 
dem  Formen  der  Gleichungen  (64.  a.  und  b.)  in  welchen  die  zu  Producten  von  zwei  Coordi- 
naten gehörigen  Glieder  feUen,  läsfit  si^  4ber  noch  einB  andere  fiigentiittmtKftkbil  darFBchen 
zweiter  Ordnung  erkennen,  die  wir  jetzt  zur  Spraohe  bringen  wolleni  .    :  < 

Die  Gieicbongen  (64  aj  behalten  nicht  nnr  in  allen  Ihren  Hieilen  diräeUiei»  Weffthe» 
wenn  alle  drei  Coordmaten  gleichzeitig:  ihr  Vorzeichen  umkehren,  ohne  ihüe  Ordssci  zu  imleni, 
sondern  diess  ist  auch  schon  danti  der  Fall,  wenn  es  nui>  eine  von^  den  dm  Cbordintai  ihi^ 
und  hieraus  folgt,  dass  jedem  Pmcte  der  durch  eine  solche  Gleichung  dairgeatellten  Fläche 
Aoek  die  drei  andern  entepreichen.,  wdehe  mit  jmem  zw^i  Connünatän  gemein  hiMn,  deren 
dritte  Coordinate  hingegen  der  dritten  von  jenem  Punote  an  Qrössö  ^«rar  gleich  ^  den  Vorzei«* 
chen  nach  aber  «otgege^gesetzt  •  ist.  Weil  tiun  Puncle,  welehe^die.  auf  sn^feii  dmdKien  sich 
begehenden  schiefen  Coordinaten  mit  einander  gemein  haben,  hr  einer  mt  der  dritten -Gnmdaziepa«- 
rällelen  Geraden  liegen,  und  solche,  die  ehie  der  Grösse  nach  gleiche  dem  Vorzeichen  nach  aber 
etttgegengessetzle  ^hiefe  Coordinate  an  einer  d^  Gnmdaxien  geben ^  in  Ebenen  liegen,  dfe  nit 
der  ans  den  beiden  andern  Gnmdaxen  gebildeten  Coordinateiiebene  paralifel  latfen  und  vdn 
dieser  nach  beiden  Seiten  hin  gleichweit  absleheh,  iso  bestehen  die-Fbchen^  deren  Gleichung 
von  der  ersten  in  (64.  a.}  angegebenen  Form  ist,  aus  Puncten  die  paarweise  in  Geraden  lie«- 
gen,  Welche .nnt  einer  der  Grundaxen  parallel  laufen^  und  von.  der,  ans  den  beiden  andern 
firundaxen  gebildeten  Coordinatenebene  zu  beiden  Seiten  gleichweit  abstehen.  Ferner  weil 
Fancte,  welche  die  auf  2wei  Gnmdaxen  sich  leziehendea  senkrin^htien.  Go«nUaaten  mit  einander 
gemein  haben,  in  Geraden  liegen,  die  senkrecht  gegen  diese  beiden  Ghmdaxitt  geatdU  sind, 
«md  solche ,  die  eine  der  Grösse  nach  gleiche ,  dem  VoIrzeidMn ;  nach  aber  eügogeni^el^ 
Senkrechte  Coordinate  an  einer  der  Grundaxen  liefern,  in  Ebenea  liegen,  die  «uf  dieser  Gniiid- 
axe  senkrecht  stehen  und  von  -  der  mit  ihnen  parallelen  Poltrcoordinttenebeoe  naoh  beiden  Sei- 
ten bin  gleichen  Abstand  haben,  so  bestehen  die  FMchen,  deren  Gleiahnng  von  der  «weiten 
in  (64.  a.}  angegebenen  Form  ist,  aus  Puncten  die  paarweise  je  von  ein^r  der  Pokrcoordi- 
natenebenen  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  gleichweit  abstehen  und  in  Gemdeb '  liegen ,  die  avt 
der  Polaraxe  parallel  laufen,  welche  von  der  erwähnicn  PolarcdordiBaieiiebene  durchschnitles 
wird.  Nennt  mafn  die  Gerade,  welche  durch  zwei  Pnacte  -einer  Fläcbe.  biogrönzl  wird,  aine 
Seline  dieser  fläche,  so  lässt  sich  die  hier  angezeigte  EigensdaA  der  Fläohea  zweiter  Ord-- 
Rung  kurz  so  aussprechen.  Jede  Grundooerdinatenebene  haUürt  lalle  dnt  der  sie  tN^hnddenden 
Grundaxe  paraDden  Sehnen  solcber  Flädien  der  zweiten  Ordnung,  deren  Cleichiaig  die  erste 
m  (64.  a.}  angegebene  Form  besitzt-;  und  jede  Pofareoordiutenebene  Ubirt  idio  düt  der  sie 
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schneidenden  Polaraxe  parallelen  Sehnen  solcher*  Flächen  der  zweiten  Ordmnig,  deren  Gleichong 
die  zweüe  in  (64  a.}  angegebene  Form  besitzt  Solche  Ebenen,  welche  alle  mit  einer  be- 
stiiDintea  Geri^den  par^^elen  Sebiien  einer  Fläc;he  bfi|)))iri^,  pflegt  man  die  dieser  Geraden 
ei^tspretchend^  Diametralebena  der  Fläche  zu  nennen.  Da  bei  Gleichungen  von  der 
eisten  ini  (64.  &]).  «nthabenen  Form  jede  GrmKlcoprdiiiatenebene  eine  der  sie  scjmeidenden 
Grun4a?ce  c^nt£|)rechende  Dlametralehene  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Flä<^  her^ 
giebt,  so  wie  bei  Glejchungen  ^on  der  zweiten  in  (64.  1^.3  enthaltenen  Foni[i  jede  Pplitrcoor- 
j^atpnebene  eine  der  sie  schneienden  Polaraxe  entsprechende  Piametralebene  der.  durch  diese 
file^9|pung  dargestellten  Fläche  vi^rstellt^  und  im  ecsteo  Falle  durch  die  ifapei  Grundaxen,  im 
yndern  Falle,  durch  die  drei  Polarftxen  nipht  nui*  die  drei  Geraden  sondern  zugleich  auDh  die 
drei  ihnen  entsprecbende^i  piametrtJebenen  gegeben  sind,  also  die  ^ei  Geraden  schon  durcb 
4ie  drei  Ebenen  und  mjsg^ehrt  di^e  d\^Q\k  jene  bestimmt  sind ,  sp  ,w^den<  wir  sokhe  drei 
von  einander  abhängige  Diametralebenen  .mi|  i^üclMUpbt  jikiiif  die  Geraden,  denen  sie  fotspire« 
eben,  verbundene  oder  conjugirte  Diametralebenen  der  durch  jene  Gleichungen  dar- 
gestellten Fläche  nennen. 

* 

,  Die  Gleichungen ,  (64.  b.}  behalten  in .  allen  ^hren  Theilen  dieselben  Werthe ,  wenn  man 
statt  einer  der  durch  x  und  x'  od^r  u  und  u'  bezeichneten  Coordinaten  eine  an  Grösse  ihr  gleiche, 
dem  Vorzeichen  nach  aber .  efitgegeqgese|zie  JÜmmt ;  es  eptSBrecALea  daher  jedem  Puncto  der 
durch,  eine  solche  GIeicl\ung\ dargestellten  Fläph/^  hoch  die  zy^ei  andern,  welche  mit  ihm  neben 
äein  x**  oder  u"  noch  einen  der  Coordinaten,weirthe  x,  x'  odei*  tf,  u^  gemein  haben,  deren 
zwelteir*  dieser  letitern  Cpordinatenwerlhe  ^er  dem,'. von  jenem  ersten  Puncte  an' Grösse  zwar 
gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist.  Solche  Gleichungen,  behalten  hingegen 
nicht  in  allen  ihren  Theilen  dieselben  Werthe ,  wenn '  statt  der  durch  tT  oder  ü"^  i)ezeichneten 
Coordinate  eine  an  Grösse  ihr  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzte  genommen 
wird;  daher  entspricht  einem  Puncte Mer  Fläche  kein  zweiter,  der  mit  jenem  die  durch  x 
^K^dx'oder  u  und.u'  bez^ichnejban.  Gq^rdin/^wertbe  gemein  hätte ^  während  der  durch  li' 
Qder  i£  be^eichne^-  bei  dcimte^ien  Fm^te  dem  bei  dem*  apdjerQ  Functie  an.Grössie  zwar  ^eich) 
deuji  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  wäfe^  Dem  zur^^lge  sind  b^^  den  ;durch  d^^  erste 
(iUlfÄ9bung,  (6^.  b.);.4^g/ßsteHteii  Flächen  d^e  GrmMiqo9]:dinateneb|?p^n  \.k^\\s^,X k^'  zwur 
Di^o^eti^alehpnen  i^  jB^z^g.  auf  .^hneuji  die  m\,,,^vi  Gruiwlweij.  a)c',  pdpf,  ,|i;X,,pi^^  lnu-r 
%^)i>4wegep  jjiefrtr  die  Gri|pdcooff(iiipf)fn)Bb§ne.^AT  !f!em?.D|w«?fr«lc)h^  Bezug  i^uf  $^ 
uen  jfi^,;  d^  jf^  der  CfijEUlda^p  AX'-  ptirfiUfil  laufen  n  und  ^ben  so^  sipd  \^  ^^  dmrqh  di^  zfveit^ 
Gleichung  (64.  b.}-  dargestellten  Flächen  die  Polarcoordinatenebenen  £A£''  i^nd.3£'A:9£7  ^;^' 
Diametrale^enen  in  Bezug  auf  Sehnen ,  die ,  iqit  den  Polaraxen  A  X^  oder  A  £  parallel  laufen, 
aber  die  I^olarcoordinatenebene  £A3^^  giebt  keine  Diametraleb^ne  in  Bezug  auf  ßehnen  ab,  die 
mit  der  Polaraxe  AI"  parallel  laufen,  Solche^  Diametralebenen,  wie  die  hier  beschriebenen, 
wo  nicht  jede  aus  zwei  Axen  gebildete  Coordinatenebene  Diametralebene  in  Bezug  auf  Sehnen 
ist,  die  mit  der  dritten  gleichartigen  A^e  parallel  lau^ien,  hat  inan  den  Namen  der  vereinzel-« 
ien  oder  isolirten  Diametralebenen  der  durch  jene  Gleichungen  dargestellten  Flächen 

.bässt  man  in  «iner  Gleichung  tien  dier  ersten  tnC64.  a.}  enthaltenen  Form  zwei  der  Go^ 
eidlnakhix',  x',  x"  a«llwerd<ni,  so  ef&ält  iMMn'fftr  das  Odadmt  der  dritteii,  welche  jede^der 
dreir!s,.x^^ix^' sietnkaitii,  der  OrdniiAg  nach  I  ^ 
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nnd  wird  hierdurch  auf  besondere  in  den  Axen  AX,  AX',  AX"  liegende  Puncte  hinge- 
führt, die  jedoch  da,  wo  eines  der  drei  Quadrate  als  negative  Zahl  sich  zeigt,  blos  ein- 
gebildete sein  werden.  Wir  nennen  die  diesen  Puncten  entsprechenden  Werthe  von  x ,  x',  x'' 
die  conjugirten  Halbmesser  der  Hittelpunctsfläche ,  gleichviel,  ob  diese  Puncte  wirklich 
existirende  oder  eingebildete  sind,  und  verstehen  im  letztem  Fafle  unter  wahrer  Länge  des 
conjugirten  Halbmessers  die,  welche  man  für  ihn  erhät,  wenn  man  das  Vorzeichen  unter  der 
Bin  darstellenden  Quadratwurzel  umkehrt,  wodurch  dann  die  Quadratwurzel  einen  reellen  Werfh 
annimmt  Auch  bei  Gleichungen  von  der  zweiten  in  (64.  a.}  angegebenen  Form  ist  es 
thunlich,  eine  ähnliche  Vorstellung  von  ihr  angehörigen  conjugirten  Halbmessern  hervortre- 
ten zu  lassen.  Hat  man  nämlich  eine  Gleichung  mit  senkrechten  Cdordinaten  von  der  Form 
?,u'-f-3iü'*  +  ^'u"*=:(y,)  und  schreibt  man  diese  so: 

so  geht  sie  unter  Beiziehung  der  im  ersten  Abschnitte  aufgewundenen  Gleichungen  (57.  b.) 
über  in:  ' 

«.<s'W+«6?(xr+«r6r(xT=w , 

wenn  man  unter  (x),  (x'),  (x'^)  die  auf  die  Polaraxen  A3E,  AS',  A£"  bezogenen  schiefen 
Coordinaten  von  demselben  Flächenpuncte  versteht,  dessen  an  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX" 
gebildete  senkrechte  Coordinaten  u,  u",  u''  sind.  Da  diess  nun,  wie  zuvor,  eine  Gleichung 
mit  schiefen  Coordinaten  ist,  so  stellen  jetzt  auch  wieder 

die  Quadrate  der  conjugirten  Halbmesser  in  dem  vorigen  Sinne  vor,  liur  dass  die  jetzigen 
Halbmesser  auf  die  Richtungen  der  Polaraxen  wie  die  vorigen  auf  die  Richtungen  der  Chimd- 
axen  bezogen  sind,  wesswegen  whr  die  vorigen  conjugirte  Grundhalbmesser,  die  jetzi- 
gen conjugirte  Polarhalbmesser  zur  Unterscheidung  beider  von  einandier  nennen  werden. 
Die  doppelten  Halbmesser  einer  jeden  Art,  welche  durch  die  zwei,  m»  den ' doppelten  Vorzei- 
chen der  Quadratwurzeln  entspringenden,  zu  beiden  Seiten  der  Axen  Uegenden,  reellen  oder 
imaginären  Flächenpuncte  begrenzt  werden,  mögen  conjugirte  Grund-  oder  Polar- 
Durchmesser  heissen.  * 

209)  Die  in  den  Gleichungen  (64.  a.  und  b.}  enthattenen  CoefBzienten  können,  wie  die 
in  den  Gleichungen  (43.  a.  und  b.}  enthaltenen,  beliebige  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen 
und  auch  null  sein,  und  hiemach  modificiren  sich  die  verschiedenen  aus  diesen  Gleichungen 
hervorgehenden  Gestalten,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  wenn 
in  den  Gleichungen  (64.  a.  und  b.)  einer  der  CoefBzienten  ce«,  «,,  tf^',  y'.'  oder  ^t,  d^,  ^', 
Cd  null  wird,  mit  ihm  zugleich  auch  eine  der  Coordinaten  aus  der  Gleichung  verschwindet,  und 
dann  die  Gleichung  den  oben  (Abschn.  IH.  $.  14.  Nr.  139.}  gegebenen  Erörterungen  zufolge 
nur  noch  eine  Cylinderfläche  darstellt,  deren  Axe  und  Grundfläche  man  keimt,  and  die  aogar, 
wenn  noch  eui  anderer  von  jenen  Coeffinenten  null  wird,  in  einen  Verein  von  zwei  Ebenen^ 
oder  auch  in  eine  einzige  Ebene  sich  auflösen  kann;  scUMsen  wir  daher  diese  pteUcriären 
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Gestalten,  deren  Eigaischaften  sick  sehr  leicht- aus  denen  der  Curven  entnehmen  lassen,  ven 
nnsem  fernem  Betrachtungen  ans,  so  dürfen  wir  an  jene  Gleichufigen  die  Forderung  steDen,  «^  :  ^ 
dass  keiner  von  den  auf  ihren  linken  Seiten  stehenden  Coeffizienten  null  sei.  Sodann  bemer- 
ken wir  in  Betreff  des  in  den  Gleichungen  (64.  a.)  vorkommenden  Coeffizienten  (^«)  oder  (r«), 
dass  er ,  wenn  es, ,  cr^ ,  ix»'  oder  S^j  ^ ,  S^o  sämmtlich  positive  Zahlen  sind ,  nie  eine  negative, 
oder,  Wenn  jene  Gi'össen  sämmtlich  negative  Zahlen  sind,  hie  eine  positive  Zahl  sein  kann, 
ohne  dass  die  Gleichung  unfähig  würde,  irgend  einen  wirklichen  Punct  darzustellen;  denn  es 
lassen  sich  in  einem  solchen  Falle  fttr  x ,  x",  x^'  oder  u ,  u",  u'^  keine  reellen  Werthe  angeben, 
durch  welche  die  Gleichung  befriedigt  werden  könnte.  Wöre  aber  der  CoefBzient  (jMo)  oder  (r«) 
null,  und  stellen  die  Coeffizienten  c^,,  a'o,  dl  oder  ^09  ^/^^  entweder  lauter  positive  oder 
lauter  negative  Ziihlen  vor,  so  wird  jene.  Gleichung  nur  in  dem  einen  Pafie  befriedigt,  wenn 
maü  di^  Coordinaten  sätadintlich  null  werden  lässt;  die  Gleichung  stellt  daher  in  diesem  Falle 
nichts  weiter  als  einen  Punct  dar,  der  die  Coordinatenspitze  selber  ist  Sind  endlich,  während 
^0)  oder  (r«)  null  ist,  zwei  der  Coeffizienten  ce, ,  «(«,  a'i  oder  ^0,^,  tl  positive  Zahlen 
und  einer  eine  negative  Zahl  oder  sind  zwei  davon  negative  Wahlen  und  der  dritte  eine  positive, 
welche  beiden  Fälle  durch  Umkehrung  aller  Vorzeichen  in  einander  fibergehen,  so  kann  man 
jedesmal,'  wenn  man  ce«  und  c^  so  wie  ^0  und  d^  als  die  zwei  Coeffizienten  ansieht,  welche 
Zahlen  mit  einerlei  Yorzeichen  sind,  die  Gleichungen  (64.  a.},  in  welchen  (/io)  oder  {v^  null 
ist,  auf  die  folgende  Form  bringen : 

m]e  +  mV*=x"*    oder    nu'  +  nV*=:u"»,  (Üft*  «li 

wobei   m   und   m'  sowohl  wie   n   und  n'  positive  Zahlen  vorsteQen.     Denkt  man   sich   nun 

unter 

p  X + pVzs li^'    oder    q n  +  q'u'=ii"  (#«•  1k) 

< 

die  Gleichung  einer  noch  völlig  unbestimmt  gelassenen,  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch 
gehenden  Ebene,  und  wül  man  den  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  durch  die  Gleichting 
(65.  a.3  gegebenen  Fläche  wissen,  so  hat  man  zu  diesem  Ende  blos  die  vordem  oder  hintern 
Gletchungen  (65.  a.}  und  (65.  b.}  als  gleichzeitig  bestehende  anzusehen ;  setzt .  inan  aber  den 
Wertb  von  x"'  oder  u'/  aus  der  Gleichung  (65.  b.3  in  die  (65.  a.},  so  erjiält  man-: 

(p'  — m)x'  +  (p'«  — m')x'»  +  2pp'xx'=0  oder  (if ~n)Ä*  +  (q'*— rf)tt"-f  2qq'uu'=0, 

welche  sich  lureb  Auflösung  nach  einer  der  Veränderlichen  x,  x'  oder  u,  u'  aud»  so  schrei- 
ben lasi^en: 

(p»^m)x  +  [pp'  +  Fp»p--(p«-m)(p--mO]x'=0 

oder 

(q«-n)u  +  [qq'  +  Kq«<r*-(q*-n3(q'*-n')]  u'=0  , 

und  im  Allgemeinen  einen  Verein  von  zwei  durch  die  Grundaxe  AX''  oder  durch  die  Polar- 
axe  kV  hindurch  gehenden  Ebenen  darstellen.  Si6  geben  zu  erkennen,  dass  die  Ebene 
(65.  b.}  die  Fläche  (65.  a.)  gar  nicht  trifft,  so  lange 

,     pV-(p'-m)(p"-m')<:0    oder    q'q''-(q'-n)(q"-nO<0  €•»•*•) 

isl^  hngegen  m  sw^  Geraden^  welche  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch  gehen,  achneidet) 
fo  lange 

p'p'*  — (p*-Bi)(p'*— m')>0    oder    q» q'»—(q»  — n}(q'*  —  n')>0  (M*  «») 


r 


W-  Ä^ 
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iaii  endlkh  (ksa  jene  Ebene:  die  Eläoke  iü  einer  eitmigni  Geraden  betiArt,  SobaU  . 

CM^fO      "^'  p'p'»  — Cp*^in)Cp''-ni7=0    oder    q'q^>_(q^— ii)C<f"  — n^— 0 

wird.  Es  stellen  mitbia  die  Gleichungen  (64.  a.},  wenn  (jaq)  oder  (i/o)  null  ist,  und  keiner  der 
Coeffizienten  «oj  «i  ?,  c?o'.  o4er^o,^o?,5i'  verschwindet,,  eine  Kegelfläche  dar,  deren  gcheitel 
in  der  Coordinatenspitze  liegt,  ui|d  ^eren  Schnitte  durch  Ebenen,  die  parallel  mit  der  Grund- 
coordinatqnebene  XAX^  oder. parallel  mit  der  Pplarcoordinatenebene  XAX'  un(l  in  einem  ge- 
gebenen Abstände  von  diesen  geführt  werden ,  Ellipsen  sind ,  welche  durch  ^ie  Gleichung 
(65.  a.}  dargestellt  wei^dj^a,  wenn  man  in  ihr  Tür  x '  oder  u"  den  gegebenen  Abstand  setzt 
Pa  diese  Kegelfläcben  nach  dem  bisher  Gesagten  keiner  weitem  Untersuchung  mehr  bedürfen, 
ßo  werden  wir  im  fernem  Verlaufe  unserer  Betracl^tung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  nur  die 
Fälle  noch  weiter  verfolgen,  wo.  weder  einer  der  Coeffizienten  ««,  («i,  cc^  oder  J^,  5i,  3i' 
qoch  (fA^)  oder  {vo\  null  isV 

.  Die,  Hauptarten  der  in  den  so  beschränkten  Gleichungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
noch  verborgeilen  verschiedenen  Gestalten  richten  sich  darnach,  ob  die  in  diesen  Gleichungen 
enthaltenen  Coeffizienten  positive  oder  negative  Zahlen  sind,  wie .  die  fpigende  B^^tr^dituiig  zeigt 
Betrachten  \yir  zuerst  4ie  Gleichungen  (64.  eu)  und  legen  wir  einer  der  in  ihn^ii  vorkommen* 
den  Coordinaten,  wozu  wir.  die  x''  oder  u"  nehmen  wollen,  einea  bestin^nvten  Wer(h  ^''  oder 
?/'  bei,  so  hat  man  die  Curve  vor  Augen,  in  welcher  iie  Fläche  , 

fM.^)  «ox'  +  «U"  +  «;'x"=Oip)    oder    5..u'  +  5;u'*+d7u"*=(n) 

von  der  Ebene 
(•••HO  x''=r    oder    n"=fi 

I .  ?  .  :  ;  geschnitten  wird.  Verlegt  man  die  Axea  des  Coord&ialensystQms,  auf  welches  sich  diese  Glei- 
chui^en  beziehen,  mit  sic^. selber  parallel  und  gleichläufig  durch  einen  Puupt  0  hindurch,  ,des- 
sen  schiefe  odejr  senkrechte  Coordinaten  ..  .  t 

,  .0,0,1"    oder    0,0,    i?"  y    .. 

sltiÜ,  und  nennt  x, ,  xj,  3^'  und  tii,  uj,  ul'  die  Schiefen  mid  senkrechten  GoordiftateÄ  an  die- 
sen neuen  Axen  von  demjenigen  Functe  der  an  den  vorigen  Axcn  die  x,  'x**,  -xT  und'ti,  u'j  u" 
bette,,  so  ist, den  61eklHHig)eo  (44.}i^em'^s: : 

XÄK,  ,    x'z=:x;  ,    x"=x;'-f-r    od*    Ä=u.  ,    u=u;  ,    U"^^.+rf' 

und  setzt  man  diese  für  die  ursprünglichen  Coordinaten  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  Gleichun- 
gen ("66.  a.  und  ^.),  so  werden  sie:  •       i    .      -'     ' 

CM'/e.)  ä,x]  +  alx?  +  cc':(xr  +  ^y  =  (f,,)    oder    «.uf  +  cTou;*-!-«;' W  +  0'=W 

und  '  ■    '  ,• 

(•••  dO  ,,  x;'  =  0    oder    u;'  =  0, 

und  da  jetzt  aUe  Puncte  der  ins  Auge  gefassten  Curve  in  der  aus  den  neuen  Grundas^y  O.Xi 
und  OXi  oder  Polaraxen  OXi  und  01Si\  gebildeten  Coordinatenebene  liegen,  .^  Ifanu  vi^njdieiBa 
Axen  als  die  Grund  -  oder  Polaraxen  eines  ebenen  S^rsteins  ansehen ,  an  welchem  die  heraus- 
'  gehobene  Curve  durch  die  Gleichung  (66.  c),  nachdem  man  xr=Ö  oder  u7='o 'gesetzt  hat, 
dargestellt  wird,  wo  dann  jene  Gleieimng  an  diesem  ebenen  Systeme  die  fMgende  Jonii  an-* 
nimmt:  '    ' 

«)  •    -«.x?  +  tf;3C=(«,)-(r;'r*    oder    S^-^S.uTzz^ip.y—Sin"^   .• 
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und  mm  vermöge  der  im  vorig^en  Pariigrrapll  dtifchoneTühtten  Unteri^tMlitttifeii  zeigt,  dass  diese 
Ciir?e  eine  llyperbel  ifl!,  wenii  a^t  und  e^  oder  9»  ^nd  d^  Zuhlefi  mft  entgegengefifetsten  Von^-» 
oheh  8iiid;'Mttgeg^ii  dkie  BHip^e,  wenn  tf«  und  it^  oder  9«  md  ^  JZtddeft mk  Geriet  Vöraeiehen  sind; 
lU^s  ielzfere  Indexen  nur  s#  lange  als  Oh»)  — c4'|'"  oder  {vo)-^ofi"^  «!ne' 2a1il  mir  denf  gtei** 
lAeA  Vorzeichen  wie  eto  und  c^«  oder  ^o  und  j^  liefert,  denn  diese  Ellipse  sieht  sich  in  einen  einzigen 
Ptfnct  zttSeMne^,  wisnn  {p^)  ^  tillr  ^^^^=^0  öder  {v^-^3i'fi"\=X)'  i^  nini  mMll  auch  nicht  eiimicil 
dfiBsen  ©inen  Ponot  mehr  in  siicli,  wenn  (^b)-^«?^'*  oder  (n)  —  'Si'^"*  eirto  Zahl  wird,  weldie 
das  eflgegengesetzte  Yol^eichen  von  dem  annimnity  welches  die  Golffizienten  Uo  und  a'g  oder 
J«und  ^  in  sich  aufgenommen  haben.  —  Haben  !Küm  Ersten  c^o  und^a«  oder  ^o  und  ^  einer- 
lei'Vorzeichen  y.  :so  begtogDel  die  Ebene  (]6&'bu)  der.FIäofte  (66..'Bt)  in*:fiifipsdD  nur  so 
tMge  tfs/f/Uo)^fit(T'  oder  (r«)— ^a«?"'  daBScHie  Vorzacben  wia;«y«iid  t^  <Mler ^«  und  ^« 
behalten,  ^ie  Ebene  berührt  diese  Fläobe  in  eiam  Puncto  oder' trifit  sie  gsr  niGlit  ittebr,  stf 
wie.' die  auf.  den  recht^uSeUen  der  Gleichiuigen  (66*  e.}  iBteheMen  Austfaiioke  null  werden 
oder  fahlen  liefern,  die  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem  annehmen,  welches  die  auf 
ihren  rechten  Seiten  befindlichen  CoefBzienten  in  sich  tragen ;  die  Ausdrucke  (ju«)  —  a7  ^'*  und 
(i/o)  —  S'off'^  können  indessen  nur  dann  null  werden,  wenn  (fi^)  und  aö  oder  (v«)fund  ^o'  ei- 
nerlei Vorzeichen  hpben,  dann  aber  sowohl  wenn  i"= — y^  oder  »?"= — f    -|S^  als 

wenn  ^'*=:+[/  5f^^    oder    i^"  =  4-  y    -^  wirfl.    Es  ergeben  sich  mithin  Ellipsen  durch 

alle  Schnitte,  .welche  zwisiAen  diede  beiden  Grennen  fallen,,  wenkiiisi'  und  «i«,  er*  oierd^'  und 
S^y  Sß  einerlei  Vorzeichen  haben,  hingegen  dqrch  alle  ausserhalb  dieser  Grenzen  liegende 
Schnitte,  wcAn  a'o  oder  5^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ^on  ä^  und  «fo  oder  ^o  und  So 
haben;  dagegen  können  die  Ausdrücke  (/Wg)  —  «i' §"*  oder  (i'«)  —  5i' i?'"  nie  null  werden,  wenn 
(fio)  uiid  a'o  oder  (j^o)  und  S^'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  dann  lieferX  jeder  durch  ehie 
Gleichung^  wie  die  (6$.  e.)  sind,  angezeigte  Schnitt  eine  EUüpi^^;^  ^lenn  a«  Pder  f^'  und  a.^ 
a'^  oder  So^  89  eiitgegengesetzte  Vori^eiK^ben  hcd>en,  abepr.esbegei^  kejne. solche  Ebene  der 
Fliiche  (66.  a.),  wenn  af^  oder  9!^  und  es«,  «4  oder  d«,  jf^.^ioerfei  Vergleichen  haben,  in  ^er- 
sem  letztem  Falle  wird  aber  auch  durch  jene  Gleichung  g;ar  i^ichts.daroestettt,  wie  schon  vor- 
hin angemerkt  worden  ist.'-^  Haben  zum  Andern  c^o  "und  cc«  bder  ^,  i^id  ^«  enljgegengesetzte 
Vorzeichen,  wobei  der  Schnitt  eine  Hyperbel  liefert,  so  kopimt  bliese  immer  zu  Stande,  den 
dnenPall  ansgenonmien,  wo  der  Ausdmck  (ß^) — «o'l'"  oder  <v«)  —  ^0' 17'''  Ndl  giebt,  welicbM 
nur  da  geschehen  kann,  wo  (fCo)  und  a'^  oder  (]/«)  und  So  einerlei  Vorzeichen  haben,  in  wel- 
chem Falle  die  Hyperbel  in  einen  Verein  von  zwei  Geraden  übergeht.  Alles,  was  hier  in  Be- 
zug aufschnitte,  die  mit  der  Grundcoordinatenebene  XAX'  oder  mit  der  Polarcoordinatenebene 
3E  A IVparrflcl  laufen,  .gesagt  worden. ist,  gilt  ganz,  eben  so  für  Schnitte,  die  mit  einer  der  übri- 
gen drund-  oder  Polarcoordinalenebenen  parallel  geführt  werden,  und  zwar  Wort  füir  Wort,  so 
dass  sich  die  bierher  gehörigen  Resultate  aus  den  vorigen  ergeben,  wenn  man  in  Betreff  der 
Accente  eine  Vertauschung  der  dritten  ;oder  zweiten  Art  vornimmt 


210)  Mit  Hufe  der  d)en  aus  einander  gesetztmi  Besdiaffenheit  dctr  Sk)hiiittcu^en,  welche 
eine  mit  rinöm  Hittelpüncte  begabte  Fläche  zweiter  Ordnung  dnrch  Ebenen,  dip  entweder  mit 
den  GrundcoofdinatoMbeiicto  oder  init  deii  Pobrcoordinaleniebenen  parallel  gelegt  werden,  liefern 
kann,  ist  es  nun  leicht,  die  verM^cdcnen  in  den  Gleichungen  (64.  a.)'Mhalteii^n  Gestalten  >  zu 
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entdecken.  Nehmen  wir  zuvörderst  an,  dass  ««,  ««,  »«  oder  ^o.,  ^,  %'  in  der  Giehehungr 
(64.  a.)  sänuntlich  einfiel  Vorzeichen  haben,  so  müssen  wir  ssugleich  QnnehniQn,  d«sg.(f4,)  oder 
(i^o)  das  gleiche  bat,  weil  ausserdem  diese  Gleichung  gar  nichts  darzustetten  venndehte,  Weil 
nun  in  diesem  Fdle  o^  und  a^  oder  ^o  und  ^  einerlei  Vorzeichen  haben  und  zugleich  (ju.)  und 
0(1^'  oder  (vo)  und  ^^'  dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  so  liefert  die  durch  eine  solche  Gleichung 
dargestellte  Fläcbe  nach  den  in  dar  vorigen  Nummer  gegebenen  Auseinandersetzungen  mittelst 
Ebenen ,  welche  der  Grundcoordinatenebene  X  A  X'  oder  der  Polarcoordinatenebene  £  A  3r  pa«- 

rallel  laufen,  von  x"=-l/^^  bis  x"=+|/^i^^  oder  von  u"=— j/^^  bis  u"=+l/Ö 

EHipsen  als  Scfanittcui^en,  welche  an  diesen  Grenzen  selbst  in  Pnacte  sich  zusammen  ziehen, 
und  jenseits  dieser  Grenzen  treffen  solche  Ebenen  keinen  Punct  der  Fläche  mehr.  Weil  ferner 
in  diesem  Fdk  auch  a^  und  oC  oder  ^o  und  %'  einerlei  Vorzeiekan  haben  und  4as  Gleiche 
auch  von  a'o  und  (^Uo)  oder  ^  und  (i/«)  gflt,  so  liefern  auch  die  Ebenen,  wdche  mit  der  Grund- 
coordinatenebene X  AX"  oder  der  Polarcoordinatenebene  XAX"  parallel  laufen,  von  x = — 1/  -^ 

»• 

bis  x'=+l/^^  oder  von  u  =  — j/^-J^  bis  W=+]/^^  Ellipsen  als  Schnittcurven,  welche 

an  diesen  Grenzen  in  Puncte  zusammenlaufen,  und  jenseits  dieser  Grenzen  treffen  solche  Ebenen 
gar  keinen  Punct  der  Fläche  mehr.  Endlich  weil  in  dtesem  Falle  auch  c4  und  ^ö  oder  J^  und 
^'  einerlei  Vorzeichen  haben,  und  das  Gleiche  auch  von  oco  und  (/lo)  oder  ^e  und  (i/o)  gilt,  so 
lieferh  audi  die  Ebenen,  welche  mit  der  GrundcooirdinatencAene  X'AX^'  oder  der .Polarcoordi-- 

natenebene  JE'AS'^  parallel  laufen,  von  x  =  ^y^'^  bis  x=:+y^^^  oder  von  x=— j/^ 

bis  X  =  +|/  ^-j^  Ellipsen  als  Schnittcurven,  welche  an  diesen  Grenzen  in  Puncte  zusammen- 

laufen,  und  jenseits  dieser  Glrenzen  treffen  solche  Ebenen  gar  keinen  Punct  der  Fläche  mehr. 
Hieraus  folgt,  dass  dfe  durch  eine  so  beschaffene  Gleichung  dargestellte  Fläche  eine  völlig  be- 
grenzte ist,  indem  sich  ihre  Puncte  in  der  Richtung  der  Grundaxen  A X\  KX\  A X  nicht  ifter 

eine  Strecke  \/^-^,  j/£j),  j/^-^^  oder  in  der  Richtung  der  Potaraxen  A$;V  AS',  AS 

0^0  ^0  ^0 

nicht  über  eine  Strecke  K  ^^>  F    ^^  V   -^  ^^  ^^^^^^^  ^®^^^°  ^^  Goordinetaispit^e  hkh 

,      O^  Oo  Oo 

■    ,  _  I         I         ' 

aus  erstrecken,  und  da  diese  Fläche  innerhalb  dieser  Ausdehnungen  durch  Ebenen,  welche  mit 
den  Grund-  oder  Polarcoordinatenebenen  parallel  laufen,  lauter  Ellipsen  als  Schnitlcurveu  liefert, 
so  hat  man  ihr  den  Namen  Ellipsoid  gegeben. 

Halben  die  drei  CoeSizienten  a^^  a«,  a'i  oder  S^^  dor  8'^  in  der  Gldcbung  (64.  ,al])^nicht 
sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,  so  müsi^n  zwei  von  ihnen  dasselbe  uiid  de^  dritte  ,das  entgegen- 
gesetzte haben;  wir  nehmen  an,  dass  §il^  und  a\  oder  ^o  und  d^  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
hingegen  a'^  oder  S^i  das  entgegengesetzte.  Während  diess  nun  statt  findet  sind  hoch  zwei 
Fälle  möglicb.  Es  kann  nämlich  die  Grösse  (jU«)  oder  (y«)  dasselbe  Vofzeicheto  ^^e  die  zwei 
Coeffizienten  cf«,  a^  oder  d«,  %  oder  dasselbe  wie  der  eineit^'  oder  S^^  in  isich.  tmigeau  Fasst 
man  nun  bei  diesen. Flächet  die  mit  der  Grundcoordinatenebene  XAX'  eielr  dbr  .Polaccoerdi** 
natenebene  3öKW^  parallelen  Schnitte  ins  Auge,  so  wird  man  aadi  Anleitung  der  in  der  vorigen 


o" 
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Nummer  gegebenen  Auseinandersetzungen  gewahr,  weil  a.  und  a',  oder  S^  und  d^  einerlei  Vor- 
zeichen haben,  dass  die  so  erhaltenen  Schnittcurven  hur  Ellipsen  sein  können,  die  sich 

a}  wenn  (ß.)  und  «•'  oder  (r,)  und  ^'  einerlei  Vorzeichen  haben,  sämmtiich  nu^ 
ausserhalb   der  Grenzen   x"=— -l/^  und   x''=+\/^   oder  u'z=z—l/-^^  und 

'=4*1/  ^-^,  hier  aber  dberall  vorfinden,  und  an  diiesen  Grenzen  sdbst  in  Puncte  zu- 
d» 

sammenlaufen,  wesshalb  die  Fläche  ia  diesem  Falle  aus  zwei  von  einander  vöUig  getrenn- 
ten Theilen  besteht;  die  hingegen 

b}  wenn  (fif,)  und  a^  oder  (p^)  und  S'i  entgegenjgeisetzle  Vorzeichen  haben,  an 
jeder  Stelle  gefunden  werden  und  sich  nirgends  in  einen  Punct  zusammenziehen,  wess- 
halb die  Fläche  in  diesem  Falle  ein  einzigem  ttberallia  such*  zusammenhängendes  Ganzes 
bildet. 

Fasst  man  dagegen  solche  Schnitte  dieser  Flächen  ins  Auge,  welche  mit  den  Grundcoor- 
dinalenebenon  XAX",  X'AX"  oder  mit  den  Polarcoordinatenebenen  3EA3E",  3£'AI"  parallel 
laufen,  so  zeigen  sich  diese,  weil  nicht  nur  a^  und  a^  oder  J«  und  d^',  sondern  auch  a»  und 
a.  oder  ^  und  Sl'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  sämmtiich  als  Hyperbeln,  den  in  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Auseinandersetzungen  gemäss.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die 
durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte  Fläche  Hyperboloid;  weil  aber  im  Baue  dieser  Hy- 
perboloide noch  der  unter  a}  und  b)  beschriebene  Unterschied  stattfindet,  so  wollen  wir  sie 
dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  wir  dasjenige,  bei  welchem,  wie  unter  b}  vorausge- 
setzt  worden  ist,  die  Grösse  (^o)  oder  (i/,)  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem  i)esüzt^ 
welches  nur  der  eine  von  denXoeflizienten  e^, ,  ix^,  «7  oder^«*  ^9  97  hat»  weil  die  Fläche 
dano^  ei)n . einziges ,  in  sieh  überall  zusamm^lulqgend^  Ganzes  bildet,  di^  einmanteligB  Hy-» 
perboloid,  hingegen  das,  bei  welchem»  wie  unter  a}  voran^g/esetzt  worden  ist,  (^)  oder  (v«) 
dasselbe  Vorzeichen  besitzt,  welches  nur  dem  einen  von  den  Coeffizienten  tf«,  ««,  n^  oder 
^•9  ^9  ^9  zukommt,  weil  die  Fläche  dann  aus  zwei  von  einander  gesonderten  Theilen  besteht, 
das  zwei  mantelige  Hyperboloid  nennen. 

.  So  ivie  in  Nr.  20&.  dte  KeAnzeicken  angegeben  worden  sind,  'durch. die  man  unmitlelbar 
aus  den  Coeffizienten  der  ursprünglich  gegebenen  Glei^ung  erkennen  kann,  ob  aus  den  redu- 
dbiin  Gleichungen  (55.  a.}  emer  oder  zwei  Glieds  aus  i|ren  Theilen  der  zwdten  Diinension 
vj^diwinden  oder  nicht,  d«  h.,  ob  sich  die  ursprünglich  gegebenfiiL  Gleichw^f^n  ,in  andere  von 
der  in  (64.  b.}  aufgeführten  Form  oder  von  der  in  (64.  &.}  aufgeführten,  durch  eine 
Verändemngr  des  Goordinafensystems  umwandeln  lassen,  so  werden  ivir  jetzt  die.  Kennzeichen 
angeben,  durch  welche  man  in  dem  Falle,  wo  eine  Gleichung  ,voa. der  FfMrm  (64  a.}  en^teht, 
gleich  aus  den  CoefBzienten  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  erkennen  kann,  welche  Vor- 
zeichen die  Coeffizienten  der  zu  erzielenden  Gleichung  von  der  Form  (64.  a.}  annehmen  wer- 
dien,  4  .h.|  ob  idie  so.  sich  bUdend^  Gleichung  einem  EHipsoide  oder  einem  Hyperboloide  ange- 
hören werde.  Wir  haben  oben  in  Nr..  204..  in.  den  Gleichungen  (55.  b.  bis  g.)  die  Coeffizien- 
ten der  Gleichungen  (55.  a,}  aus  denen  der  ursprünglich  gegebenen  finden  gelehrt,  und  in  den 
Gleichungen  (57.  e.)  sind  die  zwei  ersten  von  jenen  noch  in  einer  andern  Form  geliefert  wor- 
den.   Man  hat  den  Gleichungen  (55.  b.}  und  (57.  e.)  zur  Folge 
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und    «;'  =  «<",  :  ' 

«nd  es  gehören  die  so.  bestimmten  Coeffizieuten  auch  noch  der  ersten  Gleichung  (64  a.}  an, 
weil  sie  sich  bei  diesem  zweiten  Uebergange  nicht  verändert  haben,  während  die  constanten 
Glieder  du«)  und  (i^o)  dieseic  letzteüD  Gleichungen  apdere  und  die  geworden  sind,  weldie  die 
Gleichungen  (64.  d.  und  e.)  an  die  Hand  geben,  und  von  denen  der  erste  in  (64.  d.)  gegebene 
durch  die  Gleichung  (64.  f.)  noch  mehr  entwickelt  dlirgestellt  wird,  wonach  man  hat: 


■*■     •  »1» 


•*f    \  *'  r      *       "i  "i'x  ' 

a  a  fxK  —  A    j 

wodurch  (^o),  zufolge  der  in,  (47,  a».}  und  (55.  h.)  eingeftihrteB  ßedeichnungeii,  sich  aus  den 
Coeffizienten  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  herholen  lässt.  Es  folgt  hieraus,  dass 
(^o)  denselben  Werth  behält,  welchen  Werlh  man  auch  der  beliebigen  Grösse  4  geben  mag, 
also  bei  allen  Coordinatcnsystemen,  auf  die  man  durch  die  vcrschicdenei^  dazu  tauglichen  Werthe 
von  /J  hingeführt  wird,  vvesswegeii  man  (^Wo)  bei  allen  diesen  möglichen  Systemen  stets  als  eine 
und  dieselbe  constante  Grösse  anzusehen  hat.  —  Multiplicirt  man  die  zwei  ersten  Gleichungen 
(67.  a.)  mit  einander,  so  erhält  man: 

A«    A2    yp  r     . 

und  da  weder  J  noch  <*"  der  Null  gleich  sindj  so  'wird,  wettn  weder'  A  noch  A,  rtufl  ist, 

A*  Af  2/*  '  '     '    •  • 

— -rn — •  Stets  eine  positive  Zahl  sein;  es  wird  daher,  unter  die;5er  Voraussetzung  ««(«o  mit 

xx'^X'^  zugleich  entweder  positiv  öder  negativ  werden,  öder  mit  "andern  Worten,  es  werden 
Uf,  und  ti'f,  entweder  einerlei  oder  entgegengeselirte  Vorzeichen  annehmen,  je  nachdem- 

(«*.*.)  '  XX  — A"'>0    oder    xx-r'<:0    .    > 

ist.  •••■•■,■  '■■■■'■        ■  ■  ■■>  . 

I.  Ist  nun  erstlich  xx  —  i'">0  und  nehmen  daher  a»  und  al  einerlei  Vorzeichen  an,  so 
bewegen  sich  die  möglichen  Werthe  von  y^x^J^—{xx'^X'^^  aJHe  zwischen  ^jx^und 

+  ^x^  herum,  we^ahalb  ^xJ+y^jx^J^  —  ^^x'—V'^^  stets  ein  und  dawelbe  Vorzeichen 

wie  xz/  selber  annnnmt,  urtd  in  Folgei  dessen  nehmen  Wo  uhd  crj  unausgesetzt  dasselbe  Vor- 

'    ■  x\^  "    'x*'    •      '     ' 

zeichen  wie  -ttt  oder  >yie  -r,  an,  wie  aus  den.  Glpichungen  (^67,  a.)  sich  auf  den  ersten  Blick 

erkennen  lässt.    Es  werden  demnafch  '  • 

a)  die  drei  Coeffizienten  a^ ,  «i ,  «i'  der  rcducirten  Gleichung  einerlei  Vorzeichen  in  sich 

•  .  '  '  '  * 

X  X 

tragen,  so  wie  --n  und  «i'  oder  of"  es  thun^  und  -^  und  «"  werden  einerlei  Vorzeichen  in  sich 

€1.  CC 

tragen,  so  wie  ihr  Product  x  eine  positiye  Zahl  ist.  Folglich  nehmen  die  drei  Coef- 
fizienten Uoy  «0,  «V   der  reaucirten  Gleichung  einerlei  Vorzeichen  in  sich 
auf,  wenn 
(•«•e.)  XX  — A''*>tf    und    xi>0 
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ist.  In  diesem  Falle  hat  jeder  Coefüzient  <}asselbe  Vorzeichen,  welches  dem  einen  ai  oder 
«"  angehört.    Es  werden  hingegen 

k}  die  drei  CöefBBtenten  a^^  ce« ,  e«»"  der  t^ducirtea  Crleichun^  nidit  einertoi  Vorzeichen  an-* 
( .       nehmen^  obgleich  die  beiden  u^  und  u\  es  Umn,  w^n  das  Vorzeichen  dieser  letzten  bei-^ 

den^  d.  h.  das  von  —r,  das  entgegengesetzte  von  dem  ist,  welches  a'i  oder  a*  in  sich 

trägt,  und  diese  beiden  Grössen  werden  eatgegeng>esetzte  Vorzeichen  in  sieh  aufnehmen^ 
wenn  .ihr  Troducl  ^  eine  negative  Zahl  ist.    Folglich  nehmen  die  drei  Coeffizienten 
tto?  cfo9  c^o'  der  reducirten  Gleichung  nie  einerlei  Vorzeichen  in  sich  auf, 
wenn         .  . 
-  ^  ;c»'— r'>0    und    x<<)  («.fO 

ist.  In  diesem  Falle  hat  der  eine  Coeflizient,  dessen  Vorzeichen  dem  der  zwei  andern 
entgegengesetzt  ist,  das  gleiche  wie  das  Product  von  allen  dreien,  sonach  das,  welches 
in  tf'^  (^;f  x'— A"*3  enthalten  fsf. 

II.  I$t  aber  zweitens  x  yi^ —  V"^  <C  0  und  tragen  d«ni  %\ix  Folge  ^chon  a^  luid  u^  entgegen^ 
gesetzte,  Vorzeichen  in  i^ich,  so  können  die  drei  Coeffizienten  do ,  «Co »  tfH^  der  reducirten  Glei-r 
xJ;»ung  nicht  einerlei  Vorzeichen  besitzen;,  es.  ne)iin.en  aUo.  diese  Coeffizieateu.  auob 
d^nu  noch  verschiedene  Vorzeichen  in  sich  auf,  wenn  .  . 

ist.  In  diesem  Falle  hat  wieder  der  eine  Coeffizienl,  dessen  Vollzeichen  dem  der  zwei  andern 
.g%9gqngesetzt  i^t,  d^s  gleiche.  »1e  das  FrQdu^t  von  allen  . dreien  >  309aph  .das«  \^elches  Jn 
a'M—X:''^  enthalten  ist.  •     .  •  .        '       .     , 

'  •  Die  vocstebenden  Kennzeichen,  •'welehe  sich  Mif  ane  ursprünglich  in  schiefen  Coordinaten 
gegehiane  Gleicfaiuig  b^^ben,  geben  die  fOr  eine  msptünglieh  in  senfcreoblen  Coordinalen  ge^ 
.gcbene  /Gleichuag  an  die.  Hand,  wenn  man  die* Grmdflciehen  cf  ,•  x  vnd  A.  duröh  die  j,  (T  und 
T  ertetat)  .voraiugeselzt^  dass  nicht  S'-rriü  ist.  An  Act  Stelle  der  obigen  Kennzeichen  können 
aber  auch  die  treten,  welche  man  aus.  jenen  duvch  eine  an  «kn  Aeeenten  vorgenommeiie  Ver-*- 
itassohung'  der  dritten  oder  iHweiten  Art  erhült,  voitiUjBgeaelxt,  dm  da^  wo  ehe  Vertauschung 
der  dritten  Art  vorgenommen  wird,  nicht  a'=0,  .und  bei  einer*  Vertausobung  der  aweiten  Art 
nicht  cf  =  0  ist.  Die  so  sich  ergebenden  Kennzeichen  liebem,  wenn  man  die  Grundzeichen  ^, 
(T  und  T  an  die  Stelle  derer  c/ ,  x  und  X  setzt,  die.  welche  einer  ^ursprjinglich  in  senkrechten 
t^dordlnaten  gegebenen  (ileichung  angehören,  itkr  den  Fall,  wo  entweder  ^  oder  5  nicht  null  ist 

Da  die  Aufstelluiig  dieser  Kennzeichen,  yon  d^r.  Vorausi^etzfuig  ausgieng,  dass  einer  de^ 
drei  Coeflizienten  a,  a\  a"  oder 'derer  ^,  ^',  5"  nicht  null  sei.,  so  Weiht  noch  der  sehr  be- 
sondere  Fall  zu  betrachten  übrig,  wo  diese  drei  Coeffizienten  in  der,  ursprünglicl^  gegebeqen 
Gleichung  sämmtlich  null  sfind.  In  diesem  Falle  kann  man,  wie  die  objgen  Betrachtungen  dar- 
gethan  haben,  nicht  unmiUelbar  von  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  auf  dem  in  dfi() 
Nummern  200  bis  203  betretenen  Wege  zu  einer  Gleichung  von  einer  4er  Formen  (64.  a.)  gelan-  . . 
gen,  sondern  man  muss,  wie  dort  gezeigt  worden  ist,  zuvor  erst  eine  zweite  Gleichung  auf- 
sucj^en,  deren  Coeffizienten  ander/e  ,^I$  in  der  urs,prünglich  gegebenen  Gleichung,  nänüjch  die 
•werden,  welche  in  den  Gleichungen  (61.  b.)  für  den  Fall  angegeben  worden  sind,  dass  die 
ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben  ist,  und  man  wieder  zu   einer  Glei- 
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chung  in  schiefen  Coordinaten  gelangen  will.  In  diesen  Gleichungen,  aus  welchen  sich  leichl 
die  jedem  andern  Falle  entsprechenden  herholen  lassen,  stellen  die  mit  Klammern  umgebenen 
Zeichen  die  Coeflizienten  der  gesuchten  zweiten  Gieiebung"  vor^  welche  denen  in  der  urspiüng- 
liehen  Gleichaag  ohne  Klammem' vorkommenden  analog  sind.  Diese  zweite  Gieichaog  hat  man 
den  obigen  Betrachtungen  gemäss  als  neue  ursprüngliche  zu  nehmen,  und  aus  ihr  nun  die  Glei- 
chung von  der  in  (64.  a.}  aufgestellten  Form  herzuleiten,  welches  stets  geschehen  kann.  Auf 
diese  Weise  wird  nach  Aussage  der  Gleichungen  (61.  f.}: 

(«')  («")  -  (/?r  =:-f,  («)  («")  -  (^)'=  -  (ß  A'+  ^A}« ,  («)  («')  -  (n'=  -  Cß A"+  ß"Ay , 

und  es  sind  die  auf  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  in  Bezug  auf 
die  in  dem  gegenwärtigen  Falle  aufzustellenden  Kennzeichen  das,  was  zuvor  durch  x,  x',  x" 
bezeichnet  worden  ist;  weil  aber,  den  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Gleichungen 
befindlichen  Grössen  gemäss,  die  jetzt  für  x,  x\  x"  zu  nehmenden  Werlhe  nothwendig  nega- 
tive Zahlen  oder  null,  also  nie  positive  Zahlen  werden,  so  folgt,  dass  eine  Gleichung  von  der 
hier  angenommenen  speciellen  Form  nie  die  zweite  der  (67.  e.)  entsprechenden  Bedingungen  erTülIen 
kann,  also  nie  eine  Gleichung  von  der  Form  (64.  a.)  giebt,  in  welcher  die  drei  Coeffizienten 
cTo ,  u'cj  ctfo  oder  <^o )  % »  ^o  einerlei  Vorzeichen  besitzen.  Genau  zn  denselben  Resultaten  wäre 
man  aber  auch  gelangt,  wenn  man  die  oben  erhaltenen  Kennzeichen  unmittelbar  auf  die  gege- 
bene Gleichung,  in  welcher  die  Coeffizienten  a ,  a'j  a"  oder  d ,  S\  S"  sämmtlich  fehlen,  in  An- 
wendung gebracht  hätte;  denn  in  diesem  Falle  hätten. die  Gleichungen  (47.  a.} 

x=— ^,    *'=~/3'%  .x"=— /?" 

also  fttr  X ,  x',  x"  nur  negative  Zahlen  oder  null  gegeben,  wodurch  man  wieder  auf  -die  Kenn- 
zeichen von  der  in  (67.  f.}  oder  (67.  g.}  angezeigten  Art  hingewiesen  wird.  Es  lassen  also 
jene  Kennzeichen  selbst  in  diesem  besondem  Falle  noch  erkennen,  dass  die  redodrte  Giisichung 
von  einer  der  in .  (64.  a.}  aufgestellten  Form  eine  sdlche  wird,  deren  Goefliamiten  «s« ,  a% ,  cC 
oder  auch  ^»,  ^d«,  S'o  nicht  alle  drei  einerlei  Vorzeichen  haben.  Um  aber  in  diesem  besondem 
Falle  das  Vorzetehan  zu  ermitteln,  weldies  nur  in  einem  der  drei  CoefBsienlen  vorkommt,  hat 
man  blos  stu  bedenken,  dass /es  im  Allgemeinen  das  von  a"  Qxx—  V}  «der  a'Qxx'' — A^'}  oder 
€t(x'x'-^X*')  isly  wie  bei  der  Bedingung  (67.  gl}  angemerkt  wurde,  oder  den  Gleichuttgen 
(47.  c.}  0ur  Folge  das,  welches  demjenigen  von  den  drei  Producten 

angehört,  dessen  vorderer  Factor  nicht,  null  ist,  so  dass  eben  dess wegen  dieses  Vorzeichen  das 
von  8  selber  ist.  Man  erhält  aus  diesem  Grunde  das  verlangte  Vorzeichen  in  dem  gegenwär- 
tigen besondem  Falle  mit  dem  von  8  zugleich,  wenn  man  die  in  diesem  letztern  Ausdrucke  er- 
scheinenden CoefDzienten  mit  Klammern  umgiebt,  und  hierauf  für  diese  neuen  Coeffizienten  ihre 
durch  die  Gleichungen  (61.  b.}  gegebenen  Werthe  setzt    So  wird 

?  =  2i3(/?A'+i9'A)(iJA"+/}''A)  — 2/S'(/JA'A"+/9'AA"+i?"AA'3 
oder 

wie  schon  in  der  Gleichung  (61.  c.}  erwiesen  worden  ist,  woraus  man  sieht,  dass  der  CoefiB- 
zient  in  der  reducirten,  auf  ein  reelles  Coordinatensystem  bezogenen  Gleichung,  dessen  Vor- 
zeichen nur  in  einem  der  drei  Coeffizienten  er«,  </, ,  i4'  voikommt,  mit  dem  Producte  ß^ p' 
einerlei  Vorzeichen  hat 
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211)  Wir  sind  nun  im  Stande  die  Merkmale  anzugeben,  woran  sich  gleich  aus  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Gleichung  erkennen  lässt,  welche  Art  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in 
ihr  enthalten  ist.    Diese  Gleichung  stellt  nämlich 

1)  ein  EUipsoid  dar,  wenn  nicht  nur  eine  der  drei  Grössen  x  x' —  X'\  x  x"—  i,[\  x'x" —  ij.' 
oder  a'i,  ai,  ai  grösser  als  Null  ist,  wozu  erforderlich  ist,  dass  nicht  alle  drei  Coeflizien- 
ten  a ,  a\  u'^  gleichzeitig  null  sind,  sondern  noch  überdies^  eine  der  drei  Grössen 

x,.x',    x"    oder    aV  —  ß'.^u'/^ff'j    frei  — P 

und  zwar  eine  von  den  beiden,  weldie  in  der  voirigeii  Bedingung  auftreten,  eine  Zahl  liefeit, 
die  grösser  als  Null  Ist  In  iie$em  Falle  eiMlen  nämüdi  die  drei  CoefBjdenteR  c»«,  nr",,  at  j 
von  welchen  einer  dnem  der  a ,  »\  a"  gleich  ist^  einertei  Vorzeichen,  und  dann  steift  die  re- 
ducirte  Gleichung  ein  EUipsoid  dar,  wenn  dieses  Yorzdohen  dem  Von  (ju,),  wellte  Grösse 
durch  die  Gleichung  (67.  b.}  gegeben  wird,  gleich  ist,  gar  nichts,  weiin  diese  beiden  Vorzeichen 
einander  entgegengesetzt  sind,  und  einen  einzigen  Piinol,  wenn  (jei,)=:0  ist  Jene  Gleichmig 
stellt  hingegen 

IT)  ein  Hyperboloid  dar,  1*  wenn  wieder  eine  der  drei  Grössen 

xx  — rS    xx"— r,    xV— A*    oder    ir"8  ,    «8,    «8 

grösser  als  Null  und  zugleich  eine  von  den  drei  Grössen 

X,    x,    x"    oder    «V— /?,    at£'^p,    ä«'-/?"' 

und  zwar  eine  von  den  beiden,  welche  in  der  vorigen  Bedingung  auftreten,  kleiner  als  Null 
ist;  V  wenn  .eine  der  drei  Grössen 

xx'—X"*,    xx"—X'\    xV— A»    oder    «"8,    «'«  ,    «8 

kleiner  als  Null  ist  In  diesen  beiden  Fällen  nimmt  derjenige  von  den  drei  CoefBzienten  ««, 
c/«  9  cc'i ,  dessen  Vorzeichen  das  entgegengesetzte  von  dem  der  beiden  andern  ist,  dasjenige  an, 
welches  in  der  entsprechenden  Grösse 

«"Cxx  — rO  ,    c«'(xx"~r)  ,    «(xV— A«)  ,    d.  h.  in  S 

enthalten  ist  Weil  nun  dieses  Hyperboloid  ein  zweimanteliges  oder  ein  einmanteliges  ist,  je 
nachdem  dieses  Vorzeichen  das  gleiche  oder  das  entgegengesetzte  von  dem  in  (^«)  enthalten^ 
ist,  so  folgt  noch  weiter,  dass 

a}  dieses  Hyperboloid  ein  zweimanteliges  ist^  wem  die  in  8  und  (fi^)  enthaltenen  Vorzeichen 
die  gleichen  sind;  hingegen  dass 

b}  dieses  Hyperboloid  ein  einmanteliges  ist,  wenn  die  in  8  und  (jVt)  enthaltenen  Vorzeichen 
einander  entgegengesetzt  sind,  wobei  Ou«)  immer  den  durch  die  Gleichung  (67.  b.}  gege- 
benen Ausdruck  vorstellt 

Besitzt  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  keinen  der  drei  Coeffizienten  a,  ct\  a'\  wo 
dann  immer  der  Fall  II)  eintritt,  so  hat  man  in  a)  und  b}  anstatt  8  das  Froduct  2ßß'ß''  zu 
nehmen,  in  wek^hes  sich  8  in  der  That  verwandelt,  wenn  gleichseitig  tf  =  0,  cif'rizrO  und  ct''=iO 
ist;  zu  gleicher  Zeit  hat  man  aber  auch  an  die  Stelle  von  (^,)  das  zn  setzen,  was  die  Glei- 
chung (67.  b.)  dafär  giebt,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seite  statt  der  dortigen  Coeffizienten 
die  der  zweiten  Gleichung  setzt,  in  welche  die  ursprüngliche  vorläufig  umgeändert  werden  muss, 
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da  wo  dieser  FaU  vorkommt,  um  von  ihr  aus  auf  dem  obigen  Wege  zu  der  GleichuDg  von 
einer  der  in  (64.  a.}  aufgestellten  Formen  gelangen  zu  können.  Qb^chon  die  vorsiehenden 
Merkmale  nur  den  Fall  angehen,  wo  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schielten  Coordinateu  gege- 
ben ist,  und  man  wieder  zu  einer  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  gelangen  will,  so  kann 
man  aus  ihnen  doch  mittelst  der  bekannten  einfachen  Substitutionen  aHc  andern  ableiten  *). 

Die  Tür  das  Hyperboloid  und  für  das  Ellipsoid  erhaltenen  Kennzeichen  hängen,  wie  sich 
leicht  zeigen  lässt,  in  bestimmter  Weise  von  dem  analytischen  Baue  des  Theils  der  zweiten  Di- 
mension in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  ab.  Hierbei  werden  wir  blos  die  Gleichung 
(48*  a.},  welche  schiefe  Coordinaten  ia  sich  trägt,  berücksichtigen,  da,  was  von  ihr  gezeigt 
wird,  HOtbweodig  auch  von  der  (43.  b.}  gilt,  indem  beide,  analytisch  genommen,  völlig  die  glei- 
chen sind,  und  auch  bei  jener  wollen  wir  voraussetzen,  dass  einer  der  ibr  eugehörigeo  Coef- 
fizienten  a ,  €c',  a'  nicht  null  sei,  was  immer,  wie  wir  gesehen  haben,  der  FaU  ist,  wenn  diese 
Gleichung  einem  EUipsoid  angehört  Wir  woUea  ferner  auf  einen  Augenblick  annehmen,  dass 
die  Gleichung  so  geschrieben  ^€\^  dass  dieser  eine  GoefSzieut,  worunter  wir  den  u!'  verstehen 
wollen,  als  positive  Zahl  auftritt,  was  stets  geschehen  kann,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Theil 
der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung,  nämlich: 

a,  x'  +  c«  V  +  a"x'"  +  2/3  x'x"+  2  /^x  x"+  i9"x  x' 

sich  immer  auf  die  Form 

.     +  Cm  x)'  ±  Co  X  +  nV)'  +  (p  x  +  p'x'+  p"x"V 

bringen  lässt;  denn  scbaill  man  in  diesem  letzten  Ausdruck  ^die . Kl«tninern  weg,  und  setzt  man 
die  zu  einerlei  Coordinatenausdruck  gehörigen  Coeffizienten  in  ihm  und.  in  dem  Theile  der  zwei- 
ten Dimension  einander  gleich,  so  stösst  man  auf  die  folgenden  Gleichungen: 

+  m^+*n'+'p'  =  «  ,    +n''  +  p''  =  «',     p'"  — < 

und  .  •  *i   .  *        . 

+  nn-i.p.p'=r,    VJ^"=^y   pY=ß^ 
Die  letzte  auf  erster  Zeile  und  die  zwei  letzten  auf  zweiter  Zeile' von  diesen  GTeichungen  geben: 

f"=V7-',   P'=^,   P=c^ 

und  man  sieht,  dä&s  diese  drei  Zahlen  reell  werden',  da  c^"  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
zugleich  aber  auch,  dass  bei  einem  negativen  Werth  von  a"  das  tiloiche  sich  noch  immer  da- 
durch erzielen  lässt,  dass  man  dem  dritten  Quadrate  das  Vorzeichen  —  anstatt  das  +  giebt 
Die  zweite  auf  erster  Zeile  und  die  erste  auf  zweiter  Zeile  stehende  Gleichung  geben  hierauf 

'     '  +n'*  =  «'— ^,     und     +nn'=:r~^ 

...  —  a  ^  ^         a 

oder  mit  Benützung  der  in  (47.  a.}  eingeführten  Bezeichnungen 


*j  Will  miin  dte  hier  gefundenen  Merkmale  mit  jenen,  die  Edler  im  AnliRnge  mm  Bw^ilen  Bande  seiner 
latrodnctio  aufgcaCelll  hat,  vergleichen,  so  mnsa  man  ia  Rechnwg  bringen,  dass  dieser  Aulyst  ht\ 
seinen  Bctraohtutigei? .  iifuner  eip^  der  drei  zu  den  Quadraten  der  Coordinaten  gehörigen*  Goentiienten 
n!ä  nicht  null  seiend  und  dubei  positiv  voraussetzt.     (.Michei^ens  Uebprselzung  Ca|).  \.  §.  1<)9j. 
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i'/ 


•I 


i< 


i^nd  diess  ze^g^.  daf^.  man  durph  die  Wahl  des  vordem  Yor^eichena,  -^  iiiMP^e.r  machen  kann^ 
das^  n'  und  «daanfauph*  n  eine  reeHe  ^Zt^hl  wjrd.  Endlich  liefert  die  auf  erster  Zeile  stehende 
Gleichung 

+  01*  =  «—   ^7—  -77-  , 

oder  mit  Benützung  derselben  Bezeichnungen: 

man  kann  also  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  4^  immer  riiHchen,  dass  auch  noch  m  reell 
werde.  Verlangt  man  aber,  dass  von  den  doppelten  Vorzeichen  immer  nur  das  obere,  nämlich 
-{- ,  genommen  werde,  so  wird  n  und  in  Folge  dessen  auch  h  nur  dann  efne  reelle  Zahl,  wenn 
X  und  a"  einerlei  Vorzeichen  haben,  und  m  wird  nur  dann  reell,  wenn  ct"x  und  xx' — X"^  ei- 
nerlei Vorzeichen  haben.  Die  Bedingöng,  -dass  das  Güted  der*  zweiten  Dimension  in  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Gleichung  sich .  als  Summe  jener  drei  Quadrate  mit  reellen  Basen  dar- 
stellen lasse,  besieht  also  darin,  dass 

■  '  ».  .■••i<  '         % 

tf  x>0    u^d  zugleich    xx'— .A"*>0 

sei,  welche  Bedingwigen,  da  u"  positiv  vorausgesefM  ist;  mit  dem  Kennzeidien  für  das  Bllip^- 
soid  Ehis  sind  und  bei  einem  negativen  a"^  die  gleichen  bleiben,  wenn  man  anen  drei  Quiidra- 
ten  das  VorzeWhen  ^  giebt.  ' 

Aehnlich  lässt  sidh  zefgen;  dass  da«  Kentizetelie^  fÄr  dwi'Hyperboloid  Bins  ist  mit  der  ana-«- 
lytischen  Eigenschaft  des  Theils  der  zweiten  Dimension,  sich  in  drei  Quadrate  zerlegen^zu  las- 
sen, die  jedoch  nicht  alle  drei  zugleich  dasselbe  Vorzeichen  annehmen  können,  wenn  ihre  Basen 
reell  bleiben  sollen.  Man  kann  demnach  auch  sagen,  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  stelll 
ein  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  dar,  je  nachdem  sich  ihr  Theil  der  zweiten-  Dimension  als  eine' 
durch  blose  Addition  oder  durch  blose  Subtraction  entstandene  Vereinigung  von  drei  Quadraten 
mit  reellen  Basen,  oder  als  eine  theils  durch  Addition  und  theiTs  durch  Subtraction  entstandene' 
darstellen  iSsst. 

2123  Aebniiche  Betrachtungen  lassen  sich  auch  in  Betreff,  der  Gleichungen  (64  b.)  an- 
stellen. Legt,  man  nämlich  in.  diesen  Gleichungen  der  Coordinate  x'  oder  u''  einen  constanteii 
Werth  I"  oder  rj''  bei,  wodurch  sie  übergehen  in: 

tf.x'-f-tf;x"  =  — 2j^;'r     ad«*    Ä*u*  +  «;u'  =  ^2^oV',        :* 

und  nun  auf  das  aus  dert  Örimdaxen  AX,  AX'  oder  aus  den  Polaraxen  A3F,  AS'  gebildete- 
ebene  Systeiii  bezogen,  die  Curve  artzeigen,  In  der  die  Fläche,  welche  durch  die  Gleichung 
(64.  b.)  dargeslein  wird,  vöh  der  Ebene  x"=  $"'  oder  u"=i?"  geschnitten  wird,  so  sieht  man,- 
dass  diese  {3chniUcur>'en ,  wenn  «,  nnd  a^  oder  3,  und  äJ  beide  zugleich  positive  oder  beide 
zugleich  negative  Zcahlen  vorstellen,  nur  Ellipsen  sein  können,  uhd'^zwsrr  nur  so  lange  als 
--2/o'^'  öder  —25^^/'  dasselbe  Vorzeichen,  wie  a^  und  «i  oder  So  uni  5i,  haben,  was  je- 
doch stets  auf  einer  von  den  beiden  Seiten  deV  Coordinatenspitze  in  der  Richtung  der  Grund- 
axe  AX"  oder  der  Pölaraxe  A3f",  wiewohl  nur  auf  dieser  einen  Seite,  der  Fall  ist;  und  eben 


/ .«  ,«' 
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so  sieht  man,  dass  diese  Schnittcurven,  wenn  a,  und  al  oder  8^  und  ^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  Hyperbeln  werden,  welche  nur  an  der  Coordinatenspitze  in  einen  Verein  von 
zwei  Geraden  übergehen,  die  entweder  in  der  Grundcoordinatenebene  XAX'  oder  in  der  Po- 
larcoordinatenebene  SABT  liegen  und  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch  gdien.  Legt  man 
aber  einer  der  Coordinaten  x  und  x'  oder  u  und  u'  einen  constanten  Werth  |  und  ^  oder  tj 
und  ff  bei,  so  gehen  jene  Gleichungen  über  in: 

«.x'  +  2yrx"=  — «;r    oder    JoU'  +  2S;V'=  — 3;ij", 
wenn  man  |'  oder  rf  für  x'  oder  u'  setzt  und  in 

«;x"  +  2;^;'x"=  — c».r    oder    3;u'*  +  2£;V'=-*,f|% 

wenn  man  §  oder  rj  für  x  oder  u  setzt,  und  von  diesen  gehen  die  einen  in  die  andern  durch 
eine  Vertauchung  der  ersten  Art  über,  was  zu  verstehen  giebt,  dass  die  einen  Schniltcurven 
in  Bezug  auf  die  Axe  A  X  oder  A  X  dasselbe  sind,  was  die  andern  in  Bezug  auf  die  Axe  A  X' 
oder  A3E^    Alle  diese  Schnittcurven,  welche  durch  Ebenen,  wie 

xrr:^^    oder    u'=V    und    x=|    oiet    u=:i7. 

■ 

erzeugt  werden,  sind  lauter  gleichgestaltete  Parabeln,  von  denen  die  durch  die  (jleichung  ^64.  b.) 
dargestellte  Fläche,  die  man  Paraboloid  nennt,  ihren  Namen  erhalten  hat.  Dieses  Paraboloid 
wird  ein  elliptisches  oder  ein^  hyperbolisches  genannt,' je  nachdem  die  zuerst  betrachteten 
hier  mit  XAX'  oder  X  A£'  parallelen  Schnitte  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  sind.  Das  Kennzeichen, 
ob  eine  ursprüngUch  in  schiefen  Coordinaten  gegebene  Gleidiung  i^ia  Paral^olofd  darstelle  oder 
nicht,  ist  das  in  der  Gleichung  (60.  a.}  oder  (60.  b.)  enthaltene.  Ist  nämlich  diese  Gleichung 
in  schiefen  Coordinaten  gegeben,  so  enthält  sie  e\^  Paraboloid  in  sich,  so  oft 

(•»•»•)     ■  ♦  8  =  0 

ist;  ist  aber  die  Gleichung  ursprünglich  \n  senfcrechteiii  Coiordinaten  gege)>fn,  ,so  enthält  sie  ein 

Paraboloid  in  sicb^so  Qft 
(•«.*.)  ^  =  0 

ist 

•   ■ 

Ob  das  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  sein  werde,  hängt  lediglich  da- 
von ab,  o\f  die  Coefißzienten  der  zwei  rückständigen  Glieder  des  Theils  der  zweiten  Dimension 
in  den  Gleichungen  von  den  in  (55.  a.)  enthaltenen  Föriien  einerlei  oÖer  entgegengesetzte 
Vorzeichen  erhalten;  denn  da  die  weitern  Veränderungen,  welche  wir  an  solchen  Gleichungen 
in  der  Nr.  207.  vorgenommen  haben,  um  zu  Gleichungen  von  einer  der  in  (64.  a;  und  b.)  auf- 
gestellten Formen  zu  gelangen,  diese  Coeffizienten  stets  li|Ssen,  wie  ste  f uvor  waren,  so  stellen 
tt«  und  Uo ,  so  wie  ^^  und  d^  in  den  letztern  Gleichungen  dasselbe  vor,  was  die  gleichen  Zei- 
chen in  jenen  friihem  Gleichungen  bedeutete^,  und  wir  haben  hi^r  idas  Paraboloid  ein  ellipti- 
sches oder  hyperbolisches  genannt,  je  nachdem  cc^  und  a^  oder  8^  und  ^  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben.  Da  nun  in  jenen  frühern  Gleichungen  der  zu  x"'  oder  u"* 
gehörige  CoefBzient  er«'  oder  8^0  stets  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  das  Paraboloid  ein  ellip- 
tisches oder  ein  hyperbolisches,  je  nachdem  der  eine  bei  x;*  und  x"  oder  hei  u*  und  u'*  noch 
übrig. bleibende  Coeflizient.  mit  deiA  a»  oder  8'^'  einerlei  oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  hat; 
es  ist  aber  bei  dem  Paraboloid,  wo  man  x  x'—  l''^  =  0  hat,  dieser  Coeffizient,  den  in  Nr.  205. 


cBiiaten  gegeben  ist^i-^pi^fdAr  !.  •  .  '..r/  n--.      .;    .;:    r«-.  •    ••    /r-m::   :<./  ;.;  .■    ) 

,.,  >,  A*^— s     oder  ..  Afz/*— 77  » .  •     i  .. 

iii|^.i%in^  alsip^Q  j§4eiQ'/f(4p.^  dw.<.  mej;ki»oder:ßntgegeagq^eWl^,y  4#,:.j« 

x>0    oder    x<:0  ,.,  (•••«#) 

ist.  Da  jene  frühern  Gleichunge^i  unter  der  Voraussetzung  erhalten  worden  sind,  dass  a"  oder 
y'  nicht  null  sei,  so  ist  die«BediqD^rig''C60.  a^.noch'von  dieser  T^raussetzung  eingeengt;  al- 
lein man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Beschränkung  eine  blos  scheinbare  ist  Denn  erstlich 
springt  in  die  Augen,  dass  x^O  in  Folge  derBedii^dfig  xx'^X''^=^iO  atfckV^^iaaich'  siffi 
zieht,  so  wie  umgekehrt  x'^0  auch  x^O  zur  Folge  hat;  man.  kann  also  in  dem  Kennzeichen 
(69.  a.}  x'  an  die  Stelle  \on.x.setz£;n:.  WiKreinun  auch  «^r±:0,  so  könnte  doch  beim  Fara- 
boloid,  wie  wir  gesehen  haben,  ntclt  zugleich  auch  a'=  9  iJhd  cf  =  0  sein,  und  dann  wäre  man 
berechtigt,  in  dem  Kenpzeichen  (69.  a.}  an  die  Stelle  von  )f.  entweder  x.un4  x'',  ()i^ei;.^':ui)4  x!' 
zu  setzen,  wodurch  es  aber  in  keinem  Falle  eine  andere  Veränderung  erlitte,  als  die  aus  einer 
an  itn  Aecenten  vorgenommenen  Vertauschung.  der  dritten  oder  zweiten ^rt;hdrvprg|^kt.  Es 
ist  folglich  das  si^ecifische^'Kennzelchen  Tür  das  elliptische  Paraboloid  jedes  oer  Hrei  folgenden:  ' 

-   './I  'ul."h/  ..^ir;  •    •■;':.'!'':  ,?^>^0^  -^^.O.,-  V'2^0.,»  ,  r-  ;.,-,    .f.  :\.'--y    '•.;'•:    (•••*•> 


->'  r   >  '  •'•    ; :  ■^'     ••  •:    u^J 


90 '  wlif 'ifilr  'dMT ' hypei4M>MkAie'  Fand»oloid  jedes  tier  ^dn^  Mgeiidän  i  ' 

■   ■'.    •'   •  ic-co , 'jc';<:o ,  x"<ö:."       '.  ■    ■'';.•;      .      (••••.) 

Paflz  aitf.  die  gieiche  Wfise  ttber^^ifgt  fnui,  ^  ^a»  wo/  dift  jUjm[(r9iWl^idi6r(^idH>Pir  in  senkr. 
teq)itea,Ck>ordina|Un,'geg^t^.  jst^.da  6lj||pitisci|l|ies.  ii^U  wefin  eiws  der  ^!^ 

I^enQ^ekhen  .  .,  ,...     ,;       ;   .„     .  .  .::     .-.//, -h  .  .•.  •::        :  -i:     '     "      '•••;i 

stettfindai^  Uilgflfdn  -eiiii  hypfer^^ohflsjifji  jedfaK;iiiirfiiwaiid»«drifl  fiMMoUidii!  ;    ;   /^ 

Die I  in  .dieser  Nummer  den  ;ParabQloiden  vindicirtpn  M^rkniaie^  ^ptspri^CQßn  lyieder.  einem^ 
bestimmten  Baue  des  Theils  der  zweiten  Dimension  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung^ 
Die  Bedingung  2=3  0  oder  ^=0  sagt  nifm)idi  nfa^  Binders  aus,  als  dass  sich  der  Theil  der 
zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichmig  auf  die  l^'orai'^'* 

bringt  lassen  muss,  wenn  die  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  vorliegt,  und  fipf  die  Form  , 

Cmu  +  mV+m"ü^+Cnn  +  nV)% 

wenn  die  Gleichung  in  senkrechten  Coordinatbn  vorliegt,  wobei  m ,  m',  m'"  und  n ,  n'  jederzeit 
al«  i;eenp^]Gr6^ss!9n  ^pgt^ß^i^  W14^^[  kdimen,. w^nn  vf^  ^{opr^^j^a  dieser  Quad^tß  ebw.  sowqU 
daS:  yqffi«k^en.TTt>w4«;^a»  )+iW  s*t^efi,ge#^attp|,  ,  S(M>ti  ]«ap>  «»«iljcV^s  den  .vorst^hemlen 
X 9  Ll^j.  aj"  ^ti^«WiPH, Qnfu|ii»tfni  ^f  Jßvmen  mSf  mij  «seW  ^mai»,  ^i^  j«,  4^0  .Pjrqauqtp»  .nJ»4 
L  60 


Ifl  A^        Aiialjrtiiiclie  Vtomeitie.     '^  '  -  ^-AMnA;  IV; 

etiirirti«M  di^t^öbniteatai  ^MMgeii'Coellzfeittert  «teneä  gttfdi,  'MKÜüse  ai'tf^^lsrMkn'CRtfdiiBif 
(45.  b.}  vorkommen,  so  wird  man  auf  die  folgenden  Relationen  lUhgeilfflHc'  - 

m*  +  n*=«,    m'*+n'*=«',    »''^=V,    mm'+0n'=i^S    inm'=/r%    mV=/J , 

mkd'im  Fale  die  2wdie  Gleidnihg  (;45.  b.) ' gegdten  wili;e,  wtrden  dte  obigeh  a,  u*",  V  ent« 
Ifakeii^  Oaftdrate  diir<A  irergleichutig*'mit''ihr'^eselben  R^KoneilK  gebeii,  nttr  dass^  die  Onmd-* 
zdchettVeiittd  ff  dnrdiil  dUi  9  luide  ersetzt  würden,  wessUUb  irit  ansei«  B^aliAhmg  Mos  ui 
den  einen  Formen  zu  erweisen  brauchen.  Aus  der  dritten  und  den  zwei'TeM^'dtesef  ReMSbnett 
findet  man: 


»■« 


l    •        ,   <<•   ..':.•'  •      •    •'  ♦«.         .»   '         .J   Ir    '  '•■•'     •  •.  •    « 


jj'  .»  (T 


.'.• .» 


r  ... 

Wfl  oAkiL*  "dieser;  WeRthe  Kefem  dfaß  awei  ernte« 


/  I» 


I  •  •  •  I  '  4         •  • 

«  _l     _|-  I  { I         I         ■        -  1  _    ^  J     I  I   I  1  l<         II    m »         i       I  ff,     II, 

1  ••  ••'•  tt^^fl     y  ^^  ^"  •und  ■■'n±3— ^^-=-^  ^     ••:-'•  •  ••'•  '-  •'  {'' 


wUi^d  t)ie.  Vierte  jeiier  Relationen  th 'die  Be^  /:    « 

.1.  '■)'>.    II. .«^t,'.  '»)l  .  !  !l  «..1  .  •  t  , 

r=•?^^-'Jy•t«v'.-/*•j(!«■«''4-i5^*>'  Oder  r«"-^/»'=»'i(«v'^<i*)  '(♦««^'-iJ^) 


(•'S  «^«M  tibergebt,  wodurch  die  zwischen  deii  ^effizieilteih  dfer  ge^^en  Gleichung  erforderiicfae  Rela- 
tion ausgesprochen  wird,  wei|p,:4i^jaiveMigte  jUmfoiiniiiig.  .ihiM 
,,  . .  möglich  sein  soll,  und  die,  nachdem  man  sie  gnadnrt  ha^  in  der  That  in  die  Bedingung  (]68.  a), 
nftmlich  xx"— ;t'"  =  0  oder  2=0),  übergeht  Die  Vorstehenden  Gleichungen  zeigen,  dass 
m*,  mV  in'^- <Hn^  ^aginäre  Form'  aütiehtMn^  wem  tf'^'kiegdtiT  sein  solhe,  zügleidi  alber  sidrf 
mk  eiil,^  Ass  diese  Grösse«^  ««ftst  ih  dfi^tti 'Fade  noch  reeH  wetdeu,  ^Mn  man  d^m  Oq<h 
drate,  worin  sie  vorkommen,  das  Yoneichen  —  giebt    Eben  so  nehmen  die  GrOSseii  il,  t^ 

^*^  -^**^'^  eine  imaginfire  Form  an,  wenn  aih^l^  (^iär'ä^of'^ß^  fDnA  a"  Zahlen  mit  entgegengesetzten 
Torzeichen  sindji!iiw)aMk  jjedDoiiiJdBMin^Muadi  qn%dhen  1^^         man  qhpai^äiidltdB^  «o<- 

(;.,...{.]  rin  sie  vorkommen,  das  Vorzeich^i*---^gi^t,  oder,  «was  dasselbe  ist,  nV — 1  und  n'Y — 1  an 

die  SteUe,vpn  n  pnd  n'  setzt j  d^nn^man  überzeugt  sich  balji|,  dfuis  diese  beiden  Grössen  nur 

^eichzeltig  entweder  reetf  oder  imaginär"  sein  köhneA,  weil  ^icl^  au^  deh  6hÄi  sie  darstellenden 
Gleiciiüngen  .     ,^  .•...•.    .      .  -..;..•.:: 

ergiebt ,    und    diess    zufolge    der   metzt   gegebenen    Bedingnngsgleichung    ß^'a"^  j?  /}"  = 

#|f      I  i-        t..#   ,   ••',.      •    T^   •  ,  '  ■   ,  (  •  •)'.',  ' 

jftebt,  alao  das  FroHvct  nn^  stets  r^M  #^eh  tttusi^.  -Bs  ist  soflhit'«rwie9en,  dass^ar^bo-- 
loide  den  Theil  der  zwei»««  Dinensidn  in' d^r  geg^beTe»'4jl^4cbiing  ittfÄer  als 
algebraisehe'SnihmlB  von  zwei  öikadrateii,  deren  4rtti(kdis'aMen  lauter  reelle  fie-** 


4        k 


(•«  •■>"> 


S/r»^.l!fr/.»l»-  Kruminft  .f|i<5l»«i  ,ÄW»»f r.  Ardnung.  #9P 

^aAdrlbej|Ie.(in,i^/94i  ^pfnelunen,.  ^u,nchxAi\i&jfi  g6«iatUn/*>:  ^i^^^ept  bes^dmi  KaO% 
fr,p,  4ie,  ^(H^ngWW  ^  Pwbotoi*?  »|;f;^J.?==:0  8iff|i.  ii).|#^^M  .x=^Q>  ;)6'=?(>>  ,l"=;;ift  Wt 
Idsl,  'welcher  Fall  in  den  Gleichungen  (58.  c.)  ausgesprochen  ist,  hat  man         :..;  ;*      .  .,  vi/ 

und  durch  diese  Werthe  von  a\  et ,  ß^'  Usst  si^h  deit  Thet^  d^r  Vfmltn  Dim^uilofi  ^io  dpf  jeijBten 
Gleichuuff  (45.  b.")  auf  dje  Fojm      . ,  ,  ,  , 

-!l,  .     )  r  y,'  ;i  ..  .,  ,    :/  >.,    ;  ...    ^-:-  f '!  '>  ■'  iJ£-^vi;^  /  ■]/     -•••.  ')  '         :  ';    •  ,  .  /:••  \m  t    '      •  •:  • 

briqg^Q.^  Hi^caufli  f^I^»  4&9S  sich  j|ii.,4i^eu^  ^litefto^ideni. Falle  4er  Tbeil.der  9vi:eiten  D|pijßn- 

sion  id  der  gegebenen  Gleicfiüng  nts '  e^  einziges   adaitiWs' öder  subträctives  Ouaorät'mii 

lauter  reellen  BesCandtheild»  anSiAri^iben  Usbtl  'daM>  iiker  ist  in4^  f(tg6hemik''GMilkii^  kein 

jytduiloi^i  ii)^lc,\ son^ep  eine  CyUndeillä^heepthi^tcq^^^i^'^^'^dticucw  ei^  Parabel ^si    f    ^    (.!?  .«>■> 

%       Wir  übergehen  hier,  wie  schon  bei  den  Hyperboloiden  geschehen  ist,  die  Unterscheidung 

der  zwei  Arten  solcher  Flächen  von  einander,  da  diese  pbev  schon  auf  anderm  Wege  geschehen   f^  ^^«,v 

ist,  und  zudem  in  den  gegenwärtigen  Fdrmen  isich' gleichsafti  schon  von  selbst  ergiebt 

'    '  ii33  NachdiM  wir  erkannt  haben,  ddss  sich  jede  GteiiUin^  TÖfa  einer  der  fn  (43.  a.' odferUl 

angegebenen  Fbrmeä  stets  entweder  auf  eine  der  ita'  (64  ai}  odei^  auf' eine  dei-' fhl  (64.  %(.} 

stehenden  l^ondren  brfngeii  Iflstit^  und  nachdem  wir  dfe  KiMnieiehea  kemietr  gekhit:  Üalefa,  an 

4mm' Bi^  4^  SaitutiguiMl'Ait'^  In  diesen  Fofnnen  eniialMneii^kranaiiiett  fHMieii  iunii 'Volü' 

ma^0dtkiimmLS'4eutiifm  allgemdnsten^Ielchutigeii^iykeRta^'lisBti'  yMkmvAt'j^ 

d^seUb^' Gegensiaäd •  kl  0eiMMi'  ganzen  (UmflEUige  «ar  «Spracke  bringeitr  -Da'  ttäwUch  bei  itoi 

bisherigen  Ueberfilhrungen -afeht  MT  eine  d^  lUea  vjiii^iii^yiMgirchea' CoolrdimiMii^ 

iiQiner  in  das  neue  Systetn  mit  herüber  genommen  vverden  konnte,  und  noch  überdiess  in  den 

^(beitfiitilten'ieine  auf  die  läge"  der  neuen  Axeti  sick  bei^iehehde  Grösse  unb^s&nM  bkeb,  dfe  '^  '     '^ 

inpe^halb  gewisser  Grenzen  ganz  nach  Gefallen  gewählt  werden  konnte,  so  leuchtet  ein,  dass 

€1^  «ibiMSich  \i€^  iGoihrdi^leasystta^  gp^enrwcjrd^y  s^  welchcai  eine  Gfeiebong  ion  •  dett^  Ik    ' 

(64.  a.}  oder  (64.  b.}  enthaltenen  Formen,  auf  ersteht;  daher  ist  unser  Zwedc  jetzt  der,  den 

Zusammenhang  dieser  unendlich  yi^n .  Coiordinat^i^stedie .  turteit  ej)lan<^  ^2^^ 

bringen.  Bei  den  nun  folgenden  Betrachtungen  Setzen  wir  voraus,  dass  fär  die  in  Untersuchung 

fllKebnp^  fliioh«  zv^i;  0^dp(^«^b|^Feits  ^^^  de»  pp  (64-  a.>  4?i4ViCW  :W 

apgifgebenen  Fi^rmefi  ^m^fgesw^t  wor^  «)ei,  <md  w^i^e«  .^iift^renj)  aq  .v«ll<*en  ^dßfsf  C^^ 

natensystemen  diese  Fläche  wieder  ^ine  jQleichuiig  Yoa^iq^  d^ffer  Fi^^;.ann|dhm9n;,k^/q^ 

Diese  Untersuchung  spaltet  sich  von  selber  in  zwei  Theile,  deren  einer  von  den  in  (64.  a.) 

uUd  deiM  ahder)9r  TOn  den  kl  (^ä4.  b.);WM  V.     .-;  '      v/    (.<;.v;) 

1}  Hat  fUrs  Erste  dl^^leiefainig5  v^^i^he^  ädlgeglaikgiBn  ^ini,  die  erste  in  (64.  a.j 
enthaltenei  Form,  und  hat  man  ZQr  Abis|icht  di^  von  ihr  .dargeste^llte  Fläche  an  oinepn  yölliff  un- 
bestimmt bleibenden  CoordinikteDsystem'  dürch'^eme  Gleicnung  mit  sc&e^eh  Coordihaten  wieclef 


f.ti  .r?> 


*)  Enler  ipricht  dieses  Keniu4Kc|ieii  («:  K.  tK  $^11^7)'«^  ms'  dlBs  ^  ia^:  Der  Theil  der  zweiten  Dimen- 
sion lasse  sich  beim  Paraboloid  in  zwei  Factoren  zerlegen,  die  entweder  reell  oder  imagbi^^w^i^df^n 
kAnnea.  .  ; -,.   >-- V' .^'  -p -'/■;'" —•    f  ^J  i.o.lC) 

60* 


^  '  Käal^ftMehe  Oeometrie."      '  ^' "^^  AlmclT.  n^ 

«Ä-  ^bcjn,'  s»  niiuis  man  in'  die  gieg<[^ene  Oleichdng  M  x,  "x',  V'de^en  <hMh'  die '•fldfemeiiieii 

(SIMcMingeii  (j41.  a.}  gegebene  WeHhe-  einsehen,  wOdmblr  die^  Tördek«  fflieicMiMf'(%^a.3  sidi 
▼erwandelt  in:  ......   .,...•..•••    ....     '<  i  i, i    ;:.  f-i  •  .•>:•  f/    •  • 

(«.  A' + «;  A*» + «;'  A'")  f + ttf.  A? + «;  Ai» + «;'.a;'^  r  -i-C«.  a; + «i  a? + «;-  at)  y"* 

+ 2  («.  A  A, + «;  A'  a; + «;'  a"  ao  y  y'+  2  c«.  A  A. + «;  A'  a; + «;'  A"  a;')  y  y" 
•  +2Ci«.A.A.+«;Äu;+B;'A;'Ar)y'y"=fr',);  •" 

will  man  daher,  dass  in  dieser  Gleichuqg'  die  Glieder  nicht  zum  Vorschein  kominen,  welche  das 
Product  von  zweien  der  drei  Coordin^ten  znm  Factor  haben,  so  muss  man  die  neuen  Coordi- 
natenaxen  dahin  beschränken,  dass  in  Bezug  auf  sie  gleichzeitig 

ßei,  w^4fif€k4vm  die  vorrteheode  Gleii^u#ig  deriJ'Uiche^  waau  mm.,     .»i  >- 


/i 

't       4< 


(*•.  fc.)  «,A»+«;A''-H«rA''»i:(Ä.)i  «.A?-f-«'.A;'4^«'.'A:'*==(tf;),  «»Av^'a^AT^^tCK'i^iti:) 


I!     .1   •.     ,.  .11.  ,.       .  ■        ••  •  .      '  •  .   '     f.    M?  ,^*  / 


setzt    ivird  * 

jDiid  .30  die  yerIfVBgte  Form  erhalten,  hat    In  diese?  Gleichung  behält  {/a^  denselben -Weiit^  den 
di^  cqnstante  Glied  in  der  Gleiehung  hatte,  nus  welcher  diese  abgeleitet  ^ord^iist. 

JQ  Hat  vom  Andern  die  Gleichung,  vx>n  welcher  «usgegungen«  wird,  ziirar  wjedfr  die  erste 
m>(p4^„9^'y^B%^eb^ik^FQrvki  hajt  ttian  aber  jetzt  die  Atislc^i'  «^i.dem.ijMi  ^zpfllhueadoi 
Goordfaipteosysteme  ieiae  fileidiwig  mit  Bentarechtda  Ckioitdimteii  su>.  crMtc^n»  »o.iiuMi.  man  i» 
ji^aie  Gleichung  fiUs  x,  z\  x"  deren  dur^h  die  aUgemetaen  GleichHBgen  QkU  ^^.gfifi/eben^  Wertke 
selEeii,  wodiarob  die  vordere  CHeiiAong  (ßi,  %)  sioh  verwwddti  ki: : 


.  V     V 

-^ —  ...    -  «•♦.»I 


+*(tf.(^)(^)H-«;(i«)(^.)  +  «;':(^)(-«rö'^r^ = (f.) ; 


•    r 


wffl  man  ^ahei^  dass  in  dieser  CHefchohg'  dte^tilieder  hicüt  zttoi  ▼orscRehf  Kömnvto,  w^rfehe  das 
Frodnct  von  zwei  der  drei  CborJÜnaten  emn  Factor  habeii,  so  miM  niflfn  die*  neuen  CooM&ia- 
lenaxen  dahin  beskhrii&en,  dass  in  Belmg  auf  sie  gleiehzeiUg     '     '       ' 


l\  ;'  •■  •«,>•*>«. 


sei,  wodurch  dann  die  vorstehende  Gleichung  der  in  Betrachtung  genoipmenen  Fl^che^  wenn 
man 


setzt,  wird: 

(«.•.)  («.K+(a;)v«+(a;')y'»=(iri.) , 


i*  l4.  W.  91S.  KrumaW  IflMIek  Wi^rfl«^'  ««dnung.  «T 

mid  80  die  ^eätiöfte  >  J^orn^  "brhiäWa  hat'  ^ib^  dies«?  AätAung^  b^iAt '  ivi^dir :  (/i«> :  d6«selben 

Weiih,  den  das  consUinle  GEad^>kr'^ir  VGIifdiiiAg  \k«Be;  m  Urelcher  diese  al^eleitel  wör-  ^*^  *''^> 

den  18t  i         4  . 

rhu//"  .t.      .    ^  V 

nr)  Hat  zum  Dritten  die-G{6lehttng'/^l)lniwdctier!aii69^ang^^  wird^  die  zweite  der  in     ^^  '  '  ^ 
.(64v  tLy  Bi$fgesMBM9.  F)dfiieti,vnnd  |iiit.nw  4(U't4Ul>sH^t,;Mi  iif^n^  ^eio  neneiv  Cf^rdioatan- 

drjMeme.ttee.^Mcten^.  ^^I^h^umit  ^pMefw  P<MK^ii)^l^q;iZ«)  pt^^n^  M  mu3^  4nf^  ^  jPfV^ 
Gleichung  fdr  u ,  u\  u"  deren  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (41.  c.}  ausgesprochene  Wer(jtip 
.einsietzen,  wodurch  die  hintere  Gleichiing  QS4L  a.^  sich  .verwandelt  in: 

will  man  ^aher^das^  in  dieser  Gleichung  die  txtleder  nicht  zum  Vorschein  'kommen^'  welche  das 
Pr.oduct  yon  zwei  der  drei  Coorainaten  zum.  Factor  haben,  so  muss  msin  die  neuen /Coordinaf- 
^|eo^äii.  dahin  b^scmcänken  ^  Jasg  [^  Bezug  ijuf  sie  gteichzeitig  "   ,   ^'  . '     "^     '   ',' 

isei^'  #6(hrch  dmin  die  ^ohiti^hend^  Gleichung  •de^  In'  Bletiraditmg  geioganeh^liichef  wann,  inam 

0*''  •      •     .•      •      •'        «'•  •  ■  '      .  <      .•  r       ■     t     .       :  '  •   «;  f  '  *     .  >      '  •   i. 

^..-•..„.•...•.,; -..,•:  .K)y*+(«;).r,+.K)r=(»'j,,.. ,'  •;,■■•  .,■„■.,. 

iM  sa  ^v  vwloigfte  Rsrm  cfhdtemfaiit^  btdikaer  GleichniglDelwat  (i^  un^orflndort  dßnsel})€» 
^WeHky^  dm  das  conslaiite  CRied;  in  der  Glnduüg  liiBtla^  ans  wAlcher  diese;  beiifel^et:  w:orr 
4emUt     .  • 


1 1'   I,  > 


.VT)  Rat  zum  Vierten  die  Gteichung,  ron  welcher  ausgegangen  wird,  zwar  i4feder  die  zWeite 
in  (€4:  a.)  auftretende  Form,  hat  man  ^ber  jetzt  zur  Absieht,  an  frgpafHJ  einem' fteaen  Coerdi^ 
hatensysteme  eine  Gleichung  der  Plttche  mit  senkrechten  Coordinate^n  zu  erhallen,  so  nmss  mto 
in  jene  Glei'chun'g  fbr.  ü , .  ti'^  u''  deren  in  den  allgemeinen  Glelehmigen  QUJ'C)  anjgegebett 
^Werlhe  einsetzen,  wodurch  sich  die  hintere  Gleichung  (64L  a.)  verwandi^ll  i*:*   - 

i-  •!:.•..,::;■        .*,„.•     Uli     ■•.-..■        ....  M  ,  ..     .  ,  "^^ 

f  ■  •  '  #         «  2 

^  will  Van  daher,  dass  tii  dieser  CAeichung  die  Glieder  nicht*  zum  TbrscH^  lomäien,  welche  dfts 
Product  vqn  ^we(  der  drei  Coordinaten  zum  Factor  haben,  so  nrass  man  die  nöuen  Coor£nar 
tenaxen  dahin  beschränken,  daW^in, Bezug  auf  sie  gteichzeitig         *    ' 

':'>^(r)(r.)!+>iir).raW(fi(ri'Ji=o./.jjr^ 


<9»  .„       •AliatettMl**i(!WB>W«f..ii.  i/!  .(;j..  l^d^iy. 


C«S.k>) 


•  •  •  •    \ 


■  i>     ^'  > ' 


>A  i\    I 


imd  80  die  VertattgM  V^merliaRen  hkti '>^  «eierOIeicIiM 

Werft,  den  das  conslafite  GIIe<(in'der  tiltfchting  haile,  iiub  wcXcber  dieM iuM^eMtet  woi^ 

ist''  ""     '■    ■   •  .J-' -• ) -'^i:' »!.• '•  ..    .-■'   ■-.'::  I  •■••'•»"•  ^. /'.  I  ■'/i-..  •    • 

Aus  ddta  in  dieser  Nummer 'aur|g[efu'ndeneh  ForÄien  lassen  sich  die  nachstehenden  Schlösse 
ziehen:  EriMlich  grehen  die  "Gleibhüngien  (|72i  Wtinä  b.)  aur  dei^A  C'^Q/.ä^ ihuT^  h])  bo^voTy  wenn 
man  das  Grundzeichen  tto^^iiit  den'  dkvertausdht  uüdi  statt  dßr  i^eliiKBf^;FMjjbißti!»iiaE3Ate|i^  d|ven 
Grundzeichen  A  ist,  die  senkrechten,  deren  Gr^ndfSieiohiQn  C  ist^  sel7tf.iiian)eachiUt  (di^er,  die.auf 
^chiefe  ,Coprc|inaten  sich  beziehenden  Gleichungen  jam  neuen  Sy|^t^me  aus  der  ge^ffebenen  Gleichung 
auf;  die  gleiche  Weise,  diese  letztere  mag  schiefe  oder  senkrechte  Coördihatieh.  in  sich  enthalten, 
nur  dass  im  letztem  Falle  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  neuen  Axeii  an  den  ürspriling« 
liehen  zu  nehmen  sind,  wo  im  erstem  Falle  die  schiefen  stehen,  und'  umgekehrt;  eben  so  gehen 
aber  auch  <ie  Gleichungcjn '(73.  a.  und  !>.}: aus  denen  QtL'B.  imd  b;)  hei^olr.iEWcäleis. geinte 
jdohtrnnr  die  Gleichungen  (71.  iLund'  b>)  Bi4S):)deaea  (TP-  a«  iH^itO*  «finden  eben  so  auch 
die  (73*  i|.  ^nd  b»)  aus  d^nen  (72.  a.  und  b.])  jbiervqiy  wenn  |nan  sich  an  ,die  Steille  deir  Grund- 
axen  im  neuen  Systeme  deissen  'entsprechende  Poldraken'  gesetzt  deiikt  und  inaft  (u^) ,  tc4)  9  ((^9) 


schreibt  (^o) ^* 9  (^0) ^W  {S^o) 2)'/' ;  es  stehen  mithin , die  Gleichungen  mit  schiefen  uifd> irit 

rechten  Coordinaten  in  der  gleichen  BezSshuhg  zu  ^ininoer,^  WBnn  beide  aus  derselben  Gleichung 

mit  schiefen  oder  mit  iMikre<^A^Ooordindt«»hbrnirg^ngen.feMd,.«tt'  1^  F«ife 

TidUefä  ProjectionMsahleii  auftretMy  w4  im  MBtornFaü^  senktoobteatehtiir.  IMttfal>z^  eki 

auf  die  vorstehenden  Gleichungen  geworfener  vergleichender  Blick,  dass  jedes  schon  gefitidsie 

neue  Syjiteiii^  m^ welchem, 4ie,  i^^^rüngUidie  6)ei(^       ejine  •dßr  Formen.  (70.  c,)^  pd^r.  ^1.  a) 

jQdev  ^^Qh  eige  4^  Foroien  (72.  jcu)  oder.  (73^  c.)  annimmt,  zi^leiijh  auch  eines^  yöi^  jenen 

,llij^eftSTiSt(9ineniu»di^  H^md.giet)!^  ai)  welch^em  die<  ursprün^^ic)!  gegebene- ^leicliung  die  zweite 

'I^BfC  Fofmeiri  af^u^nipt;  man  bat.  nämlich  zu  diese^  £^de^ nichts  wei|;p.  m  ,thun,.  als  in  dem 

schon  gefundeneu: neuen  SYS^m,.die  Grund-  und  Folarweni  mit  einander  zu,  vertauschen.    In 

iler  Thal  ist  man  z.  B.  zu  einem  neuen  Coordinatensysteme  gelangt,  welches  den  Bedingungen 

.{7(X  aO  gaiMIgt.tind  diinnti  ei|i4  C^iohinig  ^jrqi^  nfet  ^^pm  ,i7Qi.)a}  Ke^\u|i4jjfia^l  man-f^ 

Pblaraxen  zu  Grandaxen,  womit  dailn  nothwendig  zugleich  auch  dessen  Grandaxen  in  Pohiraxen 

sfch^  reT^^dip^^^4S0^^l(eh^n;'d^^^  4ßä  Jininizfi^ny^  angedeuteten  Proj^cUonszahl^  in 

#e'idurch  das  Grandzeichen  (jt)  angedeuteten  ifter;  es  finden  daher  an  dedi  so  abgeändMen 

Systeme  die  Bedingungen  (71.  a.}  st^tt,  wesshälb  ^in  jhm.eii)e  Gleiphnng^  yon  4er  Fon|Ci  (7i.  c) 

sich  bilden  muss.  Ganz  aidT  dieselbe  Weise  Bsst 'sich  zeigen,  dass  durch  dSs'  gleicher  l^itteT aus 

^iuw,  ai^hung  yojp  A^f.  ]fqrf^.(Ji.  c)  e/i»e  von  dpr  Fprm  {^Q.  c,^  99  wie  eine^  ^er  Forpien 

^79.1^^3  )UAd  (73.  i^y^Uß  ji^..Bv4em  abgeleitet  we^jleh.  kpniu  jDi^  yprstQ^nii  aiis^^sp^^ 

Analogien  erhalten  dadurch  einen, J^wafl^.  an. Be^eu,Uing^l  (j^s  sie  zeigep,.  wie  .die  ..bpträchteten 

Gleichungaformen  ^u^  ei^an^r  du^ch  eine  ganz  einfache  Substitution  abgeleitet  werden  können. 

; Aus'seihiiein  ISsst  sich^aW  deft  Bedtngun^äi  (^0.-  a.),  (tI.  a^;  (ri:  ^'.>\  ^^' «^)  '^^^^  •^«ht 

<•'<  *  w     erkennen,  dass  die  Eben^,  Welche  durch  ~zweiwon^di^i~b^^^  Gmnd-  oder  Polardurch- 

messrnm  himiBr^b  lgieltt,ifAir.Bei:tthraine^  J/^lUtaf^^^fc^^.^^^^  1^ 


S;  ir.  Ifti  »IS^  Kramm«^  fMtefe^  ItikMbtf  «Mnong.  iW 


Gebraach  zu  machen,  was  jedoch  von  nns  hier  nicht  geschehen  ist,  nm  die  EigenthündichtaritjUr 
neuen  Formeln  mehr  an  die~3pi4e  stMten  isa  köWni'  ^       !' ''  "^    '  (  •»  *otj 

Man  kann  die  mdireriei  Foriwpii  jüWWiP .jjp.djew  filfumpip .fiff) SRfnqh^  g^opwie^. ain^l, 


auf  folgende  Art  in  eine  einzige  zusammenziehen.  Stellen  nämlich  (y)  ^  (V) ,  (y")  die  schiefen 
Coordinaten  an  deli *zimr  neufen  System  gcjiidHgeh'Polkrax^n  A^V^^^^f^ 9^  ^es  Punctes  vor,  (  '^'  '''  ^ 
dessen  senkrechte  Coordinaten  m  :dß9f{ß9^^^.,fyaxfL^^e^\Y(,yiy^  f^^  si^  h%\.,u^  n^b.  Aii- 
leitunff  der  im  ersten  Abschnitte  aufffestcJIt^  Glejchunffi^  CS7.  bi),  wenn  man  sie  auf  dieses 
neue  System  m  Anwendung  bringt:  .  >     i      .         4  v  •-»  «v^  i 

-  Y  V  V  r-  •      » 

fohri  4^an' f^er  ^ese  neuen  CaOr.^ihaieh  an  die  Stelle  iierer  y  ,\V '^'' '  ^^i^  1' ^^^  ^^^  i^^  ^^^ 

(«)(y)'+(<0(jT+('O(r)'=W  "»I  («)(i)'+('')(y')'+(«")(y")"=(».),...  :;„,; 

wenn  man  bei  erster^-fie  y^oeflztenten  \W) ,  «(^)^~  (d'')  )len  Beidin'^;migen  (7^.  b.}  gemäss  so  (  *"  *>*J 
bestimmt*  dass  -«^^«1  fii    2T  1  .     r    '   .    >  .  r 

wird,  und  bei  der  andern  61eichi|n|r  jSe'ttoeffizjenleii^X^j^  (^)^  {^')  den  Bedingungen  (73.  b.) 

gemäss  so,  dass  .  >  ^ 

'•!.;!>  ..^  .•  '•■.:i  ■  -  1     ^•«*(^,)lt'>ft(i^'r^a;^(i\')^?^(Sr/):;•  P.7  ...I:  ,:  -.  •-.  •  .  .H 

^di*  wödui^clv  die  tb  IB)  utid  IV)  enthäten^n'  Vormeh  ifen^ 'ih^'I)  iuitt'lIF)  ^fOMiimti  g«ni 
äÄhfich  Werrfön: '  Jaf'^  auch  nn  nrsprrfrig^Aen  CoordiiiÄ^  '••       ^ -    '       '••  •   »^^  « 

ift,  wenn  (x),  (x),  (x")  die  schiefen  Coord^ten()|p^^  Ffllwr^aeil/^ 35,;  A$V,-A^''^ 

tes  bezeichnen,  der  «n  den.Grandaxeq  4^X».AlC^A.X".  zu  senkrechten  Coordinaten  die  u,  u',  n*' 

hat,  80  kann  maii  sö^  die  zweite  dtei^huh^  (m'  Lj  s6  üchi'eibeii /   '■'    '  '  '^  '^  '' ') 


wodurch  sie  am  Polarsysteme-  dieseÄe  *Forb  wie  die 'erste -am' Grundsysteme  annimmt,  somit  ^  ''^  **^^ 
alle  vier  Fälle'  in  eine  einzige  Fottti  ^isiamnieiige&eqiL  vi « '   i    '-^  '>>'  •  '  i    '  :i    ;  "  I :    ;  >    '    :  i 

i>  '21ä^)  Wir  wisHen  JetaällD  dirier  N^bm*etridlit«iiig  die ^ok(JtO. w)  Us  (m  e.).teifiaenen 
fiRMchungen  U[ieh]^  ibs  Besoiid€nrel«ieiMi,!«m>MlcHe  z  '^balten,(iati8'dendk  siok  eM'iäfftt  «h 
4»Mittge-£r^a(^tfrr  aW  MrilelpnnollfMcHdn^aweftef^'Ohrdottdg :jnit/gi<ls^ 

1}  Lässt  man  da,  wo  Gleichungen  von  der  Form  (70.  a.  bis  c.)  fttr  eiiie  ^ttcHcf,  diie  düf öh 
eine  Gleichung  von  iet  Ersteh  FonÖ  (64^1i0  g^^[ateQ\isl,'\^ütg«i^  sollen,  die  neue  (  .tt   r:j 


-:/• 


und  A4-C7  i  wMt  «o  nebneii  di»  Bedingmigeo  (7Qi  a.)  jetsf«  #e  »iKlMlfllwn^-  t^pwkinB.  Ge- 

Cf«.  •.*)  «.AA,  +  «;A'A:=;:0.,:  ,A"=0„  .  Ai'?^f>i  ,,  ,,:  ,,,:.. 

dem  ziifolge  trerden  die  CHfelchang«tt  (70.  b.}h'diesata  Mtoc  ' 

CM.».*)..-  awA*+«;A:*s=^(«,),    «|S.Ar+«; A.''=^K), ♦<===(<) ',.^ 

und  ntm 'g«ibt  die  Cnddrang  (7^  <^D' "'' <^  l>c^i>^^>^  ^''^ :    ■•'■'■■'■''' 

(»•.•.*)  ' '(«.)f+(«:)y*+«.^r=C!'.) »....: " 

•  ■     ,    • '  •        -  •■   '       •      ♦ 
in  Bezug  auf  welche  die  letzte  Gldchnng  (70.  b.*}  ganz  tiberflttflsig  geworden  ist. 

n}  Lässt  man  da,  wo  Glelcliungen  voitf  der  Form  (74.  >  bis  e.}  filr  eine  Fläche,  die'  durch 
eine  Gleichung  von  der  ersten  Form  (64  a.}  gegeben  ist,  aufgefiinden  werden  sollen,  die  neue 
Polaraxe  A^"  in  die  ursprünglich  vorhandene  Grundaxe  AX'^  fallei^  so'  dass,^Ji/,)=0,  (1^)==0 
und  (/ft)=zi  wird,  so  nehmen  die  Bedingungen  (71.  a.}' die ' nachsteh^de  besondere  Ge- 
stalt anf'  '  '••••'•':•  .  ■  ^    ••'  ^'i  . -.  •' 

dem  zufolge  werden  die  Gleichongen  (71.  b.}  jetzt: 

c«i.k.*)  «,(^'+«i(.</)'=={5^!£)»-,  «.(^oM-«;w=W»t^/Wiii:t!r.')*r,' 

und  nun  geht  die  Gleichung  (71.  c)  über  in :' 

in  Bezug  auf  welche  die  letzte  «l^ft^hting  (7i  b*}  gmi  llk^prlttsiig  itird/.  ;      ,  ^ 

DT)  Lüsst  man  da,  wo  Gltiänmgeii  H^h  d|er  Farm  (72.  ja«  bia  c}  fikr  eine  FUche,  die  durch 
mm  (Simimm  y<w|:.der  zweiten  Farm  (ßi.  %)  gegeben  iai,  anfg^fimdeif  iK^tr^m  foüen^die 
neue  Grundaxe  AY''  mit  der  .iwvrt^gUcben  Solaraxe  ^S."  zuaap|iiei)la)^n^  so,  dass  Ca^zO, 
(X=0  und  C^'=(K'  wird,  sq  nehmen  die  .Bedingungen  Q2.  a.}  die  nachstehende  besondere 
Gestalt  an:  --'.-'.: 

CM.  •.♦)  5,cc,+3;c'c;=3d ,  C"=o  ,^  c;'=o ; 

Jem  zufolge  werteri  die  Gldchungcn  (72. ;b.)  jetzt:       '  •  '    * 

und  nun  geht  die  Gleichung  ^2.. cXUlMiif- an:  -    ,  ,  .  , 

in  Bezug  auf  welche  die  letzte  Gleichung  (72L  k*}  völlig  ttkmUiUsig  gew<irden  ist, 

IV)'  Lisst  man  da,:'wa<61fiofaungeii  vm  4«r.F«lrm  (73<a<  bia  c)  Atr'eJüa/FHacbe,  die  jiarch 
eine  OkicfaH^  i^on  der  iweiten.Foin  (64^ &]>'  gegeben, ia^  wfgesKtfht  werdßi^.üQlIen,.  die  neue 
Polaraxe' Ag^r  In  .der  msiprilngligben  A>3rr:üefan::bteibM,  aq  4w  (J&):4;(>.r.  (ri)i=3;0  vß4 
(rV)  =  (S^  wird,  so  nehmen  die  Bedingungen  (73.  a.}  untar  diesen  Umständen  dJM»  ,nafHrt^jlynde 
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Ami  zufolge  vreriem  die  GkadMogiai  (73.  b.)  jetet: 

mid  mm  geht  die  Gleichmig  (73.  o.}  liber  in: 

in  Bezug  auf  welche  die  letzte  Gleichung  (73.  h.)  vollkommen  ttberflüfl^ig  wird. 

Was  erstens  die  Gleichungen  (70.  a.*  bis  c.*}  betrifft,  so  zeigen  die  (70.  a.*},  dass  die 
Axen  AY,  AY'  aller  möglichen  neuen  Systeme,  deren  driUe  Axe  AY''  in  die  AX''  Mit,  mit 
denen  AX,  AX'  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen^  dass  also  die  Projectionszahlen  A,  A' 
und  A|,  Ai  eben  so  gut  auf  die  aus  den  Axen  AX^AX'  und  AY,  AY'  gebildeten  ebeneui 
wie  auf  die  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  und  A  Y ,  A  Y",  A  Y''  gebildeten  rämiilichen  Systeme 
bezogen  werden  können.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  Punct  O  der  Axe  A  X"  eine  Ebene 
gelegt,  welche  mit  der  Coordinatenebene  XAX'  parallel  läuft  und  die  vorgelegte  Mittelpuncts- 
fläche  in  einer  wirklichen  Curve  schneidet,  so  wird  diese  Curve  durch  die  Gleichungen 

x"=j"    und    «,x'  +  c»;x'^  +  «;'x'"=(^.) 

dargestellt,  wenn'  f  den  Abstand  A  D  bezeichnet,  oder  auch  durch  die  eine  Gleichung 

i*.x'  +  a;x'>=:Oi.)-<x''S 

wenn  nuin  diese  auf  ein  ebenes  System  heziel^t,  dessen  Axen  DX  und  S>X  durch  den  Punct 
D  gehen  und  mit  denen  AX  und  AX'  paraUel  laufen;  es  wird  aber,  den  im  vorigen  Paragra- 
phen Nt.  186.  gegebenen  Erörterungen  femäss,  diese  Gleichung  in  eine  andare  von  der  Form 

4 

an  jedem  andern  ebenen  Systeme  übergefiihrt,  dessen  Axen  DY  und  DY'  mit  den  vorigen 
eineriei  Spitze  und  Ebene  haben,  wenn  die  ProjectionszaUen  A,  A'  und  Ai,  A|,  welche  diese 
neuen  Axen  DY,  DY'  an  denen  DX,  DX'  jenes  ersten  ebenen  Systems  liefetn,  die  erste 
Bedingung  (70.  a.*}  einhalten  und  die  Coeffizienten  (a,) ,  («^)  der  letztem  Gleichung  durch 
die  zwei  ersten  Gleichungen  (70.  b.*}  bestimmt  werden.  Desswegen  und  weil  die  Axen  DX, 
DX'  denen  AX,  AX'  parallel  sind,  werden  zwei  mit  denen  DY,  DY'  parallele  Axen  AY, 
AY'  in  Veri>indurig  mit  der  in  AX"  fiegenden  AY"  alle  Bedingungen  (70.  a.*)  erflUlen  und 
die  Gleichung  (70.  c.*}  liefern,  wenn  (ce«)  und  (cxo)  wie  zuvor  durch  die  zwei  ersten  Gleichun- 
gen (70.  b.*)  bestimmt  werden.  Weil  aber  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  zat 
Folge  die  Axen  D  Y  und  D  Y',  welche  zu  einer  Diametralgleichung  führen,  immer  die  Lage  von 
zwei  conjugirten  Durchmessern  der  Sehnittcurve  bestimmen,  so  spricht  sich  in  den  vorstehenden 
Belrachtungen  der  nachfolgende  Satz  aus:  Man  kann  ans  einem  Coordinatensysteme, 
an  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  eine  vorgelegte  Mtttelpunctsfläche  durch  eine 
Gleichung  von  der  ersten  in  (64.  a.)  enthaltenen  Form  dargeslellt  wird,  eine 
Menge  neuer  aus  den  Axen  AY,  AY',  AY"  zusammengesetzter  Coordinatensy* 
Meme  ableiten,  an  denen  dieselbe  Fittobe  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
(70.c.*3  dargestellt  wird,  wenn  man  die  eine  Axe  AY"  in  der  AX"  liegen  und  die 
zwei  andern  A  Y  und  A  Y'  den  conjugirten  Durchmessern  irgend  eines  der  Cifordi- 
natenebene  XAX'  parallel  geführten  Schnittes  der  Fläche  parallel  sein  Usst 
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Was  zweitens  die  Crleichimgeii  (71.  a.*  kto  c*)  belrift,  so  Illsst  skk  die  (Tl.  a*)  bhI 
Zozidiiiog  derer  (71.  b.*)  so  schreiben: 

und  diese  geht,  nach  Aussage  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (57.  b.},  wenn 
(y),  (y'),  (y'')  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Polaraxen  AS9,  AJ)',  A^"  von  demselben 
Puncte  vorstellen,  der  an  den  Grundaxen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  die  senkrechten  Coordmaten  v ,  v',  v" 
giebt,  über  in: 

(«.  {Af + «;  {Aj)'  (y)' + («.  {^,y + «;  (^n  ity + «;'  (yt = w ; 

es  verwandeta  sich  also  die  Gleichungen  (70.  a.*  bis  c.*)  in  die  (71.  a.*  bis  c.*),  so  wie  man 
bei  jenen  die  neuen  Axen  A Y ,  AT',  A T'^  durch  deren  Polaraxen  ersetzt,  worin  sich  der  fol- 
gende Satz  ausspricht:  Man  kann  aus  einem  durch  die  Axen  AX,  AX',  AX''  gebilde- 
ten Coordinatensysteme,  an  welchem  eine  Mittelpunctsfläche  durch  eine  Glei- 
chung von  der  ersten  Form  (64  a.}  dargestellt  wird,  eine  Menge  neuer  aus  den 
Axen  AY,  AY',  AY''  zusammengesetzte  Coordinatensysteme  ableiten,  an  denen 
dieselbe  Fläche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (71.  c.*}  dargestellt  wird, 

wenn  man  die  eine,  diesen  neuen  Axen  entsprechende  PolaraxeA^''  ^^  ^^^  ^i" 
neu  ursprünglichen  Grundaxe  AX"  liegen,  und  die  zwei  andern  neuen  Polar- 
axen AS)  nnd  AS)'  irgend  zwei  conjugirten  Durchmessern  einer  mit  der  Ebene 
XAX'  parallel  geführten  Schnlttcurre  der  vorgelegten  Mittelponctsfläche  pa- 
rallel laufen  lässt. 

Was  endlich  die  Gleichungen  (72.  a.*  bis  e.*)  und  (73.  a.*  bis  c.*}  anlangt,  so  ist  es 
leicht,  das  hierher  Gehörige  aus  dem  zuvor  Gesagten  abzuleiten.  Ist  nämlich  eine  Mittelpuncts- 
fläche  durch  eine  Gleichung  von  der  zweiten  in  (64.  a.)  stehenden  Form: 

j,u'+a;u"+j;'u"»=w 

gegeben,  und  schreibt  nran  diese  so : 

SO  geht  dieselbe,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (57.  b.}  zur  Folge,  wenn 
(x) ,  (x'} ,  (x")  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Polaraxen ' A X ,  AS',  A X"  von  demselben 
Puncte  vorstellen,  der  an  den  ihnen  entsprechenden  Grundaxen  AX,  AX',  AX",  worauf  die 
gegebene  Gleichung  sich  bezieht,  die  senkrechten  Coordinaten  u,  n',  u"  giebt,  über  in: 

*.  6'  w + «  €;»  {xy + 3":  (K'»  (xt= w  , 

und  weil  diese  wie  die  von  der  ersten  Form  (64  a.}  wieder  in  schiefen  Coordinaten  gegeben 
ist,  nur  dass  letztere  sich  jetzt  auf  die  Polaraxen  AX,  AX',  AX"  beziehen,  so  müssen  auch 
die  beiden  vorigen  Sätze  bei  ihr  noch  wahr  bleiben,  wenn  man  in  ihnen  an  die  Stelle  der  Grund- 
axen AX,  AX',  AX"  die  Polaraxen  AX,  AS',  AX"  treten  lässt,  wodurch  man  zu  den  nach- 
stehenden Satz  hingeführt  wird :  Ist  eine  Mittelpunctsfläche  durch  eine  Gleichung  von 
der  zweiten  Form  (64.  a.}  gegeben,  so  kann  man  aus  dem  zu  dieser  Gleichung 
gehörigen  Coordinatensysteme  noch  eine  Unzahl  anderer  Coordinatensysteme 
ableiten,  an  denen  dieselbe  Fläche  wieder  eine  Gleichung  von  der  ersten  so- 


«   . 
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wohl  als  yan  der  zweiten  Form  (^64.  a.}  liefert;  man  hat  nur  im  ersten  Falle  eine 
der  neuen  Grundaxen  kX'\  im  andern  Falle  eine  der  neuen  PoIaraJcen  k^'  in 
der  einen  ursprünglichen  Polaraxe  AX"  liegen  zu  lassen,  und  im  ersten  Falle  die 
beiden  andern  neuen  Grundaxen  A  Y  und  AT,  im  zweiten  Falle  die  beiden  andera 
neuen  Pola];i^xen  AS)  .und  Ag)\irgend  zwei  conjugirten  Durchmessern  von  einer 
der  Schnittcurven,  die  man  durch  eine' mit  der  ursprünglichen  Polarcoordina- 
tenebene  XAX'  parallele  Ebene  erhalten  kann,  parallel  zu  nehmen. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Sätze  kann  man  in  vielen  Fällen  das  Aufsuchen  v0n  conjugir- 
ten Diametralebeiien  bd  Hilteipunctstfäehen  Zweiter  Ordnung  auf  die  Ermittelung  von  conjugir* 
ten  Durchmessern  bei  Mittelpunctscurveu  zweiter  Ordnung  zurückführen,  und  dann  den  Betrach- 
tungen die  gleiche  Anschaulichkeit  geben,  wie  den  Betrachtungen  der  ebenen  Cunnen. 

214^  Die  durch  die  Buchstaben'  a  und'  b  von  einittader  gehaltenen  Gletdiungea  (70  bis  73) 
der  vorigen  Nummer,  worin  sich  die  Relationen  aussprechen,  die  zwischen  den  Coeffizienten 
zweier  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung  angehörigen  Diametralgleichungen  und  den  Coordina- 
ienifstemeii,  worauf  sich  diese  Omchiugen  beziehen,  statt  finde»  inilsiieh,  laalten  bemeri^en««« 
wertfie  Umgestaltungen  zu,  wodnrch  die  Behandlung  solchör  Gfeidniagett  sehr  eileichtert  wird^ 
fiad  die  wir  desswegen  in  dieser  Namner  mittkeilen  werden. 

Nehmen  wir  zunäclist  die  Bedingungen  (70.  a.)  zilr  Hand,  und  eliminiren  wir  aus  der  er- 
sten und  zweiten  einmal  a\K  und  ein  andermal  a'i  K\  aus  der  ersten  und  dritten  einmal 
ff«  AI  und  ein  andermal  ff»'A[',  aus  der  zweiten  und  dritten  einmal  fflA«  und  ein  andermal 
c^/  As' ,  so  ergeben  sich  seohs  Gleichungen,  die  sich  in  Fonn  von  Verhältnissen  wie  folgt  schrei- 
ben lassen: 

fff  Ei,    \  ff«  A.     :  'fff  Fl    ^^1  A|  As  ~—  A|  As,  X  As  Ai  -~—  As  A|  I  Ai  As  ""^  A|  As  ,    j  i     .  . 

ff.A,  :  ff;A;  i  c<'Ar=A'A;— A"A;:  A,A"~A;'A  -  AA;— A'As  ,  > (94.  M 

ff,As.:  ffU;  :  ff;'A;'=A'Ar  — A"A;  :  A,A"— ArA  :  AA,'— A'A,  ,  )  l 

worin  sich  ein  ganz  gleiches  Verhalten  von  je  einer  neuen  Coordinatenaxe  zu  den  zwei  andern 
ausspricht    Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  man 

«.A  tirp  (AIAr-Ai'AO  ,      ff;A'=p  (AsAr-A^A.)  ,      KA"=rß  CA«A;-A;A,>  ,   i 

ffo  A,  =  e,  CA'  Ar  -  A"  a;)  ,    ff;  a; = p,  (a,  a-  -  a;'  A)  ;    a'i  Ar = p.  (a  a;  -  a' a.)  ,  (  (»4.  m 
ff,As=e,(;A'A;'— a"a;)  ,    ff;A;=es(ArA"~ArA)  ,.  .<a;'=p,(aa;-a'ao  ,  j 

setzen  kann,  wenn  man  p,  pi,  ps  darin  noch  völlig  unbestimmte  Grössen  sein  lasst;  multiplicirt 
man  aber  die  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (74.  b.}  ihrer  Ordnung  nach  mit  A ,  A', 
A'',  die  auf  zweiter  Zeile  stehenden  mit  Ai ,  A,' ,  A^ ,  zuletzt  die  auf  dritter  ZeDe  stehenden 
mit  As ,  A;  ,'  h!l ,  und  addirt  jedesmal  die  drei  zu  einer  Zeile  gehörigen  Gleichungen  zu  einan- 
der, so  erhält  man  mit  Zuziehung  des  im  ersten  Abachnitte  durch  die  obem  Gleichungen  (8i.  b«) 
eingerührten  Zeichens: 

ff,A*  +  «;A'*  +  ffr A'^«  =  e[A]  ,    ff,Ar  +  i/,A;*+ff;'Ar=:-p,[AJ, 

ff,A?+«iA;*+«;'A;''=^.[A],  (w.«.) 

und  diese,  verglichen  mit  den  in  (70.  b.}  festgestellten  Gleichungen  zeigen,  dass 
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C««.«.)   §[!]=:(«.),    -?.[A3=(«;),    f.MrrK')    oder    f  =  (^  ,    e.=-^  .    ?.=  <-!$) 

[A]  [A]  [A] 

getebt  werden  moM,  wodardi  die  Gteiduingen  (74  !>.}  ttbeigehen  in: 

' «.  A  [A] = («.)  (a;  a;'  -  A'.'  Ao ,  ä;  A'  [1] = («.)  (a,  aj'  -  Ar  ao  , 


(W.  •.) 


«r  A"  [A] = («.)  (A.  a;  -  a;  a,)  , 
«,A,[A]=(«;)  (A"a;  — a'  a;o  ,  «; a;  [!]=(«;)  (a  a;'- a"ao  , 

K  Ar  [A] = (««;)  (A'  A,  -  A  a;)  , 
«.  A.  [A]  =  K)  (A'  Ar  -  A"  AO  ,    «;  A;  [A] = «)  (A.  A"-  Ar  A  )  , 

»;'  a;'  [a] = («;')  (a  a;  -  A'  a.)  *)  . 

Da  sich  non  die  deickangen  (71.  a.  nnd  b.}  von  denen  (70.  a.  nnd  b.}  blos  dadnrch  onler- 
fcheiden,  dam  das  Grandsdehen  (^  an  die  SteDe  von  dem  A  getreten  ist,  und  dass  (St)^*, 
(y»)  ^* ,  {S",')  2>r'  steht ,  wo  zuvor  («,) ,  (</,) ,  {u»)  stand,  so  erhalt  man  die  flmen  entsprechen- 
den, denen  (75.  a.}  analogen  Resultate .  ans  diesen  durch  die  gleiche  Substitution,  itibnlich: 

«r  (jfn  liJ)} = («)  2):»  q^  (^.)  -  (^  (^)) , 
«;'(^')[(^]=(3;')3)r((-4(-<)  -  (-^)M.)) . 

Da  femer  die  Gleichungen  (72.  a.  und  b.}  sich  von  denen  (70.  a.-  und  b.)  blos  daAirdi  unter- 
scheiden, dass  das  Grandzeichen  C  an  die  Stelle  von  dem  A  getreten  ist,  und  dass  S,,  3^,  S! 
steht,  wo  zuvor  «, ,  cei ,  «^'  stand,  so  eriiält  man  die  diesen  Gleichungen  entsprechenden,  denen 
(75.  a.)  analogen  Resultate  aus  diesen  durch  die  Reiche  Substitution;  man  findet  so: 

s,  c  [c] = (««.)  (c:  c;' — er  G)  ,  «;  c  [c] = («.)  (c  er  -  c;'  co  , 

y:  c"  [c] = («,)  (c.  c;  -  e;  c)  . 

!«»••.)  '^*,c[c]=(«',)(c^c;-cc;'),  «;e;[c]=:(«;)(cc;'-e'Ci), 

5;'c:'[C]=(«;)(e'c-cc;), 


(«».».> 


*)  DieM  Gleidnmgeii  lauen  lich  lOner  futM,  wem  aiaii  Nchtt  vom  GleichheiMeicheii  die  ProjectioM- 
Mhlen  einfahrt,  deren  Gmndzeichen  onterm  Uebereinkonmcn  inr  Folge  B  itt,  eine  Vereinfoehmg,  die 
wir  jededi  hier  noch  ant  der  Seite  liegen  latien  wollen. 


(fft.«.) 


S.  17.  Nr.  S14.  Kramme  liiehen  swelter  Orduang. 

■ 

j,C[C]=K)(C'cr-c"co ,  a;c;[c]=;:(i»;o(cr-crc) , 

y;c;'[C]=K)(cc;-cco. 

Da  endlich  die  Gleichungen  (73.  a.  und  b.)  sich  von  denen  (7i.  a.  und  b.}  blos  dadurch  un- 
terscheiden^ dass  das  Grundzeichen  (F)  an  die  Stelle  von  dem  {ui)  getreten  ist,  und  dass  ^«, 
^,  S!l  steht,  wo  zuvor  tft,  tf^,  c^t'  stand,  so  ergeben  sich  die  den  jetzigen  Gleichungen  ent- 
sprechenden, denen  (75.  a.)  aoalpgen  Resultate  aus  denen  (75.  b.)  durdi  die  gleiche  Substitu- 
tion, wodurch  man  findet: 

9»  (D  [(P)] = (*.)  3>»  oro  (r;')  -  (rio  (r.)) ,  r.  (r )  mi = W  ^  ((ro  (r:')  -  (r;')  (r.)) , 

«:'  (n  [(F)] = («.)  2>'  ((r.)  (r.)  -  (TT)  (r.))  , 

^'  (r-)  mi = («:)  i»:*  (( n  (r.)  -  (r)  (r.)) , 
«.(r.)  [(r)]=(3'.')2);'*C(n(rr)-(n(r;)),  «(r,)[(h]=(«;')  3>r*Gr.)(r')-(r;')(r)), 

^.'(n)[(r)]=:(«')2>i-((r)(ro-(r')(r.)). 

Aus  den  Gleichungen  (75.  a.  bis  d.}  nun  lassen  sich  mit  grosser  Leichtigkeit  die  umge- 
stalteten entnehmen,  woMif  im  Eingange  zu  dieser  Nummer  angespielt  worden  ist.  Multiidicirt 
man  nämlich  die  drei  vordersten  Gleichungen  (75.  a.)  ihrer  Aufeiaanderfolge  nach  einmal  mit 

A'      A'      AI  A''     A"     A" 

^— r ,  r-7^  9  7-^.  und  ein  andermal  mit  .— r  j  —-. ,  r7R  un<l  addirt  jedesmal  die  drei  resultiren- 

den  Gleichungen,  so  eriiiilt  man  zwei  neue,  und  eben  so  erhält  man  zwei  neue,  sowohl  wenn 

A      A       A  A" 

man  4ie  mittteni  OeidMnffen  (75.  aO  einmal  mit  .—r  i  rk  9  rrk  und  ein  andennal  mit  .— r , 

A"      A"  A       A       A  A'      A'      A' 

7-k  >  /— ?7v  oder  die  hintersten  einmal  mit  7— r ,  7-i ,  .— ^Jr  und  ein  andermal  mit  7— r ,  7-^  9  rin 

(»•)   («•)  («t)    («.)   K)  («•)   («•)   («t) 

multipUcirt  und  jedesmal  die  drei  resultirenden  Gleichungen  zu  einander  addirt  Diese  sechs 
Gleichungen  sind  jedoch  paarweise  die  gleichen,  so  dass  man  eigentlich  nur  die  drei  folgenden 
Gkicbungen  erhält: 

A  A  j^  A|  A|   1^  A»  At  ^^  ^  A  A     »^  A|  Ai  _.  A»  A»         ^  A  A     |^  A|  A|    j^  At  A»  ^^ ^^       ^^^        ^ 

Setzt  man  femer  die  aus  den  vordersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  GMoha- 
gen  (75.  a.}  entnommenen  Werthe  von  A  und  A|  in  die  zweite  und  dritte  ders^en  aitf  dritter 
Zeile  stehende  Gleichungen,  so  stösst  man  zuvörderst  auf  folgende  Resultate: 

«.«ri- [ir=(..)(.;)(.;')[A.-(*^+,^p-A;  C^'+^)l  • ' 


AnalytiBdie  Ctooiaetrie»  *     Alwch.  IV. 

Auf  ähnliche ''Zwei  Gleichungen  stösst  man,  wenn  man  die  Werthe  von  A'  und  Ai  aus  den  mitt- 
lern  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden'  Gleichungen  (75.  a.}  in  die  erste  und  dritte 
der  auf  dritter  Zeile  stehenden,  oder  wenn  man  die  Werthe  von  A'"  und  A^  aus  den  letzten 
auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  der  dritten  Zeile  ein- 
setzt; von  den  so  in  Allem  sich  ergebenden  sechs  Gleichungen  führen  aber  je  zwei  immer  zu 
dem  gleichen  Kesultate,  wesshalb  wir  zu  den  vorigen  beiden  nur  noch  die  eine  gesellen: 


<<AaÄr=w«)K)[Arc,^+^)-A.c^'+^H. 

Die    letzten    drei    Gleichungen    geben    mtt    Zuziehung    derer    (76l  ,a.),    zufolge    welcher 

CA  A      ,    ii|  A|  ^        A«  Aj  j  ^A  A      ,    A|  A|  -^        Aj  Af    .  , 

,       ■.  ^,i[Ä]-=(,.)(.;)W)(^+*^+^p. 

I 

multipücirt  man  diese  letztem  Gleichungen  aber  ihrer  AufeiniamdeilMge  naeh  mit  m%  ,  a« ,  Mi 

und  addirt  sie,  so  findet  man  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (70.  b.)^  dads 

'         ■         *  «         . 

(«•.».)  «.«;tf;'[A]» =(«.)(«;)(«;') 

ist,  und  ndtlebt  des  hieraus  Tür  [A]'  sich  eingebenden  WertKes  unhüim  iBnrrHrnn  filriffcungnn 
die  folgende  Form  an: 

i         A"^       A"*        A"'  i        Ä"        A'*         A'*  i         A*         A*  A* 

"••••)•      «;'~(«.)^(«;)^(5r).'   c^;"^M^(c^;)^W   a~(äy{</.yw)  ^' 

Die  Gleichungen  (76.  a.  und  c.}  sind  sehr  merkwürdige  Umformungen  derer  (70.  a.  und  b.), 
und  ähnliche  Umformungen  der  Gleichungen  (71..  a.  und  b.}v(72.  a.  und  b.},  (73.  a.  und  b.) 
(  /     hissen  sich  in  analoger  Weise  aus  den  Gleichungen  (75.  b.},  (75.  a},  (75.  d.)  herholen,  die 

man  jedoch  noch  bequemer  aus  den  so  eben  erhaltenen  durch  die  vorhin  angegebenen  Sub- 
«titationen.  onmiltelbar  erhalten  kann.  Man  mag  den  einen  oder  andern  Weg  einschlagen,  so 
gelängt  man  in  jedem  Falld  aus  den  Gleichungen  (71.  a.  und  b.)  zu  deu  folgenden : 


*)    Diese  Gleichangen  lauen  sich  auch  anmittelbar  aus  denen  (75.  a.)  herleiten,  wenn  man  die  vordem  mit 
A ,  A,  f  A, ,  die  mittlem  mit  A',  A| ,  A^ , .  die  hintern  mit  A'',  A[\  A^'  multipücirt  und  jedesmal  die  drei 

Prodactengleichnagto  sa  einander  addirt 


fi  17.  Kr.  SIS.  Krarntte  VnehcB  zweiter  Ardnung. 


-  ..«';~'(*.)S)»"^(3;)d;'"'"(ä';)®;"  '   «;~{^,)2)*"^(5;).S)."'^(^;)sy,'» ' 

Eben  so  führen  die  Gleichungen  (72.  a.  und  b.}  zu  folgenden: 

Cr*'      p  p'      p  p'  p f^"       p  p"  '    P  p" 

(«.)  ■*"  («;)  "^  («;')  ~    '    («.)  "^  {«;)  "*"  («;') 

(«.)  ^  («;)  ^  («;-) 


5,-*(«.)'^(«;)'^(«;') 

imd  Ae  (73.  a.  ond  b.}  gd>en: 


(nin  ,  (r.)(ro  ,  (ro(r.)_       (r)(n    (r.)(r;')    (r^(ro_ 

W^  "^  (d'.)  2>r  ^  (dV)  2);'*  ~  V  w  25*  ^  («;)  %*  ^  w  2);"  —  * 

(r)  (n    (ri)  (r;o    (r.)  (r/)  _ 
(5.)  2)»  ^  W2)'.'  ^  (3;')  2);'*  ~    ' 


Cw*  ■«) 


«.«'.«;'Mr=(5.)(5;)(5;')2)'2)r2)r,  cw.».) 


Cm* «.) 


(m.«.) 


5.  y.  3-;  [c]* = («.)  («;)  k)  ,  cw-  ».> 


(W.e.) 


(«•.  •.) 


s»  a;  a;'  [(r) j = {s,)  (y.)  («r)  2)»  %*  2)r* ,  et*  ».> 


«;'  ~- (*.) 2)" "•"  (y.)  ^?  "^  W)  2);'* '    a; — (*,) 2>' "•"  (IJ)^  "^  (y/)  2);'» ' 

*. — («.)  5)*  "^  (y.)  2);»  "•"  («;')  2)r ' 

215)  Wir  können  nun  noch  mehrere  andere  wichtige  Eigenschaften  der  zu  einer  und  der- 
selben mit  einem  Mittelpunct  versehenen  Fläche  zweiter  Ordnung  gehörigen  Diametralgleichungen 
aus  den  bisher  gelieferten  Gleichungen  ableiten,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll 

l)  Ein  auf  die  einander  entsprechenden  Gleichungen  (70.  b.}  und  (76.  c.}  geworfener 
Blick  zeigt  unmittelbar,  dass,  wenn  die  Coeffidenten  der  einen  von  zwei  za  dei^elben  Mittel- 


it9.e.J 


«M  Analytische  fieonatrie.  .     .  Atack  IV. 


punctslUiche  zweiter  Ordiiiing  gehörigen  Gleichiuigeii  mit  sdiiefeii  Coordinoleii ,  4ie  siek  beide 
auf  reelle  Coordinalensysteme  beziehen  und  eineriei  constantes  Glied  haben ,  alle  drei  eineriei 
Torzeichen  haben,  die  in  der  andern  Gleichung  nothwendig  auch  einerlei  und  zwar  dasselbe 
Vorzeichen  besitzen  messen,  und  die  Vergleichung  der  einander  entsprechenden  Gleichungen 
(71.  b.)  und  (77.  c.),  (72.  b.)  und  (78.  c),  (73.  b*)  und  (79.  c.)  zeigt  noch  Oberdiess,  dass 
der  hier  ausgesprochene  Satz  noch  wahr  bleibt,  auch  wenn  die  eine  oder  die  andere  oder  aadi 
beide  von  jenen  Gleichungen  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufgenommen  habea 

• 

s 

n}  Ouadrirl  man  die  Gleichungen  (75.  &}  und  setzt  man  fttr  [A]*  dessen  Werth  aus  (76.  b.) 
ein,  so  werden  sie: 

(tft)(tft)  AI flf^rA'  A"        A"A'V         (ftp) (tff )  Kfi^^^9^9  rk    a"       A"  A  V 

-^j^A_-^(A.A,-A.  AO    ,     -J^A    -.^(A.A,  -A,AO    , 

(tf •)  (tft )  At tfftf»  rkff  A' Ä'  A"V        (<*t)(tffj  Afi  .^  ^t«f  rk    A" A"  A  V 

——A,_-—{^AA,—AAO,     -^^A,  _-^(AA.-A  AO    , 

Mj^A'n fJif^rA'A  A  A'V 

(tf »)  (tf»)  .j ffL?!*  TA'  A'^         A"  A'V  (tfe)  (^p)  a#« *>f»  <<•  /-a     a//        a#^    a-v« 

— ^A._-^(A  A,  -A    A.J    ,         ^^,^     A._-^-(A,A   -A.    AJ    , 

O^sIlf^Ä"* ^^il^rx  k'     A'  A  V 

woraus  sich  sogleich  schliessen  lässt,  dass,  wenn  die  zu  derselben  Hittelpiinctsfiflfhe  zweiter 
Ordnung  gehörigen  Diametralgleichungen  mit  schiefen  Coordinaten  sich  beide  auf  reelle  Coor- 
dinatensy$teme  beziehen,  und  einerlei  constantes  Glied  besitzen,  die  Quotienten' 

(tf ;)  (O        (a.)  W        WK)        M^        a^        a^ 

(«.)    '     («;)   '     («;o  '    «•  *    «;  *    «v 

sämmtlieh  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  in  sich  tragen  müssen,  was  mit  der  Aussage  in  1}  zusam- 
mengehalten nichts  anders  sagt,  als  dass  unter  den  Coeffizienten  der  einen  Gleichung  eben  so  viele 
positive  und  negative  Zahlen  vorkommen  müssen,  wie  unter  den  Coeflizienten  der  andern  Glei- 
chung, und  die  analoge  Behandlung  der  Gleichungen  (75.  b.},  (75.  c.}  und.  (75.  d.}  zeigt  noch 
^erdiess,  dass  der  so  eben  aufgestellte  Satz  noch  wahr  bleibt,  auch  wenn  die  eine  oder  die 
andere  und  selbst  beide  Gleichungen  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aufgenommen  haben. 

in}  Die  im  ersten  Abschnitte  aufgestellte  Richtungsgleichung  (51.}  auf  die  drei  neuen 
Axen  AY,  AY",  AY"  angewandt,  giebt  an  den  drei  Grundaxen  AX,  AX',  AX"": 

l=A*  +  A''  +  A"»  +  2AA'cosW  +  2A  A"cosW'+2A'A"cosW^ 
l=Ar  +  A;«+Ar'  +  2A.A;cosW  +  2A.ArcosW'+2A;ArcosW", 
l=A;  +  A;*  +  Ar;l-2AtA;cosW  +  2A»A;'cosW'+2A;A;'cosW". 


S*  .17.  Nr.  215.  Krumme  Fliohen  zwe|ter  Ordnung^.  489 

DiTidirt  um»  diese  Oleichnngen  ihrer  Ordnung  nach  mit  (er«) ,  (at\ ,  (ccö)  und  addirl  sie  hierauf 
zusammen,  so  erhall  man: 

j  j  j  A*  A^  A^  A'*         A'*         A'*  A"*        A"^        A"^ 

.  («.)  ^  («;)  ^  («;')  "^  («•)  ^  («;)  ^  k)  ^  («.)  ^  («;)  ^  k)  ^  («•)  ^  («y  ^  («;') 

\{cfp)  (tfj  («,)/    '  \(cifo)  («o)  («•)/ 

(A'A"       A'A"       A'A"\ 
(«.)         («.)    '    («•)  ^ 

welche  Gleichung  mit  Zuziehung  derer  ^6.  a.  und  c.}  übergeht  in: 

Ebenso  liefert  dieselbe  Richtungsgleidiang,  auf  die  drei  neuen  Polaraxen  A  ^ ,  A^',  A  §)"  M- 
gewandt,  an  den  drei  ursprünglichen  Grundaxen: 

1  =  (^'  +  (^)»  +  {A'y  +  2  (^  {A')  cos  W  +  2  (A)  {J")  cos  W'-h  2  (A)  (J")  cos  W", 
1  =  (^.)*  +  (-«)'  +  (-^T  +  2  (-^i)  (^y  cos  W  +  2  (^.)  (^lO  cos  W'+  2.(^0  (u^')  cos  W", 
1  =  {A;f  +  (^0*  +  (^')*  +  2  (^0  (^0  cos  W  +  2  {J,)  {J',')  cos  W'+  2  {^0  (^r)  cos  W", 

und  dividirt  man  diese  ihrer  Ordnung  nach  mit  (S,) 2)* ,  (d^) !£),'* ,  (^') ^t* ,  nimmt  hierauf  die 
Summe  von  allen  dreien,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  ^77.  a.  und  c.^: 

i       i_i_  ,  _J__1  ,  i  ,    1 


Femer  giebt  die  iin  ersten  Abschnitte  aufgestellte  Richtungsgleichung  (52.  a.},  auf  die  drei  neuen 
GnuMhxen  aagewan<tt,  an  den  ursprilnglicbie»  (grundaxen: 

1=  |c'+|;c'«+  |;c"'+(|+|)c  c'+(|:'+|)c  c"+(|+|)  c  c" , 

t 

4  —  —  P»  -L  ^  P'«  _L  ^  P"«  _L  f  ?L  -±-     ■*  i  P   P'  -J_  f*^    _I_  ^    »  P   P"  _J_  I   IzL  _J_  *^    I   P'  P"   . 

addirt  man  aber  diese  drei  Gleichungen  zu  einander,  nachdem  man  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit 
(0(0)9  {^9)9  {(xf%)  dividirt  hat,  so  erhält  man,  die  Gleichungen  (78.  a.  und  c.)  berücksichtigend: 

1         1  1  21       *  811         8U' 

(^g  +  (ig + K)T^"^^: "^ ^^' ' 

oder  mit  Beiziehung  der  im  ersten  Abschnitt  mitgetheilten  Gleichungen  (ßßJ) : 

(«».)  "^  («;)  "*"  («;') — a,  (T  "^  ^.  g;»  "^  ^W  '  ^***  ""^ 

I.  62 


1 


4M  Anal7ti3che  Geometrie«  Absch.  IV« 

Dieselbe  Richtungsgleichung  (52.  a.}  giebt,  auf  die  drei  neuen  Poiaraxen  angewandt,  an  den 
ursprünglichen  Grundaxen: 

1= I  iry+  |(n'+|(n'+(| + |)(r)(r)+(|>|>rxn+(|  +|)(rxn , 

und  addirt  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander,  nachdem  man  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit 
(S,)  !D* ,  (d;)  !D;'  ,  (dV)  £>;"  dividirt  hat,  so  erhalt  man  mit  Racksichtsnahme  auf  die  Gleichungen 
(79.  a.  und  c): 

t     ,     i    _L     1 SC  .   «;       SU' 

(«.)  D'  "•"  (d;)  3):*  "•"  («;')  ©r  ~"  <j.  6  "^  y.  e;  "^  ävW ' 

oder  mit  Beiziehung  der  eben  erwähnten  Gleichungen  (36.): 

In  den  Gleichungen  (60.  a.  bis  d.}  sprechen  sich  einfache  und  wohl  zu  beachtende  Relationen 
aus,  die  stets  zwischen  den  Coeflizienten  zweier  derselben  Mittelpunctsfläche  angehdriger  Dia- 
metralgleichungen stattfinden  müssen. 

IV)  Es  sind  zu  Ende  der  Nr.  208.  zweierlei  Arien  von  conjugirtcn  Halbmessern  bei  Mit- 
telpunctsflächen  der  zweiten  Ordnung  zur  Sprache  gebracht  und  durch  die  Benennung  der  Grund- 
oder Polar -Halbmesser  von  einander  unterschieden  worden.  Hat  lian  nämlich  eine  Diametral- 
gleichung in  schiefen  Coordinaten  von  der  Form 

cTo  x^  4- «;  x" + «;'  x" = (ju.) , 

und  bezeichnet  man  durch  s»,  s«,  s«'  die  reellen  oder  imaginären  conjugirten  Halbmes- 
ser der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Mittelpunctsfläche,  so  ist  jenen  Betrachtungen 
zur  Folge: 

IM.  ••}  ^^  _  s«  ,      -^  _  s,    ,     ^  _  s.    , 

hat  man  hingegen  eine  Diametralgicichung  in  senkrechten  Coordinaten  von  der  Form: 

und  schreibt  man  diese  so: 

oder  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (57.  b.)  gemäss: 

S.  (P  (x)'  +  y.  6.-  (xT  +  S:  S;"  (x7  =  (r.) , 

so  ist  diess  wieder  eine  Gleichung  in  schiefen,  wiewohl  jetzt  auf  das  Polarsystem  bezogenen 
Coordinaten,  und  bezeichnet  man  die  zu  diesem  Polarsystem  gehörigen  conjugirten  Halbmes- 
ser durch  (s») ,  ($•) ,  (s«") ,  so  ist  in  derselben  Weise  wie  zuvor : 

/ 


I 
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Die  conjug^irten  Halbmesser  So  9  s, ,  So'  liegen  in  den  Riebtungen  der  Grundaxen,  die  (So) ,  (s«) ,  (so) 
in  den  Riebtungen  der  Polaraxen  desjenigen  Coordinatensystems,  worauf  die  pleicbung  sich  be- 
ziebt,  und  aus  diesem  Grunde  baben  wir,  um  beide  von  einander  unterscheiden  zu  können,  jene 
die  conjugirten  Grundbalbmesser^  diese  die  conjugirten  Polarbalbmesser  genannt.  Dieses  vor- 
ausgesetzt ist  erstlicb  da,  wo  man  auf  dem  in  Nr.  213.  1}  angezeigten  Wege  aus  einer  Glei- 

cbung  von  der  Form  «ox'+«ix"+«i'x"*z=i(f*o)  zu  einer  von  der  Form  (tf,)y'-j-(«'o)y'*+(«i')y''*=C*'*) 
gekommen  ist,  nacli  Aussage  der  Gleichungen  (81.  a.}: 

wenn  s«,  s»,  s.  und  er«,  a'o^  c*i  die  zur  ersten  und  zweiten  Gleichung  gehörigen  conjugirten 
Grundhalbmesser  vorstellen;  in  Folge  dieser  Gleichungen  verwandelt  sich  aber  die  (80.  a.} 
in: 

Zweitens  ist  da,  wo  man  auf  dem  in  Nr.  213.  II}  angezeigK^n  Wege  aus  einer  Gleichung  von 
der  Form  i«,x»  +  ä;x"  +  «;'x'"  =  (.«.)  zu  der  andern  (^•)v*  +  (5;)  v"  +  (a;')v'"  =  (^/o)  gekom- 
men ist,  nach  Aussage  der  Gleichungen  (81.  a.  und  b.}: 

wenn  s« ,  s» ,  s«'  die  zur  ersten  Gleichung  gehörigen  conjugirten  Grundhalbmesser,  (<;») ,  ((^) , 
((To')  die  zur  zweiten  Gleichung  gehörigen  conjugirten  Polarhalbmesser  vorstellen ;  in  Folge  die- 
ser Relationen  verwandelt  sich  aber  die  Gleichung  (80.  b.}  in: 

sj + s;« + sr = K)' + (<^.)' + W .  (M.  *•) 

Drittens  ist  da,  wo  man^auf  dem  in  Nr.  213.  111}  bezeichneten  Wege  aus  einer  Gleichung  von 
der  Form  5.u*+yoU'+5;'u"'=(ro)  zu  der  andern  (««)y*+ (a;)y"+K)y'"  =  (>'#)  gekommen 
ist,  nach  Aussage  der  Gleichungen  (81.  a.  und  b«}: 

^ —u\*     iiljL— /g'\»      _WL— /s"^>   und   ^  — rt»      ^ii^— rt"      ("•)_„"«       r«.  ,1 

^,  _(s.)  ,    ^^gj,— W   ,    ^v.g-.,— (s,;     una    („^^  — «^  »    («;)~  *  '    K)~  '    '      ^•■*  **' 

wenn  (s,) ,  (s^) ,  (s^')  die  zur  ersten  Gleichnng  gehörigen  conjugirten  PolarhalbMiesser,  <r, ,  <ri , 
0^'  die  zur  zweiten  Gleichung  gehörigen  conjugirten  Grundhalbmesser  vorstellen;  es  verwandelt 
sich  aber  diesen  Relationen  zur  Folge  die  Gleichung  (80.  c.}  in: 

(s.)'  +  (s'.)'  +  (s;')'  =  öj  +  *;»  +  <s7 .  (»i.  e.) 

Endlich  ist  da,  wo  man  auf  dem  in  Nr.  213.  IV}  bezeichneten  Wege  aus  einer  Gleichung  von 
der  Form  5.  u'  +  S,  u'*  +  S;  u'"  =  (v.)  zu  der  andern  (3.)  v'  +  (y.)  v"  +  (3;')  v'"  =  (y.)  gekommen 
ist,  nach  Aussage  der  Gleichungen  (81.  b.}: 

wenn  (s,),  (s^),  (s^')  und  (0,),  (o^),  (o^')  die  zur  ersten,  und  zweiteo  Gleichung  gehörigen  con- 
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jugirten  Polarhalbmesser  vorstellen ;  es  verwandelt  sich  aber  diesen  Relationen  zur  Folge 
die  Gleichung  (80.  d.}  in: 

Aus  den  Gleichungen  (81.  c.  bis  f.}  geht  hervor,  dass  in  zwei  Diametralgleichungen, 
welche  dieselbe  Mittelpunctsfiäche  darstellen,  die  Quadrate  der  drei  conjugir- 
ten  Halbmesser  stets  dieselbe  Summe  geben,  wenn  man  bei  der  Gleichung, 
welche  schiefe  Coordinatcn  in  sich  enthält,  die  Grundhalbmesser,  und  bei  der 
Gleichung,  welche  senkrechte  Coordinaten  in  sich  enthält,  die  Polarhalbmesser 
nimmt. 

V}  Bezeichnet  man,  wie  schon  (Abschnitt  I.  Nr.  44.}  geschehen  ist,  die  Inhalte  des  ur- 
sprünglichen Grund-  und  Polarsystems  durch  h  und  (h),  die  des  neu  eingeführten  Grund-  und 
Polarsystems  durch  k  und  (k) ,  so  ist  den  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  40.}  anfgestelHen  Glei- 
chungen (84.  a.  und  c.}  zur  Folge: 

[A]*=^  ,    [C]»=h'k'   and    [(i)r=^*  ,    [(r)]'=h'(k)'; 

3  3  3  S 

setzt  man  aber  diese  Werlhe  von  [A]*,  [C]*,  [(-rf)]",  [(r)]*  und  zugleich  die  der  conjugirteii 
Grund-  oder  Polarhalbmesser  aus  (81.  c,  b.,  e.,  f.}  in  die  Gleichungen  (76.  b.},  (77.  b.}, 
(78.  b.}  und  (79.  b.}  ein,  so  werden  diese: 

s:s'.'s'.'»h*=  e\    a'i  «;'*  k*  , 

sjsrs;"h»=(ff,)»K)'(<T;)»(k)» , 

(s.)'(s;)'(s;Te*(§;'6?_  .    -   ... .. 

r^ —  (T.     <f«     <r«      K     , 

(s,;  (s;r  (s;7  6'  g;»  sr  _  ^^^^  ^^^y  ^^.y  (,^^,  ^ 

Erwägt  man  nun,  dass  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (41.}  zur  Folge 

h  ^.  h  *^#,  h  . 


6=  rrrxur.  ,     «I  =  n 


sin  W"  '     "'^  ~  sin  W  '     ^  ~  sin  W 

ist,  und  auch  weil  S,  (£!,  6^'  im  ursprünglichen  Grund«-  und  Polarsystem, völlig  einerlei  Be- 
deutung haben: 

ß_J!!l  ff'-     (*>)  g»-    (h) 

80  überzeugt  man  sich,  dass 

(S*6r6;'*_ h(h^ 

h'        ~8inWsinW'sinW"smaßsinaB'sinaB"  ' 

oder,  weil  kraft  der  im  ersten  Abschnitte  erhaltenen  Gleichungen  (42.}  am  Gnindsysteme    * 

h  =  8inWsinW'sinSB" 

und  am  entsprechenden  Polarsysleme 
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(h)=sin9B8iaaB'8iiiW", 
also 

h  (h) = sin  W  sin  W'sin  W"sin  98  sin  SS'sin  W 
ist, 

ist,  wodurch  die  vorhin  aufgestellten  vier  Gleichungen  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

sj    s?  s?  h»  =  öl    &:   <•  k»   ,  (M«  lu) 

sj  s;^  sr  h*=((f.)'(0;)'(a;7(kr  ,  («-M 

W(«;r(s;7(h)»=  <yj  flivcx;"  k»  ,  (««.••) 

In  diesen  Gleichungen  spricht  sich  der  folgende  Satz  aus:  Bei  zwei  Diametralgleichungen, 
die  zu  einer  und  derselben  MittelpunctsfUche  zweiter  Ordnung  gehören,  ist 
der  Inhalt  des  über  den  drei  conjugirten  entweder  Grund-  oder  Polarhalbmes- 
sern, je  nachdem  in  der  Gleichung  schiefe  oder  senkrechte  Goordinaten  auf- 
treten, beschriebenen  Parallelepipeds  stets  der  gleiche.  Bei  diesem  Satze  kann 
man  die  Quadrate  aller  conjugirten  Halbmesser  immer  ak  positive  Zahlen,  sonach  von  den  con- 
jugirten Halbmessern  stets  deren  wahre  JLängen  nehmen,  weil  der  in  II}  erörterten  Eigenschaft 
gemäss  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (]82.  a.  bis  d.}  stets  gleich  viele  positive  und  ne- 
gative Quadrate  erscheinen,  und  also  in  ihnen  die  negativen  auch  in  positive  Zahlen  umgekehrt 
werden  dürfen.  ^ 

VI)  Führt  man  mittelsl  der  Relationen  (81.  c,  b.,  e.,  f.)  die  conjugirten  Grund-  oder  Po** 
larhalbmesser  in  die  Gleichungen  (80.  a.  bis  d.}  ein,  so  gehen  diese  über  in: 

sj   +  s?  +  sV  =:cl  +c7  +<'  ,  (M.  lu) 

sj  +  s?  +  sV  =((r.)'+ W+K)%  (M.  M 

(So)' + (s;r + {<?  =  <t:  +  c^:  +  <» ,  (m.  ••) 

(s.)*+(s;)'+(s;')'=(<^tr+ Kr+K)%  («•  «o 

welche  sich  in  Worten  so  aussprechen  lassen:  Bei  zwei  Diametralgleicbungen,  die  eine 
und  dieselbe  MittelpunctsfUche  zweiter  Ordnung  darstellen,  hat  die  Summe  der 
Quadrate  ihrer  drei  conjugirten  entweder  Grund-  oder  Polarhalbmesser,  je 
nachdem  die  eine  oder  die  andere  Gleichung  schiefe  oder  senkrechte  Goordi- 
naten in  sich  aufgenommen  hat,  in  allen  Fällen  denselben  Werth. 

Ein  bioser  Blick  auf  die  Gleichungen  (83.  a.  bis  d.)  giebt  zu  erkennen,  dass  man  die 
Quadrate  von  den  einer  neuen,  erst  nodi  zu  suchenden  Diametralgleichnng  entsprechenden  con- 
jugirten Dinrcbmessern  aus  einer,  derselben  Hittelpunctsfläche  angehörigen  und  schon  bekannten 
Diametralgleichung  in  ihrer  positiven  oder  negativen  Bedeutung  vollkommen  bestimmt  schon  an- 
zugeben im  Stande  ist,  so  wie  man  nur  deren  Veriiältnisse  zu  einander  kennt  Auch  gehen  die 
mehrerlei  hier  von  einander  getrennten  Fälle  schon  unmittelbar  aus  dem  zu  Ende  der  Nr.  213. 
angegebenen  Gesichtspuncte  hervor. 
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216)  Die  in  Mr.  214.  ermitlellen  Relationeii  sind  ait<^.  noch  hiareichend  zia;  Ermittelung 

desjenigen  Coordinatensystems,  an  welchem  eine  Mittelpunctsfiäche  zweiter  Ordnung  gleichzeitig 

sowohl  eine  Diametralgleichung  mit  schiefen,  wie  eine  mit  senkrechten  Coordinaten  liefert.    Zu 

diesem  Zwecke  wollen  wir  indessen  den  Gleichungen  (75.  a.  bis  d.)  zuvor  eine  bessere  Form 

ertheilen.  Man  kann  nämlich  den  Gleichungen  (75.  a.}  mit  Zuziehung  der  im  ersten  Abschnitte 

k        ^ 
aufgefundenen  Relationen  (88.  a.},  in  welchen  +  >-  ==  [A]  ist,  zunächst  die  andere  Gestalt  geben : 

h 

«,A  =(cfo)  B  ,    aoA'=:(ao)  B,  ,    «;'A"  =  («o)  B,  , 

«0 A.  =(«;)  B' ,  (^;A;=(tf;)  b;  ,  «;' Ar=(«;)  b;  ,  - 
a.A,={a:)B\  c^;A;=«)Br,  «;'Ar= (!«;') b;', 

welche  Gleichungen,  wenn  man  anstatt  der  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  B  ist,  mittelst 
der  letzten  Gruppe  der  in  (87.}  enthaltenen  Gleichungen  des  ersten  Abschnitts  die  Projections- 
zahlen  setzt,  deren  Grundzeichen  (F)  ist,  übergehen  in: 

«.A  =(«.)  ^^  ,  «;a'=(«.)  ^^ ,  «;' A"=(«.)  (^ , 

CM.».) <«.A.=(«;)^|?,  «;A;=(«'.)^-^^  «;'A:'=(a;)^^ 

«.A,=K)^§^  «;A;=K)^|ä,  «'; a;' =(«;') ^^\- 

Aehnlich  nehmen  die  Gleichungen  (75.  b.}  mit  Zuziehung  der  im  ersten  Abschnitt  milgefheilten 
Relationen  (S8.  c.},  wenn  man  berücksichtigt,  daas  +V^=[('<^)}  ist,  die  folgende  Gestalt  an: 

«.(^)  =(J.)  2)*  (B)    .    «'.(-^)=(*.)2)'  (B.)  ,    «;'(^")  =  («.)a)'  (B.)  , 

tf.(^,)=(5;)3):'(B')  ,  «;(^:)=(5;)2):«(b;)  ,  «;'(^:')=(3'.)5);'(b;)  , 
«.  (^,) = (3;')  d;"  (b")  ,  «;  (^) = (3-;)  2)r  (b.")  ,'  «;'  (^;') = (3-;)  sC,"  (b;')  , 

und  geben,  wenn  man  in  sie  statt  der  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  (B)  ist,  mittelst 
der  ersten  Gruppe  der  in  (87.}  enthaltenen  Gleichungen  des  ersten  Abschnitts  die  setzt,  deren 
Grundzeichen  G  ist: 

(M-  n.) }a.{A^={8:)  d;  c,  ,  .c«;(^)=(5;)  2):  c; ,  c«;'(-^r)=(Ä)  2);  er, 

Eben  so  kann  man  den  Gleichungen  (75.  c.}  mit  Zuziehung  der  im  ersten  Abschnitte  gegebe- 

s 

nen  Relationen  (90.  d.},  wenn  man  beachtet,  dass  [G]  =  +  hk  ist,  woM  das  obere  oder  un- 
tere Vorzeichen  in  densdben  Fällen  genommen  werden  muss,  wo  es  in  den  RelaÜoMn  (90.  d.} 

h  h 

steht,  die  folgende  Gestalt  geben,  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass    .   ^„  =r  6 ,    .   ^,  =  6[ , 

h  k  k  k 

=  e;'  und  ebenso    .   ^,,,=!2),  -r-^r^r,  =  2)1 ,  ^-^rjT-=2);-  ist: 


sinW      "'       sinW; — '*''  sinW; ''  sinW. 
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und  diese  gehen,  M^enn  man  mittelst  der  zweiten  Gnippe  der  in  (89.}  enthaltenen  Gleichungen 
des  ersten  Abschnittes  statt  der  PrcTjectionszaiilen  mit  dem  Grundzeichen  J  die  mit  dem  Grund- 
zeichen {A)  setzt,  über  in: 

ähnNch  nehmen  die  Gleichungen  (75.  d.)  mit  Zuziehung  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetheiüen 
Relationen  (90.  b.),  wenn  man  beachtet,  das»  [(r)J  =  +  h(k)  und  -J^_j)^  _W.^  =<£);, 

.   in  =2)a  ist,  die  andere  Gestalt  an: 
sm  SB, 

5o(r.)(s=(a;')!B;'(^"),  3;(r.)e;=(3;o3);'{^r) ,  «;'(rr)€;'=(5;')i^;'(^i') , 


und  «fiese  gehen,  weon  man  mittebt  der  letzten  Gnippe  der  in  (89.)  enthaltenen  Gleichungen 
des  ersten  Abschnitts  statt  der  Projectionszahlen  mit  dem  Grundzeichen  {^)  die  mit  dem  Grund- 
zeichen A  setzt,  über  in: 

5o(ro=(5;')3);'A. ,  5;(ro=(5;')3);'A; ,  ^;(r;)=(5;')S);'A;'.) 

Aus  der  Fonn  der  Gleichungen  (84.  a.  und  b.}  sowohl  als  derer  (84  c  uad  d.)  geht  herv^, 
dass,  wenn  Von  zwei  zusammengehörigen  Grund-  und  Polaraxen  eines  neuen  Coordinatensystems, 
an  welchem  eine  gegebene  Mittelpunctsfläche  eine  Diametralgleichung  liefert,  die  Stellung  der 
einen  gegen  die  Axen  des  ursprünglichen  Systems,  an  welchem  dieselbe  Fläche  schon  eine 
Diametralgleichung  lieferte,  bekannt  ist,  man  hieraus  allein  schon  die  Stellung  der  andern  zu  den 
Axen  des  ursprünglichen  Systems  erkennen  kann.  Hieraus  folgt  aber,  dass  durch  die  Lage  von 
einem  der  drei  conjugirten  neuen  Durchmesser  zugleich  auch  die  Lage  der  ihm  zugeordneten 
neuen  Diametralebene  gegeben  ist  und  umgekehrt  Diese  Eigenschaft  kann  in  vielen  Fällen  zur 
Vereinfachung  der  Betrachtungen  benützt  werden,  wiewohl  wir  von  ihr  keinen  Gebrauch  machen 
werden. 

Im  Allgemeinen  nun  beziehen  sich  zwar  die  Projectionszahlen  in  den  Gleichungen  (84.  a.  und  b.) 
oder  in  denen  (84  c.  undd.),  welche  A,  A, ,  A,  und  C,  C» ,  C»  oder  (A),  (Ä^)y  [A^  und 
(F) ,  {Fl) ,  (r,)  zum  Grundzeichen  haben,  nicht  auf  dieselben  drei  Grundaxen  AY ,  AY',  AY''  oder 
auf  dieselben  drei  Polaraxen  Af),  k^^  A^",  weil  die  beiden  Formen  (70.  c.}  und  (71.  c} 
oder  (72.  c.}  und  (73.  c.},  welche  aus  einer  und  derselben  Diametralgleichung  hergeholt  wer- 
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den  sollen,  in  der  Regel  an  verschiedenen  Coordinatensystemen  entstehen  werden^  aber  da,  wo 
beide  Formen  gleichzeitig  an  einem  und  demselben  Systeme  sich  bilden  sollen,  hat  man  jene 
Projectionszahlen  immer  als  denselben  drei  Richtungen  angehörig  aufzufassen  und  die  drei  Rieh* 
tungen,  worauf  die  Projectionszahlen  mit  dem  Grundzeichen  A  oder  C  sich  beziehen,  für  die 
Grundaxen  dieses  einen  Systems,  hingegen  die  drei  Richtungen,  deren  Projectionszahlen  (A) 
oder  (JT)  zum  Grundzeichen  haben,  für  dessen  Polaraxen  anzusehen»  Eben  desswegen  haben 
auch  in  diesem  Falle  die  Zeichen  2) ,  !D[ ,  fDa'  in  den  Gleichungen  (84.  a.  und  b.}  oder  in  de- 
nen (84.  c.  und  d.}  völlig  einerlei  Bedeutung,  und  aus  diesem  Grunde  findet  man  durch  kreuz- 
weise Multißlication  sowohl  der  gleichvielten  Gleichungen  (84.  a.  und  b.}  wie  der  gleichvielten 
(84.  c.  und  d.}  unter  der  gemaditen  Voraussetzung: 

iM.  •.)  I  («)  A.  c.  ^?  =  {u'.)  (4.)  (r.) ,  (5;)  a;  c;  3);»  =  («;)  (^)  (r;) ,  («)  Ar  er  ^?  =  («;)  {J'o  {vn , 
( («';)A,c.3)r=K)(-^a)(r.),  (y;) A;c;3)r=:K) (^y  (r.),  (5:)A;'c;'iD;'*=«)(^;)(n'). 

Addirt  man  von  diesen  Gleichungen  immer  die  drei  auf  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  zu 
einander,  so  erhält  mqn: 

(*.)  3)'  CA  C  +  A'  C  +  A"  C") = («.)  ((^  (r)  +  (^')  in  +  [A')  (O)  , 

(3;)  3);»  (A.  c,  4-  a;  cn-  a;'  e;-) = («;)  ((^,)  (r.) + (^i)  (d + (a:)  (r;')D , 
(3-.')  3);"  CA.  c, + a;  c; + a;'  c;o = («;')  C(^i)(r,) + (u/,)  (r.) + (^o  (n'D , 

und  diese  Gleichungen  gehen  mit  Rücksicht  auf  die  iin  ersten  Abschnitte  angegdtene  RiehHings- 
gleichung  C^'O  ^^^  i"- 

worin  sich  eine  Relation  zu  erkennen  giebt,  die  zwischen '  den  Coeffizienten  der  Gleichungen 
C^O.  c.}  und  (jl\.  c.})  sowie  zwischen  denen  der  Gleichungen  (12,  c.^  und  C73.  c.}  staltfinden 
muss ,  wenn  beide  dieselbe  Miltelpunctsfläche  an  einem  und  demselben  Coordinatensysteme 
darstellen  sollen,  mit  deren  Hilfe  die  Gleichungen  C^^.  a.}  eine  sehr  einfache  Gestalt  annehmen; 
ne  werden  nfimlich: 

A  c  =(^  (F) ,  A'C'=(^)(r) ,  k"Qf'=z{j"){r') , 

c»».«.)  <A.c=(^.)(ro,  A:c;=(u^)(ro ,  AI' er =(.«') (r;') , 

A.  c = [A,)  (r,) ,  a;  c; = {A)  (r,) ,  a;'  c;- = {^)  (r;) , 

und  enthalten  gar  keine  CoefOzienten  der  Gleichung  mehr.  Die  Gleichungen  (84  a.}  geben, 
wenn  man  die  auf  einer  Zeile  stehenden  in  einander  dividirt: 


«.A_(r) 

«.  A       (F) 

«;  A'    (F') 

ZJü-in ' 

«;'  A' —  (r') ' 

«;  A"    (o ' 

und  noch  die,  welche  sich  aus  diesen  ergeben,  wenn  man  den  Buchstaben  A  und  F  den  Index 
1  und  2  anhängt.  ~Auf  dieselbe  Weise  geben  die  Gleichungen  C^-  b.}: 
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« 

«id  noch  die,  wetcbe  man  aus  diesen  ,dadm*ch  erhält,  dtas  man  an  die  Buchstaben  ji  und  C 
die  Indexe  1  und  2  anhfingt  Man  sieht  hieraus,  dass,  was  die  Gleidiungfen  (85.  d.  und  e.} 
TOB  den  zusammengehörigen  Grund-  und  Polaraxen  AY  und  A9  verlangen,  gleichmftssig  auch 
bei  denen  AY'  und  A^',  so  wie  bei  denen  AY'^  und  A^'  stattfinden  muss,  wobei  man  noch 
bemerken  kann,  dass  jede  von  diesen  Gleichungen  schon  in  den  zwei  andern  auf  derselben  Zeile 
stehenden  enthalten  ist 

217}  Schreibt  man  die  Gleichungen  (SS.  d.  und  e.)  in  der  Form: 

c^A(r)=£^A'(r),  ctoA(n=«;'A"(r),  «;A'(n=c^;'A''(r) 

und 

setzt  hierauf  in  den  obern  Tür  (P),  (F),  (O»  i«  «len  untern  für  C,  C%  C  ihre  Werlhe 
in  schiefen  derselben  Richtung  angebörigen  ProjectionszaMen,  den  im  ersten  Abschnitte  aufge- 
stellten Relationen  C^'^O  gemäss,  so  gelangt  man  zu  den  nachstehenden  Bestimmungen: 

tf,  A  [C4  cos  W  +  {Jt)  +  {ul')  CO«  W"] = «;  A'  liÄ)  +  (J:)  cos  W + (^')cofl  W], , 
«,  A  i{J)  cos  W'+  (^)  cos  W" + (^')] = <  A"  [(^  +  (^)  cos  W  -f-  {A")  cos  W]  , 
«/,  A'  {{A)  cos  W'+  {J')  cos  W+  (^')] = «'.'  A"  [(J)  cos  W + (^)  +  (A')  cos  W] 

and 

«».(^  [AcosW+A'+A"cosW"]=«'.  {A)  [A  +  A'cos  W  +  A"co8  W]  , 

et,  (A)  [A  cos  W'H-  A'cos  W"+  A"] = a"  (A")  [A  +  A'cos  W  +  A"cos  W]  , 

i/,  (A)  [A  cos  W'+  A'cos  W^-  A"] = (/,'  {A')  [A  cos  W + A'+  A"cos  W"]  ; 

zieht  man  aber  die  drei  letzten  Gleichungen  der  Reihe  nach  von  den  drei  vor  ihnen  stehenden 
ab,  so  findet  man: 

€tJiA{A:)'-A'iAß+«eJiA.  (^')— A"  {ui)}co»W'=t^  [A'  (Ah^  (^)]+«;  [A'(u€')— A"(^)]oosW', 
«,  {A{A)—A'{Aj]co8W'+a,  [A  {^)-A''(^]=«i'  [A"(^— A  (^')]+«:'[A"(^)- A'(^')]cosW , 
«;[A'(^— A(^)]cosW'+«;[A'(>0— A'W)>=«i'[A''(..^A(^')]cosW+«;'[A'W)-A'(^')], 
welche,  wemi  man  mit  Abkttnong 

A  {A) — A'  (^)  =  M  ,    A  (^')  -  A"  (^ = M' ,    A'  {A')  —  A"  (A) = M"   .  (M.  •.) 

setzt,  die  folgende  Gestalt  funehmen :  •        • 

C«.  +  «iD  M  +  «.  M' cos  W"  —  «;  M"cos  W=  0  ,  i 
.        .«,McosW^-|-C<?,  +  «'OM'+«'.'M'.'cosWs=0,> (M.  ft.) 

— «;  M  oosw'-f  tf;'M'oosw+  («; + «;')  1»"=  0 , ) 

Man  sieht  beim  ersten  Blick  auf  diese  Clleichungen  ein,  dass  man  ihnen  durch  das  'gleichzeitige 

Setzen  von 

M=0  ,    M'=0  ,    ir=0'  (M.C) 

genügt;  wollte  man  aber  M  nicht  der  Null  gleich  setzen,  und  dividirte .  man  dieser  Annahme 
gemäss  die  Gleichungen  (86.  b.}  durch  M ,  so  erhielte  man  zur  Bestimmung  von  jj:  >  jji    drei    -M  ■  * 
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QleaokungeB,  deren  f  leMi^eiliges  Bestehen  mithin  eJn  l)69«ndere$  Verhalten  swischen  den  Coef- 
t^ienten  Uo,  a^pj  a'l  und  den  Axenwinkeln  W »  W,  W"  nöthfg  machte.  Zu  ähnlkhen  Bed»- 
gungen  wUrde  man  geführt,  wenn  man  annehmen  wollte,  dass  entweder  M'  oder  M'^  nichl  antt 
sei,  und  alle  diese  speciellen  Bedingungen  nehmen  stets  eine  der  drei  folgenden  Famen  an: 

c.;'cosWM=0    oder    «'oCOsW'MmO    oder    «oCosW";vi  =  0, 

wo  der  Einfachheit  halber 

2  a^  a\  a'o'rosWcosW'cosW-f  (a.  +  tf  o)  <'  cos' W + (ju.  +  c^V)  «?co^'y'+  («;+«;)  al  cos»W" 

gesetzt  worden  ist.  Jede  solche  specielle  Bedingung  stellt  jedoch  eine  Abhängigkeit  der  Hit^ 
telpunctsfläche  von  dem  Coordinatensysteme,  an  welchem  dieselbe  durch  die  gegebene  Gleichung 
dargestellt  wird,  fest;  gehen  wir  daher  darauf  aus,  nur  dasjenige  Coordinatensystem  kennen  zu 
lernen,  an  welchem  jede  Mittelpunctsfläche ,  ohne  dass  sie  solchen  Beschränkungen  unterworfen 
wird,  eine  Diametralgteicbting  gleichzeitig  sowohl  mit  schiefen  wie  mit  senkrechten  Coordina- 
ten  liefert,  so  kann  diess  nur  dadurch  geschehen,  dass  wir  gleichzeitig  die  drei  Bedingungen 
(86.  c.}  befriedigen  oder,  wenn  wir  für  M,  M',  M"  wieder  das  setzen^  was  diese  Buchstaben 
den  Gleichungen  (86.  a.)  gemäss  zu  bezeichnen  haben,  dass  das  gesuchte  Coordinatensystem 
gleichzeitig  die  Bedingungen 

befriedige,  welches  geschieht,  wenn 

(M.  eO  A  :  A' :  A"=:  (A)  :  (A)  :  [A') 

ist  Da  aber  zwei  Richtungen,  deren  schiefe  Projectionszahlen  an  den  gleichen  Axen  einerlei 
Verhältnisse  unter  sich  einhalten,  nolhwendig  einander  parallel  sind  (Abschn.  I.  Nr.  31.},  so 
sagt  dio  Bedingung  (86»  a}  nichbi  anderes  aua,  als  dass  die  Polaraxe  AS^  des  gesuchten  Sy* 
.  s\^mß^  ¥1  d^^^n  jener  Polaraxe  entsprechenden  Gnmdaxe  A  Y  liegen  müsse ;  weil  aber,  worauf 
schon  in  der  vorigen  Nummer  aufmerksam  gemacht  worden  ist,,  von  allen  einander  entsprechen- 
den Grund-  und  Polaraxen  des  gesuchten  Systems  gflt,  was  von  einem  solchen  Paare  erwiesen 
werden  kann,  so  folgt,  dass  alle  Polaraxen  des  gesuchten  Systems  in  dessen  diesen  Polaraxen 
entsprechenden  Grundaxen  liegen  müssen,  d.  h.  dass  das  verlangte  Coordinatensystem 
nothwendiger  Weise  ein  rechtwinkliges  werden  müsse.  Auf  das  gleiche  Resultat 
stösst  man  auf  die  gleiche  Weise  wieder,  wenn  man  die  analogeft  Betrad^tungen  an  die  Glei- 
chungen (84.  c.  und  d.)  anknüpft,  d.  h.  wenn  man  die  Gleichung  der  Mittelpunctsfläche  statt  in 
schiefen  in  senkrechten  Coordinaten  gegeben  voraussetzt;  man  stösst  nämlich  durch  eine  Be- 
handlung der  Gleichungen  (84.  c.  und  d.^,  welche  der,  die  wir  so  eben  denen  (84.  a.  und  b.) 
haben  angedeihen  lassen,  völlig  analog  ifit,  wieder  auf  die  fUeichungen  (86.  e.}.  Da  sonadi 
in  dem  verlangten  Coordinatensysteme  die  durch  das  Grundzeichen  (A)  vorgestellten  Projec- 
tionszahlen denen  durch  das  Grundzeichen  A  vorgestellten  bei  einerlei  Abzeichen  gleich  sind, 
so  werden  die  Gleichungen  (85.  c.)  sänuntlicb  identische,  und  die  Gleichungen  (85.  d.)  sowohl 
wie  die  (85.  e.)  gehen  gleichzeitig  über  in: 

«0  A      C  a.k       C      ,    «;  A'       C 
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in  welchen  man  wieder  den  ßachstaben  A  und  C  die  Indexe  1  und  2  anhängen  darf,  was  ftiahts 
anders. sagt»  als  dass  die  Gleichungen  (86.  f.)  nicht  Mos  fUr  die  Axe  AY,  sondern  audh  für 
die  AY'  und  AY"  stattfinden  müssen;  auch  ist  wieder  jede  dieser  Gleichungen  schon  in  den 
zwei  andern  auf  die  gleiche  Axe  sich  beziehenden  enthalten. 

218}  Um  min  die  Lage  der  Axen  in  diesem  rechtwinkligen  Systeme  und  dadurch  es  sel^ 
her  erst  vollstllndig  zu  bestnmnen,  messen  wir  die  Gleichungen  (86.  f.}  noch  weiter  aerlegen, 
wobei  wir  blos  diese  auf  die  Axe  AT  sich  beziehenden  weiter  zu  verfolgen  brauchen,  da  w^ 
schon  wissen,  dass  alles,  was  sie  roa  dieser  Axe  aussagen,  auch  bei  den  zwei  andern  Axen 
wahr  bleiben  muss.    Zu  ünserm  jetzigen  Zw^ke  schreiben  wir  die  Gleichungen  (86.  f.)  so : 

1     C  _  1     C         1     C" 

«0 ;  Ä  -u\  •  A'  =  57  •  F  V  ^^'-  ••> 

und  bezeichnen  den  durch  diese  Gleichungen  drennal  gegebenen  gleichen  Werth  durch  s,  so 

dass  vorstehende  Gleichungen  in  die  drei  folgenden  zerfallen: 

■'  ■       ■  • 

1     C  _  1    c  ^  1     C"  ^ 

Giebt  man  diesen  Gleichungen  die  Fonn 

C  =  «.As  ,    C'=a;A's  ,    C"=«;'A"s  •         .      ■.  •  • 

und  moltiplicirt  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit  A ,  A',  A",  addirt '  hierauf  die  drei  so  sich  erge- 
benden Gleichungen  au  eimuider,  so  iiadet  man: 

A  C -f- A' C+ A"  C"=:  C«,  A»  +  «;  A'* -f  «;' A"»)  s , 

I 

oder,  weil  in  Folge  der  Richlungsgleichung  AC  +  A'C'+A"C"=1  ist,, 

i=«,  A'  +«;  A"  +«;'  A'"   , 

3 


t     •. 


so  wie  auch,  da  A  S)  und  A  Y  in  einander  liegen :  ^  .   . . . , \. ...    (Sf •  ••') 

woraus  man  ersieht,  dass  -  der  zu  y'  gehörige  Cöeffizient  in  der  neu  entstehenden  Gleichung 

•  .1   •  • 

i 
(70.  c.},  so  wie  -^,  der  zu  v^  gehörige  Ooeffizient  in  der  neu  entstehenden  Gleichung  (71.  c} 

S  M 

wird,    Aehnlich  werden  die  zu  y'*  und  y"'  gehörigen  CoefBzientefi  der  Gleichung  (70.  c.)  - 


**)    Die  ganze  folgende  Behandlung  unserer  Aufgabe  geht  von  diesen  Gleichungen  aus,  statt  deren  sich  aus 
den  Gleichungca  (84.  e.  and  d.)  die  aaehsiehenden 

A_  j  J^  ^  A* 


fn'» 


ergeben  hätten,  woraus  man  sogleich  ersieht,   dass  man  in  beiden  Fällen  auf  völlig  ähnliche  Ergebnisse 
geführt  wird. 
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i  1 

und  -  ,  so  wie  die  zu  v'*  und  v"*  gehörigen  CoefQzienten  der  Gleichung  (71.  c.)  —(fTi  und 

1 

■   ^„^f  wenn  S|  und  Sa  das  bedeuten,  was  aus  s  in  der  Gleichung  (87.  b.)  wird,  wenn  man 

den  in  ihr  vorkonunenden  Buchstaben  A  und  C  den  Index  1  und  2  beOegt  Setzt  man  in  den 
(Seichuiigen  (87.. b.)  an  die  Stelle  der  senkrechten  ProjedionszaUea  C,  C,  C"  nach  AnleitiDig 
der  im  ersten  Abschnitte  ($.  1.  Nr.  17.)  gegebenen  Gleichungen  (12.}  die  dergleichen  RicfatOBg 
angehörigen  schiefen,  so  nehmen  jene  Gleichungen  die  folgende  Gestalt  an: 

IIA'  1  A"  1  A  IIA" 

— I — T- cos  WH -TT  COS  W'=s  ,     -7T7C0SW+-7+-7T7-  cosW"=:s  , 

a%      a^h  £»oA  ^oA  ^o      tf^A 

1  A  1  A'  1 

^jj,cosW'+-r.j77C0sW"+^  =  s  , 

oder,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  mit  or«,  a\^  al  multiplicirt  und  die  Glieder,  welche  keine 
Projectionszahlen  enthalten,  von  der  linken  auf  die  rechte  Seite  schafft: 


»t 


A'  A"  A  A' 

■T-C0SW  +  — cosW'  =  <««s — 1   ,     pCosW-f-p  cosW"=«is — 1, 

(«.«•>    r  , 

^cosW'+^,cosW"=«;'s  — 1  , 

und  diese,  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  man  die  Quotienten  zwischen  den  schiefen  Projeclions- 
zahlen  in  Quotienten  zwischen  seidtrechten  Projectionszahlen  mittelst  der  Gleichungen  (87.  a.) 
umwandelt,  auch  so  schreiben:      ' 

^•5!cosW  +  ^J^'cosW'=«,s-l   ,     ?5«JcosW  +  4£'cosW"=«;s— 1  , 
Kwn.  ••  j   . . . .  < 

^^cosW'+5.^cosW"=tf;'«-i  . 

Der  Zusammenhang,  weldier  zwischen  den  Grössen  A ,  A",  A"  und  s  durch  die  Gleichungen 
(87.  d.}  oder  zwischen  den  Grössen  C,  C",  C"  und  s  durch  die  Gleichungen  (87.  e.}  festge- 
stellt wird,  ist  ein  sehr  merkwürdiger  und  versteckter,  wesshalb  wir  ihm  unsere  volle  Aufmerk- 
samkeit zuzuwenden  haben.    Setzen  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  nicht  null  sei 

i        i       m"     m'  A      A       A"     A' 

und  in  Folge  dessen  — ,  -77 »  -^ »  —r,  an  die  Stelle  von  -n  9  t7/  9  -77  9  t7.  in  die  Gleichongea 

mmmm  aaaa* 

(87.  d.},  so  werden  sie: 

m'cosW  +  m"cosW'=tfoS  — 1  ,    -,cosW  +  5?j'cosW"=«;s  — 1  , 
*  '    m  '  m 

J.  cos  W'+  5l  cos  W''=  «:  s  -  1 
m  '  m 

und  man  findet  aus  den  letzten  beiden: 
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,_  («;'  8  —  1)  CQg  W  -f  CO»  W'cQg  W"  „_  («;  s-^i)eoB  Yf'+  cos  W  cos  W" 

""(«is— OC«i'«— 0  — «>s*w"  '    "~(«;8— !)(«;' 8  —  1)  — cos* w" 

und  setzt  man  in  diesen  an  die  Stelle  von  m'  und  m"  wieder  das,  was  sie  zufolge  der  Glei- 
chungen (ß8.  a.}  zu  bedeuten  haben,  so  fiihren  sie  zu  folgenden  Verhültnissg^eichungen : 

A  :  A' :  A"=  («;  s  —  1)  («;'  s  —  1)  —  cos*  W"  :  («;'  s  —  i)  cos  W  +  cos  W'cos  W" 

:  («;  8  —  1)  cos  W'+  cos  W  cos  W" ; 

setzen  wir  aber  in  jenen  Gleidiungen  unter  der  Vomusetzong,  dtss  A'  nicht  wdl  sei 


C«».M 


A  A 

j,  =  n    und    jr  =  n'  (M.  «.) 

4      1     m"    n  A'    A'     A"     A 

und  dein  zur  Folge  - ,  -r, ,  — ,  -7,  an  die  Stelle  von  -r-»  tt^'  t">  tt?»  so  werden  sie: 

nnnn  aaaa 

*cosW  +  -cosW'=a,s-l  ,    iicosW  +  n"cosW"=:«;s-.l  , 

^  00«  W'4-  i,  CO»  Wrr  «;'  8  -  i  , 
•  n  n 

und  drücken  wir  mittelst  der  ersten  nnd  dritten  n  und  n''  in  s  aui,  so  eriiaHen  wir: 

_  Ca':  s  —  1)  cos  W  +  cos  W^cos  W"  „  _  (tf,  s  —  1)  cos  W"+  cosW  cosW^ 

^— (1»,  s_l)(;cz;'s  — 13  — cos'W  '    "  ~  (a.s— OC^»'.'»  — 0  — cosVW' 


welche  Gleichungen,  wenn  man  n  nnd  n''  wieder  «of  ihre  iik  den  Glefehmigen  (88.  c}  ang€^ 
gebene  Bedeatwig  svttckbringt,  m  den  folgenden  Verhäitnissgleichuigen  fllfaren: 

A  :  A:  A"=K8-  l)cosW  +  cosW'90sW":  («oS— 0 («;'»  — 1)- cos* W 

:  («•«— OcosW'+cosWcosW;         *•*•  *^ 

setsen  wir  endlich  nnfter  der  Yoranssetzong,  dass  A''  nicht  null  sei 

J77  =  P    md    j?;=P  <•••  ••) 

nnd  dem  gemilss  -  9  -7  9  ^  9  ^  an  die  Stdle  von  j~  >  tt  '  jr '  V '  ^^  werden  jene  Gleichnngai 

Kr*» 

» 

?'co8W  +  -cosW'=«.8-l  ,     2cosW+i  cosW"=«;8— 1  , 
p  p  p  p 

pco8W'+p'cosW"=«;'s  — 1  , 

und  drücken  wir  mittelst  der  ersten  und  zweiten  p  und  p'  in  s  ans,  so  finden  wir: 

_  («;  s  —  1)  cos  W^+  cos  W  cos  W^^  ,  _  (tf,  s  - 1)  cos  W^^+  cosW  co^^ 

P—  Qa.  s  —  1)  (tfi  s  — 1)  — cos'W   '     .'~(i».s  — l)(ci;s  — 0-co8»W' 

woraus  sich,  wenn  man  die  Zeichen  p  und  p'  wieder  auf  ihre  in  (86.  e.}  angegebene  Bedeutung 
iurlldrfttrt,  die  folgenden  YerhUtnissgleichungen  eigeben: 
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A  :  A':  A"=r«;«  — neos  W'+ cos  W cos  W":  f «. s  —  1) cos W"+ cos W cos  W 

:  (a,s  — OC«;«  — 1)  — cos'W. 

Hieraus  enielit  man,  dass  in  jedem  Falle  mit  s  zugleich  auch  A  :  A':  A"  gegeben  und  also 
die  Richtung  AY  bestimmt  ist,  und  da  nach  Aussage  der  Gleichungen  (87.  a.} 

im,  0.)  A  :  A' :  A"=  -  C  :  A C:  4c" 

et«  Cfo  CCq 

ist,  80  kann  aian  diese  Riehlang  nach  Belieben  durch  ihre  schiefen  oder  senkrechten  Projectioas- 
zahlen  angeben.  Die  Gleichung,  wodurch  s  bestimmt  wird,  lässt  sich  auf  sehr  verschiedene 
Weisen  erhalten.  Man  kann  die  Werthe  von  m'  und  m"  in  die  erste,  oder  die  Werthe  von  n 
und  n"  in  die  zweite,  oder  die  Werthe  von  p  und  p'  in  die  dritte  der  unmittelbar  vor  ihnen 
stehenden  Gleichungen  setzen,  und  gelangt  so  jedesmal  zu  der  einen  nachstehenden  Gleichung : 

(<«,  s — 1)  («;  s — 1)  («;'  s — 1) — («•  s  - 1)  cos'  w"-  («;  s — 1)  cos*  w 

^(a;'s-.l}cos'W  — 2cosWcosW'cosW"=0, 
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und  schaflFl  man  aus  dieser  die  Klammem  weg,  und  setzt  für  2  cosW  cosW'cosW"  seinen  aus 
der  im  ersten  Abschnitte  ($.  1.  Nr.  26.)  mitgetheilten  Gleichung  (40.)  entnommenen  Werth  ein, 
so  verwandelt  sie  sich  in: 

r^^  •%  .     /^*  _.    *    .    ^^  1  ,  /^sin*W  .  shi«W'      sin*W"\  h»  ^ 

Auf  diesdben  Oleichungeu  stösst  man  aber  auch,  wenn  man  eines  der  Yeriiälhrisse  A  :  A', 
A  ;  A",  A' :  A"  aua  zweien  der  Veghälteflgleirhunyei  (88.  k)^  (88.  d.)  und  (88.  f.)  auf- 
sucht, und  die  beiden  erbatleiteA  AusdrUdK«  mMwdcr  gkkhsetzt,  ntalich  ans  jeder  det  folgen- 
den Gleichungen: 

■ 

(«;  8  —  1)  («;'  s  -.  1)  —  cos'  W"  _  («"  s  —  1)  cos  W  +  cos  Wcos  W" 
(««;'  s  —  1)  cos  W  +  coTW'cos  W"  ~  («,  s  -  1)  («;'  s  —  1)  —  cos»  W 

__  («;  s  —  1)  cos  w + cos  w  cos  yr 
~"  C««  s  —  1)  cos"w"-i-  cos  w  cos  yr 

oder 


CM.fc*) 


•  •  .  •  ■ 


Ca;  8  —  1  j  C«:  s  —  l)~coa'W"  _  («;'  s  —  1)  cos  W  +  cos  W'cas  W" 
(«;  8  — t3cosW'-h"cos  W  cos  W (tf.  s  —  l)cosW"H-QosW^cos  W 

_  C««  s  —  <  )  cos  W'+  cos  W  cos  W" 

~  («,  s — I)  c«;  8 — 1}  —  cos'  w 

oder 


(«;'  s  ~  i>cos  W  +  cos  Wcos  W"   f «.  s  —  n  C«i'  s  —  1)  -  cos*  W 
(«:  s  -  0  cos  ^^-f  cos  V  cos  W"  =*"  ^ ^ 


«.  8  —  1}  cos  W"+  cos  W  cos  W 
(«li »  — O  c«s  W"+ CO«  W  cos  W 

=  («.s-i5t«;s-lj-co8*w" 

von  denen  die  eine  Hälfte  schon  in  dar  andern  Hälfte  enthalten  ist :.  es  lassen,  sich  daher  die 

•  T      •  •  •  * 
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Gleichungen  (SS.  b.}  oder  (88.  d.)  oder  (88.  f.)  durch  die  (88.  h.)  oder  (88.  i.)  in  einander 
ttberfllhran. 

Um  nichts  zurückzutossen,  was  zur  bessern  Einsicht  in  die  Natur  der  hier  behandelten 
Gleichungen  dienen  könnte,  bemerken  wir,  dass  die  Vergleichung  des  auf  erster  Zeile  stehenden 
ersten  und  letzten  Ausdrucks  in  den  Gleichungen  (88.  k.}  liefert: 

rj'    A-sr  n      A^         ,w-      [rtf;s-l)cosW'+cosWcosW"][(a;'s-13cosW+cosW'co8W"l 
^  ^^  ^  (cf,s  — IjcosW  +cosWcosW 

welche  Relation  sich  auch  aus  der  Gleichung  (88.  I1.3  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht 
cos  W''=0  sei,  entnehmen  lässt,  und  die  für  cos  W^=:0  eine  identische  Gleichung  liefert,  also 
selbst  in  diesem  FaDe  noch  volle  Gültigkeit  behält;  ferner,  dass  man  durch  diesen  Werth  von 
(a\s  —  l)(tfi's  —  1)  — cos'W"  den  Verhältnissgleichungen  (88,  b.)  die  nachstehende  Fonn 
geben  kann: 

HL.  •  A    •   A.    ^^ 


^»•■.•^i^^-^^^-^^B^^^»^^^»aa^-^UiA^>_>^hi 


(6foS  — l)cosW"+cosWcasW'  '  (c/.s  — 1)  cos  W+ cos  W  cos  W 

4 

*  (<«•  ß  —  1}  cos  W  +  cos  W'cosW"  ' 

welche,  wenn  man  die  ersten,  zweiten  und  dritten  Glieder  zu  beiden  Seiten  des  Gleicbheitszei* 
ehens  mit  tf « cos  W",  er«  cos  W,  a^  cos  W  muUipIicirt  und  der  Binfadiheit  halber 

cos  W  cos  W—  cos  W  _  y,        cos  W  cos  W—  cos  W  _  .,         cos  W'cosW—  cos  W  _ .     .  ^ 

«acosw"  ~^    '  «icosW  —^    '  tf;'co8W  ~^   l»«-  M 

setzt,  übergeht  in : 


(s  +  rjcosW"  •  (a+r>cosW'  •  (s  +  i)cosW 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Verhältnissgleichungen  (88.  gj  in:  / (9^  m^^ 

C  :      C  :       C"=  ^g^;t")cosW"  '  (p  +  A')cosW'  '  (T+IJcösW 

und  zu  der  gleichen  Relation  fiihren  auch  die  Gleichungen  (88.  d.)  und  (88.  f.)  mittelst  der 
auf  zweiter  und  dritter  Zeile  stehenden  Ausdrtidie  (881  k.}l  Durdi  die  aus  (88.  m^}  zu  schö-^ 
pfenden  Verhältnisse  zwischen  C ,  C,  C"  geht  aber  die  etsle  Gleichung  (87,  e.}  über  in : 

4         cosWcosW  ,  t        cos  W'cosW 

7^8  +  Y)      cosW'       *^«i'(s  +  i>      cosW. 


S .    .         V. 


1 

s 

m 

~  8  +  r 

i 

cos  W  cos  W' 

1 

und  diese  Iäs8t  sich,  weil  -^,  =  i  -  -^^^^  fet  und  =  1  -  ^i^^^qpp)  ^^^^^33^ 
wird,  wenn  man  Tür  X"  im  Zähler  seinen  Werth  aus  (88.  f)  nimmt,  auch  so  schreiben: 


«.(;&+ r3.€«»'w"^  «;(s-f  x'>co8?w'^  «;0+i)c<»?w"~coswcosw'gö«w 

Diese  letzte  Gtekhong  kam  wie  die  (i^.  k>  0^  (88(  i.>  «»  Auflw*Mg  iet  Wertbe  vm  9 
dienen  m*  dum  g«kei»  die  TerhUtitiBM  (881  nL>  hier  witf  die  (tH  b.>  «*nr  (88.  d.)  otiW 
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(86.  f.)  dort  die  dazu  gehörige  Richtung  an  die  Hand.  Dass  die  Gleichung  (]88.  n.}  in  der 
That  mit  den  frühern  vollkommen  übereinstimme,  davon  kann  man  sich  noch  ins  Besondere  wat 
folgende  Art  überzeugen.  Schafft  man  nämlich  aus  der  Gleichung  (88.  n.)  simmtliche  Nenner 
weg,  wodurch  sie  wird: 

COSWCOSWV     t    -if-^r     I    ^^    I    COsWcOsW'         ,    ,„^  ^     i,x    i    COsW'cOsW'        ,,,,^^    ,,.^ 

oder  weil  den  in  (ßS.  I.)  eingerührten  Bezeichnungen  zur  Folge 

C08WC08W'_,„    ,     1  C0gWC08W"_„    ,    1  C08W'C0SW"_,     L   * 

«.cosW"    """*■«»,*        »;cösW'     ~     "^tt;  '        «'.'cosW    ~    "^.a'; 
ist: 

r-  - ^  ^  c^"+  ^)  c»+^'5  C8+^) +a'+  b  o+n  c8+*)+a+  ^)  c«  +  n  c»  +  ^o 

und  durch  Auflösung  der  in  ihr  befindlichen  Klanunem  sich  verwandelt  in: 

CM.  p.)   <  *       *       *  '  I    *      <  i 

—(2xx'x"+-xx'+■^^x"+^^x'x"^=:0. 

tf§  C?«  0« 

Diese  Gleichung  ist  aber  keine  andere  als  die  (88.  i.},  indem 

xx'+xx"+x'x"+  Ux-^x-)+U^+n+  ^o-'+n+^+^^+^^ 

=0 
und 

2XX'X"+-XX'+-,X A"+  4 i'r=     **'  „ 

tf  0  Cl^«  ^0  <V«  C^o  ^0 

ist,  wie  man  sogleich  einsiehti  wenn  «lan  beachtet«  dass 

^  C&p  I»«  l»t  0«  C»e  fSt  I»»  tf« 

^•••«•^  ^  i'r+iA,'+ -,r+?^=o 

<K0  0^0  Dt«  Cf, 

und 

2tfo«;«;'rA'i+<».«;r;i'+<«,«;ri+«;«?i'A=h» 

in  Gemässheit  der  Bezeichnungen  (88.  L}  wird.  Alle  diese  Gleichungen  sind  gleichwie  die 
(88.  h.}  und  (88.  i.}  vom  dritten  Grade  in  Bezug  auf  s ,  sie  liefern  also  allgemein  gesprochen 
drei  Werthe  für  diese  Grösse  und  dieise  drei  Werthe  ftihren  dann,  wenn  sie  stfmmtlich  reell 
und  von  einander  verschieden  sind,  tu  den  drei  Axen  des  gesuchten  Coordinatensystems  hin, 
weil,  wie  wir  vorhin  schon  gesehen  haben,  jede  Axe  dsrch  die  gleichen  Bedingungen  bestininil 
winL    Die  jedesmalige  Existens  des  gasaohlea  reohtwinkligen  Coordinateoaystens  isl  demnach 
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ausser  allen  Zweifel  gestellt,  wenn  sich  zeigen  Msst,  dass  die  Gleichung  (ßß.  h.)  oder  (88.  i} 
oder  (88.  n.}  stets  drei  reelle  Wurzeln  liefert,  die  von  einander  verschieden  sind,  und  dann 
stets  nur  zu  drei  bestimmten  Geraden  fuhren,  in  denen  die  Coordinatenaxen  liegen,  oder  wenn 
zwei  davon  oder  alle  drei  einander  gleich  werden  sollten,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die 
gleichen  Wurzeln  stets  zu  einer  ganz  oder  theilweise  unbestimmt  bleibenden  Richtung  hinrühren, 
so  dass  man  aus  diesen  unbestimmt  bleibenden  Richtungen  dann  immer  beliebig  zwei  auswählen 
kann,  die  das  rechtwinklige  System  zu  liefern  im  Stande  sind.  J)iese  nicht  ohne  theoretische 
SchwieriglBeiten  durchzufahrenden  Untersuchungen  übertragen  wir  der  folgenden  Nummer. 

219}  Obschon  die  in  der  vorigen  Nummer  aufgefundenen  Gleichungen  mit  denen  eine  sehr  ' 
grosse  AehnHchkeit  haben,  auf  weldie  »an  stö€st,  wenn  man.  im  jeohtwinkligen  Cooidinaten«« 
aysteme  die  Lage  der  Haa]itaxen  im  EHipsoid  oder  HyperiMtoid  äufiMioht,  so  ist  dodi  der  Bau 
der  erstem  zusammengesetzter,  was  daher  rührt,  dass  neben  den  in  den  Nennern  der  Gkiohung 
(88.  n.}  vorkommenden  Pactoren  s^X'\  s-^A',  s  +  X  auch  noch  dfe  «»,  ce«,  aö  vorkommen;  «.^ 
deMhalb  reihen  wir  uns  bewogen,  zu.  deren  besserer  AofscUiessung  noch  die  fol^fsuden  Be- 
trachtungen hinzHflEuTUgen.  Der  Gang»  durch  den  wir  9tt  den  Glßichvngea  der  vorigen  Nummer 
geiangl  sind,  stellte  immor  die  Yorio^setzung  an  s^ine  SplUe,  dass  einender  PrpjectionszaU^n 
A»  A',  A''  oder.C^  C,  C'  nicht  nfiU  aei;  e»  vc|fta»gt  daher  der  Fall,  noch,  eipi^  bepo^dere/Bc;^ 
rtlcksiditigung,  wo  jene  ProjectioBaoahlen  alle  drei  nail  ffei«  köivMen.  Nun  k^n^n  zwar  wed^ 
die  drei  schiefen  noch  die  drei  senkirechten  Projectionszaiilen  von  jjrgeind  einer  bestimmten  Riet)- 
tiing  je  gleichzeitig  null  werden,  aber  da  in  den  Gleichungen  (87.  d.)  und  (87.  e.)  immer  nur 

die  Verhältnisse  von  je  zweien  auftreten  und  diese  in  der  Form  ^  erscheinen  müssten,  da  wo 

die  Richtung,  woraqf  jene  Proj^cli^nssahl^  sich  beziehen,,  imbestimint  bleibeja  kiönn^,.  so  t^t 
lai^t  dieser  besondere  Fall  jio^h  eine  nühere  Betrachtung.  Qen  Gleichungen  (j38.  m.)  zur  Folg? 
nelunen  die  Projectionszahlen  der  gesuchten  BUbehtung  nur  in  dpm  ,eiB0ff  Fßllß  ein  uqbestiiimitef 
Verhältniss  zu  einander  an,  in  Folge  dessen  die  Richtung  selbst  eine  unbestimmte  wird,  wenn 
gleichzeitig 

(s  +  ÖcosW'%    Oj  +  r)cosW%    (s  +  O'cosW 
entweder  unendlich  grosse  Werthe  annehmen,   oder  wenn  sie  null  werden.    Diese  Ausdrucke 
werden,  wenn  man  in  sie  für  i",  x',  X  das  schreibt,  was  sie  zufolge  der  Gleichungen, (88.  l") 
zu  bedeuten  haben :  * 

_,,  ,  cosWöosW'— cösW'^  ___,  ,  cosWeesW— cosW'-         ^  v  cosW'cosW"— cosW 

S  COSYV    "T ~" )   SCOStV  "7"  *  *  /    "  j   SCOSW^p  „ 

und  zeigen  so,  dass  sie  nur  mit  s  zugleich  unendlich  grosse  Werthe  erlangen  können;  ein  un* 
endlich  grosser  Wer(h  von  s  a^er  würde  in  Gemässheit  der  Gleichung  (07.  c.}  ein  Glied  der 
zu  findenden  Gleichung  vernichtet  und  dadurch  zu  verstehen  gäben,  'dass  sie  weder  ein  Ellip- 
seid  noch  ein  Hyperboloid  in  sich  enthält  fiesohräHken  wir  dahor  unsere  BeCr»lhtungeii'nitr 
auf  Flüchen  dieser  Art,  wie  bisher  immer,  so  brauchen-  wir  unendlich  grosse  Werthe  der  obigen 
Ausdrücke,  als  nie  auftretend,  nicht  weiter  zu  beachten,  und' erhallta  ab  Bedingwige»  einer 
unbestimmten  AxenriebHmg  :die  4lrüi  gleichzeitig  bestekenAen  (Heiehnngen.*:  .•         •  >)     •.    >J    t 

•      ,   cos  W  cos  W— cos- W"        '  *      ,   cos^WcoteW— cosW^'    - 

,   .^COS W  +  — ^j— T-; ?=  0  ,     s  cos  W:  +  :..    .     ,  .;.  ^v,     . — r-i  =p,| 

'  "'«r'i    cosW'cosW'^-^cob»W-  ■'■  .   :'■•  -  •.•  • -s  -■  *.  •■.  -ii« 
s  cos  W  -4 77 =  0  5 

L  64 


I'  ■■ 


i.ii    V0i 


«:  •! 


i^m.  9u) 
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aas  welchen  sich  ergiebt 

—  _  cos  W  cosW—  cosW"         __      cos  W  cosW  —  cosW 
*"~  «.cosW"  '    *~"  a'.cosW  ' 

_         COSW'COSW"— CQSW 

*~     ,  i«;'cosW 

t 

oder  mit  Zuziehung  der  in  (88.  1.)  eingefiihrten  Bezeichnungen: 

(«••  %0  ß  =  — i",      S  =  — r,     45  =  — i, 

und  da  diese  drei  detchuiigen  gleichzeitig  bestehen  lailssen)  so  sieht  min,  4a6S  zum  AuOreleii 
anbestimmter  Axenrichlttngeii  Flüoheii  von  besonderer  Art  erfordert  werden,  deren  N«tur  in  den 
Bedingniigen 

enthaKen  ist,  worin  sich  eine  gewisse  Abhingigkeil  zwischen  den  Coeffizienlen  der  Ursprung« 
lieh  gegebenen  Gleichong  und  den  Axenwinkeln  des  Coordinatensystems,  auf  welches  sie  bezo- 
gen ist,  ausspricht.  Hierbei  verdient  noch  der  Fall,  wo  eine  der  drei  Grdssen  cosW,  cosW, 
cosW  nuH  wird,  eine  besondere  Erwähnung.  Aus  den  Bedingungen  (89.  a.}  geht  hervor, 
dass  in  diesem  FaHe  gleichzeitig  noch  ein  zweiter  der  erwihnton  Kosinnse  null  sein  nllsste, 
und  dann  entweder  auch  noch  der  dritte,  und  es  wftre  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung 

schon  die  verlangte,  oder  es  nähme  -  den  Werth  von  einem  der  CoeiTizienten  <«, ,  a« ,  a'^  an, 

wobei  sich  die  diesem  Coefflzienten  entsprechende  Axe  zwar  scheinbar  nicht  bestimmte,  aber 
doch  immer  mit  den  zwei  andern  Axen  zugleich  gegeben  wttre,'  ausser  wenn  {;e«  =  ao  =  tft'  und 
auch  der  dritte  von  den  obigen  Kosinusen  null  würde.  -^  Um  die  Folgen  der  Bedingungen 
(89.  e.)  zu  entdecken,  setzen  wir  in  der  Gleichung  (88.  o.)  X'^=.  A'=  l ,  wodurch  sie  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

und  nun  zeigt,  dass  sie  in  der  That  zwei  Wurzeln  von  der  Grösse  —  X ,  wie  in  den  Gleichun- 
gen (89.  b.}  angegeben  ist,  erhält,  so  wie  die  Bedingungen,  (89.  c.}  an  ihr  erfüllt  sind,  und 

111 
dass  ihre  dritte  Wurzel  dann  2i-| h-^  +  'T?  ist;  es  wird  mithin  diese  dritte  Wurzel  den 

Uq        €C^        tf« 

vorigen  zweien  gleich,  wenn  neben  der  Bedingung  (89.  c.}  auch  noch  die 
<»••  ••)  ^+^  +  ^  +  2*  =  -*  <>^«^  -3*  =  .T  +  ^  +  7^ 

0^0        CK«        tf»  CC«        CC«        tf« 


Stattfindet  Hieraus  folgt,  dass  nur  dann  zweien  Axen  des  gesuchten  rechtwinkligen  Systems 
eine  unbestimmte  Richtung  angewiesen  wird,  wenn  die  Bedingungen  (89,  c.)  erfUHt  sind  und 
die  aus  ihnen  henH^gehende  Gleichung  (80.  d.)  zwei  gleiche  Wuneeln  in  sich  trägt,  was  in 
Folge  der  Gleichung  (87.  c.}  zwei  gleiche,  bei  den  Otindmten  der  Coerdinatett  voritommende 
Coeflizienten  in  der  am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  sich  bildenden  Gleichung  nach  sich 
zieht.  Unter  solchen  Umständen  ist  aber  die  gegebene  Fläche  eine  Rotationsfläche,  deren  Ro- 
tationsaxe  die  aus  der  dritten  Wurzel  der  Gleiehung  (88.  d.)  hervorgehende  dritte  Goordinaten- 
axe  des  rechtwinkligen  Systems  ist,  welcher  Rotationsaxe  eine  völlig  bestimmte  Gerade  ange- 
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wiesen  wird,  wenn  der  Werth  der  dritten  Wurzel  von  dem  der  zwei  gleichen  Wurzeln  ver- 
schieden ist;  ist  hingegen  diese  dritte  Wurzel  den  beiden  vorigen  gleich,  welches  geschieht, 
wenn  noch  überdiess  die  Bedingung  (89.  e.}  vorhanden  ist,  so  bleibt  selbst  die  Richtung  der 
ihr  entsprechenden  dritten  Coordinatenaxe  noch  unbestimiiit  und  es  werden  in  Folge  der  drei 
gleichen  Wertbe  von  s  die  drei  zu  den  Quadraten  der  Coordinaten  gehörigen  CoefBzienten  in 
der  am  rechtwinkligen  Systeme  resultirenden  Gleichung  einander  gleich,  wodurch  angezeigt 
wird,  dass  die  untersuchte  Fläche  zweiter  Ordnung  nichts  anders  als  eine  Kugclfläche  sein  kann. 
Auch  folgt  umgekehrt,  dass  jedesmal,  wenn  die  cubische  Gleichung  in  s  Tür  diese  Grösse  zwöi 
gleiche  Wurzeln  liefert,  die  Bedingung  (89.  c.}  durch  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung 
sich  bewähren  müsse,  und  auch  noch  die  (89.  e.},  wenn  jene  Gleichung  Tür  s  drei  gleiche 
Wurzeln  liefert;  denn  im  erstem  Falle  werden  zwei  von  den  Coeflizienten,  welche  zu  den  Oua-  *.,^. 
draten  der  Coordinaten  in  der  am  rechtwinkligen  Systeme  entstehenden  Gleichung  gehören,  und 
im  letztern  Falle  alle  drei  einander  gleich,  also  hat  man  es  im  erstem  Falle  mit  einer  Rotations«» 
fläche,  im  andern  mit  einer  Kugel  zu  thun,  mithin  bleibt  in  jenem  Falle  die  Lage  zweier  Axen, 
in  diesem  Falle  die  Lage  aller  drei  Axen  des  reci^twinkligen  Systems  jiothwendiger  Weise  un- 
bestimmt, daher  finden  stets  die  Bedingungen  (89.  c.)  und  in  letzterm  Falle  auch  noch  die 
(89.  e.)  statt.  .         /        ^  . 

.   •  ■        » 

220}  Nach  diesen  Auseinandersetzungen  ist  die  jedesmalige  Existenz  des  gesuchten  recht- 
winkligen Systems  und  damit  das  unbedingte  VorhandeBseia  von  senkrecht  auf  einander  «stehen-  i..4  . 
den  conjugirten  Diametralebenen  im  Ellipsoid  sowohl  als  im  Hyperboloid  erwiesen,  wenn  ge- 
zeigt werden  kann,  dass  die  cubische  Gleichung,  wodurch  s  bestimmt  wird,  ihrer  Natuir  nach 
für  diese  Grösse  stets  drei  reelle  Werthe  liefern  mttsfle.  Da  sidi  der  Beweis^  hierfür  nicht  auf 
die  zierliche  Weise  wie  bei  der  Aufsuchung  der  Hauptaxen  da,  wo  man  von  einem  rechtwink- 
ligen Coordinatensysteme  ausgeht,  führen  lässt,  welche  man  in  der  nach  einem  lithographirten  ^ 
Memoire  Cauchy's  von  Moth  herausgegebenen  Schrift  ,jUeber  die  Theorie  des  Lichts*^  nach- 
lesen kann,  weil  die  in  der  Gleichung  (88.  n.)  neben  s  -f-  A",  s  +  i',  s  +  i  stehenden  Factoreii 
hier  nicht  wie  dort  stets  positive  Grössen  sind,  so  werden  wir  zu  diesem  Ende  einen  andern 
Weg  einschlagen,  der  nicht  minder  anschaulich  ist,  und  uns  noch  den  Yortheil  bringt,  dass  wir 
den  allerdings  schwierigen  Gegenstand,  von  welckeia  hier  die  Red^  ist,  noch  von  einer  aadem 
Seite  beleuchten  können.  Da  wir  XKänlich  schon  wissen,  dass  die  gesuchteiKjl^chtungeji  AY^ 
A  Y',  A  Y"  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysleme  angehören,  falls  si^  möglich  sind,  so  müs- 
sen zwischen  den  ihnen  zukommenden  Frojectionszahlen,  wofür  wir  die  obigen  Bezeichnungen 
beibehaUen  werden,  jene  im  ersten  Abschnitte  ($.  2.  Nr.  20.}  mitgetheilten  Relationen  (21.) 
stattfinden,  denen  gemäss  man  hat: 

Ac,+A'c:+A"c;'=o,  Ac,4-A'c;+A''C'/=o,  A,c,+A;c;4-Ar€;'.         (•••#.) 

Bezeichnet  man  nun  den  zur  Richtung  AY  gehörigen  Werth  von  r  durch  s»,  den  tut  Richtung 
A  Y'  gehörigen  durch  s,  und  den  zur  Richtung  A  Y"  gehörigen  durch  s^ ,  ^o  ist  den  Gleichun- 
gen (88.  m.)  zur  Folge:  '  '         • 

'      A  :  A'  :  A"=  ^^ (-,^  +  ;^»;) ^^ |y»  ••  ^ (,. 4- i')  cos^  ''  ,»;' (s.+ i) cos  W  * 

l  i  i 

:  A;  :  A;'=  «, (;s, 4. ;t") cos W"  *  «;C* +  *')«<>»  W'  *  «;'(8.+A)cosW 

64» 
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(s,  H-r)cosW"  '  (s,  +  i')cosW'  ■  (8,+A)cosW  ' 

1  1  •'  I 

C,  :  C.  :  C;'=  (-g^ ^ i«) cos  W"  *  (s,  +  A') cos W  *  (s,-f  i)cosW  ' 

mittelst  dieser  Verhültnissgleichungen  gehen  aber  die  Gleichungen  (89.  Q  Über  in: 

.   i  I  *  -Q 

,tt,  (8,  +  A'O  (s.  +  A")  cos» W"  ^  «;  (s.+r)  (s,  +  rj  cos'W'  ^  «;'(s,+iX8,+i>08»W  ~"  ' 

(»•.so  y, (s, + r) (s, + X") cos' W' "^ «; (s,+v) (s, + x'^ cos'w "*" «;'(s,+x3(s,+x) cos'w ~  ' 
«.  (s, + r)  (s, + A")  cos'  vr  "*" «;  (s,+a'3  (s, + r)  cos'w  "*"  «;'(s,+A)Cs,+i)cos'w  ~  ® ' 

von  denen  die  erste  in  Betreff  der  Axen  AY  and  Alf  ganz  dasselbe  aussagt,  was  die  zweite 
in  Betreff  der  Axen  A  Y  und  A  Y"  oder  die  dritte  in  Betreff  der  Axen  A  Y'  und  A  Y".  Schafft 
man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  die  Fa<^ren  8i-{-X",  ^i  +  A',  8,4- A  aus  den  Nennern 
weg  und  setzt  man  für  einen  Augenblick  der  Kürze  wegen: 

(M.  h.)  «,(8,  +  A")co8*W"=M",    «;(8,  +  i')cos'W'=M',    «;'(8,  +  Ä)co8'W  =  M, 

so  nimmt  sie  die  folgende  Gestalt  an: 

(s.  -f-  i.-)  Cfi.  +  AQ  ,  (S.  -f  X)  (8.  +  A")       (g.+  V)  (8.+  A")  _  ^ 

MT  "^  M' ■+■ M -" 

und  wird,  wenn  man  die  Klammem,  worin  s  vorkommt,  auflöst  und  nach  den  Potenzen  dieser 
Grösse  ordnet: 

/4    ,    1    ■   IN  .  ,  /'l+X'  ,  X  +  X"  ^  X'+X"\      ,  >lit'      Äi"  ,  A'r_- 

welche  letzte  Gleichung  in  Bezug  auf  s,  quadratisch  ist,  und  dadurch  zu  verstehen  giebt,  dass, 
wenn  von  den  drei  Grössen  s, ,  s, ,  s,  die  eine  s«  gegeben  ist,  man  mittelst  ihrer  die  andere 
Si  finden  kann,  wobei  man  gleichzeitig  zwei  Werthe  fttr  diese  Grösse  erhält;  weil  aber  die 
zweite  Gleichung  (89.  g.)  in  Bezug  auf  s,  genau  die  gleiche  ist,  wie  die  erste  in  Bezug  auf 
s, ,  so  sieht  man  ein,  dass  die  zwei  Werthe,  die  man  aus  der  Gleichung  (69.  i.}  für  s,  findet, 
wenn  s«  gegeben  ist,  die  zwei  Werthe  s,  und  s,  sind,  welche  vereinigt  mit  dem  gegebenen  s« 
die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  s  bilden,  und  von  denen  der  eine  eben  so  gut 
wie  der  andere  als  zur  Axe  AY'  gehörig  genommen  werden  kann.  Sieht  man  daher  s«  als 
eine  der  Gleichung  (88.  n.}  angehörige  reelle  Wurzel  an,  (und  da  diese  Gleichung  vom  dritten 
Grade  ist,  so  hat  sie  immer  wenigstens  eine  solche  Wurzel),  so  liefert  die  Gleichung  (89.  i.} 
zu  dieser  einen  Wurzel  die  beiden  andern  in  der  cubischen  Gleichung  enthaltenen,  welche  daher 
reell  oder  imaginär  sein  werden,  je  nachdem  es  die  beiden  in  der  quadratischen  Gleichung'  ent- 
haltenen sind    Bekanntlich  besteht  das  Merkmal,  dass  die  beiden  Wurzeln  einer  quadratischen 

Gleichung  von  der  Form 

ax*  +  bx  +  c=0 


$.  17.  Nr»  330.  *     Krumme  Flaclieii  zweiter  Ordnung^. 

reell  sind,  darin,  dass  b'  —  4  a  c  nie  negativ  werden  darf;  es  werden  daher  die  beiden  ans  der 
Gleichung  (89.  i.}  zu  schöpfenden  Werthe  von  s,  reell  sein,  wenn  der  Ausdruck 

/^x  +  X'  j  i  +  r    r+  ry      /i      i     i\/^>ty    xr    x'r\ 
V~ir    '"HF     ^    M   y  "■   \M" ■*" M' "^ny  VM"  "^  m'  "•"  m  y 

nie  eine  negative  Zahl  hergeben  kann,  und  diese  Eigenschaft  kommt  ihm  in  der  That  zu;  denn 
er  iässt  sich  durch  eine  leichte  Umfonnung  abändern  in: 


^A  _  r  ,  i  -  r  ,  x— r '  Y 


womit  also  bewiesen  ist,  dass  die  drei  Wurzeln  der  cubisehen  Gleichung  in  s  ihrer  Matur  nach 
stets  sämmtlich  reell  sein  müssen  und  unter  allen  Umständen  eine  gleich  einfache  Darstellung 
gestatten.  Dieser  Beweis  bleibt  wesentlich  der  gleiche,  wenn  man  auch  die  ursprüngliche 
Gleichung  schon  auf  ein  rechtwinkliges  System  bezogen  voraussetzt,  in  welcher  noch  die  Glie* 
der  vorhanden  sind^  welche  die  Producte  der  Coordinaten  in  sich  aufnehmen. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  eine  niedliche  Relation  zwischen 
den  in  den  Nennern  der  Gleichungen  (89.  g.)  auftretenden  Factoren  mittheilen.  Zu  diesem 
Ende  schreiben  wir  die  genannten  Gleichungen  so: 

> («••   iL.) 

nr^"^     K    '^    TU    ~^' 
wo  zur  Bequemlichkeit  des  Schreibens 

«•  0. + o  (s. + n  (s. + n  «»•  w"=  N" ,  u:  qs. + io  (s. + ao  («. + r)  cos^  w'=  n\) 

auf  einen  Augenblick  gesetzt  worden  ist.  Multiplicirt  man  die  erste  und  zweite  der  Gleichungen 
(89.  L)  mit  S|  +  i  und  s^  +  ^j  ^'^  ^^ste  und  dritte  mit  So  +  i  und  s,  +  X,  die  zweite  und 
dritte  mit  s^-^X  und  Si^^  und  subtrahirt  man  sodann  die  jedesmaligen  zwei  Resultate  von 
einander,  so  erhält  man: 

(g,-hnc8.+^)  -(s>+^)(s.+^^o ,  (fi>+nfa+^)-(s>+^)(g.+Ao_^ 

W  '  ,  N'  —    ' 

(s,+x)  (s,+r)-(s,+A)(so+r) ,  Cso+;t3Cs«+A0^(s,+A)(so+y}_^ 

_, +^ ^ _ü, 

(s.  +  r3(s,+A)  -(s.+  A3(s.  +  n  ,  Cso  +  XO(s,+A)-(s.H-A)(s.  +  A-) 

N"  ^  N'  ' 

w^he  steh  sogieioh  zusammenziehen  lassen  in: 
(s,  -  sQ  (A"^  ;0  ,  (s.  ~  sQ  Q:^  X)_^      (So  -  sQ  (r-  X-)  .  (s,  ~  sQ  (r-  A)  _  ^ 

-i — : ^. — . — ^  +  - "y-  ■' — -«^=0  ,     ^ j^,7'       ■  ■-^^^^— ^ ^;;i:' s^rsO, 

'  ■  I 


.' 
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lind  in  dieser  Form  aussagen,  dass 

unter  der  Voraussetzung  sein  müsse,  dass  keine  zwei  von  den  drei  Grössen  s« ,  Si ,  s,  einander 
gleich  sind ;  denn  die  Gleichheit  von  zweien  dieser  Grössen  hätte,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben, 
die  Bedingungen  (89.  o.)  zur  Folge,  wodurch #illein  sctiOB  die  drei  vor  (89.  m.)  stehenden 
Gleichungen  befriedigt  würden.  Weil  aber  die  Behandlung,  welche  uns  zur  Gleichung  (89.  m.) 
durch  Elimination  der  dritten  Glieder  in  den  Gleichungen  (89.  k.}  gePührt  hat,  eben  so  gut 
auch  auf  die  Elimination  des  zweiten  oder  ersten  Glieds  in  jenen  Gleichungen  ausgehen  kann, 
SO  werden  neben  der  Gleichung  (89.  ni.}  auch  noch  die  bestehen,  welche  man  aus  ihr  durch 
eine  an  den  Accenten  vorgenommene  Verlauschung  der  ersten  oder  zweiten  Art  erhült,  nämlich: 

ifim.  nO  -j^;; 1 ^—  =0    und    — ^  +  —^  —  =  0  . 

» 

SchaiTt  man  aus  den  Gleichungen  (89.  m.  und  n.}  die  Nenner  weg  und  setzt  man  wieder  fiir 
N",  N',  N  was  sie  den  Gleichungen  (89.  I.)  zur  Folge  zu  bedeuten  haben,  so  stösst  man  auf 
die  nachstehenden  bemerkenswerthen  Relationen: 


(#••  oO 


a,  (x'_  A)  (so+  r )  (s,+  r)  (s,+ r )  cosnv"=  «;  (?. — ;/')  (s,+ r)  (s.+  r)  (s,+ i')  cos'  w 

=  «;-  (r-  A')  (sö  +  i)  (s,  +  A)  (s,  +  X)  cos^  w , 

welche  Gleichungen  liefern,  die  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Grössen  s, ,  St ,  s,  nur  vom  ersten 
Grade  sind,  und  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  jede  von  diesen  drei  Grössen  durch  die 
zwei  andern  in  völlig  bestimmter  Weise  gegeben  ist,  sowie  die  (89.  g.}  an  die  Hand  geben, 
dass  aus  einer  von  jenen  drei  Grössen  gleichzeitig  die  beiden  andern  in  solcher  Weise  gefun- 
deh  werden,  dass  man  mit  gleichem  Rechte  jede  von  ihnen  zur  zweiten  und  dann  die  noch 
übrig  bleibende  zur  dritten  nehmen  könne.  Diese  Eigenthlunlichkeiten  sind  Folgen  des  Um- 
Standes,  dass  unsere  Auflösung  drei  bestimmte  gerade  Linien  den  drei  Axen  des  gesuchten 
rechtwinkligen  Systems  in  unbestimmter  Weise  vorschreibt,  nämlich  in  solcher  Weise,  dass  jede 
einzelne  von  diesen  Axen  in  jede  beliebige  der  drei  Geraden,  hierauf  jede  der  zwei  andern  Axen 
beliebig  in  die  zwei  noch  übrigen  Geraden  gelegt  werden  kann.  Aus  den  Gleichungen  (89.  o.) 
kann  man  wieder  rückwärts  durch  Elimination  von  je  einer  der  drei  Grössen  s« ,  s, ,  s,  zu  den 
Gleichungen  (89.  g.}  gelangen.  Zum  Ueberflusse  wollen  wir  noch  anmerken,  dass  die  Weg- 
schaffung der  Nenner  N,  N',  W  aus  den  Gleichungen  (89.  m.  und  n.},  sowie  überhaupt  der 
aus  solchen  Factoren,  wie  diese^  gebildeten  Nenner,  stets  erlaubt  ist,  weil  die  Fläche^  wo  solche 
Factoren  unendlich  grosse  Werthe  annehmen  könnten,  von  unserer  Betrachtung  ausgeschlossen 
sind. 

221}  Wir  werden  jetzt  die  den  bisher  entwickelten  Eigenschanen  der  Mittelpunctsflachen 
analogen  Eigenschaften  der  Paraboloide  vor  Augen  führen.  Wir  haben  schon  oben  in  Nr.  207. 
gefunden,  dass,  nachdem  man  dasjenige  Coordinaleosyslem  aufgesucht  hat,  an  welchem  die  Fliehe 
zweiter  Ordnung  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (55.  a.)  mitgetheilten  Formen  liefert,  ans 
deren  Theil  der  zweiten  Dimension  die  Glieder  verschwunden  ^ind,  welehe  das  Product  von 
zwei  Coordinaten  zum  Factor  haben,  in  welcher  aber  noch  der  Theil  der  ersteig  Dimension  zu- 
rückgeblieben ist,  was  sich  als  stets  ansfllhrbar  erwiesen  hat,  man  durch  parallele  und  gleich- 
läufige Verlegung  der  Axen  des  Systems,  die  wir  dArch  AX,  AX',  AX"  bezeichnen  wollen. 


S*  17.  Nr;  23K  Krainme  FUkolieit  sw^iler  ardnuug.  »11 

daroh  einen  neuen.  Piim^  O  hiodureb,  wekhe  Aren  wir  in  dieser  neuen  Lage  dnrch  0  X ,  O  X'^ 
O  X"  .Yorstellea  werden^  es  nnler  der  Vonwesetisaiig',  dnas  auf  der  linken  Seite  der  Glelohungen 
(55.  a.)  keines  tkrer  Glieder  verioren  gegangpen  ist,  durch  die  f oeignele  WaU  des  Puneles  0 
immer  dabin  bringen  kann,,  dass  der  ganze  ThetI  der  ersten  Dimension  aus,  der  auf  diese  Axen 
OX,  OX',  OX"  sich  beziehenden  Gleichung  verschwindet,  und  man  zu  einer  Gleichung  von 
einer  der  in  (62.  e.)  oder  (62.  f.}  angegebenen  Formen  gelangt;  daselbst  hat  es  sidi  aber 
auch  gezeigt,  dass  die  Wegschaffüng  des  ganzen  Theila  der  ersten  Dimension  durch  keine  Wahl 
des  Punctes  0  bewirkt  werden  kann,  wenn  die  Fläche  zweiter  Ordnung  von  solcher  Art  ist, 
dass  aus  der  auf  die  Axen  AIv,  AX',  AX'"'  sich  beziehenden  Gleichung,  in  welcher  kein  Glied 
mehr  enthalten  ist,  welches  das  Product  von  zwei  Goordioaten  mm  Factor  hätte,  zugleich  auch 
noch  eines  von  den  Gliedern  ihres  Theils  der  zweiten  Dimension  verschwindet,  welches  das 
Quadrat  von  einer  der  drei  Coordinaten  in  sich  trüge,  dass  vielmehr  in  einem  solchen  Falle, 
falls  die  Fläche  zweiter  Ordnung  keine  Cylinderfläche  ist,  nothwendiger  Weise  in  der  Gleichung 
eines  von  den  Gliedern  ihres  Theils  der  ersten  Dimension  zurückbleibt,  und  sie  daher  eine  von 
den  in  (62.  g.  bis  k.)  aufgeführten  Formen  annimmt  Zugleich  wurde  dort  von  uns  erkannt, 
dass  man  da,  wo  dieses  geschieiit,  durch  die  Wahl  des  Punctes  0  es  innner  in  seiner  (lewalt 
hat,  das  eonstante  Glied  aus  der  auf  die  Axen  OX,  0X\  OX"  sich  beziehenden  Gleichung 
zum  Verschwinden  zu  bringen,  wodurch  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (62.  m.)  oder  (62.  o.) 
angegebenen  Formen  entsteht,  von  denen  die  erstem  die  Flächen  darstellen,  welchen  vm  den 
NameA  Paraboloid  beigelegt  haben,  und  die  in  (64.  b.)  als  auf  die  urq^rtlnglichen  Axen  AX, 
AX',  AX^  sich  beziehend  aufgestellt  worden  sind,'  wobei  den  obigen  Erörterungen  gemäss  A 
immer  einer  von  den  Puncten  des  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Paraboloids  selber  ist: 
Nun  werden  wir  noch  zeigen,  dass  aus  diesen  letztern  Gleichungen  immer  wieder  andere  von 
derselben  Form  sich  herleiten  lassen,  welche  das  gleiche  Paraboloid  darstellen,  aber  auf  andere 
Coordinatensysteme  sich  beziehea 

Versucht  man  es,  in  die  vordere  Gleichung  (64.  b.}  für  x ,  x',  x"  die  für  sie  in  (41.  a.} 
oder  (41.  e.),  oder  in  die  hintere  Gleichung  (64.  b.)  für  u,  u',  u"  die  für  sie  in  (41.  c.) 
oder  (41.  f.}  gegebenen  Ausdrücke  einzusetzen,  so  gelangt  man  zwar  zu  neuen  Gleichungen, 
von  denen  sich  jedoch  leicht  einsehen  lässt,  dass  sie  an  keinen  neuen  Axen  wieder  eine  Glei- 
chung von  der  Form  (64.  b.}  liefern  können.  Erwägt  man  aber,  dass  durch  die  angezeigten 
Substitutionen  nur  solche  neue  Coordinatenaxen  in  die  Betrachtung  kommen,  die  mit  denen,  an 
welchen  die  Gleichung,  ^ von  der  man  ausgegangen  ist,  Statt  hat,  einerlei  Coordinatenspitze,  die 
hier  durch  A  bezeichnet  worden  ist,  besitzen,  so  wird  man  auf  den  Gedanken  gebracht,  ob 
nicht  vielleicht  doch  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form  (64.  b.)  aufgefunden  werden  könnte, 
wenn  man  neue  Coordinatensysteme  mit  abgeänderter  Spitze  zur  Hilfe  nähme.  Um  diese  Frage 
zu  entscheiden  führen  wir  anstatt  der  Axen  AX,  AX\  AX'\  an  welchen  die  in  der  Form 
(64  h.)  gegebene  Gleichung  Statt  hat,  drei  neue  mit  den  eben  genannten  parallele  und  gleich- 
läufige ein ,  die  aber  nicht  mehr  durch  den  Punct  A ,  sondern  durch  einen  andern  0  hindurch 
gehen,  dessen  schiefe  oder  senkrechte  Coordinaten  an  den  vorigen  Axen  | ,  l',  £^  oder  tj ,  tf,  ff' 
sein  mögen,  je  nachdem  die  Gleichung  schiefe  oder  seakrechle  Coordinaten  in  sich  enthält» 
wddie  neue  Axen  wir  zum  Unterschiede  von  den  vorigen  durch  OX,  OX',  OX'V vorstellen 
weilen«  Bezeichnet  man  nnn  die  sdiiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eines  beliebigen  PmM> 
len,  der  an  dem  vorigen  Systeme  die  x,  x',  x"  oder  n,  n",  u''  hatte,  an  dem  aenen  Systeme 
durch  X«,  x^,  x«'  oder  n«,  n«,  u^',  so  finden  wir  aua  der  gegebenen  GleidMiag  die,  wodnrcl 
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dasselbe  Paraboioid  an  den  neuen  Axen  dargesteRt  wird,  wenn  wir  m  jene 'filr  x ,  x'j  x"  oder 
Q ,  u',  u"  die  für  sie  in  den  Gleichungen  C^O  ausgesprochenen  Zosammensetsiingeii  ttnbringeiL 
Auf  solche  Weise  verwandelt  sich  aber  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  (04.  b.}  in: 

(•••  ••)    <      oder 

fd;u;+a;u;«+2*.t/u.+2«;^'u;+2r;  «;'+*.  i3'+«i;'*+2ro'i7''==:o 

oder  wenn  man,  um  aus  ihnen  deren  constantes  Glied  wcgzusebaffen, 

(••.n.)  «•r+«;r+27;'r=o   oder  8.n'  +  y.n''+2^:fj"-o 

setzt,  in: 

ia,xl  +  a'.x?  +  2a.Sx.  +  2a:^x[  +  2/:iC:  =  0 

(ß0.  ••)    <     oder 

r5ou;+3;ur+2crp7;uo+23;vu;+2r/u;'=o ; 

es  gehen  aber  die  Gleichungen  (90.  b.}  aus  denen  (64.  b.)  hervor,  wenn  man  in  letzteren  an 
die  Stelle  von  x ,  x',  x"  oder  u ,  u",  u''  setzt  | ,  |',  $''  oder  t; ,  t/,  tj*',  woraus  folgt,  dass 
zum  Entstehen  der  Gleichungen  (90.  c.}  nichts  weiter  erfordert  wird,  als  dass  man  einen  der 
Puncle  des  durch  die  Gleichung  (64.  b.}  gegebenen  Paraboloids  zur  neuen  Coordinatenspitze 
0  wäUe,'  ßo  wie  umgekehrt  jeder  Punct,  der  nicht  in  dem  Paraboioid  liegt,  die  Gleichungen 
(90.  b.}  unbefriedigt  Usst,  und  eben  desswegen,  zur  Coordinatenspitze  genommen,  keine  Glei* 
chung  von  einer  der  in  (90.  c.}  aufgestellten  Formen  liefern  kann.  Nehmen  wir  daher  irgend 
einen  von  A  tersehiedenen  Punct  0  des  Paraboloids  ziur  Coordinatenspitze  der  neuen  Axen  an, 
so  entsteht  jedesmal  eine  Gleichung  von  der  Form  (90.  c.}  und  ausserdem  nicht 

I)  Fuhren  wir  jetzt  stall  des  aus  den  Aten  OX,  OX',  OX''  gebildeten  Systems  noch  ein- 
mal  ein  neues  ein^  dessen  Axen  durch  denselben  Puncl  0  gehen,  aber  eine  andere  Richtung 
als  die  eben  genannten  einnehmen,  und  bezeichnen  wir  die  Grundaxcn  dieses  neuen  Systems 
durch  0 Y ,  0 Y',  0 Y",  seine  Polaraxen  durch  0 g) ,  Dg)',  0 g)",  während  die  schiefen  und 
senkrechten  Projectionszahlen  dieser  neuen  Axen  an  denen  0  X ,  0  X',  0  X"  oder,  was  dasselbe 
ist,  an  denen  A  X ,  A  X',  A  X"  durch  dieselben  Zeichen  wie  in  §.  3.  Nr.  44.  vorgestellt  werden, 
so  verwandelt  sich  die  obere  Gleichung  (90.  c),  wenn  man  durch  y ,  y',  y"  die  schiefen  Coor- 
dinaten  an  den  letzten  neuen  Axen  von  dem  Puncle  des  Paraboloids  bezeichnet,  der  an  den  vo- 
rigen OX,  OX',  OX"  die  x»,  xi,  xj'  gab,  und  für  x«,  xi,  xi'  das  setzt,  was  in  den  Glei- 
chungen (41.  a.}  ausgesprochen  ist,  in: 

(c«iA*  +  «;A'0y'  +  («»oA?  +  c^oA;0y'*+(«.AJ  +  «;A?)y'"  +  2(tf.AA,  +  i«;A'A;)yy' 
(•i.11.)    ^+2(aoAA.  +  «;A'A;)yy''+2(tf.A.A,+  «;A;A;)yy'+2(c^.A|-h«;A'r+A'>Oy 

+ 2  («,  A.  s + «;  a;  r  +  Ar  rö  y'+  2  (c^,  a.  | + «;  a;  r  +  a;>;')  f=  0 , 


f^ff 


and  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dieser  Gleichuag  die  Glieder,  welche  y"*,  yy",  y'y 
cum  Factor  haben,  nur  daAn  verschwinden  können,  wenn  man  A,r:r0  und  Ais=:0'8ein  lüssl, 
was  A;'  =  + 1  zur  FMge  hat  und  den  zu  y''  gehMgen  CoefüMatcn  in  •+  /.'  viTvmaML 
Wfiren  nümlich  A,  und  A^  tiicht  null,'So  würde  zum  Verschwinden  der  zu  yy"  und  y'y^'  ge* 
hörigen  Coeffiiienlen  gefordert^  dass  A  :  A'tsiz  A.  :  A! = — u^A, :  te^A^  sei ,  und  die  Ver« 
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ilichtung  der  zu  y  und  y'  gehörigen  CoefBtienten  verlangte  dann  noch  weiter,  dass  of«A|+ai  A'l'-f- A'V«' 
=:cz.A,|  +  a;A;|'+A;>;'=Osei,  was  aur  Folge  hätte,  daas  A  :  A':  A"=:A,  :  AI  :  A?  sein 
müsste,  welche  Bedingung  mit  der  Natur  des  Coordinatensystems  unverträglich  ist,  weü  keine 
zwei  Axen  von  diesem  in  einander  liegen  können.  Durch  die  eben  angegebenen  Werthe  von 
A, ,  A^  und  A,'  wird  aber  festgesetzt,  dass  die  Axe  0  Y'^  mit  der  0  X''  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen  bleiben  müsse,  oder  dass  die  OY''  mit  der  AX"  parallel  zu  laufen  habe,  und 
durch  dieselben  Werthe  wird  die  Gleichung  (91.  a.}  umgeändert  in: 

(i«oA«  +  «;A")y'  +  («oAf  +  «;A;Oy'*+2(«oAA,  +  «;A'AOyy' 

+  2 C«. A ^  +  «; A' r+  A" rOY  +  2 C«. A. I  +  a: k[ ^+  Ar rO Y± 2 K y  =  0 ;   (•!.  fc.) 

stellt  man  daher  an  die  beiden  andern,  noch  völlig  unbestimmt  gebliebenen  Axen  0  Y ,  0  Y'  die 
weiteren  Anforderungen,  dass  sie  gleichzeitig 

a.AA,+«;A'A;=o,  <«,A|+«;A'r+A'>;'=o,  «•A,|+««;A;r+A;v;'=o      (•t.eo 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  Gleichung  (91.  b.}  über  in: 

(cc,  A'  +  tf ;  A'O  y'  +  Cao  A?  +  cc'.  A;»)  y-  +  2  /;  y"=  0 ,  €•!•  *•) 

und  bat  nun  in  schiefen  Coprdinaten  dieselbe  Form  wie  die,  aus  welcher  sie  hergeleitet  wor- 
den ist 

11}  Will  man  aber  aus  der  obern  Gleichung  (90.  c.},  welche  aus  eiaer  Gleichung  von  der 
vordem  Form  (64.  b.}  herstammt,  eine  Gleichung  in  senkrechten  Coordinaten,  die  wir  durch 
V ,  v',  /'  bezeichnen,  von  der  hintern  Form  (64.  b.}  herleiten,  so  hat  man  in  jene  für  x« ,  x^ , 
x^'  die  Ausdrücke  zu  setzen,  welche  in.  den  Gleichungen  (41.  e.}  angezeigt  sind,  und  erhält: 


[«.  (4)'  + «;  (^)]  ^^  +  [«.  {^,T  + «;  {^,n  J.  +  [«.  (^.r  + «;  (^.n  |J 
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V    V'  .        ^      r^  ,..,.,  .  .       ,    .„       ,      ^.,        V    V" 


+  2la,(J)  (A,)  +  «;  (^)  (^)]  ^,  +  2  [«.  {J)  (^,)  +  «.;  (^)  (^,)]  ^ 


V  V"     .    „  ,  .   ,  ^  ,    ,    _,  ,  ^,  ^  .    ,  ^„    ,,,  V 


(•t.  •*) 


+  2  [tf.  (.<)  ^  + «;  (^)  r  +  (-<')  rn  |j+2  w^.)i+«;(^.)r+(^')y;')^=o, 

und  man  überzeugt  sich  wieder  ganz  wie  eben,  dass  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  welche 
v"*,  vv",  v'v"  zum  Factor  haben,  gleichzeitig  mit  denen,  welche  v  und  v'  zum  Factor  haben, 
nur  dann  verschwinden  können,  wenn  man  (ji^)z=:0  und  (^a)  =  0  sein  lässt,  was  (Ai)=:  +  l 
zur  Folge  bat.  Durch  diese  Werthe  von  (^,),  (^;)  und  (Jl^)  wird  festgestellt,  dass  die  neue 
Polaraxe  Og)"  mit  der  Grundaxe  OX"  in  einer  und  derselben  Geradea  zu  liegen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  mit  der  AX''  parallel  zu  laufen  habe,  und  es  ändert  sich  durch  diese  Werthe  die 
Gleichung  (92.  a.}  ab  in:  ' 


v" 
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stellt  man  daher  an  die  beiden  andern,  noch  ganz  unbestunmt  gebliebenen  Polaraxen  0$  nnd 
09'  die  weitem  Anforderungen,  daas  sie  gleichzeitig 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  Gleichung  (92.  b.)  über  in: 

(•t. «.)  C«.  (^' + «i  {^y]  |-,  +  [«.  (-^.)' + «;  (^:)']  ^. + 2  /;  ^, = 0 

und  hat  nun  in  senkrechten  Coordinaten  die  hintere  Form  (64.  b.},  während  sie  aus  einer 
Gleichung  mit  schiefen  Coordinaten  von  der  gleichen  Form  hervorgegangen  ist 

III3  Derselbe  Gang  lässt  sich  auch  einhalten,  wenn  man  aus  einer  Gleichung  mit  senkrech- 
ten Coordinaten  von  der  hintern  Form  (64.  b.}  eine  andere  mit  schiefen  oder  senkrechten  Coor- 
dinaten von  einer  der  in  (64.  b.)  enthaltenen  Formen  erhalten  will.  Sucht  man  nämlich  zu- 
vörderst aus  der  gegebenen  Gleichung  die  von  der  untern  in  (90.  c.)  angezeigten  Form  auf, 
welche  sich  auf  die  Axen  0  X ,  0  X',  0  X''  bezieht,  und  führt  man  ein  neues  Coordinatensy- 
Stern  ein,  dessen  Axen  0  Y ,  0  Y',  0  Y"  sind,  durch  y ,  y',  y"  die  Coordinaten  an  diesen  neuen 
Axen  von  dem  Puncto  des  Paraboloids  bezeichnend,  der  an  den  Axen  OX,  OX',  OX"  die 
Uo ,  u« ,  u«'  hatte,  so  muss  man,  um  die  Gleichung  des  Paraboloids  an  den  Axen  0  Y ,  0  Y',  0  Y'' 
zu  erhalten,  in  die  untere  Gleichung  (90.  c.)  für  Uo,  u,,  u/  das  setzen,  was  die  Gleichungen 
(41.  c.)  anzeigen,  und  findet: 

a«.c'+yoC'')y*+(5.c?+5;c;oy''  +  (5.q+5;c;')y'''+2(5.cc.+y.cxoyy' 

(•S.iu)    I     +2(ÄoCC.-h5;C'C;)yy''+2(*oC.Ct  +  5;c:c;)yy'+2(d;Ci/  +  5;CV+C'T;)y 

(    +2(j.c.fl-h3;c;v+c;'rOy'+2(*.c.i;+5;c;^'+c;'ro')y"=o, 

und  man  überzeugt  sich  immer  auf  die  alte  Weise,  dass  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  mit 
y"*  j  y  y">  y'y"  gleichzeitig  mit  denen,  welche  y  und  y'  zum  Factor  iiaben,  nur  dann  verschwin- 
den können,  wenn  man  C2=0  und  C^mO  sein  lässt,  was  CtZ=i  +  (Si  zur  Folge  hat.  Durch 
diese  Werthe  von  C, ,  C^ ,  C^'  wird  festgesetzt,  dass  die  Axe  0  Y''  senkrecht  auf  der  Coordi- 
natenebene  XOX'  zu  stehen,  oder,  was  dasselbe  sagt,  parallel  mit  der  Polaraxe  AX"  zu  lau- 
fen habe,  und  es  ändert  sich  durch  diese  speciellen  Werthe  die  Gleichung  (93.  a.}  ab  in: 

(5.C»+3;C'*)y'  +  (J.C?  +  ^.C:«)y"  +  2(«.CC,4-5;C'C0yy' 

+  2(5.Ci?  +  5;cv+c'TOy+2(5,c.i;  +  5;c;7;'+c;T;)y'±26;T;y'=0; 

stellt  man  daher  an  die  beiden  andern,  noch  völlig  unbestimmt  gebliebenen  Axen  OY,  OY'  die 
weiteren  Anforderungen,  dass  sie  gleichzeitig 

(M.e.)        «•cc,+ä;c'c;=o,  *oCf?+5;cv+c"c;=o  ,  5oC.i;+«;c;v+crcr=o 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  Gleichung  (93.  b.}  über  in: 

iw.  *•)  («•C'+5:c")f+(*.c.+3;c;oy"±2S;T;y'=o, 

und  hat  nun  in  schiefen  Coordinaten  die  vordere  Form  (64.  b.}. 

IV)  Hat  man  hingegen  zur  Absicht  die  untere  Gleichung  (90.  c.)  in  eine  andere  mit  senk- 
rechten Coordinaten  von  der  hintern  Form  (64,  b.}  überzuführen  1  und  bezeichnet  man  durch 
V ,  y\  y"  die  senkrechten  Coordinaten  an  dem  dazu  geeigneten,  aus  den  Axen  0  Y ,  0  Y^  0  ¥^ 
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* 
gebadeten  Systeme  von  denjenigen  Puncte  des  Pandlioloids,  der  an  den  Axen  OX,  OX^  OX" 

die  lu,  u«,  nö  liefert,  so  mnss  man,  im  die  Gleichnng  des  Paraboloids  an  den  Axen  OY, 
0  Y',  0  Y''  zu  erhalten,  in  die  iwtere  (90.  c.)  Tür  u« ,  u^ ,  <  das  setsen,  was  die  Gleidiunge» 
(41.  f.)  dafür  geben,  und  findet: 


[5.  (rr + a;  (r )']  ^.  +  [a.  (r.)' + s;  {r,n  ^  +  [*.  (r,)' + « (r,)']  ^ 


"« 


V  v'       .     ^  ,-..   .^  ,^v    .     ^  .«-V  .— .-,    V     v" 


+  2[*.(n(r,) +5;(r)(r;)]  ~  +  2  [«•(r)(ro+  y.in  (r,)]  ^, 


v'  v" 


(•4.  ••) 


+  2  [5.  (r,)  (r.)  +  d;  (D  (H)]  ^.  +  2  [*.  (r) .?  +  3;  (ro  v  +  (O  r.']  5 


v" 


+  2  IS.  (ro  n  +  « (ro  v+  {rn  r;]  ^+2p.(roiy+«;(n)i7'+(r?)S']^.=o, 

uad  man  übensengt  sieh  wieder  auf  die  alte  Weise,  dass  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  welche 
v"*,  vv",  v'v"  eum  Factor  haben,  gleichzeitig  mit  denen,  welche  v  und  v'  zum  Factor  haben, 
nur  dann  verschwinden  können,  wenn  man  (jTJrrO  und  (rj)  =  0  sein  lässt,  was  (Pa')  =  +  6i' 
smr  Folge  hat  Durch  diese  Worthe  von  (r,),,(n),  (/%')  wird  festgesetzt,  dass  die  neue  Po-^ 
laraxe  Of)"  senkrecht  auf  der  Coordinatenebene  XOX'  zu  stehen,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
mit  der  Polaraxe  OX''  parallel  zu  laufen  habe,  und  durch  diese  speciellen  Werthe  Sndert  sich 
die  Gleichung  (94.  a.}  ab  in: 

[a.(r)'+«;(r)']  J.+[*.(r.)*+a;(r;)»]  ^+2p.(r)(r,)+«(r)(r;)]  ^^ 


(•«.».) 


stellt  mn  daher  «n  die  beiden  andern,  noch  ganz  «nbesitiant  febliebeaen  Polaraxen  0$,  O^' 
die  weiteren  Anfordenmgen,  dass  -sie 

?.(r)(r.)+«;(r')(r;)=o,  J.(r)^+5;(r)v+(nr;=o,  ».(r,)i?+«;(r;K+(r;')s;=o  c^^.«-) 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  Gleichung  (94  b,}  über  in: 


V*  v'*  v" 


und  hat  in  senkrechten  Coordlnaten  die  zweite  Form  (64.  b.}. 

Die  auf  Paraboloidc  sich  beziehenden  Gleichungen  dieser  Nummer  stehen  unter  einander 
in  einem  ähnlichen  Zusammenbange,  wie  die  in  Nr.  213.  gegebenen,   welche  de|i  Mittelpuncts- 
flioben  angehören.  —  SrsUich  geh^n  die  Gleichnogen^  (93.  c.  und  d.)  aus  denen  (91.  c.  und  d.^ 
hervor,  wenn  man  an  die  Stelle  von  a.  y  a'o ,.  yi^  | »  ^  und  y''  setzt  ^«^  ^  »-  &'  •  i]  >  i}'  und  @«  y 
oad  zugleich  die  Projectionszahlen«  deren  Grundzeichen  A  ist,  mit  denen,  deren  Grundzeichen  C  ist, 
yertauscht;  man  erhält  daher  die  auf  schiefe  Coordinaten  sich  beziehenden  Gleichungen  am  neuen 
Systeme  aus  der  gegebenen  Gleichung  auf  dieselbe  >V eise,  es  mag  diese  letztere  schiefe  oder  senk- 
'  rechte  Coordinaten  in  sich  enthalten,  nur  dass  im  letxj^rn  Falle  die  senkrechten  Projactions^a)^. 
len,  welche  ^e  Axen  Ol ,  OY',  Ol"  an  denen  AX ,  AX',  AX"  Befemv  zu  nehmen  sind,  vra 
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ersten  Falle  die  schiefen  stehen,  und  wngpekehrt.  Eben  so  gehen  aber  auch  die  Gleichungen 
(94.  c.  und  d.}  aus  denen  (92.  c.  und  d.)  hervor,  nur  dass  die  Polaraxen  AX,  AX',  ABT'  an 
^e  Stelle  der  Grundaxen  A  X ,  A  X',  A  X"  treten.  —  Zweitens  gehen  nicht  nur  die  Gleichun- 
gen (92.  c.  und  d.)  aus  denen  (91.  c.  und  d.},  sondern  eben  so  auch  die  (94.  c.  und  d.}  aus 
denen  (93.  c.  und  d.)  hervor,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Grundaxen  0  Y ,  0  Y',  0  Y"  die  diesen 
entsprechenden  Polaraxen  0  g) ,  0^\  0  S)''  sich  gesetzt  denkt,  und  dabei  noch  die  Zeichen 

V      v'      v" 
y,  y',  y"  mit  denen  Ss»  ?fy  ?  ?rv>  vertauscht;  es  stehen  mithin  neue,  demselben  Paraboloide 

angehörige  Gleichungen  mit  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von  den  beiden  in  (64.  b.) 
aufgestellten  Formen  in  der  gleichen  Beziehung  zu  einander,  das  Paraboloid  mag  ursprünglich 
durch  eine  Gleichung  von  der  ersten  oder  zweiten  in  (64.  b.)  enthaltenen  Form  gegeben  wor- 
den sein,  nur  dass  im  letztem  Falle  senkrechte  Projectionszahlen  genommen  werden  müssen, 
wo  im  ersten  Falle  schiefe  stehen.  —  Drittens  giebt  die  Vergleichung  der  Formen  (91.  d.), 
(92.  d.J,  (93.  d.)  und  (94.  d.)  unter  einander  in  der  Weise,  wie  in  Nr.  213.  in  Betreff 
der  Mittelpunctsflächen  geschehen  ist,  ganz  leicht  zu  erkennen,  dass  jedes  Coordinatensy- 
stem,  an  welchem  das  Paraboloid  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  beiden  Fonnen  (91.  d.) 
oder  (93.  d.}  dargestellt  wird,  immer  auch  ein  zweites  an  die  Hand  ^ebt,  an  welchem  dieselbe 
Fläche  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  beiden  Formen  (92.  d.)  und  (94.  d.)  dargestellt 
wird  und  um^gekekrt;  man  hat  zu  diesem  Ende  blos  die  Grundaxen  des  Systems,  an  welchem 
das  Paraboloid  ursprünglich  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  zwei  in  (64.  b.}  eathattenen 
Formen  gegeben  worden  ist,  als  Polaraxen  aufzufassen,  wodurch  ein  in  der  Idee  abgeändertes 
System  zu  Stande  kommt,  dessen  Grundaxen  die  Polaraxen  des  vorigen  suid,  während  beide 
doch  immer  ein  und  dasselbe  Doppelsystem  ausmachen.  —  Die  vorstehend  ausgesprochenen 
Analogien  enthalten  aber  auch  die  Mittel  in  sich,  aus  einer  der  von  (91.)  bis  (94.)  fortlau- 
fenden und  mit  dem  Buchstaben  d  versehenen  Gleichungen  alle  ttbrigen  (hirch  höchst  einfache 
Substitutionen  herzuleiten.  Ausserdem  lässt  sich  noch  aus  den  Formen  der  mit  denselben  Glei- 
chungsnummem  und  dem  Buchstaben  c  versehenen  Bedingungen  ohne  Schwierigkeit  entnelunen, 
dass  die  Grundaxen  OY,  OY'  oder  die  ihnen  entsprechenden  Polaraxen  O^y  0^\  je  nach- 
dem die  Gleichung  des  Paraboloids  in  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  dargestellt  ist,  ia 
der  zum  Puncto  0  gehörigen  Tangentialebene  dieser  Fläche  liegen. 

Da  sich  aus  den  Betrachtungen  dieser  Nummer  ergiebt ,  dass  jeder  Punct  eines  Para- 
boloids zur  Spitze  vieler  Coordinatensysteme  genommen  werden  kann,  an  welchen  diese  Fläche 
durch  eine  Diametralgleichung  dargestellt  wird,  so  wollen  wir  hier  gleich  auch  noch  die  Frage 
aufwerfen,  ob  und  welche  von  seinen  Puncten  zu  einem  solchen  Coordinatensysteme  fuhren, 
dessen  Axe  OY''  senkrecht  auf  den  beiden  andern  OY  und  OY'  steht,  das  also  ein  an  OY" 
senkrechtes  Coordinatensystem  ist. 

A}  Bei  Aufstellung  der  GleichiHigen  (91.  c.  und  d.)  kam  die  neue  Grundaxe  OY''  paralM 
mit  der  ursprünglichen  AX''  zu  liegen,  es  müssen  also,  wenn  das  neue  System  ein  an  OY" 
senkrechtes  werden  soll,  die  beiden  andern  neuen  Grundaxen  OY  und  OY'  mit  der  ursprüng- 
lichen Gnmdaxe  AX"  rechte  Winkel  bilden,  d.  h.  es  muss  nach  Anleitung  der  im  ersten  Ab- 
schnitte milgetheilten  Gleichung  (9.  a.}  sein: 

AcosW+A'cosW"+A"=0    und    A.cosW'+A;cosW"+Ar=0, 
weil  cos  Wj  cos  W  und  1  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  Richtung  A  X"  oder  0  Y"  an 
den  Axen  AX,  AX',  AX''  sind    Schreibt  man  die  zwei  leisten  Bedingungen  (91.  c)  so: 
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^A+^A'+A"=o  und   ?^a.+5^a:+a;'=o 

und  zieht  diese  zwei  Gleichungen  von  den  vorigen  beiden  ab>  so  kouunt: 

(y;'cosW'— «^)A+0;co8W"— ä;|')A'=0  und  (;';'cosW'— tf^)A,+Cy;cosW"^tf;i')A;=0; 

bringt  man  aber  die  A'  und  A|  enthaltenden  Glieder  dieser  zwei  letzten  Gleichungen  auf  die 
andere  Seite  des  Gleichbeitsteicheos  und  multipUcirt  hierauf  beide  mit  einander,  so  erhält  man : 

(j:  cos  w—  Ä.  sy  A  A, = o;'  cos  w—  «;  r  )•  a'  a;  , 

und  schreibt  man  die  erste  Bedingung  (91.  c.}  so: 

a»  A'  AI  =  —  er«  A  Ai , 

so  giebt  die  Multiplication  dieser  mit  der  vorangegangenen  Gleichung: 

a'.  (/;  cos  W—  €C.  f)*  +  cc.  CrV  cos  W"—  «',  H'  =  0 , 

welche  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der  beiden  CoefGzienten  u.  und  a«  nur  dann  bestehen 
kann,  wenn  gleichzeitig 

r:cosW— €1.^=0    und    /; cos W"— «;!'=: 0 

ist,  woraus  man  findet: 

I  =  ^'  cos  W      und      r=  ^  cos  W", 

und  da  man,  weil  0  ein  Punct  des  Paraboloids  ist,  noch  ausserdem     ( ^        **•' 

hat,  so  ergeben  sich  lür  |,  l'«  l''  stets  drei  reelle  und  völlig  bestimmte  Werthe,  so  dass  es 
also  nur  einen  einzigen  Punct  0  giebt,  diesen  aber  jedesmal,  der  die  veriangte  Eigenschaft  be- 
sitzt, und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dieser  Punct  der  ist,  in  welchem  das  Paraboloid  von 
einer  auf  der  Grundaxe  AX'"  senkrechten  Ebene  berührt  wird. 

B}  Bei  Aufstellung  der  Gleichungen  ([92.  c.  und  d.}  kam  die  Polaraxe  0^"  des  neuen 
Systems  parallel  mit  der  ursprünglichen  Grundaxe  A  X''  zu  liegen,  es  werden  also  die  zwei  an- 
dern neuen  Polaraxen  Og)  und  0^'  mit  der  0^"  rechte  Winkel  bilden  und  in  Folge  dessen 
wird  dieses  Polarsystem  ein  an  0§)"  senkrechtes  sein,  der  unter  A}  angeführten  Gleichung 
(9.  a.}  gemäss,  wenn  gleichzeitig 

(-^cosW'+(-^)cosW''+(-.r')=0    und    (-^.)cosW'+(-^)cosW"+(^')=0 
ist,  und  die  zwei  letzten  Bedingungen  (92.  c.}  lassen  sich  in  der  folgenden  Form  schreiben: 

f^(,^^f  iä')  +  (A")=0    und    ^(4)  +  ^(^)  +  (^')=0. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  die  zwei  ersten  unter  A}  gegebenen  mit  dem  Unterschiede,  dass 
an  die  Stelle  des  Grundzeichens  A  das  {A)  getreten  ist;  es  lassen  sich  daher  aus  ihnen  wie 
zuvor  wieder  dieselben  Gleichungen  (94  a.*}  ableiten,  woraus  folgt,  dass  dem  einen  in  A) 
gefundenen  Punct  zugleidi  auch  ein  neues  an  09'^  senkrechtes  Pohirsystem  zukommt,  was 
vorauszusehen  war,  da  das  Polarsystem  von  einem  an  OY"  senkrechten  Grundsysteme  noth» 
wendig  auch  ein  an  09^'  senkrechtes  ist,  und  umgekehrt 
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C}  Bei  Aufstellung  der  Gleichungen  (93.  c.  und  d.}  liani  die  neue  Grundaxe  0  Y"  mit  der 
ursprünglichen  Polaraxe  AS"  parallel  zu  liegen,  es  werden  demnach  die  zwei  andern  neuen 
Grundaxen  OY  und  OY'  mit  der  OY''  rechte  Winkel  bilden,  und  in  Folge  dessen  wird  das 
neue  Grundsystem  ein  an  0  Y"  senkrechtes  werden,  wenn  die  Richtungen  0  Y  und  0  Y'  mit  der 
AS"  rechte  Winkel  bilden,  und  diess  geschieht  derselben  Gleichung  (9.  a.}  gemäss,  wenn 
gleichzeitig 

(A)cosgB'+(A')coBaB"+(A")=0    und    (A.)co«aB'+(A;)cosgB"+(An=0 

ist,  alle  Zeichen  in  ihrer  stehenden  Bedeutung  genommen,  weil  9S',  äB'^  und  1  die  senkrech- 
ten Projectionszahlen  sind,  welche  die  Richtung  A  S"  oder  0  Y''  an  den  Potaraxen  A  £ ,  A  S',  A  £" 
liefert;  diese  Gleichungen  nehmen  aber,  wenn  man  mittelst  der  im  ersten  Abschnitte  aufgefun- 
denen Relationen  (87.)  die  Projectionszahlen  (A) ,  (A') ,  (A")  und  (A,) ,  (AI) ,  (A/)  in  jene  um- 
wandelt, welche  durch  C ,  C^  &  und  C, ,  C| ,  Ci'  bezeichnet  werden,  die  folgende  Gestalt  an : 

g  cos  aSB'+ J  cos  aB"+ ^,  =  0    und    ^  cos  28'+ ^.  cos2B"+ ^=0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Grössen  C  und  Ci'  mittelst  der  zwei  letzten  Bedin- 
gungen (93.  c.},  so  erhält  man: 

(|  cos  SB'-  ^; i?)C+  (|'  cosSB"-  ^^')C'=0 


und 

(|'  cos  2B'-  ^.T?)C.  +  (|  coäSB"-  |^V)C;=0, 

woraus  man  auf  dem  in  A}  angezeigten  Wege  findet: 

(|  cos  W-  ^vy  CC,=  (|  cos  SB"-  ^VyC'C;  , 

während  die  erste  Bedingung  (93.  c.) 

Ot  C  Ci  =:  —  o^CCi 
giebt,  aus  deren  Multiplication 

y.  (|  cos  2B'-  ^  ny  +  9.  (|'  cos  SB"-  |ri;T=0 

hervorgeht;  diese  Gleichung  kann  aber  unabhängig  von  der  besondera  Beschaffenheit  der  Coef- 
fizienten  ^o  und  d^  nur  dann  bestehen,  wenn  gleichzeitig 

^  cos  2B'—  gi  fi  =  0    und     g  cosSB"—  ^^  —  ^ 
ist,  woraus  man  findet: 

fj=P'T-  COS  W     und     V=  ^K cosSB" 
^  df  l&i  o« 

'  * ' wozu,  da  O  immer  ein  Punct  des  Faraboloids  ist,  nodi  kommt: 
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so  dass  sich  f&r  17 ,  17',  ti'  stets  drei  reelle  und  völlig  bestimmte  Werthe  ergeben ,  und  also 
nur  ein  einziger  Punct  0  des  Paraboloids  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt,  von  dem  sich  leicht 
zeigen  lässt,  dass  es  der  ist,  in  welchem  das  Paraboloid  von  einer  auf  der  Polaraxe  A  'S'  senk- 
rechten Ebene  berührt  wird. 

• 

D}  Auf  denselben  durch  die  Gleichungen  (94.  b.*}  bestimmten  Punct  stösst  man  wieder, 
im  Falle  man  die  Gleichungen  (94.  c.  und  d.}  vor  Augen  hat,  wovon  man  sich  auf  die  unter 
B)  eingehaltene  Weise  überzeugen  bann,  was  aber  auch  schon  von  selbst  mittelst  des  dort  am 
Ende  Gesagten  in  die  Augen  springt. 

222}  Die  Ebene ,  in  welcher  die  Axen  0  Y  und  0  Y'  aller  der  zu  dem  beliebigen  Puncte 
0  gehörigen  Coordinatensysteme  hegen,  an  denen  das  Paraboloid  durch  eine  Diametralgleichung 
dargestellt  wird,  lüsst  sich  ohne  Zuziehung  der  Berührungsebene  wie  folgt  fbiden: 

1}  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  Ziffer  1}  angegebenen  Resultate  erzielt 
werden  sollen,  diejenige  Richtung  0  Z  auf,  deren  senkrechte  Projectionszahlen  c ,  c',  c"  an  den 
Gnindaxen  AX,  AX',  AX"  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 

c  :  c':  c"=a.|  :  a;r :  7^  (•*•  ••) 

ist,  wodurch  die  Richtung  OZ  eine  völlig  bestimmte  und  mit  dem  Punct  0  zugleich  gegebene 
wird,  so  lassen  sich  in  Folge  der  Bestimmungen  (95.  a.}  die  zwei  letzten  Bedingungen  (91.  c.) 
auch  in  der  nachstehenden  Form  aufstellen: 

Ac  +  AV+A"c"=0    und    A,c  +  A:c'+ A;V'=0,  CM.  M 

und  sagen  nun  aus,  dass  die  neuen  Axen  OY  und  OY^  beide  senkrecht  auf  der  Richtung  OZ 
stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Grundaxen  OY  und  OY'  von  allen  möglichen 
neuen  Coordinatensystemen,  die  denselben  Punct  0  des  Paraboloids  zur  Spitze 
haben,  und  an  welchen  diese  Fläche  eine  Gleichung  von  der  Form  (91.  d.}  an- 
nimmt, in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  auf  der  nach  (95.  a.}  bestimmten 
Richtung  OZ  senkrecht  steht  und  durch  den  Punct  0  hindurch  geht. 

II}  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  Ziffer  IQ  mitgctheilten  Resultate  er- 
zielt werden  sollen,  diejenige  Richtung  OZ  auf,  deren  senkrechte  Projectionszahlen  c,  c',  c'^ 
an  den  Axen  AX,  AX',  AX''  die  Eigenschaft  besitzen,  welche  in  (95.  a.}  angezeigt  worden 
ist,  d.  h.  nimmt  man  für  OZ  wieder  dieselbe  Richtung  wie  in  I},  so  lassen  zufolge  der  Be- 
stimmungen (95.  a.3  die  zwei  letzten  Bedingungen  (92.  c.}  sich  auf  die  folgende  Art  aus-> 
drücken : 

(^)c  +  (ur)c'+(^")c"=0    und    (^,)c  +  (-^;)c'+(^0c"=O,  !•*•••' 

und  diese  sagen  aus,  dass  die  neuen  Polaraxen  Og),  OS)'  beide  senkrecht  auf  der  Richtung 
OZ  stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Polaraxen  0^  ut^d  OS)'  ^^^  ^Hen  möglichen  neuen 
Coordinatensystemen,  die  denselben  Punct  0  des  Parri>oloi<i5  zur  Spitze  htben,  und  an  welchen 
diese  Flfiche  eine  Gleichung  von  der  Form  (92.  d.}  annimmt,  in  einer  und  derselben  Ebene^ 
welche  dieselbe  ist,  wie  die,  worin  im  Falle  1}  die  Gnindaxen  OY  und  OY'  lagen. 

ni}  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  Ziffer  ÜI)  mitgctheilten  Resultate  er- 
zielt werden  sollen,  diejenige  Richtung  OZ  auf,  deren  schiefe  Projectionszahlen  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  die  Eigenschaft  besitzen,  dass 
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ist,  wodurch  die  Richtung  OZ  eine  völlig  bestimmte  und  mit  dem  Puncte  0  zugleich  gegebene 
wird,  so  lassen  sich  s^ufolge  der  Bestimmungen  (95.  d.}  die  zwei  letzten  Bedingungen  (93.  c.} 
in  der  nachstehenden  Form  aufstellen: 

(M.  e.)  a C  +  a' C'+  a"  C"=0    und    a C,  +  a' C;  +  a" C\' , 

und  sagen  nun  aus,  dass  die  neuen  Grundaxen  0  Y  und  0  Y'  beide  auf  der  Richtung  0  Z  senk- 
recht stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Grundaxen  OY  und  OY"  ron  allen  mögli- 
chen Coordinatensystemen,  die  denselben  Punct  0  des  Paraboloids  zur  Spitze 
haben,  und  an  welchen  diese  Fläche  eine  Gleichung  vqu  der  Form  (93.  d.)  an- 
nimmt, in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  auf  der  nach  (95.  d.}  bestimmten 
Richtung  OZ  senkrecht  steht  und  durch  den  Punct  0  hindurch  geht. 

IV}  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  Ziffer  IV}  mitgetheilten  Resultate  er- 
zielt werden  sollen,  die  Richtung  0  Z  wieder  wie  im  vorigen  Falle  III}  auf,  so  dass  ihre  schiefen 
Projectionszahlen  a,  a',  a"  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  die  Eigenschaft  (95.  d.)  besitzen, 
so  lassen  sich  in  Folge  dieser  Eigenschaften  die  zwei  letzten  Bedingungen  (94.  a.)  wie  folgt 
ausdrücken  * 
(•4.  f.)  '     a(r)  +  a'(r)  +  a"(n  =  0    und    a  (P.)  +  a' (n)  +  a"  (r;')  =  0 , 

und  diese  sagen  aus,  dass  die  neuen  Polaraxen  0  g)  und  0  ^'  beide  senkrecht  auf  der  jetzigen 
Richtung  OZ  stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Polaraxen  Og)  und  0^'  von  allen  möglichen 
Coordinatensiystemen ,  die  denselben  Punct  0  zur  Spitze  haben,  und  an  welchen  diese  Fläche 
eine  Gleichung  von  der  Form  (94.  d.}  annimmt,  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  dieselbe 
ist,  wie  die  im  vorigen  Falle  unter  III)  angeHihrte,  worin  die  Grundaxen  0  Y  und  0  Y'  lagen. 
Für  solche  Puncte  0  des  Paraboloids,  deren  Coordinaten  |  und  ^'  oder  «j  und  r{  beide 
zugleich  null  sind,  liefert  im  ersten  Falle  die  Bedingung  (95.  a.}: 

c  =  0    und    c=0, 
im  andern  Falle: 

a  =  0    und    a'=0; 

die  Richtung  0  Z  liegt  daher  im  ersten  Falle  mit  der  A  X",  im  zweiten  Falle  mit  der  A  X"  pa- 
rallel, woraus  folgt,  dass  für  solche  Puncte  0  im  Falle  1}  die  Grundaxen  OY  und 
OY',  im  Falle  IQ  die  Polaraxen  Og)  und  Og)'  mit  der  Grundcoordinatenebene 
XAX'  parallel  laufen,  dass  hingegen  im  Falle  111}  die  Grundaxen  OY  und  OY', 
im  Falle  IV}  die  Polaraxen  0^  und  0^'  mit  der  Polarcoordinatenebene  3EA3r 
parallel  laufen. 

222*}  Vl^ir  wollen  jetzt  in  einer  Nebenbelrachlang  die  Gleichungen  (91.  b.  und  c.}  bis 
(94.  b.  und  c.}  mehr  ins  Besondere  ziehen,  um  zu  solchen  Formen  zu  gelangen,  aus  denen 
wir  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Paraboloidc  mit  grösserer  Leichtigkeit  ablesen  können. 

1}  Denkt  man  sich  bei  Aufsuchung  einer  neuen  Diamctralgleichung  unter  den  in  Nr.  221. 
unter  Ziffer  1}  angegebenen  Umständen  die  Puncte  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
I  =  $'==  I' =  0  ist,  und  man  also  nur  solche  Diametralgleichungen  auffinden  will,  die  an  Coor- 
dinatensystemen mit  derselben  Spitze  entstehen,  wesswegcn  wir  die  ursprünglichen  Axen  hier 
durch  0  X ,  0  X',  0  X''  bezeichnen  werden,  so  muss  die  neue  Axe  0  Y"  njit  der  ursprünglichen 
OX"  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen  bleiben,  so  dass  man  wie  zuvor 

A,=30  ,    A;  =  0    und    a;'=±i 
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hat,  und  weil  die  Axen  OY  und  OY',  wie  wir  gefunden  haben,  alte  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  welche  hier  die  XOX'  ist,  wie  aus  dem  zu  Ende  der  vorigen  Nummer  mit  ge- 
sperrter Schrift  gedruckten  Satze  hervorgeht,  so  bat  man  jetzt  noch  ausserdem: 

A"=0    und    Ar  =  0.  (•!•  a«'^) 

Zufolge  der  hier  eintretenden  Eigenschaften  (91.  a.*}  und  weil  §:=i^:=z^'^=zO  ist,  erfüllen  sich 
unter  den  gegenwärtigen  Umständen  die  zwei  letzten  Bedingungen  (91.  c.)  von  selber,  so  dass 
jetzt  nur  noch  die  eine  erste,  nämlich 

a.  A  A,  +  «;  A'  A; = 0  (M.  b.*) 

zu  befriedigen  übrig  bleibt,  und  alle  Axen  OY  und  OY',  welche  dieser  Bedingung  genügen, 
in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  OY''  ein  Coordinatensystem  bilden,  an  welchem  eine 
Gleichung  wie  die  (91.  d.),  nämlich: 

(c^o  A'  +  «;  A'O  f  +  da.  A?  +  «;  A?)  y"  +  2  //  y"=  0  (•§.  •.*) 

entsteht. 

H}  Denkt  man  sich  bei  der  Aufsuchung  einer  neuen  Dianetralgleichung  unt^  den  in 
Nr.  221.  Ziffer  II}  angegebenen  Umständen  die  Puncto  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
|=|'=:|"=0  wird  und  man  also  nur  Coordinatensysteme  mit  geraeinschaftticher  Spitze  0  vor 
Augen  hat,  wesswegen  die  ursprünglichen  Axen  durch  OX,  OX',  OX"  vorgeslelk  werden 
können,  so  muss  noch  wie  zuvor  die  neue  Polaraxe  0  9"  mit  der  ursprünglichen  Gnindaxe  0  X^' 
in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  also  wieder  (.^,)=0,  (^3)r=:0  und  {jf^')=:+i  sein, 
und  weil  die  Polaraxen  Og)  und  0^',  wie  wir  gefunden  habra,  alle  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  welche  hier  X  0  X'  ist,  wie  aus  dem  zu  Ende  der  vorigen  Nununer  mit  gesperr-  , 
ter  Schrift  gedruckten  Satze  hervorgeht,  so  hat  man  jetzt  noch  ausserdem: 

(v<")=2  0    und    (^0  =  0.  (M.«*"^) 

Zufolge  der  Eigenschaften  (92.  a.*},  und  weil  |^^=:|"=:0  ist,  erfüllen  sich  unter  denge«* 

genwärtigen  Umständen  die  zwei  letzten  Bedingungen  (92.  b.}  von  selber,  so  dass  jetzt  nur 

die  eine  erste,  nämlidi 

a, {A) {A)  +  a: {A) {A,)=zO  (91.  %.♦) 

zu  befriedigen  übrig  bleibt,  und  alle  Polaraxen  0  ^  und  0  §)',  welche  dieser  Bedingung  genü- 
gen, in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  Polaraxe  0  §)"  ein  Coordinatensystem  bil- 
den, an  dessen  Grundsystem  eine  Gleichung  wie  die  (92.  d.},  nämlich 


V*  v'*  v" 


entsteht 

III}  Denkt  man  sich  bei  der  Aufsuchung  einer  neuen  Diametralgleichung  unter  den  in 
Nr.  221.  Ziffer  IIQ  angegebenen  Umständen  die  Puncto  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
fiz=rj':=:fi''=i0  wird  und  man  also  nur  Coordinatensysteme  mit  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
0  vor  Augen  hat,  wesswegen  die  ursprünglichen  Axen  durch  0  X ,  0  X',  0  X"  vorgestellt  wer- 
den können,  so  muss  hier  wie  dort  die  Axe  0  If*  mit  der  Polaraxe  0  3E"  in  einer  Geraden  lie- 
gen und  driier  Cs^sO,  C;=rO,  C/=r+@;'  sein;  weil  aber,  wie  wir  gefunden  haben,  die 
Grundax^  0  Y  und  0  Y'  alle  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen ,  und  diese  hier  die  Polar- 
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coordinatenebene  XOi'  ist,  wie  aus  dem  zu  Ende  der  vorigen  Nummer  mit  gesperrter  Schrift 
gedruditen  Satze  hervorgeht,  so  hat  man  jetzt  noch  ausserdem: 

(M.  ».*)  C"=0    und    Cr=0, 

Zufolge  der  Eigenschaften  (93.  a*),  und  weil  f;=:i?'=i?"=:0  ist,  erfüllen  sich  unter  den  ge- 
genwärtigen Umständen  die  zwei  letzten  Bedingungen  (93.  b.}  von  selber,  so  dass  jetzt  nur 
die  eine  erste,  nänüich 

(M.b.'^)  «,cc.+5;c'c;=o 

zu  befriedigen  übrig  bleibt,  und  alle  neuen  Gnutdaxen  0  Y  und  0  Y',  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  Grundaxe  0  Y"  ein  Coordinatensystan 
bilden,  an  welchem  eine  Gleichung  wie  die  (93.  d.},  nämlich: 

(•«•  •.*)  («.  c» + s:  C")  y-- + (8.  c? + y.  c;o  y- + 2  ü' «;'  y"=o 

entsteht. 

IV}  Denkt  man  sich  bei  der  Aufsuchung  einer  neuen  Diametralgleichung  unter  den  in 
Nr.  221.  ZiiTer  IV}  angegebenen  Umständen  die  Puncte  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
17  =  17^=  4/"=  0  wird,  und  man  also  nur  Coordinatensysteme  nit  der  gemeinschafUichen  Spitze 
0  vor  Augen  hat,  wesswegen  die  ursprünglichen  Axen  durch  0  X ,  0  X',  0  X''  vorgesteHt  wer- 
den können,  so  muss  hier  wie  dort  die  Polaraxe  0  g)"  mit  der  Poiaraxe  0  X"  in  einer  Geraden 
liegen  und  daher  (r,)=0,  (r;)=0,  (ri')  =  ±6i'  sein;  weil  aber,  wie  wir  gefunden  haben, 
die  Polaraxen  O  9  und  0  ^'  alle  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  hier  die  Polarcoor- 
dinatenebene  3E  0  X"  ist,  wie  aus  dem  zu  Ende  der  vorigen  Nunmer  mit  gesperrter  Schrift  ge- 
druckten Satze  hervorgeht,  so  hat  man  jetzt  noch  ausserdem: 

(•4««.*)  (rO=0    und    (0=0- 

Zufolge  der  Eigenschaften  (94.  a.*},  und  weil  ij=2fj'=ifj"=:0  ist,  erfüllen  sich  unter  den  ge- 
genwärtigen Umständen  die  zwei  letzten  Bedingungen  (94.  b.}  von  selber,  so  dass  jetzt  nm* 
noeh  die  eine  erste,  nämlich: 

(•4U  n.*)  ö.  (F)  (r.)  +  y.  in  (O = 0 

zu  befriedigen  übrig  bleibt,  und  alle  neuen  Polaraxen  OS)  und  09\  welche  dieser  Bedingung 
genügen,  in  Verbindung  mit  der  schon  besthnmten  dritten  Polaraxe  0  9"  ein  Coordinatensystem 
bilden,  an  dessen  Grundsystera  eine  Gleichung  wie  die  (94.  d.},  nämlich: 

(•4.  •.*)  lö,  (D» + « {rn  ^  +  {ß,  {r,r  +  5;  (n)']  —  ±  2  r;  e;'  ^ = 0 

entsteht 

Ad  I}.  Wir  wollen  nun  aus  den  vorstehenden  Resultaten  einige  Folgerungen  ziehen.  Be- 
trachten wir  zuvörderst  den  in  dieser  Nummer  unter  1}  vorgefiihrten,  auf  eine  gegebene  Glei- 
chung von  der  Form  a.  x'  +  «i  x'*  +  2  y^'  x"=  0  sich  beziehenden  Fall  genauer,  so  sehen  wir, 
dass  die  Axen  OY  und  0  Y'  die  eine  Bedingung  (91.  b.*)  zu  erfüllen  haben  und  dass  die  Rich- 
tungsgleichungen dieser  Axen  an  den  ursprünglichen  Grundaxen  den,  diesem  besondem  Falle 
angehörigen  Bedingungen  (91.  a.*}  gemäss  werden: 

l=A*  +  A'*  +  2AA'cosW    und    l=Af  +  AP  +  2A|A;cosW, 

so  dass  die  Projectionszahlen  A ,  A'  und  A. ,  A(  lediglich  aus  diesen  Gleichungen  in  VerUndung 
mit  der  Bedingung  (91.  b.*}  zu  schöpfen  sind.    Verzicht  man  aber  diese  drei  GleichuBgeo 
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mit  denen,  wodurch  im  vorige«  Paragraph  die  verachiedeneD  ebenen  Systeme  bestimmt  worden 
sind,  an  welchen  eine  Mitteipunctscurve  zweiter  Ordnung  durch  eine  Diametralgleichung  in  sclue*- 
fen  Coordinaten  dargestellt  wird,  so  wird  man  gewahr,  dass  die  dort  unter  (i3.  b.)  oder  (28.  a.} 
stehende  Bedingung  mit  der  in  (91.  b.*}  aufgestellten  TÖllig  eins  ist,  und  dass  auch  die  dort 
unmittelbar  hinter  (28.  e.)  stehenden  Richtungsgleichungen  ganz  die  gleidien  sind,  wie  die  hier 
zuletzt  angegebenen,  dem  Falle  1}  entsprechenden;  und  da  auch  die  dort  resultirende  Gleichung 
(13.  c.}  bei  y'  und  y''  genau  die  gleichen  GoeiBzienten  hat,  wie  sie  hier  in  der  Gleichung 
(91.  c.*}  vorkommen,  so  folgt,  dass,  wenn  eine  Linie  zweiter  Ordnung  durch  eine 
Gleichung  a^x^-^a^x'^^^z^i^  in  welcher  fi  einen  beliebigen  Werth  haben  kann,  an 
den  Grundaxen  AX,  AX'  eines  ebenen  Systems  dargestellt  wird,  und  nicht  nur 
die  bei  x'  und  x"'  vorkommenden  Coeffizienten  k«  und  er«  dieselben  sind,  wie  die 
bei  denselben  Quadraten  stehenden  in  der  Gleichung,  wodurch  ein  Paraboloid 
gegeben  wird,  sondern  auch  die  Axen  AX,  AX'  des  ebenen  Systems  mit  den 
Axen  OX,  OX'  des  räumlichen  Systems,  auf  das  sich  die  gegebene  Gleichung 
des  Paraboloids  bezieht,  parallel  laufen,  so  geben  je  zwei  neue  Axen  AY^  AY' 
im  ebenen  Systeme,  an  welchen  die  hier  erwähnte  Mitteipunctscurve  durch  eine 
Diametralgleichung  dargestellt  wird,  dadurch  dass  man  ihnen  parallel  und  gleich-» 
läufig  zwei  Axen  OY,  OY'  durch  denPunctO  des  Paraboloids  legt,  ein  aus  die- 
sen beiden  Axen  OY,  OY'  und  der  stets  gleichen  OY"  gebildetes  Coordinaten*« 
System,  an  welchem  das  Paraboloid  durch  die  Diametralgleichung  (91.  c.*}  dar- 
gestellt wird,  und  die  zu  y^  und  y''  gehörigen  Coeffizienten  sind  in  der  Gleichung 
der  Mitteipunctscurve  an  den  Axen  AY  und  AY'  und  in  der  Gleichung  (91.  c.*^} 
an  den  diesen  parallelen  Axen  OY,  OY'  in  Verbindung  mit  der  OY"  stets  die 
gleichen. 

Ad  II}.  Schreiben  wir  in  dem  unter  II}  Vorgekommenen  und  wieder  auf  eine  gegebene 
Gleichung  von  der  Form  cf«x'  +  <4x'*-f-'^P'«  ^'  — 0  ^^^^  beziehenden  Falle  die  Gleichung 
(92.  c.*}  nach  Analogie  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Relationen  (57.  b«}  so: 

la.  {Af + «;  (^n  (y)' + [(*.  ur + «;  (^)T  (y? + /:  (y'O = o  , 

in  welcher  (y) ,  (y') ,  (y")  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Poluraxen  OS))  0 $',  0 SD"  von  den 
Puncten  des  Paraboloids  vorstellen,  deren  senkrechte  Coordinaten  an  den  Grundaxen  0  Y ,  0  Y', 
0  Y"  V ,  v',  v''  sind,  so  ist  dadurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgerührl  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  hier  die  neuen  Polaraxen  auftreten,  wo  dort  die  neuen  Grundaxen  zur  Sprache 
kamen. 

Ad  III}  und  lY}.  Die  Falle  III}  und  IV},  in  welchen  das  Paraboloid  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form  5«u'  +  5'oU''  +  2^,' u"=0  gegeben  ist,  lassen  sich  dadurch  auf  die  zwei  vor- 
hergehenden zurückfuhren,  dass  an  die  Stelle  der  auf  die  Grundaxen  OX,  OX',  OX"  sich 
beziehenden  senkrechten  Coordinaten  u ,  u',  u"  der  Punete  des  Paraboloids  ihre  auf  die  Polar- 
axen 0 £ ,  OS',  O  3E"  sich  beziehenden  schiefen  Coordinaten  (x) ,  (x') ,  (x")  setzt,  wodurch  die 
gegebene  Gleichung,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Relationen  (57.  b.}  gemäss, 
^•€'(x)'  +  3;(Si'(xT  +  2S;'<S;'(x")  =  0  wird,  auf  welche  nun  alles  frühere  von  den  Fällen  1} 
und  II}  Ausgesagte  wieder  volle  Anwendung  jedoch  mit  dem  Unterschiede  findet,  dass  hier  die 
Polaraxen  0  3E ,  0  f,  0  £"  auftreten  müssen,  wo  dort  die  Grundaxen  0  X ,  0  X',  0  X"  vorkamen. 
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223)  Aus  den  vorstehend  gegebenen,  die  Paraboloidgleichaiigen  .anfattgenden  Umfoitnungen 
lassen  sich  nan  die  vorzüglichsten  Eigenschaften  solcher  Flädien  ohne  Mühe  herleiten,  wobei 
wir  blos  Gleichungen  mit  schiefen  Coordinaten  zu  Grunde  legen  werden,  da  alle  übrigen  Fälle 
auf  diesen  einen  in  der  eben  angeführten  Weise  leicht  zurückgeführt  werden  können. 

a}  Ist  ein  Paraboloid  durch  eine  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  von  der  Form 
«x*  +  ()^'x'*-|-2/'x"=0  an  einem  Coordinatensysteme,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind, 
gegeben  und  will  man  eine  neue  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  von  der  gleiche  Form  an 
einem  Coordinatensysteme,  dessen  Spitze  ein  anderer  Punct  0  des  Paraboloids  ist,  erhalten,  so 
müssen,  den  in  Nr.  221.  gegebenen  Erörterungen  gemäss,  zwei  von  den  durch  den  Punct  0 
gehenden  Axen  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Projectionszahlen  an  den  ursprünglichen  Axen 
AX,  AX',  AX''  den  Bedingungen  (91.  c.}  genügen,  wenn  man  in  ihnen,  der  hier  gegebenen 
Gleichung  gemäss,  u^a'^y  an  die  Steile  von  a^^  a'^^  /o'  setzt  und  unter  ^ ,  |',  ^'  (fie  Coor- 
dinaten des  hier  angenommenen  Punctes  0  des  Paraboloids  versteht,  wodurch  jene  Bedingungen 
hier  werden: 

Erfüllen  die  Projectionszahlen  von  zweien  der  durch  den  Punct  0  gelegten  Axen  diese  Bedin- 
gungen und  läuft  die  dritte  dieser  Axen  mit  der  A  X"  parallel,  so  wird  das  Paraboloid  an  diesen 
neuen  Axen  durch  die  Gleichung  (91.  d.},  welche  jetzt 

(tfA'  +  c«'A")y'4-C«Af+«'A;*)y''  +  2/'y"=0 
wird,  dargestellt 

b}  Zudem  hat  es  sich  in  Nr.  222.  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Richtung  OZ  auCsucht, 

deren  senkrechte  Projectionszahlen  c,  c',  c"  die  in  (95.  a.}  angegebenen  Verhältnisse  unter 

einander  einhalten,  womach  hier 

c  :  c':  c"=«|  :  «'^:  /' 

sein  muss,  und  durch  den  Punct  0  eine  zu  dieser  Richtung  OZ  senkrechte  Ebene  legt,  je 
zwei  in  dieser  Ebene  liegende  von  0  ausgehende  Richtungen  die  zwei  letzten  der  drei  in  a) 
stehenden  Bedingungen  schon  von  selber  erfüllen,  so  dass  solche  zwei  Richtungen  nur  noch 
die  erste  der  genannten  drei  Bedingungen  zu  erflillen  brauchen,  um  in  Verbindung  -mit  der 
dritten,  schon  gänzlich  bestimmten,  durch  0  gehenden  Axe  ein  Coordinatensystem  zu  liefern, 
an  welchem  das  Parabolid  durch  die  in  a)  angegebene  Gleichung  dargestellt  wird.  Man  befrie- 
digt die  erste  der  genannten  Bedingungen  aber  offenbar  dadurch,  dass  man 

A'=0    und    A|  =  0, 

d.  h.  dadurch,  dass  man  die  zwei  in  der  auf  OZ  senkrechten  Ebene  zu  nehmenden  Axen  den 
Coordinatenebenen  X  A  X"  und  X'A  X"  parallel  sein  lässt,  und  in  Folge  dieser  besondern  Werthe 
von  A'  und  Ai  wird  die  in  a)  aufgeführte  Gleichung  des  Paraboloids 

c»A'y»  +  cg'A;'y''  +  2/'y"=0, 

in  welcher  A'  und  A','  völlig  bestimmte  Werthe  annehmen,  die  sich  aus  dem  Umstände,  dass 
A'=0,  Ai  =  0  ist,  und  dass  die  zwei  Richtungen,  auf  welche  sich  die  Projectionszahlen,  deren 
Grundzeichen  A  und  A.  sind,  in  der  auf  0  Z  senkrechten  Ebene  liegen,  welches  Letztere  in  den 
Gleichungen  (95.  b.}  ausgesprochen  ist,  leicht  in  reeller  Weise  herholen  lassen.  Man  hat  dem- 
nach die  hier  zuletzt  erhaltene  Gleichung  als  eine  vollständig  gegebene  anzusehen,  welche  wir 
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von  jetzt  an  zur  ursprünglich  gegebenen  machen  werden,  wesahalb  wir  die  Axen,  auf  welche 
sich  dieselbe  besieht,  durch  0  X ,  0  X',  0  X"  und  sie  selber,  indem  wir  a  A*  =  tf« ,  a'  A;'=  o^ 
und  +/'=/,'  setzen,  durch 

bezeichnen  wollen. 

c)  Sehen  wir  nun  das  Paraboloid  als  durch  die  am  Ende  von  b}  erhaltene  Gleichung 
«0 X* -j- cc'o x*  +  2 /o' x"=  0  an  den  Axen  OX,  OX',  OX"  gegeben  an,  und  legen  wir  parallel 
mit  der  Coordinatenebene  XOX'  irgend  eine  andere  Ebene,  welche  das  Paraboloid  in  einer 
Curve  schneidet,  so  wird  diese  Cur>'e  dargestellt  durch  die  Gleichungen : 

«,x'  +  «;x'»  +  2;';'x"=0    und    x"=r, 

wenn  ^'  den  alten  Puncten  der  schneidenden  Ebene  gleichmässig  angehörigen  Werth  von  li' 
bezeichnet.  Durch  diese  Gleichungen  wird  die  Schnittcurve  des  Paraboloids  an  den  Axen  OX, 
0  X',  0  X''  dargestellt ;  stellt  aber  D  den  Punct  vor,  in  welchem  die  Axe  0  X''  von  der  schnei-» 
denden  Ebene  durchdrungen  wird,  und  zieht  man  in  dieser  schneidenden  Ebene  die  Richtungen 
D  X  und  D  X'  den  Axen  0  X  und  0  X'  parallel  und  gleicMäuiig,  so  wird  die  Schnittcurve  auch 
dargestellt  durch  die  eine  Gleichung 

«.x'+«;x'=-2/;r 

an  dem  ans  den  Axen  DX  und  DX'  zusammengesetzten  ebenen  Systeme. 

d^  Gehen  wir  jetzt  darauf  aus,  neue  zu  demselben  Puncto  0  gehörige  Coordinatensysteme, 
deren  Axen  durch  0  T ,  0  T',  0  Y'  bezeichnet  werden  sollen,  aufzufinden,  an  welchen  das  Pa- 
raboloid wieder  eine  Gleichung  in  schiefen  Coordinatcn  von  der  gleichen  Form  annimmt,  so 
tritt  der  in  Nr.  222.*  unter  Ziffer  I)  besprochene  Fall  ein,  womach  die  Axe  OY"  der  OX" 
parallel  gelegt  werden  muss,  und  die  dort  durch  A ,  A'  und  A, ,  A^  bezeichneten  schiefen  Pro- 
jectionszahlen  der  neuen  Axen  OY,  OY'  an  den  Axen  OX  und  OX'  des  ursprünglichen  Sy- 
stems, an  welchem  das  Paraboloid  durch  die  am  Ende  von  b}  aufgeführte  Gleichung  gegeben 
wird,  blos  die  eine  Bedingung  (91.*  b.}  zu  erfüllen  brauchen,  damit  die  Gleichung  (91.*  c} 
zu  Stande  komme,  während  hier  alle  solche  Axenpaare  OY  und  OY'  stets  die  Bedingungen 
(91.*  a.}  wahr  machea  Es  sind  mithin  bei  jedem  solchen  neuen  Axenpaare  genau  alle  die 
Merkmale  vorhanden,  welche  in  Nr.  222.*  bei  dem  ad  I)  Gesagten  postulirt  vnirden,  und  da 
auch  die  zu  Ende  von  c}  aufgestellte  Gleichung  der  Schnittcurve  unter  den  gleichen  Umstünden 
sich  befindet,  die  an  der  dort  zur  Hilfe  genommenen  Mittelpunctscurve  postulirt  worden  sind, 
so  findet  der  dort  zu  Ende  von  ad  1}  in  Nr.  222.*  mit  gesperrter  Schrift  gedruckte  Satz  in 
Betreff  der  hier  gesuchten  neuen  Axenpaare  0  Y  und  0  Y"  und  der  Schnittcurve,  welche  durch 
eine  mit  XOX'  parallele  Ebene  ins  Paraboloid  gemacht  worden  ist,  seine  volle  Anwendung; 
man  findet  nämlich  alle  Axenpaare  0  Y ,  0  T,  wenn  man  in  dem  aus  D  X  und  D  X'  gebildeten 
ebenen  Systeme  alle  neuen,  derselben  Ebene  angehörigen  Axen  DY,  DY'  aufsucht,  die  ein 
von  dem  vorigen  verschiedenes  ebenes  System  bUden,  an  welchem  die  Schnittcurve  durch  eine 
Diametralgleichung  dargestellt  wird ,  und  die  Axen  0  Y  und  0  Y'  je  zwei  solchen  neuen 
Axen  DY  und  DY'  parallel  und  gleichläufig  m'mmt,  wobei  die  zu  y'  und  y'^  gehörigen  Coef- 
fizienten  in  der  neuen  Gleichung  des  Paraboloids  an  den  Axen  0  Y ,  0  Y',  0  Y"  denen  zu  den- 
selben Quadraten  gehörigen  in  der  neuen  Diametralgleichung  der  Schnittcurve  an  den  Axen 
DY  und  DY'  ganz  gleich  werden. 
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e}  Da  nun  die  Coeffizienten  er  und  n'  der  ersten  in  a}  gegd>enen  orspröngflichen  Glei- 
chung, sowie  die  or,  und  a\  oder  er  A'  und  a'  t^y  der  zu  Ende  von  b}  aus  ihr  abgeleiteten 
zweiten  ursprünglichen  Gleichung  Zahlen  mit  einerlei,  oder  mit  entgegengesetzten  Yorzddm 
sind,  und  sonach  die  Schnittcun^e,  deren  Gleichung  zu  Ende  von  c}  gegeben  worden  ist,  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  je  nachdem  das  gegebene  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  hyper- 
bolisches ist,  so  können  wir  aus  dem  Bisherigen  noch  mehrere  andere  wichtige  Eigenschaften 
des  Paraboloids  ableiten.  Ist  nämlich  das  Paraboloid  ein  elliptisches  und  dem  gemäss  die  Schnitt- 
curve  eine  Ellipse,  so  giebt  es  für  diese  stets  zwei  neue  Axen  DY  und  DY',  (welche  wir 
im  Paragraph  16.  dieses  Abschnitts  Nr.  194.  zu  finden  gelehrt  haben),  an  denen  die  Ellipse 
durch  eine  Diametralgleichung  dargestellt  wird,  deren  zu  y'  und  y'^  gehörige  Coeffizienten  ein- 
ander gleich  sind,  und  dann  liefern  die  diesen  beiden  parallelen  OY  und  OY'  in  Verbindung 
mit  der  dritten  OY''  ein  räumliches  Coordinatensysiem,  an  welchem  das  elliptische  Paraboloid 
durch  eine  Diametralgleichung  dargestellt  wird,  deren  zu  y'  und  y''  gehörige  CoefBzienlen  eben- 
falls einander  gleich  sind,  dem  sub  d}  Gesagten  gemäss.  Dividirt  man  die  so  sich  ergebende 
Gleichung  des  elliptischen  Paraboloids  mit  einem  der  gleichen  zu  y'  und  y"  gehörigen  Coeffizien- 
ten, so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

y'  +  y'*  +  yy'  — 0    oder    x'  +  x"+7x"=0, 

je  nachdem  man  diese  Gleichung  als  neue  oder  als  ursprüngliche  ins  Auge  fassen  und  deren 
Axen  durch  OY,  OT,  OY"  oder  durch  OX,  OX',  OX"  bezeichnen  wiU,  und  eine  Glei- 
chung von  dieser  Form  kann  das  Paraboloid  an  jedem  seiner  Puncto  0  anneh- 
men. Ist  hingegen  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches  und  dem  gemäss  die  Schnitlcurve  eine 
Hyperbel,  so  können  in  Gemässheit  der  im  Paragraph  16.  dieses  Abschnitts  geschehenen 
Erörterungen  keine  zwei  neuen  Axen  £)  Y  und  D  Y'  aufgefunden  werden,  an  welchen  die  Hy- 
perbel durch  eine  solche  Diametralgleichung  dargestellt  wird,  deren  bei  y'  und  y'*  stehende 
Coeffizienten  einerlei  absolute  Grösse  haben,  ausser  wenn  schon  a^  4~  ^«  =  ^  i^'>  ^^  ^^"0  ^^ 
dieser  Umstand  bei  allen  Axen  D  Y  und  C  Y'  ein,  welche  nur  überhaupt  eine  Diametralgleichung 
für  die  Schnittcurve  zu  liefern  im  Stande  sind.  Hieraus  folgt,  dass  das  hyperbolische  Pa- 
raboloid nur  an  gewissen  seiner  Puncto  0  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y'-y"  +  7y"=0    oder    x*  — x'*  +  yx"=0 

dargestellt  werden  kann.  Um  die  besondern  Puncto  0  des  Paraboloids,  an  denen  es  durch 
eine  Gleichung  von  dieser  Form  dargestellt  werden  kann,  näher  kennen  zu  lernen,  darf  man 
nur  erwägen,  an  welchen  Puncten  0  die  zu  Ende  von  b}  erhaltene  Gleichung  die  Eigenschaft 
erhält,  dassÄ»+  «i  =  0  oder  der  dort  eingeführten  Bezeichnung  zur  Folge  aA*  +  a'A,'*  =  0 
wird.  Da  nun  die  Bildung  der  zu  Ende  von  b}  aufgestellten  Gleichung  verlangt,  dass  A'=:0 
und  A,  =  0  genommen  werde,  wobei  sich  die  Projectionszahlen  auf  die  besondern  Richtungen 
OY  und  OY',  welche  später  durch  OX  und  OX'  bezeichnet  worden  sind,  an  den  Axen  AX' 
und  AX  beziehen  und  durch  diese  Werthe  von  Aj  und  A'  die  erste  der  drei  in  a}  stehenden 
Bedingungen  schon  von  selber  in  Erfüllung  geht,  die  beiden  andern  aber  sich  auf  a^A+/'A"=0 
und  a  ^'  Ai  +  /'  AI'  =  0  zurückziehen,  so  wird,  wenn  man  die  hieraus  für  A  und  AI  sich  er- 
gebenden Werlhe  in  die  zu  bewirkende  «A'  +  a'A,"zz:0  einsetzt,  die  andere  hervorgehen: 

A"*  ,  a;"      ^     ,      «r  ,  «T     ^ 

^  +  ^.=0    oder    -^  +  ^=0. 
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Es  sind  aber  die  RichtungsgleiGhungen  der  besondern  neaen  Axen  0  T  and  0  Y',  welche  später 
durch  OX  und  OX'  bezeichnet  worden  sind,  weil  bei  ihnen  A=0  und  A,=0  ist,  nach  Ana- 
logie der  im  ersten  Abschnitte  aufgestellten  Gleichung  (51.): 

1  =  A*  +  A"*  +  2  A  A"cos  W    und    1  =  A?  +  A;'^  +  2  A;  A;'  cos  W", 

worin  W  und  W"  die  Axenwinkel  XAX"  und  X' AX'"  bezeichnen,  und  diese  Gleichungen  gehen 
durch  die  so  eben  fär  A  und  A^  erhaltenen  Werthe  ilber  in : 

woraus  man  findet: 

|4=^  +  «  r  -  2  y"  I  cosW    und    fL±.  =  ?1_  +  «' |^  _  2 /' rcos  W" , 

und  in  Folge  dieser  Tur  j^  und  -rr^  gefundenen  Werthe  nimmt  die  zu  bewirkende  Relation 

•ei*      «i'f* 

-TT^  4-  -j~-  =:  0  die  folgende  Gestalt  an : 

>'"Ci+i)+«r+«'r-2racosw'+rcosw'o=o 

oder,  weil  |  cos  W'+  J'cos  W"+ 1"=  17"  ist,  wenn  i^"  die  senkrechte  Coordinate  des  gesuchten 
Punctes  0  an  der  Axe  AX'"  bedeutet: 

Da  riter  auch  der  gesnchte  Ponct  0  noch  iuuBer  ein  Punct  des  Paraboloids  ist,  nnd  man  dess- 
wegen  «|*+«'|^-(-2/'^'=0  hat,  so  wird  schliessUch: 

und  diess  zeigt,  dass  alle  Puncto  0  des  durch  die  Gleichung  ay?  +  a' x'^-\-2y'i^'=iO 
gegebenen  hyperbolischen  Paraboloids,  an  denen  diese  Fläche  Gleichungen  von 
der  Form  x*  —  x'*  +  yx'  =  0  zu  liefern  im  Stande  ist,  in  einer  auf  der  Axe  AX" 
senkrechten  Ebene  liegen,  deren  senkrechte  Entfernung  von  der  Coordinaten- 

8pitzel/'(i  +  i)  beträgt 

4 

f)  Wir  können  noch  eine  andere  nicht  unwichtige  Eigenschaft  des  Paraboloids  aus  dem 
Bisherigen  entnehmen*  Da  wir  nämlich  im  Paragraph  16.  dieses  Abschnitts  gefunden  haben, 
ditts  bei  jeder  Mitlelpunctscurve  der  zweiten  Ordnung  nur  zwei  auf  einander  senkrechte,  durch 
ihren  Mittelpunct  gehende  und  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  existiren,  welche  die  Eigenschaft 
besitaen,  dass  die  Mittelpunctscurve  an  zwei  Axen,  die  in  diesen  Geraden  liegen,  durch  eine 
Diametralgleichung  dargestellt  wird,  und  diess  also  auch  von  der  Schnittcurve  gilt,  deren  Glei- 
chung zu  Ende  von  c}  gegeben  worden  ist,  so  werden  kraft  des  in  d)  Gesagten  zwei  durch 
den  PhmI  0  den  eben  genannten  parallele  Gerade  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  zwei  in  ihnen 
Uegeiide  Axen  OY  und  OY'  in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  OY"  ein  Coor- 
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dinatensystem  bilden,  an  welchem  das  Paraboloid  durch  eine  Diamelralgleichang  dargestellt  wird 
Es  lassen  sich  demnach  durch  jeden  Punct  0  des  Paraboloids  drei  Axen  0  Y ,  0  Y'  und  0  Y'' 
legen,  von  denen  die  OY''  der  AX"  oder  OX"  parallel  Uoft,  und  die  OY  und  OY'  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  jedoch  immer  in  denselben  zwei  Geraden  liegen  bleiben  müssen.  Hier- 
aus folgt,  dass  durch  jeden  Punct  0  eines  Paraboloids  nur  drei  bestimmte  Gerade 
gelegt  werden  können,  von  denen  eine  stets  dieselbe  Richtung  beibehält  und 
die  zwei  andern  auf  einander  senkrecht  stehen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  das  Paraboloid  an  einem  Coordinatensysteme,  dessen  Axen  OY,  OY',  OY'' 
in  diesen  drei  Geraden  liegen,  durch  eine  Diametralgiciehung  dargestellt  wird. 

g}  Verbindet  man  die  zuletzt  aufgefundene  Eigenschaft  des  Paraboloids  mit  der  in  Nr.  221. 
Lit  A}  erkannten  Eigenthümlichkeit,  wornach  nur  ein  Punct  0  im  Paraboloid,  dieser  aber  stets 
existirt,  der  zur  Spitze  eines  aus  den  Axen  OY,  OY',  OY"  gebildeten  an  OY"  senkrechten 
Coordinatensystems  genommen  werden  kann,  an  welchem  das  Paraboloid  durch  eine  Diametral- 
gleichung dargestellt  wird,  so  sieht  man  ein,  dass  nur  an  diesem  einen  Puncto  drei  vöUig  be- 
stimmte Gerade  angegeben  werden  können,  von  denen  je  zwei  einen  rechten  Winkel  mit  einan- 
der bilden,  und  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  Paraboloid  an  dem  Coordinatensystem, 
dessen  Axen  in  ihnen  liegen,  durch  eine  Diametralgleichung  dargestellt  wird.  Es  müssen  so- 
nach die  drei  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  an  welchen  ein 
Paraboloid  durch  eine  Diametralgleichung  dargestellt  werden  soll,  durch  einen 
einzigen  völlig  bestimmten  Punct  dieser  Fläche  gehen  und  stets  in  denselben 
drei  Geraden  liegen. 

224}  An  das  von  Nr.  213.  bis  Nr.  220.  über  Mittelpunctsflächcn  zweiter  Ordnung  Gesagte 
reihen  wir  nun  noch  die  folgenden  in  vielen  Fällen  einer  Anwendung  Tähigen  Betrachtungen 
an.  In  den  durch  die  Buchstaben  a.  und  b.  unterschiedenen  Gleichungen  (70.}  bis  (73.}  spricht 
sich  die  Gegenseitigkeit  der  Lage  aus,  welche  zwischen  den  Axen  zweier  Coordinatensysteme 
eingehalten  sein  muss,  wenn  sich  dieselbe  Mittelpnnctsfläche  zweiter  Ordnung  an  beiden  Systemen 
durch  eine  Diametralgleichung  darstellen  lassen  soll.  Denkt  man  sich  die  Mittelpunctsfläche  durdi 
eine  der  Gleichungen,  deren  Coeffizienten  c^o)  cto^  a'l  oder  (0^0)9  (<^o)  9  (c^o')  sind,  und  durch 
das  Coordinatensystem,  worauf  sich  diese  Gleichung  bezieht,  gegeben,  und  will  man,  dass  beide 
Gleichungen  einerlei  constantes  Glied  erhalten,  so  kann  man,  worauf  zu  Ende  der  Nr.  215.  auf- 
merksam gemacht  worden  ist,  die  CoefQzicnten  der  neuen  Gleichung  angeben^  so  wie  man  mit 
deren  Verhältniss  zu  einander  bekannt  ist.  Ob  aber  die  so  gefundene  neue  Gleichung  die  ge- 
gebene Mittelpunctsfläche  auch  wirklich  darzustellen  im  Stande  sei,  das  hängt  noch  davon  ab, 
ob  sich  das  Coordinatensystem,  an  welchem  die  gegebene  Mittelpunctsfläche  durch  die  gefundene 
neue  Gleichung  dargestellt  wird,  als  ein  in  Wahrheit  vorhandenes  darstellen  lässt,  d.  h.  ob  die 
Projectionszahlen  der  neuen  Axen  in  reeller  Weise  sich  auffinden  lassen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  es  Fälle  giebt,  in  welchen  man  aus  den  durch  die  Buchstaben  a.  und  b.  unterschiedenen 
Gleichungen  (7^0  bis  (''^3.}  die  in  ihnen  vorkommenden  Projectionszahlen  zu  finden  genöthigt 
wird,  was  schon  da  wird  geschehen  müssen,  wo  das  allgemeine  VerhaUen  zwischen  den  Coef- 
fizienten zweier  Diametralgleichungen  zu  ermitteln  aufgegeben  würde,  das  die  beiderlei  Coef» 
fizienlen  unter  einander  einhalten  müssen,  wenn  beide  eine  und  dieselbe  Mittelpunctsfläche  an 
.verschiedenen  im  Räume  existirenden  Coordinatensystemen  darstellen  sollen.  Die  allgemeine 
Auflösung  der  hier  zur  Sprache  gebrachten  Gleichungen,  wenn  man  die  in  ihnen  vorkoianenden 
Projectionszahlen  als  ihre  unbekannten  Grössen  ansieht,  muss,  um  die  ihr  entgegenstehenden 
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Hmdemisse  zu  vermeiden,  eigenlhümliche  Wendungen  nehmen,  die  nicht  ohne  Interesse  sind; 
daher  nehme  ich  keinen  Anstand,  dieselbe  ihren  HauptzUgen  nach  hier  vor  Augen  zu  l^gen.  Wir 
haben  in  Nr.  214.  gesehen,  wie  sich  die  Gleichungen  (70.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (76.  a.  und  c), 
die  (71.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (77.  a.  und  c),  die  (72.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (78.  a.  und  c), 
endlich  die  (73.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (79.  a.  und  c.)  überrühren  lassen;  wir  können  daher 
die  hier  angeregte  Auflösung  blos  in  Bezug  auf  die  ersten  dieser  Gleichungen  unternehmen,  da  alle 
übrigen  durch  die  in  Nr.  213.  angezeigten  Mittel  auf  die  gleichen  Formen  zurückgerührt  wer- 
den können. 

Zuvörderst  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen 

Z'  +  Z'*  +  2'"  =  1    ,      Z?+Z;'  +  Zr  =  l,      Zj+Z?+Z;"  =  l 

und 

z'+z?+zj=i,  z''+z;»+z;'=i ,  z"*+zr+z;"=i 

die  Form  der  Gleichungen  (70.  b.}  und  (76.  c.}  dadurch  annehmen,  dass  man 

-a ^  A*         ^'« —  ^  Ä'*       >"» —  —  A"»-      T« f^Ä*         t" —  A'»        ■/"« ^*    A"». 

Mt         ■■  /  .       XI.  «  dl  —        /  v     n.  ,  iU  —        ,  .      IX.  •  ätt     ^-mm  f  tXt  «  AI         —       Z  7".      i\\  «  i»l  ■  /    .      C\t  m 

«a —  i^  A*  -'« f^  A'9         •"» ^9     A"i 

(«o)  («o)  (tfo) 

setzt,  und  dass  die  Gleichungen 

zz,+z'z;+z"z;'=o  ,  zz,+z'z;+z"z;'=o  ,  z.z.+z;z;+zrz;'=o 

und 

zz'+z,z;+z,z;=o  ,  zz"+z,zr+z,z;'=:0 ,  z'z"+z;zr+z;z;'=o 

durch  die  Substitutionen  (97.  b.}  in  die  (70.  a.}  und  (76.  a.}  übergehen,  wenn  man  in  jeder 
dieser  Gleichungen  allen  Wurzelzeichen  immer  nur  einerlei  Vorzeichen  giebt  Hieraus  geht  her- 
vor, dass  durch  die  Bestimmung  der  Grössen,  deren  Grundzeichen  z  ist,  mittelst  der  Gleichungen 
(97.  a.  und  c.}  zugleich  auch  die  Bestimmung  der  in  den  Gleichungen  der  Nr.  214.  zur  Unter- 
suchung gekommenen  Projectionszahlen  gegeben  ist,  welche  die  Axen  der  neuen  Coordinaten- 
Systeme  an  den  Axen  des  ursprünglichen  Systems  liefern,  wobei  man  jedoch  nicht  übersehen 
darf,  dass,  da  die  zwölf  Gleichungen  (97.  a.  und  c.}  aus  sechsen  von  ihnen  hervorgegangen 
sind,  drei  von  den  neun  Grössen,  die  z  zum  Grundzeichen  haben,  unbestimmt  bleiben  müssen, 
zu  deren  weilerer  Erforschung  die  neuen  Axen,  auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  be- 
zogen, zwar  noch  drei  Richtungsgleichungen  liefern,  die  aber  mittelst  einer  der  Relationen 
(80.  a.,  b.,  c,  d.}  blos  auf  zwei  sich  zurückziehen,  wie  aus  den  Nach  Weisungen  der  Nr.  215. 
erhellet,  so  dass  im  Ganzen  doch  immer  eine  Gleichung  weniger  als  unbekannte  Grössen  vor- 
liegen, und  wir  es  daher  jedenfalls  mit  einer  unbestimmten  Aufgabe  zu  thun  haben. 

Um  von  hier  ab  den  Recbnungsausdrücken  eine  grössere  Einfachheit  zu  verschaffen  und 
zugleich,  um  alle  Vorstellungen  mit  mehr  Anschaulichkeit  zu  umgeben,  werden  wir  voraussetzen, 
dass  die  ursprünglich  gegebene  Diametralgleichung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  sich 
beziehe,  wozu  wir  befugt  sind,  da  wir  im  Obigen  schon  die  Realität  eines  solchen  Systems 
unter  allen  Umständen  erwiesen,  und  die  Mittel,  dasselbe  aufzufinden,  angegeben  haben.  Unter 
dieser  Voraussetzung  gehen  die  beiden  Formen  (64.  a.}  der  gegebenen  Gleichung  in  einander 
über,  und  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  neuen  Axen  an  den  ursprünglichen  Axen  un- 
terscheiden sich  nicht  mehr  von  deren  schiefen  Projectionszahlen.  Da,  wo  das  ursprüngliche 
L  67 
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Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist,  hat  man  cosW=:cosW  =  co8  W''=0;  daram  Ter- 
wandelt  sich  an  ihm  die  im  ersten  Abschnitte  aufgestellte  allgemeine  Richtungsgleichung  (51.3 

in: 

l  =  a'  +  a"  +  a"S 

und  diese  giebt  bezüglich  der  drei  besondern  Richtungen  AY,  AY',  AY",  welche  die  neuen 
Grundaxen  ausmachen: 

(OT.  dO  1=A»  +  A''  +  A"',    1— Af  +  A;'  +  Ar,    1=:AJ  +  A;'  +  Ar; 

es  gehen  aber  die  obern  dieser  Gleichungen  mittelst  der  Bezeichnungen  (97.  b.}  über  in: 

C«f .  e.)  .^^j  —  ^^  -r  ^,  -r  ^.  ,     ^^,^  ~ «« "^  ao  '^  a'i   '     («',')  ~  «.  "^  «.  "^  «'•'  ' 

Aus  den  Gleichungen  (97.  a.  und  c.}  nun  in  Verbindung  mit  denen  (97.  e.)  hat  man  die  Werthe, 
deren  Grundzeichen  z  ist,  herzuholen,  wodurch  die  Beschaffenheit  des  neuen  Coordinatensystems 
an  die  Hand  gegeben  wird. 

225}  Zieht  man  von  der  ersten  Gleichung  (97.  e.}  nach  einander  die  mit  a'^ ,  a'i  dividirte 
erste  obere  Gleichung  (97.  a.}  ab,  so  erhält  man: 

CS...)    (l-l,)^'+(-i-i)^"'=7^,-A     und     (i^*).'+(4_4)."=^-4. 

■ 

Eben  so  erhält  man  durch  successive  Subtraction  der  mit  es«  und  u'i  dividirten  zweiten  obem 
Gleichung  (97.  a.)  von  der  zweiten  (97.  e.): 

Endlich  erhält  man  noch  durch  successive  Subtraction  der  mit  a^  und  a«  dividirten  dritten  obern 
Gleichung  (97.  a.)  von  der  dritten  Gleichung  (97.  e.) : 

(•«.«.)    ('4-^)z;'+C4--)zr=rir,— ^     nnd    (1^4)il+r4-:^)2r^ri..^4^ 

Die  Gleichungen  (98.  a.)  zeigen,  wie  sich  z'  und  z"  durch  z,  die  (98.  b.),  wie  sich  Zy  und 
zi'  durch  zi,  die  (98.  c.},  wie  sich  z,  und  z,  durch  z,'  bestimmen  lassen,  so  dass  mitbin  die 
Aufsuchung  von  allen  diesen  Grössen  nur  noch  von  der  weitem  Ermittelung  der  drei  z ,  zi ,  z^' 
abhängt.  Setzt  man  in  die  erste  untere  Gleichung  (97.  a.}  für  zf  und  z|  ihre  aus  den  Glei- 
chungen (98.  b.  und  c.}  entnommenen  Ausdrücke  in  zj'  und  Zt'%  oder  in  die  zweite  untere 
Gleichung  (97.  a.}  für  z'^  und  z^'  ihre  aus  den  Gleichungen  (98.  a.  und  c.}  entnommenen  Aus- 
drücke in  z^  und  ili^ ,  oder  endlich  in  die  dritte  untere  Gleichung  (97.  a.}  für  z"^  und  z|''  ihre 
aus  den  Gleichungen  (98.  a.  und  b.}  entnommenen  Ausdrücke  in  z'  und  zj*,  so  slösst  man  auf 
folgende  drei  Gleichungen: 


(•9.  b 


\' 
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(j  _  •)(!  _'),.+  a  _  i)a_ « y  +  (4  -i)(4_  *)«;-= 

woraus  sich  schliessen  lässt,  dass  die  auf  den  drei  letzten  Zeilen  vorkommenden  Ausdrücke,  in 
welchen  weder  z*  noch  zj'  noch  z,''  vorkommen,  einander  gleich  sind;  und  in  der  That  ver- 
nichten sich  die  Differenzen  von  je  zweien  derselben  kraft  der  in  (80.  a.}  aufgefundenen  Re- 
lation, oder,  was  damit  auf  Eins  hinausläuft,  die  Gleichsetzung  je  zweier  derselben  führt  wieder 
zu  jener  Relation.  Mittelst  eben  dieser  Relation  ziehen  sich  aber  auch  die  drei  vorstehenden 
Gleichungen  in  die  folgende  eine  zurück: 

welche  in  Bezug  auf  z* ,  z? ,  z,'*  eben  so  wie  schon  alle  die  in  {98.  a.  bis  c.}  erhaltenen  in 
Bezug  auf  z* ,  z'^ ,  z"^ ;  z' ,  z|* ,  zi'^ ;  A  9  ^%  9  z«'*  vom  ersten  Grade  ist,  so  dass  man  also  sie- 
ben/von  den  neun  Quadraten,  deren  Grundzeichen  z  ist,  durch  die  zwei  übrigen  in  lauter  ratio- 
nalen Ausdrücken  darstellen  kann. 

226}  Wir  wollen  hier,  bevor  wir  weiter  gehen,  ein  wenig  stille  stehen,  um  den  bereits 
zurückgelegten  Weg  noch  einmal  mit  prüfendem  Auge  zu  überblicken,  und  die  Stelle,  an  wel**- 
cher  wir  uns  jetzt  befinden,  genauer  zu  ergründen.  Es  ist  schon  in  Nr.  224.  darauf  hingewie- 
sen worden,  dass  die  Gleichungen  (97.  a.}  und  (97.  c.}  in  Verbindung  mit  den  drei  Richtungs- 
gleichungen (97.  e.}  zur  Bestimmung  von  nicht  mehr  als  acht  der  unbekannten  Grössen  dienen 
können,  und  durch  die  Gleichungen  (98.  a.  bis  d.)  sind  schon  sieben  von  ihnen  bestimmt  wor- 
den, desshalb  kann  man  wesentlich  nur  noch  eine  einzige  Bestimmungsgleichung  zwischen  ihnen 
zu  erhalten  hoffen.  Nun  haben  wir  aber  die  sämmtlichen  Gleichungen  (98.  a.  bis  d.}  blos  aus 
denen  (97.  a.}  in  Verbindung  mit  den  drei  Richtungsgleichungen  (97.  e.)  hergeleitet,  wobei 
die  sechs  Gleichungen  (97.  c.}  noch  völlig  unbenutzt  liegen  geblieben  sind.  Hieraus  müssen 
wir  schliessen,  dass  in  diesen  letzt  erwähnten  sechs  Gleichungen  nur  noch  eine  einzige  Bestim- 
mung in  Bezug  auf  die  neun  Unbekannten  liegen  könne,  und  da  ursprünglich  nur  die  drei  obem 
in  (97.  a.}  und  (97.  c.}  vorhandenen  Gleichungen  'gegeben  waren,  aus  welchen  die  drei  untern 
erst  später  hervorgegangen  sind,  so  kann  man  weiter  schliessen,  dass  mit  den  sechs  Gleichun- 
gen (97.  a.}  zugleich  auch  die  sechs  Gleichungen  (97.  c.}  bis  auf  eine  gegeben  sind,  dass  je- 
doch eine  von  diesen  letzten  immer  noch  in  die  vollständige  Auflösung  der  ursprünglich  gege- 
benen sechs  Gleichungen,  nämlich  der  ersten  drei  in  (97.  a.}  und  der  ersten  drei  in  (97.  c.} 
stehenden,  hinzugezogen  werden  ulisse. 
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Dass  in  der  That  die  sechs  Gleichungen  (97.  c.)  in  Folge  der  sedis  Gleichungen  (97.  a.} 
auf  eine  einzige  sich  zurückziehen,  davon  kann  man  sich  auf  die  folgende  Art  noch  directe 
überzeugen.  BHngt  man  in  jeder  der  obern  und  untern  Gleichungen  (97.  c.)  ihrer  Aufeinan- 
derfolge nach  respective  das  dritte,  zweite  und  erste  Glied  von  ihrer  linken  auf  deren  rechte 
Seite  und  quadrirt  man  hierauf  alle  diese  Gleichungen,  so  erhält  man: 

z'zf  +  z'*z;*  +  2zz.z'zl  =  z"*zr  ,    z*z5  +  z"*2r  +  2zz,z"z;'  =  z'*z;% 

Zi    Z<t  "i    Z|    Zj    ~j~  A  2*1  Zj  Zj  2^  i— ^ Z|  Z3 

und 
z*  z"  +  zf  z'*  +  2  z  z,  z'  z;  =  zl  z?  ,    z»  z"*  +  zj  z;"  +  2  z  z,  z"  z;'  =  z?  zi" , 

Z|  Z|     1"  Z2  Z)   "1"  iC  Zj  Z)  Z|  Z2  rrzi  Z   z     , 

und  diese  geben,  v^enn  man  die  untern  von  den  obern  ihrer  Ordnung  nach  subtrahirt: 

(z*-z:o(2f-z'D=z'"C— zjz? ,  (z'-zn(z;-z"o=z"z?-z?z;'% 

(z;* — zD  (z;» — zr ) = z?  zj — z'*  z"* . 

Nun  ist  aber 

z"«zr_zjz?  =  (l  — z'-z'*)(l-z?  — z;»)  — (1— z»  — z?)(l-a"  — ziO  , 

wenn  für  z"*,  zj"  ihre  Werthe  aus  den  obern  Gleichungen  (97.  a.)  und  für  zj ,  z?  ihre  Werthe 
aus  den  untern  Gleichungen  (97.  a.)  genommen  werden,  und  eben  so  findet  man: 

z"  z?  —  zf  z'r  =  (1  —  z*  —  z"0  (1  —  zj  —  z;'0  —  (1  _  z»  —  zj)  (1  —  z'"  —  z;'«) 
und 

z?  zj  -  z' V = (1  -  z;^  -  zi'o  (1 — z;'  -  z;'o  -  (i  -  z?  -  z?)  (i — zr — zr) , 

während  diese  drei  letzten  Gleichungen  durch  eine  leichte  Umformung  sich  überführen  las- 
sen in: 

z"'  zI"  -  zj  z7  =  (z*  —  zi')  (z?  -  z'O  ,    z'»  z;'  —  z?  z'r  =  (z*  —  z;'*)  (zj  -  z"*3  , 

z?  zj  —  z'^  z"*  =  (zi*  -  zD  (z?  -  zrO . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  (99.  b.)  mittelst  derer  (97.  a.}  identisch  werden^  d.  h.  dass 
die  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (99.  a.)  oder  (97.  c.)  mittelst  derer 
(97.  a.)  in  einander  überführbar  sind.  Es  lässt  sich  aber  auch  noch  zeigen,  dass  aus  jeder  der 
drei  auf  einer  Zeüe  stehenden  Gleichungen  (97.  c.)  die  zwei  andern  mittelst  der  Gleichungen 
(97.  a.)  sich  herleiten  lassen,  wie  vnr  bei  den  auf  erster  Zeile  stehenden  darthun  wollen.  Bringt 
man  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (^7.  c.^  die  dritten  Glieder  ihrer  linken  Seite  auf  deren 
rechte  Seite  und  quadrirt  sie  hierauf,  so  kommt: 

z'z?+z''z;'— z'"z;"=— 2zz.z'z; ,  z'zj+z'*z;'— z"'zr=— 2zz,z'z; , 

z?zj+z;'z;*-zrz;"=— 2z.z»z;z; 

und  quadrirt  man  diese  aufs  Neue,. so  kommt: 

(z'  z?  +  z"  z," — z'"  zD' = 4  z»  zj  z"  z^  ,    (z'  zJ + b"  x','  —  «'"  z;")* =4«* zj  z"  «;* , 

I  Z|  Z}    I    Z|    Z]       ~  Z|     Zj     )    —^  *  Z|  ^2  Z|    «2     , 

zieht  man  aber  von  der  ersten  dieser  drei  letzten  Gleichungen  die  zwei  andern  ab,  so  erfaäk 
man,  die  Differenz  der  Quadrate  in  ein  Product  umändernd: 
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[z»  (z? + zo + z-  Qz?+  z;o  -  z"»  (zr'+  z;'0]  [z*  c^r  -  zJ) + z'*  (z;*—  z?) — z"*  (zr-  z^)] 

=4z'z'Xz?2;*— zjz;*) 

[z?  Cz'  +  zO  +  z?  (z'»+  z?)  -  zr  (z"»+  z;'0]  [z?  (z^  -  zD  +  z-  (z"-  z?)  -  z,"'  (z"*-.  zD] 

=4zrz;'Cz'z"— z|z;'3. 

Den  zwei  in  eckige  Klammern  eingeschlossenen  Factoren  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann 
man  aber  dadurch,  dass  man  Tür  z"^  z7\  z,''  deren  aus  den  obern  Gleichungen  (97.  a.)  ent- 
nommene Werthe  setzt,  die  folgende  Form  geben: 

z^Czf  +  zD  +  z^Czi^  +  zr^-Cl-z'-z'^CS-zf-zr-zl-z;') 
und 

z'(zf-zO  +  z'»Czr--z;')-o-z'-z'*3(zi+z?~z?-z;'3, 

oder,  wenn  man  die  Klammem  wegschafft: 

z?  +  z;»  +  zj  +  z?  — 2  — z»z;«  — z'z;»  — z"z?-z'*zj  +  2z*  +  2z'* 
und 

zf+z;«— zi— z;'+z^z;'+z"z«-z'z:*— z''z? 

oder 

Ci-z-Xz?-zO  +  Ci-zOCz;*-z;0; 

beachtet  man  aber,  dass  die  Summe  der  zwei  ersten  untern  Gleichungen  (97.  a.)  z?+zj+zl'+ 
zi*+z'+z'*=2  liefert,  dass  man  also  im  einen  Factor  — z'— z'*  für  zj+zl'-fzl+z?— 2  und  im 
andern,  denselben  Gleichungen  gemäss,  zj*  +  zi*  für  1  —  z'*  und  zf  +  zj  für  1  —  z*  setzen  kann, 
so  überzeugt  man  sich,  dass  jene  beiden  Factoren  auch  so  geschrieben  werden  können: 

z»(i-z:»-z;o+z"(i-z?-zO  und  (z;*+z?)(z?-zo  +  (zf+z?3(z;'-z;»), 

und  nun  geht  der  erste  mittelst  der  zwei  ersten  untern  Gleichungen  (97.  a.^  über  in: 

2z*z'% 

der  zweite  dagegen  verwandelt  sich  mittelst  WegschaSimg  der  Klammem  in: 

2(z?z;»-zjz:/), 

was  zur  Folge  hat,  dass  die  erste  Gleichung  (99.  d.)  mittelst  der  Gleichungen  (97.  a.}  iden- 
tisch wird.  Auf  ganz  analoge  Weise  lässt  sich  auch  die  zweite  Gleichung  (99.  d.}  mittelst 
derselben  Relationen  (97.  a.}  identisch  machen.  Es  ist  somit  erwiesen,  dass  neben  den  sechs 
Gleichungen  (97.  a.}  nur  noch  eine  einzige  von  den  sechs  Gleichungen  (97.  c.}  fttr  die  Auf- 
lösung aller  wesentlich  nöthig  ist 

227}  Nachdem  wir  in  der  vorigen  Nummer  uns  Gewissheit  darüber  verschafil  haben,  dass 
zur  Bestimmung  der  drei  Grössen  z',  zj*,  zi'*  neben  der  Gleichung  (98.  d.)  nur  noch  eine 
zweite  aus  einer  der  Gleichungen  (97.  c.)  erhalten  werden  kann,  gehen  wir  jetzt  an  die  Auf- 
suchung dieser  zweiten  Gleichung.  Zu  diesem  Behufe  nehmen  wir  die  erste  Gleichung  (99.  c.}, 
nämlich : 

(z*  z?  +  z"  z?  —  z"*  z7y  =  4  z*  z?  z'»  z;* , 

welche  eine  blose  Umformung  der  ersten  obem  Gleichung  (97.  c.}  ist,  und  setzen  in  sie  für 
z"'  und  z"^  ihre  aus  den  zwei  ersten  obem  Gleichungen  (97.  a.}  entnommenen  Werthe  ein, 
wodurch  sie  nach  Wegschaffung  der  Klammem  wird: 

(-i+2»+z'»+z?+»;*—z»z;»-z'»zfy=4Ä' «?«'•«;•. 


(•••«L> 
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Da  aber  gemäss  der  ersten  und  zweiten  untern  Gleichung  (^97.  a.} 

z*+2r=:l— zj    und    z'*  +  z;'  — l  =  -z?  ,    also    z'  +  z'^  +  zf  +  zi*  — 1  =  1— z*  — z? 
oder  der  dritten  untern  Gleichung  (97.  a.}  zur  Folge 

z*+z'»+z?+z;*-.i=z;'* 

isl,  so  lässt  sie  sich  auch  so  schreiben: 

[zr  -  (f  z?  +  z'*  zO? = 4  z^  z?  z"  z? 
und  geht,  wenn  man  wirklich  ins  Quadrat  erhebt,  über  in: 

zr  —  2  z;'*  (z'  z['  +  z"  zf)  +  (z»  z;*  -  z'*  zf)'  =  0 , 
welcher  man  auch  die  andere  Form 

z;'* + 2  z;'*  (z»  z;» — z"»  zQ + (z*  z;* — z'*  z?y = 4  z"  z?  z;'» 

oder 
!!•••  •.)  (z;"  +  z»  z;»  ^  z"  z?)' = 4  z^  zi'  z? 

geben  kann.  Drückt  man  z'^  und  zf  durch  z^  und  z]^  mittelst  der  letzten  Gleichungen  (98,  a.  und  b.) 

aus,  so  wird 

11  11  1111 

z  Z.-.ZZ.  -  j__ji^^'  ""  1_1         rl_l^rl_l^   ' 

und  setzt  man  diesen  Werth  von  z'zi  in  die  Gleichung  (^100.  a.}  ein,  so  erhält  man: 

11  11  1111 

^  [z.  +  ^  ^^z.  -t— ^_^z  —         ^       rl  - 1^  J  ~  ' 

df»  C(«  tf»  ex«  CS«  &«         Ci(«        tf« 

welches  die  verlangte  Gleichung  in  z^,  z[',  z^''  ist. 

Da  man  zur  Bestimmung  der  drei  Grössen  z* ,  z\^ ,  z^'*  blos  die  zwei  Gleichungen  (98.  d.) 
und  (100.  b.}  hat,  so  kann  man  eine  von  ihnen  oder  eine  Verbindung  zwischen  mehrem  in- 
nerhalb  gewisser  Schranken  der  Wahl  frei  geben.  Wollte  man  z.  B.,  dass  die  Summe  aller  drei 
einen  vorgeschriebenen  Werth  S«  annehme,  wodurch  noch  die  dritte  Gleichung 

(!••.  e.)  z*  +  z;»  +  zr  =  So 

zu  den  vorigen  beiden  hinzu  käme,  und  eliminirte  man  zwei  von  diesen  Grössen  aus  den  jetzt 
vorhandenen  drei  Gleichungen,  so  würde  man  auf  eine  Eliminationsgleichung  in  z^  oder  z[*  oder 
z!!^  vom  dritten  Grade  hingePührt,  die  man  lösen  müsste,  um  dann  auch  mittelst  der  Gleichun- 
gen (98.  a.  bis  c.}  alle  übrigen  durch  das  gleiche  Grundzeichen  vorgestellten  Grössen  zu  er- 
halten; wollte  man  aber  der  einen  von  ihnen  einen  vorgeschriebenen  Werth  ^  beilegen,  so 
genügen  zur  Bestimmung  der  beiden  andern  schon  die  zwei  Gleichungen  (98.  d.}  und  (lOD.  b.) 
und  man  findet  jetzt  die  zwei  zu  ^  gehörigen  andern  Grössen  durch  Auflösung  einer  quadra- 
tischen Gleichung.  Hat  man  auf  die  eine  oder  andere  Art  alle  Grössen  bestimmt,  deren  Grund- 
zeichen z  ist,  so  liefern  dann  die  Gleichungen  (97.  b.)  aus  ihnen  die  Grössen  A*,  A'*,  A"*; 
Af,  A|'*,  AI";  A!,  A^^,  A^^,  welche  sämuitUch  reelle  und  positive  Zahlen  werden  müssen, 
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wenn  das  gesacble  Coordinatensystem  in  Watirheit  existiren  soll.  Die  hierzu  erforderlichen 
Bedingungen  geben  die  Relationen  zwischen  den  Coeffizienten  a^y  tf« ,  «V  und  (tf ,) ,  {a\) ,  («•') 
an  die  Hand,  welche  stattfinden  müssen,  wenn  die  Mittelpunctsfläche,  zweiter  Ordnung  durch  eine 
vorgeschriebene  Gleichung  an  einein  wirklichen  Coordinatensysteine  darstellbar  sein  soll.  Die 
weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes,  welche  uns  zu  weit  führen  würde,  lassen  wir  jedoch 
bei  Seite  liegen. 

228)  Ausser  den  bisher  von  uns  betrachteten  Diametralgleichungen,  wodurch  sich  jede 
FMche  der  zweiten  Ordnung  in  solcher  Art  darstellen  lässt,  dass  deren  Eigenschaften  dem  Be- 
schauenden näher  rücken,  giebt  es  noch  andere  Gleichungsfonnen,  die  dasselbe  leisten,  die  je-- 
doch  nur  bei  gewissen  Arten  jener  Flächen  entstehen  können,  bei  dem  Hyperboloid  einer  jeden 
Art  nämlich  und  bei  dem  hyperbolischen  Faraboloid,  also  nur  bei  solchen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, bei  welchen  Durchschnitte  Hyperbeln. liefern  können.  Wir  werden  diese  neuen  Gleichungs- 
fonnen zuvörderst  itir  jede  Art  des  Hyperboloids  aufstellen  und  sodann  noch  für  das  hyperbo- 
loidische Faraboloid. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  sich  die  mit  einem  Mittelpunct  versehene  Fläche  der  zwei- 
ten Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  jeder  der  Formen 

tf.x'-f  «;x'«  +  ai'x"»=(^o)    und    *,tf +  «u-  +  *;'u"»  =  (i/,)  (IM.  «.) 

in  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  an  unzählig  vielen  dazu  geeigneten  Coordinatensyste- 
men  darstellen  lässt.    Fassen  wir  die  Gleichungen 

cf . x'  +  «; x*  +  «;' x"*  =  0    und    S, u»  +  S". u'»  +  S: u"* = 0  (IM.  fc.) 

ins  Auge,  so  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  diese  nur  auf  eine  einzige  Art  befriedigt 
werden  können,  wenn  a^ ,  a« ,  a^  oder  ^^ ,  ^ ,  ^o'  entweder  lauter  positive  oder  lauter  nega- 
tive Zahlen  sind;  sie  lassen  sich  nämlich  durch  reelle  Werthe  von  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u'' 
nicht  linders  realisiren,  als  indem  man  entweder 

x  =  0  ,    x'=0  ,    x"=0    oder    u=:0  ,    u'=0  ,    u"=0 

nimmt,  woraus  man  sieht,  dass  in  diesem  Falle  durch  die  Gleichungen  (101.  b.}  blos  ein  Punct 
dargestellt  werde,  welcher  die  Coordinatenspitze  desjenigen  Systems  ist,  an  dem  die  Diame- 
tralgleichung (101.  a.}  zum  Vorschein  kommt,  und  es  ist  diese  Coordinatenspitze  nichts  anders 
als  der  Mittelpunct  der  Fläche  zweiter  Ordnung.    Da  aber  in  dem  Falle ,  wo  tf o »  <^o »  <^»   oder 
^•9^9  ^o'  sämmtlich  positive  Zahlen  sind,  durch  jede  Gleichung  (101.  a.)  ein  Ellipsoid  darge- 
stellt wird  oder  gar  nichts,  je  nachdem  (/tio)  oder  (vj)  eine  Zahl  mit  demselben  oder  dem  entge- 
gengesetzten Vorzeichen  ist,  wie  die  übrigen  in  derselben  Gleichung  auftretenden  Coeffizienten,  so 
lässt  sich  schliessen,  dass  in  allen  den  Fällen,  wo  in  den  Gleichungen  (101.  a.)  ein  Ellipsoid  ent- 
halten ist,  oder  wo  sie  gar  keiner  reelle  Bedeutung  haben,  durch  die  Gleichungen  (101.  b.)  ein 
bioser  Punct  dargestellt  werde,  welcher  beim  Ellipsoid  sein  Mittelpunct  ist.  Sind  aber  zwei  von 
den  Coeffizienten  of, ,  &; ,  c^o'  oder  ^^ ,  ^^ ,  So  positive  oder  negative  Zahlen  und  der  dritte  im 
ersten  Falle  eine  negative,  im  andern  eine  positive  Zahl,  welches  alle  Fälle  in  sich  begreift,  wo 
die  erwähnten  drei  Coeffizienten  nicht  sämmtlich  Zahlen  von  demselben  Vorzeichen  sind  und  die 
Gleichung  (101.  a.}  ein  Hyperboloid  der  ersten  oder  zweiten  Art  in  sich  trägt,  so  giebt  es  unend- 
lich viele  Puncte,  welche  den  Gleichungen  (101.  b.)  angehören,  und  diese  bilden  in  ihrer  Ver- 
bindung, wie  wir  schon  oben  (Nr.  209.)  gefunden  haben,  eine  Kegelfläche,  deren  Scheitel  im 
Mittelpunct  des  Hyperboloids  liegt    Die  hier  in  Rede  stehende  Kegeliläche,  deren  Gleichung 
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(101.  b.}  aus  der  Gleichongr  (101.  a.)  hervorgegfangren  ist,  steht  in  einer  merkwürdigen  Bezie- 
hung zu  dem  durch  die  letztgenannte  Gleichung  dargestellten  Hyperboloide,  welche  durch  die 
folgende  Betrachtung  ans  Licht  gezogen  wird.  Denkt  man  sich  nämlich  ein  durch  eine  der 
Gleichungen  (101.  a.)  dargestelltes  Hyperboloid  und  in  ihm  einen  unendlich  weit  von  dessen 
Hittelpunct,  d.  h.  von  der  Coordinatenspitze  entfernten  Punct,  dessen  Goordinaten  wir  durch 
X«,  X«,  x^'  oder  Uo,  u,,  u«'  bezeichnen  wollen,  so  muss  wenigstens  die  eine  von  diesen  drei 
Goordinaten  selber  einen  unendlich  grossen  Werlh  annehmen,  vorausgesetzt,  was  zum  Hyperbo- 
loid gefordert  wird,  dass  die  CoefBzienten  der  Gleichung  (101.  a.}  durch  endliche  Zahlen  aus* 
gesprochen  sind,  und  man  hat,  weil  dieser  Punct  dem  Hypert>oloid  angehört: 

ClM.  •.)  Ä.  xl  +  «;  x'o'  +  et':  xr  =  O«.)    oder    S.  uj  +  S:  u;'  +  5-;  u;'' = (v,) . 

Sehen  wir  nun  x«  oder  u«  als  denjenigen  der  Goordinaten werthe  dieses  Punctes  an,  welcher 
absolut  genommen  der  grösste,  also  nothwendtger  Weise  unendlich  gross  ist,  und  suchen  wir 
den  Punct  der  Kegelfläche  auf,  in  Bezug  auf  welchen 

x'=x;    und    x"=x;'    oder    u'=u;    und    u"=u;' 

ist,  so  ergiebt  sich  die  dritte  Coordinate  x  oder  u  dieses  letztern  Punctes  aus  der  Gleichung 

CiM.«.)  Äax'+«:x;»+a;'xr=o  oder  5,u*+5;u;*+*;'u;"=o . 

Zieht  man  die  zusammengehörigen  Gleichungen  (101.  c.}  und  (101.  b.}  von  einander  ab,  so 

kommt : 

«0  (xj  —  x*)  =  (jWo)    oder    *,  (uj  —  u')  =  W , 

welche  man  anch  in  der  folgenden  Form  schreiben  kann: 

x;       tf»x;  vi       doUo 

Man  erkennt  aus  diesen  letztem  Gleichungen,  dass  in  dem  Maasse  vollständiger 

x*  u* 

-5  =  1    oder    ~,  =  1 

xj  u; 

sein  müsse,  je  näher  -^^  oder  ~-^  gegen  die  Null  hinrückt,  welches  in  dem  Grade  mehr  der 

Cw0  Xq  df  Ug 

Fall  ist,  je  grösser  der  Abstand  des  im  Hyperboloide  gewählten  Punctes  von  dessen  Mittelpunct 

x'  u' 

ist    Je  grösser  dieser  Abstand  wird,  desto  vollständiger  wird  -,  =  1  oder  -,  =  1  und  desto 

Xf  u« 

sicherer  kann  man 

x  =  x,    oder    u  =  Uo 

nehmen,  welche  Gleichungen  bei  einem  unendlich  grossen  Abstände  des  gedachten  Punctes  vom 
Mittelpuncte  des  Hyperboloids  völlig  genau  werden;  dann  aber  fällt  der  im  Hyperboloid  ge- 
wählte Punct  mit  dem  in  der  Kegelfläche  aufgesuchten  wahrhaft  zusammen.  Aus  dieser  Be- 
trachtung lässt  sich  entnehmen,  dass  die  Puncto  des  Hyperboloids  um  so  näher  an  Puncto  der 
Kegelfläche  rücken,  je  weiter  sie  vom  Mittelpuncte  entfernt  liegen,  und  dass  diejenigen  Puncte 
des  Hyperboloids,  deren  Abstand  von  seinem  Mittelpunct  unendlich  gross  wird,  in  die  Kegel- 
fläche selber  fallen.    Wegen  dieser  Eigenschaft  nennt  man  die  durch  die  Gleichung  (101.  b.) 
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dargestellte  Kegelflüche  den  Asymptotenkegel  des  durcb  die  Gleichung  (101.  a.}  dargestell- 
ten Hyperboloids,  welches  eben  sowohl  von  der  ersten  wie  von  der  zweiten  Art  sein  kann. 

Wählt  man  bei  der  Bildung  der  Gleichungen  vor  (70.  a.}  und  (72.  a.}  das  neue  Coordinaten- 
system  so,  dass  dessen  drei  Grundaxcn  Seiten  des  Asymptotenkegels  werden  und  nicht  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  so  ist,  wenn  jc ,  r',  r"  oder  u ,  u',  u"  die  schiefen  oder  senkrech- 
ten Coordinaten  eines  in  der  neuen  Axe  A  Y  ausserhalb  der  Coordinatenspitze  A  liegenden  Punc- 
tes,  jC|,  rj,  rl'  oder  u, ,  Ui,  u"  die  eines  in  der  Axe  AY'  und  r^,  r»,  ri'  oder  \u%  ui,  Uj'  die 
eines  in  der  Axe  A  Y''  liegenden  solchen  Punctes  und  t ,  Ti ,  t^  die  Abstände  dieser  Puncto  von 
der  Coordinatenspitze  bezeichnen: 

A=-,    A'  =  -',    A"=-,)  [C  =  -,    C'=-,    C"=  — 

r'  r'  ^1  1  ^  ^  ^ 

Ai  =  -'  ,    AI  =  -'  ,    Ar  =  -^  ,  >     oder    /  C,  =  -^  ,    C;  =:  -*  ,    Cr  =  -^  ,  ) (tut.  »•) 

ti  t,  '     {  1  '  ^*  ' 

*a  *s  *2        /  V  *«  *2  *» 

wobei  die  das  Grundzeichen  A  oder  C  an  sich  tragenden  Projectionszahlen  wieder  ganz  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  den  Gleichungen  vor  (70.  a.}  oder  (72.  a.}  besitzen.  Weil  aber  die  in  den 
Seiten  AY,  AY',  AY''  des,  Asymptotenkegels  liegenden  Puncte  eben  deaswegen  auch  der  Ke- 
gelfläche selber  angehören,  so  müssen  ihre  Coordinaten  die  Gleichung  dieser  Kegelfläche  be- 
friedigen, d.  h.  es  muss  gleichzeitig  sein: 

«.r?+«;r;'+«';rr=:o,v  oder  )5,u?+5;u;'+3;'«r=o, 
c^.r?  +  «;r?+«;'rr=o,)         (*.u!+Ä;u?+3;'ur=o, 

oder  wenn  man  in  diese  Gleichungen  anstatt  der  Coordinaten  ihre  aus  den  Gleichungen  (102.  a.) 
entnommenen  Werthe  einsetzt,  da  keine  der  Grössen  r ,  ti ,  r,  null  ist : 

c«.a»+«;a'*+ä;'ä"*=o,^  i*.c*4-3;c'*+«;'c;''=o, 

tf,A?+a;A;»+«;'Ar=o,>   oder   < 5.c?+5;c;»+5';cr=o, > (im.».) 

a.A5+tf;Ar+«rArr=o,)  u.q+3;c;'+5;'c;'*=o, 

von  denen  die  drei  unter  einander  stehenden  stets  gleichzeitig  wahr  sein  müssen.  In  Folge 
dieser  Relationen  Verschwinden  aber  die  Glieder  aus  der  Gleichung  vor  (70.  a.)  oder  (72.  a.), 
welche  die  Quadrate  der  Coordinaten  in  sich  tragen,  und  es  bleiben  blos  die  zurück,  welche 
die  Producte  zweier  Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  so  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

a/J.y'y"+2i3'.yy"+2/S';yy'=(/M,)    oder    2«.y'y"+2€;yy"+2«;'yy'=(v.)  (IM.  e.) 

entsteht,  wenn 

«,A A.+«;A'A;+«;'A''Ar=i3; ,  }  oder  j  Ä.c  c+^.c'cx-faTC" €;'=«; ,  > ...  tt»t.  «.) 
««,a,a.+«;a:a;+«;'a."a;'=/5, , '.         w,cc+a;c:c;+a;'c;'c;'=«.   * 
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gesetzt  wird,  wobei  die  zwei  Gleichungen  (102.  c.}  eine  und  dieselbe  Fonn  haben,  aber  aas 
verschiedenen  Gleichungen  hervorgegangen  sind. 

Oder  wählt  man  bei  der  Bildung  der  Gleichungen  vor  (71.  a.}  und  (73.  a)  das  neue  Coor- 
dinatensysiem  so,  dass  dessen  drei  Polaraxen  Seiten  des  Asymptotenkegels  werden  und  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  ist,  wenn  (y) ,  (r') ,  (r")  oder  (u) ,  (u') ,  (u")  die  schie- 
fen oder  senkrechten^  Coordinaten  eines  ausserhalb  der  Coordinatenspitze  A  aber  in  der  Polar- 
axe  A  55  liegenden  Punctes,  (r,) ,  (rl) ,  (r'/)  oder  (Uj) ,  (ul) ,  (ul')  die  eines  in  der  Polaraxe  A  9', 
(fs) 9  (^s) 9  (^s)  o<l^i'  (tti) 9  (Ui) ,  (Vit)  die  eines  in  der  Polaraxe  A ^"  liegenden  solchen  Punctes 
und  (r),  (Tj),  (r,)  die  Abstände  dieser  Puncte  von  der  Coordinatenspitze  bezeichnen: 

r^-^)      (^)-^^     f^")-^^    ]  l(r)-^^    (r^)-^^  (r-)-^^. 

(^)-^^'^      (j-)—^^     r^"^_(!i)   \  hr)—^-^  (r\—^^   (r'\-^^ 

wobei  die  das  Grundzeichen  (A)  oder  {P)  an  sich  tragenden  Projectionszahlen  wieder  ganz  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  den  Gleichungen  vor  (71.  a.}  oder  (73.  a.}  besitzen.  Weil  aber  die  in 
den  Seiten  A^,  A g)',  AS)''  des  Asymptotenkegels  liegenden  Puncte  darum  zugleich  auch  Puncte 
dieser  Kegelfläche  sind,  so  müssen  ihre  Coordinaten  die  Gleichung  dieser  Kegelfläche,  welche 
durch  (101.  b.}  gegeben  ist,  befriedigen,  d.  h.  es  miissen  die  folgenden  drei  Gleichungen 
stattfinden : 

«.  w + «;  (tj + «;  (r'T = 0 , )         [9.W+ y.  (uT + y;  (ut = o , 

«.(r.r+«;(r.T  +  tf;'(r;T=0,>    oder    J  *.(uO'+5;  W  +  5;'(u;7=0, 
a.  (r.r+  a:  (ri)'  +  «;  (r;')'  =  0 ,  )  (s.  (u.)'+  S'.  (ix^y  +  s:  (u;'/ = 0 , 

oder  wenn  man  in  diese  Gleichungen  anstatt  der  Coordinaten  ihre  durch  die  GleichuQgen  (103.  a.) 
gegebenen  Werthe  einsetzt,  da  keine  der  Grössen  (r),  (ti),  (fi)  null  werden  kann: 

(!•».  M ]i^.  {^iT+  <  i^^r + «:  {^rr=  o ,  [  oder  j  8.  {r,y + 5;  {nr + s^:  (nj = 0 , 

wobei  die  drei  vordem  oder  hintern  Gleichungen  gleichzeitig  stattfinden  und  sich  auf  die  drei  Po- 
laraxen des  gewählten  Coordinatensystems  beziehen.  In  Folge  dieser  Relationen  verschwinden  aber 
-  aus  der  Gleichung  vor  (71.  a.)  oder  (73.  a.)  die  Glieder,  welche  die  Quadrate  der  Coordinaten 
in  sich  enthalten,  und  es  bleiben  Mos  die  zurück,  welche  die  Producte  von  je  zwei  Coordinaten 
in  sich  aufnehmen,  so  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

<4M.c|  2y.v'v"+2/.vv"+2y;vv'=0'.)    oder    *  f.  v'v"+ 2  S;  v  v"+ 2  j;' v  v'=r  (y.) 

I 

entsteht,  wenn 


> 
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oder 

«.(F)  (r.)  +^.  {mn+y:  (n  (r:')=!D  3>:  r; 
8,  (F)  (A)  + «:  in  in) + y:  (n  (ro = 3)  ©r  s; 

5.  (ro  (F.)  +  s:  (ro  (r.) + s:  (r;-)  (n) = 3);  3);'  f. 
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gesetzt  wird,  und  die  beiden  Formen  (103.  c.}  sind  eine  nnd  dieselbe,  nur  aus  verschiedenen 
Gleichungen  hervorgegangene. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  sich  jedes  Hyperboloid,  keineswegs 
aber  das  EUipsoid,  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (102.  c.}  stehenden  Form  darstellen  lässt, 
wenn  dessen  Gleichung  an  einem  Coordinatensysteuie  hergestdli  wird,  dessen  drei  Grundaxen 
Seiten  des  Asymptotenkegels  sind,  so  wie  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (103.  c.)  stehen- 
den Form  an  jedem  Coordinatensysteme,  dessen  drei  Polaraxen  Seiten  des  Asymptotenkegels 
sind.  Gleichungen  von  den  in  (102.  c.)  oder  (103.  c.}  angezeigten  Formen  pflegt  man  Asymp- 
totengleichungen des  Hyperboloids  zu  nennen.  Da  man  zur  Bestimmung  der  drei  Grund- 
axen oder  der  drei  Polaraxen  des  neuen  Systems,  an  welchem  die  Asymptotengleichung  des 
Hyperboloids  entsteht,  nur  die  drei  in  (102.  b.}  oder  (103.  b.}  enthaltenen  Bedingungsglei- 
chungen erhalten  hat,  so  bleiben  drei  willkührliche  Grössen  in  den  Asymptotengleichungen  wie 
in  den  Diametralgleichungen  zu  anderweitiger  Disposition  Übrig.  Die  hier  aufgefundenen  vierer- 
lei Gleichungsformen  lassen  sich  auch  jetzt  wieder  durch  die  in  Nr.  213.  angezeigten  Mittel 
auf  eine  einzige  zurückfiihren. 

229}  Zu  ähnlichen  Formen  geben  auch  die  Gleichungen  des  hyperbolischen  Paraboloids 
Anlass.  Geht  man  nämlich  a«f  die  Gleichungen  (91.  a.}  oder  (92.  a.)  und  (93.  a.}  oder  (94.  9u) 
zurück,  in  welche  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  (64.  b.}  an  einem  neuen  Coordinaten- 
systeme übergeht,  dessen  Spitze  irgend  ein  durdi  die  Coordimiten  | ,  £",  £"'  oder  47 ,  V,  ti" 
gegebener  Punct  0  des  durch  die  Gleichungen  (64.  b.}  dargestellten  Paraboloids  ist,  und  dessen 
eine  Grundaxe  OY''  oder  Polaraxe  0^"  mit  der  Grundaxe  AX''  oder  Polaraxe  AX''  des  ur- 
aprttngUchen  Systems  parallel  läuft,  welche  GleicbnngeB  alle  möglichen  ihrer  Art  in  sich  fassen, 
so  lange  die  Richtungen  der  beiden  andern  neuen  Grund-  oder  Polaraxen  noch  völlig  unbestimmt 
bleiben;  und  versucht  man  es,  diese  noch  unbestimmten  Richtungen  so  zu  wählen,  dass  die  an  ihnen 
hervorgehende  Gleichung  aus  so  wenigen  Gliedern  wie  möglich  bestehe,  so  wird  man  neben 
dem  Wege,  der  dort  zu  den  Gleichungen  (91.  d.}  oder  (92.  d.}  und  (93.  d.}  oder  (94.  d.} 
führte,  noch  den  folgenden  einschlagen  können,  der  jedoch  nicht  wie  der  eben  genannte  bei 
dem  Paraboloide  einer  jeden  Art  abwendbar  ist  Bleibt  mai(  zuvörderst  bei  dem  FaUe  stehen, 
wo  aus  der  gegebenen  Gleichung  von  einer  der  in  (64.  b.}  stehenden  Formen  eine  Gleichung 
in  schiefen  Coordinaten  hergeholt  werden  soll,  wobei  man  auf  die  Gleichungen  (91.  a.}  und 
(93.  a.)  hingewiesen  wird,  und  sucht  man  in  der  Gleichung  (91.  b.)  oder  (93.  b.)  die  Glie-^ 
der  mm  Versckwinden  zu  bringen,  in  ik^en  y*  fnd  f*  auftritt,  so  mttssle  man  die  Axen  OY 
und  OY'  so  wählen,  dass 
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a,A'  +  a;A'*=0  und  «,A?  +  «;ä;»=0    oder    5.C'  +  5'.C"=0  und   *,Cf  +  3;C'»=0 
(M4.  •.)  )     ^'*''  *"™''' 

folg^.   Es  werden  sonach  die  Quotienten  j  ,  -^  oder  die  p-  9  ^  imaginär  und  in  dessen  Folge 

die  Axen  OY ,  OY'  unwirklich,  wenn  cf«  und  a«  oder  S^  und  ^  Zahlen  mit  gleichen  Vorzeichen, 

beide  zugleich  entweder  positiv  oder  negativ  sind,  in  welchem  Falle  aber  ein  elliptisches  Pa- 

raboloid  in  der  Gleichung  (64.  b.}  enthalten  ist.    Sind  hingegen  c«o  und  a,  oder  S^  und  d^ 

Zahlen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  in  welchem  Falle  die  Gleichung  (64.  b.}  einem  hy- 

A'         A' 
perbolischen  Paraboloid  angehört,  so  crhttit  man  für  jeden  der  Coeffizienten  -r-  und  ^  ^^^^ 

A.  A\ 

c       c 

TT  und  -^  dieselben  zwei  reellen  Zahlen,  welche  an  Grösse  einander  gleich,  dem  Vorzeichen 

nach  aber  gerade  entgegengesetzt  sind.  Da  nun  jede  noch  unbestimmte  Richtung  zwei  belie- 
bige Grössen  in  sich  trägt  und  die  Gleichungen  (104.  a.}  blos  über  eine  derselben  verfugen, 
so  kann  man  die  andere  noch  zu  einer  weitern  Vereinfachung  obiger  Gleichungen  benützen 
und  z.  B.  die  Glieder,  welche  y  und  y'  in  sich  tragen,  zum  Verschwinden  bringen  wollen,  wel- 
ches geschieht,  wenn 

rc^,A^+«;A'r+A'>;'=o  und  a,k,i+a\K^+ K y:=o 

(t04.  Ii.) }      oder 

u.  c^+5;c'v+c"£;'=o  und  J.c.  ^  +  5;c;i?'+c;'C'=o 

durch  die  zweite  bei  jeder  Richtung  noch  willkührlich  zu  wählende  Grösse  gemacht  wird    Da 

A''         A"  p"         r"' 

die  obern  sowohl  als  die  unterii  Gleichungen  (104.  b.}  für  -r-  und  -r^  oder  ^r-  und  -p-  einer- 

A  Ai  O  O 

A'  A'  C  r" 

lei  Werthe  finden  lassen,  wenn  -r-  and  -^  oder  ^r  und  ~  einerlei  Werthe  besitzen,  so  muss 

A  Ai  O  Ui 

man,  um  zu  zwei  verschiedenen  Richtungen  OY  und  OY'  zu  gelangen,  wie  im  Begrifle  eines 

A'  A'  f"  C 

Coordinatensystems  liegt,  für  -j  und  j  oder  (ilr  -^  und  7;*  zwei  verschiedene  Werthe  zu  Gfvnde 

legen,  welches  sich  nur  dadurch  bewirken  lässt,  dass  man  für  einen  der  beiden  Quotienten  sei- 
nen einen  aus  den  Gleichungen  (104.  a.}  sich  ergebenden  Werth  nimmt,  und  den  zweiten  Werth 
dem  andern  Quotienten  beilegt,  wodurch  man  findet: 

WO  für  y \  oder  y   —  W  ^^  gleichem  Rechte  sein  positiver  oder  negativer,  wenn  nur 

überall  derselbe ,  Werih  genommen  werden  kann ;  dann  aber  indet  man  aus  den  Gfeichungen 
(104.  b.) : 
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(fl«4.  «.> 


A"_    ^tf.  +  rK-tf.cf;      ,  a;'_    g«.-rV^=^"^ 

T- ^^ ""^  Är= ^7 

oder  

c-  ^  """^  c. -~        s:         ] 

Durch  die  Gleichungen  (104.  c.  und  d.}  sind  die  zwei  von  einander  verschiedenen  Richtungen 
0  Y  und  0  ¥'  gefunden,  welche  mit  der  schon  gewählten  Axe  0  T'  das  neue  CoordinatensysteM 
bilden,  an  welchem  die  Gleichung  (91.  b.}  oder  (93.  b.)  des  hyperbolischen  Paraboloids  den  ' 

Bedingungen  (104.  und  b.}  gemäss 

(«.AA.  +  «;A'AOyy'+r;y"=0    oder    (J.CC. +5;C'C;)yy'±g;T;y"=0  (M4«  ••> 

wird,  welche  beide  eine  und  dieselbe  Form  besitzen.  Aus  den  Gleichungen  (104.  c.)  lässt  sich 
leicht  ableiten,  dass 

«;a'a:=c«oAA,  oder  5;c'c;=*,cc. 

ist,  wodurch  die  Gleichung  (104.  e.)  sich  verwandelt  in: 

2tf.AA.yy'  +  y;y"=0    oder    2 J.CC,yy'  +  SrS;'y"=0  flM.  fO 

» 

und  die  Grösse  AA,  oder  CC|  kann  man  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  in  (104.  c.  und  d.}  er- 
haltenen Quotienten  durch  die  CoefBzienten  der  gegebenen  Gleichung  (64.  b.}  und  dordi  die 
Coordinaten  des  beliebig  zu  wählenden  Punctes  0  des  Paraboloids  auswerthen. 

Knüpft  man  hingegen  die  verwandten  Betrachtungen  an  die  Gleichung  (92,  b.}  oder  (94.  b.} 
an,  in  welche  die  vordere  oder  hintere  Gleichungen  (64.  b.}  an  einem  neuen  Coordinatensysteme 
übergabt,  dessen  Spitze  irgend  ein  durch  die  Coordinaten  £ ,  |',  ^'  oder  rj ,  f]\  tj"  gegebener 
Punct  0  des  durch  die  Gleichungen  (64.  b.}  dargestellten  Paraboloids  ist,  und  dessen  eine  Polar- 
axe  0^"  mit  der  ursprünglichen  Grundaxe  AX"  oder  Polaraxe  A3E''  parallel  läuft,  welche 
Gleichungen  alle  möglichen  ihrer  Art  in  sich  fassen ,  so  lange  die  Grössen  {A) ,  (^') ,  (^") 
und  (4) ,  (^) ,  (^')  oder  (F) ,  (F) ,  (F")  und  (r.) ,  (r^ ,  (FD ,  d.  h.  die  Lagen  der  Polar- 
axen  09  und  0^'  im  neuen  Systeme  noch  völlig  unbestimmt  beiben;  und  versucht  man  es, 
diese  noch  unbestimmten  Richtungen  so  zu  wählen,  dass  die  an  ihnen  sich  bildende  Gleichimg 
aus  so  wenigen  Gliedern  wie  möglich  bestehe,  so  wird  man  neben  dem  Wege,  der  dort  zu 
den  Gleichungen  (92.  d.}  und  (94.  d.}  geführt  hat,  noch  den  folgenden  einschlagen  können, 
der  jedoch  nicht  bei  dem  Paraboloide  einer  jeden  Art  anwendbar  ist.  Sucht  man  nämlich  in  der 
Gleichung  (92.  b.}  oder  (94.  b.)  die  Glieder  zum  Verschwinden  zu  bringen,  in  denen  v*  und 
und  v''  auftreten,  so  hätte  man  die  Polaraxen  0^  und  0^'  so  zu  wählen,  dass 

a.{jiy+i^.{j'y=o,  €c.{A,y+a'.{A:)^o  oder  s.{ry+s:{ry=o,  Ä,(ro'+3;(ro'=o 

wird,  woraus 

folgt    Es  werden  sonach  die  Quotienten  ^^  9  rjl  oder  jj^ ,  jji^  und  in  Folge  dessen  die  Po- 

brrtxen  09  und  09'  onmöglick,  so  oft  u.  und  i/»  oder  S.  und  ^  Zahlen  von  einerlei  Vorzeieheiiy 
beide  lugteieh  positiv  oder  negativ  nnd,  in  welchem  Falle  die  GleiciiiHig  (C4.  k}  ein  eiliptiiches  ftir 
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raboloid  in  sich  enthält,  in  Bezug  auf  welches  mithin  kein  wirkliches  Coordinalensystem  vor- 
handen ist,  an  dem  die  Glieder  in  der  Gleichung  (92.  b.}  oder  (94.  b.},  welche  v*  und  v'*  in 
sich  tragen,  zum  Verschwinden  gebracht  werden  könnten.  Sind  hingegen  tf«  und  a«  oder  8^ 
und  S'^  Zahlen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  in  welchem  Falle  die  Gleichung  (64.  b.}  ei- 

nem  hyperbolischen  Paraboloid  angehört,  so  erhält  man  für  jeden  der  Quotienten  V^  9  rj{ 

oder  jj^  9  v-yrr  zwei  reelle  Werthe,  welche  der  Grösse  nach  einander  völlig  gleich,  dem  Vor* 

zeichen  nach  aber  entgegengesetzt  sind.  Da  nun  jede  unbestimmte  Richtung  zwei  willkührliche 
Grössen  in  sich  trägt  und  die  Gleichungen  (105.  a.}  nur  über  je  eine,  den  Richtungen  0  S)  und 
0  §)'  angehörige,  verfügen,  so  kann  man  die  andere  noch  zu  einer  weitern  Abkürzung  der  Glei- 
chungen (92.  b.}  und  (94.  b.)  benützen  und  z.  B.  die  Glieder,  in  denen  v  und  v'  nur  in  der 
ersten  Dimension  vorkommen,  zum  Verschwinden  bringen  wollen,  welches  geschieht,  wenn 
gleichzeitig 

ra.{A)i+a:{A)^+{^')r:=o  und  «•  (^.) I + «; (X) r+ (^') yi' = 0 

Ct#ft»  In) I      oder 

[8.{r)fi+y.  (n  fi'+  in  c: = o  und  So  (ro  i?  +  a;  (ro  rf+  (r;')  r;  =o 

durch  die  zweite  bei  den  Richtungen  0^  und  OS)'  noch  wülkührlieh  geUiebene  Grösse  ge- 
macht  wird.    Da  die  obem  sowohl  als  die  untern  Gleichungen  (105.  b.)  für  ^j-~  und  ^-^ 

oder  i7=r  «nd  —1-;   einerlei  Werthe  finden  lassen,  so  wie  j-^  und  V^  oder  )-=^  und  7=^ 

(r)       (r.)  {A)       (^)        (F)        (rj 

einerlei  Werthe  annehmen,  dann  aber  die  Richtungen  0^  und  0^^  in  eine  und  dieselbe  Ge- 
rade fielen,  welches  dem  Begriffe  eines  Coordinatensystems  zuwider  ist,  so  muss  man  dem  ei- 
nen der  obigen  Quotienten  eines  jeden  Paares  einen  der  ihm  durch  die  Gleichungen  (10$.  a.) 
gegebenen  Werthe  anweisen  und  den  andern  Werth  dem  zweiten  Quotienten  desselben  Paares 
beilegen,  wodurch  jene  Quotienten  sich  so  bestimmen: 


während  man  unter  y   -^-A  oder  y   —  f  '^^^  beiden  Quotienten  entweder  nur  seinen  positiven 

oder  nur  seinen  negativen  Werth  sidi  vorzustellen  hat;  dann  aber  erhält  man  aus  den  Gleichungen 
(105.  b.) : 


Ci#ft.  «•) 


{(^')_    l«.+rK-«.«;   _^ 

(^')_   i«.-rv-«.«; 

(     oder 

* 

1 

. 

(r;')_    fl«.-fl'K-«.*; 

Durch  die  Gleichungen  (105.  c.  und  d.)  md  die  beiden  Pobrtxen  09  und  Oj^  gefinden, 
welche  im  Vereine  mit  der  bereits  gewählten  dritten  0  ^"  das  neue  CoMrdinaleMyslem  beslim- 
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men,  an  welchem  die  Gleichung  (92.  b.)  oder  (94.  b.)  des  gegebenen  hyperbolischen  Parabo- 
toids  den  Bedingungen  (105.  a.  und  b.)  zur  Folge 

[tf.(^(^.)+«;(-^)(-^:)]J^^±y.  J'=o  oder  [5. (rxro+Ä;(r)(r;)]j|,+CKT;|J=o  (!•»•••) 

wird,  Welche  beide  Gleichungen  eine  und  dieselbe  Form  besitzen  und  nur  desshalb  als  zwei 
sich  darstellen,  weil  sie  aus  Gleichungen  von  verschiedener  Form  hervorgegangen  sind  Aus 
den  Gleichungen  (105.  c.}  kann  man  leicht  ableiten,  dass 

a:{J^{J:)  =  a.{J){A^)    oder    y. (F) (O  =  5. (F) (F.) 

ist,  wodurch  die  Gleichungen  (105.  e.)  sich  verwandeln  in: 


vV    .    .,v"       ....  _.  _.  v  v'  v" 


2a.{A){^,)  -^±r:^  =  0  oder  2S.{r){r,)-^^^±(S'.'C:  ^,=0,  (IM.  f.) 

und  es  lassen  sich  die  Grössen  {ji){A)  und  {r){r^  mit  Hilfe  der  auf  die  Polaraxen  0^  und 
0^'  angewandten  Richtungsgleichung  ohne  Schwierigkeit  aus  den  in  (105.  c.  und  d.}  gefun- 
denen Quotienten  durch  die  CoefTizieuten  der  gegebenen  Gleichung  (64.  b.}  und  durch  die  Coor- 
dinaten  des  Punctes  0  ausdrücken. 

Avs  den  vorsteheaden  Betrachtungen  lässt  sich  die  Art  und  Weise  entnehmen,  wie  jedes 

hyperbolische  Paraboloid,  nicht  aber  das .  elliptische,  sowohl  durdi  eine  Gleichuag  von  der  in 

(104.  f.}  enthalteaen  Fonn,  als  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (105.  f.}  enthaltenen 

Form  dargestellt  werden  kann,  welche  Formen  wir  die  Asymptotengleichungen  des  hyper- 

boUschen  Paraboloids  nennen  werden.    Offenbar  kann  man  deo  beiden  Gleichungen  (104.  f.} 

die  Form 

yy'±/y'=0,  (IM.  SO 

so  wie  den  beiden  (105.  f.}  die  Form 

t  v  V  +  rV  —  0  Ct#ft.  M 

ertheilen,  wozu  nichts  weiter  erfordert  wird,  als  dass  man  die  einen  mit  20^,AA,  oder  2J«CGj, 
die  andern  mit  2a.{j£^Ai)  oder  2S.{r){r,)  dividirt 

230}  Aehnlich,  wie  wir  in  Nr.  214.  die  RehÜonen  zwischen  den  Coef&ienten  zweier  die- 
selbe Hittelpunctsfläche  darstellenden  Diametralgleichungen  umgeformt  haben,  lassen  sich  auch 
die  in  Nr.  228.  unter  den  Buchstaben  b}  und  d)  der  Gieichungsnummem  (102.}  und  (103.} 
gelieferten  Relationen  in  andere  Gestalten  bringen,  wie  wir  jetzt  an  den  vorderen  (102.  b.  und  d.} 
zeigen  werden,  was  hinreichend  ist^  da  die  Unleni  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  aus  den  vor- 
dem dadurch  hervorgehen,  dass  statt  der  Grundzeichen  er» ,  j9«  und  A  die  ^« ,  e«  und  C  mit  un- 
veränderten Abzeichen  gesetzt  werden,  und  aus  den  vordem  (102.  b.  und  d.}  die  vordem 
(103.  b.  und  d.}  entspringen,  wenn  man  statt  des  Gitindzeichens  A  das  {A)  mit  einerlei  Ab- 
zeichen und  statt  der  Grössen  j?;' ,  /S; ,  /?o  die  !D  %  yl ,  2)  %'i  /. ,  2>i  ^t  7%  gesetzt  werden, 
so  wie  aus  den  hintem  (102.  b.  und  d.}  die  hintern  (103.  b.  und  d.}  dadurch  hervorgehen, 
dass  man  an  die  SteHe  des  Grandzeichens  C  das  (F)  mit  den  gleichen  Abzeichen  und  für  die 
Grössen  «;",  e«,  «,  die  %%\^ ^  !X)3>«'£^9  ^i^^  setzt,  woraus  sich  der  Schluss  ziehen 
lasst,  dass  alle  Resultate ,  lyelche  man  aus  den  vordem  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  abzulei- 
ten im  Stande  ist,  durch  die  ersten  Substitutionen  in  die  ttbergehen^  wekke  den  hintern  Glei- 
chungen (102.  b.  und  d.}  angehören,  und  dus  ans  diesen  beiden  Resnltat0i  die  erhalten  wer- 
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Ct0«.  b.) 


den,  welche  den  vordem  oder  hintern  Gieichiingen  (103.  b.  und  d.)  entsprechen,  wenn  man 
auf  die  ersten  oder  zweiten  die  Substitutionen  in  Anwendung  bringt,  welche  so  eben  an  zwei- 
ter oder  dritter  Stelle  angezeigt  worden  sind. 

Um  die  vordem  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  umzuformen  Tühren  wir  drei  neue  Riehtan- 
gen AZ,  AZ',  AZ"  ein,  deren  senkrechte  Projectionszahlen  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
wir  durch  c ,  c',  c" ;  c, ,  c,' ,  c" ;  c, ,  ci ,  c"  bezeichnen,  und  die  wir  dergestalt  bestimmen,  dass 

CtO0*  ••JIc  :  c' :  c"=  a^^k  :  u\M :  ai' A",  c,  :  c,'  :  c,"=  a^  A, :  «i  k\ :  aöA[\  Ca :  ci :  Ci=z  «,  A, :  «i  AJ :  a^'At 

sein  soll,  eine  Anforderung,  die  sich,  fails  das  neue  aufzusuchende  Coordinatensystem  im  Räume 
existirt,  stets  verwirklichen  lässt,  den  im  ersten  Abschnitte  Nr.  21.  gegebenen  Erörterangen  zur 
Folge;  man  kann  daher  unbedenklich 

Ä,A=ßc  ,     aiA'=pc',     aI'A"=ßc";     a,A|  =  ß,c,  ,     eciAI  =  ^, cj  ,     tfi'Ar=^icr; 

setzen,  wenn  man  unter  ^,  ^i,  Q2  drei  völlig  beliebige,  erst  später  zu  bestimmende  Grössen 
versteht.  Mittelst  dieser  letzten  Gleichungen  kann  man  aber  den  vordem  Relationen  (102.  b.) 
die  andere  Gestalt  geben: 

CiM.  eo         Ac+AV+AV'=:0,  a.c.+a;c;+a;'c:'=o  ,  a.c+a;c;+a';c;'=o, 

welche  zeigen,  dass  die  Richtungen  AZ,  AZ',  AZ"  in  den  Polarcoordinatenebenen  ^A^'\ 
S)AS)",  9 AS)'  des  neuen  Systems  liegen;  und  die  vordem  Relationen  (102.  d.)  nehmen  mit- 
telst derselben  Gleichungen  zweierlei  Gestalten  an,  welche  in  den  folgenden  Gleichungen  ange- 
geben sind: 

/  e.(A  c,+A'c;+A"cr)=e  (a.c  +A;c'+A;'c")=i3;', 

(fM.  iL) j  ^,(Ac,  +  A'c;  +  A"c;')  =  ?(A.c+A;c'  +  A;V')  =  i3;, 

(  e.(A.c,+A;c;+A;'c:o=?.  (a,c,+ A;c;+A;'cr3=/9. . 

Man  kann  aus  den  Gleichungen  (106.  c.  und  d.)  die  sämmtlichen  Projectionszahlen,  deren  G^nd- 
zeichen  c  ist,  durch  die  bestimmen,  deren  Grundzeichen  A  ist,  und  findet: 

Q  c  =cgo  A  -+ A'Ar-7-^"A: ^^_  A' a;^- a-'a;^  ^ 

[A]  [A] 

,         9   kf            A Ai  —  A  Ai  /w   ,    A  A j  —  A  Aj  ^y, 
Q  c  =«.  A  = -, /f,+. i p.   , 


ec"=<A"=  + 


itmm.  e.) 


[A] 

s 

[A] 

A.  A|  ""^  xV  A| 

[A] 

AA;'— A"A, 


ß»+ 


[A] 

A  a;--a'a. 

[A] 

Eki  A%  ^—  A|  A9 


/J.- 


CA] 

A|  A%  T  A|  Aj 


/s;-; 


/K', 


^,Ci=«,  A,  =  + 

I  Q,(i=stt't  A'=:  — 

\  [A]  CA} 


ß:  , 


[A] 


CA} 
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I                          .               A  Aj  *—  A  Ai  /,    I    Ai  Aj  — —  A|  Aj  /y 
p,C,  =  tfoA,=: 5 ffoH s Pi 

[A]  [A] 

AA" A"A  A   A" A"A 

^,  c,  =: «,  A,  = -| i p, j p. 

[A]  [A] 

p, c;'=  «;'a;'=  - ^^T^^' /?.  +  ^'^'T^'^' ^,  *y 

[A]  [A] 

Diese  Relationen  sind  in  Bezug  auf  eine  Asymptotengleicbung,  vergliclien  mit  einer  Dia- 
metralgleichung,  das,  ivas  die  (75.  a.}  in  Bezug  auf  zwei  Diametralgleichungen  sind,  und  mau 
kann  noch  die  aufstellen,  welche  zwischen  zwei  derselben  Mittelpunctsfiäche  angehörigen  Asymp- 
totengleichungen statt  finden,  die  indessen  hier  nicht  zur  Sprache  kommen  werden.  Man  kann 
die  vorstehenden  Gleichungen  unter  Formen  bringen,  die  flir  deren  weitere  Behandlung  beque- 
mer sind,  wenn  man  die  drei  ersten  mit  ßl  ß'o  >  die  drei  folgenden  mit  ß^  ß)i  und  die  drei  letzten 
mit  /3o^  dividirt,  wodurch  sie  werden: 

^^  A  =+  A^^r-  A"  a;  1     A^  Ar—  a"a;  i 

a.    .,_      AAr— A"A,  1  ^A  A;^— A"A>  i 
P»P'  [A]        '*  [A]        P* 

_^A''=+  A'A;  —  A'  A.  1      A  A;  — A'A,  1 
^*  ^      ~  [A]        ^•'  [A]        ^*  ' 

Ctg      -    ^^   I    A  A|  "^  A  A|  1     I   A|  A j  — ^  A|  Aj  1 

ä"?''^«^^''" » W'"* » S"  ' 

P»P'  [A]        P*  [A]        P* 

«;    ,,_      AAr— A"A.  1      A.A;— Aj'A,  4     . 

a  py'  A|  —  g  P^,  j— '  ^    >\    ,..•• (!##•  f») 

P.P.                      [A]        P»  [A]        P» 

cg»      A„       I    A  A|  — A  A|  ^1 ,  A|  At  —  A|  A>  1^  , 

P'P*  [A]        P*  [A]        P« 

dg      •    AAa"~"A  Aj   1     I    A|A)^— AiA]  1 

-5rAa= 5 -^  + 


«;  .,_  ,  aa;'-.a"a,  i     a.a;'— a;%  i 

P*P»  [A]        P»  [A]        P* 

Cff      f.  ff  A  Aj  ~~~"  A  Aj    1      I    Aj  Aj  "^~  A|  Aj  i 


*)  £•  hält  nicht  schwer«  «iniuseheii,  dus  man  die  Gleichungen  (106.  e.)  auch  unnitteliar  aus  den  vordem 
(102.  b.  and  d.)  hervorholen  kann,  ohne  dass  man  nöthig  hatte,  die  Projectionszahlen,  deren  Grnndieichen 
c  iat,  xovor  einsufuhren.    Dies«  letitere  erleichtert  blos  den  Ausdruck. 
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und  aus  diesen  findet  man,  wenn  man  von  den  ^leicfavielten  einer  jeden  Gruppe  je  zwei  zu 
einander  addirl  und  davon  die  dritte  subtrahirt: 

^%     A   -1-     ^0     A   J«     tfp     A   __^   1^  A|  Ai —  A|  A^  A 

P.  Pi  Po  p,  p,  /fo  r^ j  p. 

Po  P«  P«  Pi  Po  Po  j-j^-j  Po 

tf 0    A     I     tfp     *  <^o    A  I    A  A|  —  A  A|  2    , 

Popi  Po  Po  Po  Pp  r^i  Po 

^0     A^   I      ^*     A^   I      ^*     A^  A|  Aa  —  A|  Ag  6t 

Po  Po  Po  Po  Po  pi  j-^T  Po 

"«    A'-L    "»•   A'         ««    A' aa;* A"A,  2    . 

Po  Po  Po  Po  Po  pi  r^T  pi 

tt«      A"  r      ^0     A"-l-     ^0      A"—  -1-  A|  Aa •— •  A|  Ai  ^ 

Popi  Po  Po  Po  Po  r^T  Po 

^*     A"         ^0     A"_L     ^0     A>»  A  Aj —  A  A3  ^ 


Po  pi  Po  pi  p3    P,  j-^j  Pi 

tfo     A"-l-     ^0     A"         ^0     A/* I    A  Af  "•^^  A  A|  ^ 

xy  '/v^  -A    "r"    /j    /y»  A|  "—    fx     Q,  A3— ^     I  3  A#f    • 

Po  Po  Po  Po-  Po  Po  r^i  Po 

Multiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen  (106.  g.}  der  ersten  Gruppe  ihrer  Ordnung  nach  ein- 
mal mit  /9e  A',  ^^  k\ ,  ^^  A3  und  ein  andermal  mit  ß.  k"^  |31  AI'  1  /%'  A3'  und  addirt  jedesmal  die 
drei  sich  ergebenden  Gleichungen,  so  erhält  man  zwei  neue,  und  eben  so  erhält  man  zwei 
neue,  sowohl  wenn  ingn  die  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  einmal  mit  /?«A,  /%Ai,  /%'A,, 
ein  andermal  mit  ß.M\  ß>9K\  ?ik"y  oder  die  der  dritten  Gruppe  einmal  mit  ß^k ,  /3^A, ,  ß>i^^ , 
ein  andermal  mit  ß^k\  ß^%k\y  ß^i  k\  multiplicirt  und  jedesmal  die  drei  sich  ergebenden  Glei- 
chungen zu  einander  addirt  Man  findet  jedoch,  dass  diese  sechs  Gleichungen  paarweise  die 
gleichen  sind,  so  dass  man  in  Allem  zu  den  drei  folgenden  gelangt: 

ß.M  i-ß.k+ß^.k,+ß^:k,^+ß:.K  Qßok-^.k,+ß:ko 

+  /?';a;(^oA+/3;a,-/3;'a.)=:0, 

/9.A"(-/9.A  +  /?;A.  +  /S;'A33  +  ^.ArC/SoA-|9;A.  +  /r;A3) 

^"••*-> ^  +/s;'a;'(^.a+/3;a.-/S';a3)=o, 

ftA-c-iJoA'+^.A;+|9';A;)  +  /j;ArCi?oA'-i5;A;+/r;A;) 

+ß:KCß.x+^.k[--ß':xo=:0. 
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Halliplicirt  man  ferner  die  CReidiungen  der  ersten  Gruppe  Ihrer  Ordnung  nach  mit  |9»  A ,  ßlAt^ 
/9;'At ,  die  der  zweiten  Gruppe  mit  ß.  A\  ß".  A\ ,  ßi'A^ ,  die  der  dritten  Gruppe  mit  ß.  A'\  /S;  A^, 
ß'^At  und  addirt  jedesmal  die  drei  resultirenden  Gleichungen  zu  einander,  so  findet  man: 


/v  /w»  A   —  /,  />#/  A|  —  2 — y  As  -p  -n^  A  A|  +  y  A  A»  -p  "^  Ai  A^  —  -— 

pi  pi  Po  Pi  P»  Pt  P«  P«  P»  <^f • 


9 


P«      A  a            P«       A/j  P»      A'j    i_    ^    A'  A'  -i-         A'  A'  J^         A'  A'  -^  V.....»*    fi#g_   |«1 

"■^  />»  /y>  A     /,    /w#  A|    A      zw  A»   -|-  ^  A  A|  "7"   -^  A   As  "p   "TT  A|  Aj  ^  17     '  /  ^  ' 

P«F«  P»P»  P«  P«  P»  P«  P«  *• 

P»      Arft          P»       A^'a          P>      A"'-L          A"A"_L-         A"A"-L.         A"A"—  • 
/y   /v#  A     />     /y/  Ai    Tj — y  A»   -p  Tw7  A   A|  -p   ^  A   A j  "p    Tp  Ai  As -"77    * 

P«  P«  P»  P«  P«  P«  P«  P«  P«  *^» 

addirt  man  aber  diese  letzten  drei  Gleichungen  zu  einander,  nachdem  man  die  erste  mit  a^ ,  die 
zweite  mit  a. ,  die  dritte  mit  a.  multiplicirt  hat,  und  nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Bedingungen 
(102.  b.  und  d.},  so  stösst  man  auf  eine  identische  Gleichung.  Die  letzten  sechs  Gleichungen 
sind  für  die  Ableitung  einer  Asymptotengleichung  aus  einer  Diametralgleichung  das,  was  die 
(76.  a.  und  c.}  fbr  zwei  Diametralgleichungen  sind.  Man  kann  diese  Analogien  noch  weiter 
fortsetzen  und  mdirere  Eigenschaften  der  Asymptotengleichungen  aus  ihnen  ableiten,  wovon 
wir  später  bei  Gelegenheit  der  einfachsten  Asymptotengleichungen  ein  Beispiel  zmn  Besten  gel- 
ben werden;  ohne  aber  hier  in  diesen  Gegenstand,  für  den  sich  wohl  noch  ein  besserer  Weg 
wird  auffinden  lassen,  weiter  einzugehen,  eilen  wir  zum  Schlüsse,  indem  wir,  wie  schon  bei 
den  Curven  zweiter  Ordnung  geschehen  ist,  die  einfachsten  Gleichungen  aufsuchen,  durch  welche 
sich  Flächen  zweiter  Ordnung  stets  darstellen  lassen,  wozu  wir  einen  neuen  Paragraphen  neh^* 
men  werden.  Wir  haben  darin  eine,  von  der  bisherigen  verschiedene  Behandlung  solcher  Glei- 
chungen skizzirt,  da  eine  Mehrzahl  von  Behandlungsweisen  in  einem  Felde,  das  ohne  Zweifd 
noch  femer  bebaut  zu  werden  verdient,  wünschenswerth  sein  dürfte. 

Aber  auch  ohne  eine  ins  Einzdne  weit  eingehende  Auflösung  der  vordem  Gleichungen 
(102.  b.  und  d.},  von  denen  die  Entstehung  der  Asymptotengleichnngen  abhängig  ist,  und  in 
Bezug  auf  welche  die  in  dieser  Nummer  gegebenen  Mose  Umformungen  sind,  hier  unterneh- 
men zu  wollen,  werden  wir  doch  so  viel  davon  zur  Anzeige  bringen,  als  ndfhig  ist,  mn  eiift- 
sehen  zu  können,  wodurch  sich  fiese  Auflösung  von  der  bei  den  Diamelralgleichungen  mitge* 
Iheilten  unterscheidet  und  worin  beide  mit  einander  übereinstimmen.  Setzt  man  znr  Abkürzung 
der  in  dieser  Nummer  enthaltenen  Gleichungen 

i9.A  +  i9;A.  +  i3;'A,  =  S  ,    ß.A'+(r.A:  +  ß:K  =  S',    ß.A"+ßr.Ar+ß:A7=zS'\         1« 

so  gehen  mittelst  dieser  Bezeichnungen  die  Gleichungen  (106.  h.^  über  in: 

2,^AA'+2^^'A.A;  +  2i9;'%A;=SS'  ,     2,^AA"+2^A.Ar+2^;'A,A;'=SS",J  ^^^^^  ß,^ 

2i5JA'A"+2/3?A;Ar+2/3;"A;A;'  =  S'S",  )    '  * ' 

und  die  Gleichungen  (106.  L)  lassen  sidi  mittelst  derselben  Bezeichnangeo  in  die  nachstdieiide 
Form  bringen: 

2ß.ß^.ß':  +  i^.  ßlA'  +2a.  /3?Af  +2a.  ß:^A\  r=«.  S»    ,  ^ 

2ß.ß:.ß^:  +  2a'.  ßiA:'  +  2^.  ß::A?  +  2d.  ß:^K'  =  <S'^  A o«««r') 

2ftft/jr+2«;'/RA''*+2tf;/J7A;'«+2«;'/rrAr*=i<;'8''*.\ 

69» 
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Setzen  wir  nun  noch  zur  weiteren  Vereinfachung  für  einen  Augenblick 


"=z" 


I    3 


^^00^  ^-k  (tfoi?oA  =  z  ,     c«'oi?oA  =  z',     a'o' /?o A"=  z" ;     cTo/^oAiZiiz,  ,     «ijJJAJrrz'  ,      «i'/JiAI 

(  c^./s;'A,=z, ,  a;/3'o'A;=z; ,  «;'/9;'a;'=z;', 

so  kann  man  den  Gleichungen  Q06.  or.}  die  andere  Gestalt  geben: 

(!•••  *.)  z + z, + z, = 1^0  s  ,  z'+  z; + z; = ä'o  s'  ,  z"+  z;'+  z;'=:  <  s" ; 

die  Yordern  Bedingungen  (^102.  b.},  so  wie  die  Gleichungen  (106.  y.")  verwandehi  sich  mittelst 
der  Bezeichnungen  (106.  d.}  in: 

-  +  %  +  ^=0,    ?l  +  ?l+5l=o,    ?i  +  ?i  +  ?i^=o, 

eso      a»      tfo  cCq      er«       «•  er«      ««      <^o 

(taa*  CO /     sowie  in : 

2  ao  ßo  /3;  /?;'+  2  z'+  2  z?  +  2  zj  =  c^J  S%   2  (/;  ßo  ß",  ß':+  2z"+  2z;*+  2z;*=i:  tf?S'', 

2 «;'  i?,  ß'o  ß:+  2  z'"+  2  z'r+  2  zr = «r  s"* , 

und  die  vordem  Gleichungen  (102.  d.},  so  wie  die  Gleichungen  (106.  ßJ)  gehen  mittelsl  der- 
selben Bezeichnungen  über  in: 

(tO«.  7.)  ^      sowie  in: 

2zz'+2z,z;  +  2z,z;  =  «o«;SS',    2zz"+2z.zr+2z,z;'=c«oa';SS", 

2  zv'+  2  z;  zr+  2  z;  z';=  «;«;'  s'  s", 

von  welchen  die  (106.  f.)  denen  (97.  a.),  die  (106.  17.)  denen  (97.  c.)  bei  den  Diametral- 
gleichungen gegebenen  analog  sind.  Hierbei  hat  mau  sich  stets  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass 
die  untern  in  (106.  £,)  und  (106.  17}  enthaltenen  Gleichungen,  welche  den  in  dieser  Nummer 
aufgestellten  entsprechen,  aus  den  obern  abgeleitet  worden  sind,  so  dass  die  Grössen,  deren 
Grundzeichen  z  und  S  sind,  schon  aus  den  dreien  in  (106.  «.}  und  aus  den  drei  obern  sowohl 
in  (106.  ^.}  wie  in  (106.  f;.}  gegebenen  alle  die  Bestimmungen  schöpfen  können,  welche  die 
sflmmtlichen  vorstehenden  Gleichungen  ihnen  überhaupt  beizulegen  im  Stande  sind.  Die  obern 
Gleichungen  (106.  17.)  gehen  aber,  wenn  man  in  sie  Tür  Zi ,  zi ,  zi'  und  z« ,  z^ ,  Zt  deren  aus 
den  Gleichungen  (106.  e.}  sich  ergebenden  Werthe  einsetzt,  mit  Zuziehung  der  obern  Glei- 
chungen (106.  ^.3  über  in: 

(!••.  ^.)zs+z'S'+z"S"=2i9,i9;i9;',  z.s+z:s'+zi's"=2/5o/9;/9;',  z.s+z;s'+zrs"=2/9.i9;is;'^ 

so  dass  diese  statt  der  obern  (106. 97.3  genommen  werden  können,  und  man  also  aus  ihnen  in 
Verbindung  mit  denen  (106.  e.}  und  den  obern  (106.  ^.)  alle  Bestimmungen  erhält,  wozu  die 
sSmmtliohen  bisher  angezeigten  Gleichungen  Anlass  geben  können.  Aus  den  Gleichungen  (106.  e.) 
geht  hervor,  dass 

(to«.  I.)  z» = i:^.  s — z  —  z, ,  z; = «;  s — z'—  zi ,  z;'=: «;'  s"—  z"—  zi' 

ist,  während  die  (106.  ^.}  zu  erkennen  geben,  dass 

(io«.jr.)  z"S"=2i?./3;i3';— zs— z'S',  zi's"=2i9./9;/3;— Ä.s-ziS',  z;'S"=2i?.|9;/!;'— z,s— z;s' 
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ist.   Elimiairt  man  aus  den  letzten  Gleichungen  (106.  i.  und  x.)  die  Gresse  j^^  so  erhält  man: 

a':  s"*—  s'v-  s"z:'=  2  ^0  is;  /?;'— z,  S — z;  s- , 

und  setzt  man  in  diese  Gleichung  Tür  z'',  z\'  und  z, ,  z,  die  darür  aus  den  zwei  vordem  Glei- 
chungen (106.  i.  und  X.}  sich  ergebenden  Ausdrücke  so  kommt:  ^ 

a.  s' + «;  S"+  a:  S'" = 6  /9,  /?;  /?;' ,  (tO«.  >l.) 

eine  Gleichung,  aus  welcher  alle  Grössen,  deren  Grundzeichen  z  ist,  verschwunden  sind.  Diese 
in  Verbindung  mit  den  zwei  vordem  in  (106  i,  und  x.}  enthaltenen  und  einer  der  letzten  in 
(106.  i.}  oder  (106.  x.}  stehenden  Gleichungen  geben  den  ganzen  Inhalt  der  Gleichungen 
(106.  6.)  und  (106.  ^.)  wieder,  und  setzt  man  in  die  dritte  (106.  t.)  für  z"  und  z\'  oder  in 
die  dritte  (106.  x.)  für  Zj  und  z,  deren  aus  den  zwei  vordem  (106.  x.)  oder  (106.  ».)  ent- 
nommenen Ausdrücke  ein,  so  erhält  man: 

zi' S"=  a': S"«+  z S  +  z, S  +  z' S'+  z\ S—  4 ß, ^, ß': ,  (tM.  .«•) 

welche  iu  Verbindung  mit  der  (106.  A.}  und  den  zwei  vordem  in  (106.  i.}  und  (106.  x.}  enl* 
haltenen  den  Inhalt  der  Gleichungen  (106.  6.}  und  (106.  d;")  ausmadien,  und  daher  mit  den 
drei  obern  (106.  ^.3  alle  Bestimmungen  herzugeben  im  Stande  sind,  welche  die  sämmtlichen 
bisherigen  Gleichungen  liefern  können.  Durch  die  hier  erwähnten  sechs  Gleichungen  werden 
nicht  nur  alle  Grössen,  deren  Gmndzeichcn  z  ist,  in  den  vieren  z ,  z',  Zj ,  z|  von  ihnen  und  in 
den  dreien  neu  hinzugefügten  Unbekannten  S ,  S',  S"  ausgedrückt,  sondern  es  wird  durch  sie 
auch  noch  zwischen  den  drei  letzten  Unbekannten  die  Bestimniungsgleichang  (106.  A.}  aufgestellt 
Um  nun  diese  ZurückfUhrang  noch  weiter  fortzusetzen,  setzen  wir  in  die  zwei  ersten  obera 
Gleichungen  (106.  ^.)  für  z"  und  z\'  deren  aus  den  zwei  vordem  Gleichungen  (106.  x.)  sich 
ergebenden  Stellvertreter  ein,  wodurch  sie  werden: 

U'^+(lMÄq;I^zzI^  =  o  und  ^+?;:  +  ClMfcii|z:iLST=o, •(.••..) 

und  es  bleibt  nur  noch  die  dritte  obere  Gleichung  (106.  ^.}  zu  berücksichtigen  übrig;  setzt 
man  aber  in  diese  für  z, ,  z«  deren  durch  die  zwei  vordem  Gleichungen  (106.  t.)  gegebene 
Ausdrücke,  so  wie  für  z^'  dessen  durch  die  Gleichung  (106.  /i.)  gegebenen  ein,  so  geht  sie  in 
die  schon  zuvor  erhaltene  Gleichung  (106.  A.}  über,  worin  sich  der  sehr  merkwürdige  Umstand  ^ 
ausspricht,  dass  die  drei  Gleichimgen  (106.  €.}  in  Verbindung  mit  den  sechsen,  welche  die 
obern  in  (106.  ^.}  und  (106.  i|.}  enthaltenen  ausmachen,  also  neun  Gleichungen  auf  blos  acht 
zurückführbar  sind,  ohne  dass,  wie  bei  den  Diamelralgleichungen,  eine  Relation  zwischen  den 
CoefTizienten  der  gegebenen  und  denen  der  gesuchten  Gleichung  einzutreten  Noth  thäte.  Es 
giebt  dieser  Umstand  eine  wesentliche  Verschiedenheit  zwischen  der  Natur  der  gegenwärtigen 
und  der  obigen  Gleichungen  zu  erkennen. 

Ziehen  wir  jetzt,  um  die  angefangene  Auflösung  noch  weiter  fortzuführen,  die  drei  Rich- 
tungsgleichungen zu  Rathe,  welche  die  drei  gesuchten  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  dem  ursprüng- 
lich gegeben^Tn,  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  zusammengesetzten  Coordinatensysteme  liefern, 
und  im  Allgemeinen  sind: 

1  =  A'  +  A"  +  A"*  +  2  A  A'  cos  W  +  2  A  A"cos  W'+  2  A'  A"cos  W", 

i = A? + a;* + Ar* + 2  Ai  a;  cos  w + 2  A,  Arcos  w'+  2  a;  A:'cos  W", 
1  =  Aj + a;» + Ar + 2  A^  a;  cos  w + 2  A,  a;  cos  w'+  2  a;  A;'co8  W", 
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und,  wenn  wir  statt  der  Projectionszahlen  ihre  ans  den  Bezeicbnungren  (106i  5.)  berzaholenden 
neuen  Formen  nehmen,  werden: 

CCq         €Cq  C^o  C^o  C^o  Cfg  C^Q  e(o  0^0 

,"=^,  +  f,  +  J.  +  2jl'cosW+2j^cosW'+2^,cosW", 

SO  geben  diese,  wenn  man  sie  alle  drei  zu  einander  addirt,  mit  Zuziehung  der  untern  in 
fl06.  SJ  und  (106.  i?.)  enthaltenen  Gleichungen: 

2[i9J  +?!'¥?^^+ß^?^i  C-  +-,  +4)]=S'+S"+S"'+2SS'cosW+2SS"cosW'+2S'S"cosW" 

^0  f^%  CCq 

oder,  wenn  man 

Uo  CCq  C^O 

^mO0*  o»J  .»••••••••••^  setzt: 

R^  =  S*+  S'*+  S'"+  2  S  S'cös  W  +  2  S  S"cos  \V'+  2  S'  S"cos  W", 

womit  noch  eine  zweite  Gleichung  gegeben  ist,  in  welcher  alle  Grössen,  deren  Grundzeichen 
z  ist,  verschwunden  sind.  Nachdem  diese  Gleichung  aufgefunden  worden  ist,  hat  man  von  de- 
nen (106.  ^.}  nur  noch  zwei  zu  den  zuvor  erhaltenen  binzuzufligen,  wozu  wir  die  zwei  ersten 
nehmen  wollen.  Setzt  man  in  diese  Tür  z'  und  z\'  ihre  durch  die  zwei  ersten  Gleichungen 
(106.  X.}  gegebenen  Ausdrücke  ein,  so  werden  sie: 

"•-«:+«-+         ^^cw^' +^^',''''^^ 

+  2 C-  cos W  +  ^ cos  W'O g^'/^'i^^'S-^'S' 

CCq  CCq  CCq  O 


itOI^  jr.) (und 


/  O' 


+  2  C^-J-  cos  W  +  ^,  cos  W")  *  ''•  ^*  ''•'  -  ^'  S  -  *J  S 


//   C?'/ 


und  nun  siebt  man  sogleich  ein,  dass  sich  die  Grössen  z  und  z'  aus  den  ersten  Gleichungen 
(106.  2/.)  und  (106.  n,")  ganz  eben  so  wie  die  Grössen  z,  und  z,'  aus  denselben  zweiten  Glei- 
chungen in  S,  S',  S"  ausgedrückt  erhalten  lassen;  weil  aber  zwischen  den  Grössen  S,  S',  S" 
nur  die  zwei  Gleichungen  (106.  A.)  und  (106.  o.)  gegeben  sind,  so  bleibt  eine  von  ihnen  oder 
eine  Verbindung  von  mehrern  noch  der  freien  Wahl  überlassen,  so  dass  auch  hier  wieder  eine 
unendlich  grosse  Anzahl  von  Auflösungen  innerhalb  gewisser  Schranken,'  die  in  diesen  Glei- 
chungen selber  sich  kennbar  machen,  erhalten  mrd.  Man  kann  sich  die  endliche  Lösung  der 
bisher  behandelten  Gleichungen  dadurch  erleichtem,  dass  man  das  Hyperboloid  ursprünglich 
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durcii  eine  Diametralgleiehung  am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  gegeben  voraussetzt,  wa 
dann  cos W=:: cos W  =  cos W'^=0. wird  und  die  Gleichungen  (106.  ^.)  die  eiafapjbb^re  Gesttdl 
annehnen: 

^•-^  +  5?  + ^ifW^' ""*•  P'~äl^^'^ ^c^ ,c*««.^) 

und  gleichzeitig  nimmt  unter  der  gemachten  Voraussctzong  die  Gleichung  (^106.  o.}  die  nach- 
stehende Form  an: 

R» = S»  +  S"  +  S"' .  CtO«.  tf.) 

Sowohl  die  Gleichungen  (106.  q,")  wie  auch  schon  die  (106.  ^.3  lassen  erkennen,  dass  in  dem 
Falle,  wo  man  ßl  =  ß'o^  sein  lässt,  die  vier  Grössen  z ,  z'  und  z, ,  z[  schon  aus  einem  einsigen 
Paare  der  Gleichungen  (106.  v.)  und  (106.  ttJ)  oder  (106.  ß.)  hervorgehen  müssen.  Ich  un- 
terlasse es,  aus  den  hier  erhaltenen  Resultaten  weitere  Folgerungen  zu  ziehen,  weil  ich  nicht 
anders  glauben  kann,  als  dass  man  für  die  zuletzt  vorgelegte  Aufgabe  sowohl  als  Tur  die  in 
Nr.  224.  angeregte  bald  zweckmüssigere  Behandlungsweisen  auffinden  werde,  die  ein  bequeme- 
res Ablesen  ihres  Inhalts  gestatten;  aber  darauf  dlirne  noch  aufmerksam  zu  machen  sein,  dass 
sich  mittelst  der  Grössen  S,  S',  S"  die  Axen  AY,  AY',  AY"  einzeln  und  in  völlig  symmetri- 
scher Weise  angeben  lassen,  wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  in  die  Gleichungen  (106.  &.') 
statt  der  Zeichen  z ,  z',  z" ;  z, ,  zj ,  zj' ;  Zj ,  Zj ,  z^'  wieder  das  setzt,  was  sie  den  Gleichungen 
(106.  S.')  zur  Folge  zu  bedeuten  haben,  wodurch  sie  werden:  , 

c^oSA+«;s'A'+c^:s"A"=  2 /?;/?;',  «oSA.  +  a;s'A;+«;'S"A;'=2/?./3;  , )        (toeri 

und  jede  dieser  Gleichungen  für  sich  lässt  in  Verbindung  mit  der  gleichvielten  vordem  Be- 
dingung (102.  b.)  und  mit  der  gleichvielten  von  den  vor  (106.  |.3  stehenden  Richlungsglei- 
chungen  die  drei,  auf  eine  der  gesuchten  neuen  Axen  sich  beziehenden  Frojectionszahlen  er- 
mitteln. Hieraus  kann. man  leicht  entndiuneii,'  dass  von  jeder  der  gesuchten  Axen  AY,  AY',  AY" 
ejtt  ausserhalb  ih^er  gemeinschafUichen  Spille  A  liegender  Punct  gefunden  wird,  wenn  man  die 
Curve,  in  welcher  der  Asynptotenkegel  von  einer  am  A  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Ku- 
gel geschnitten  wird,  von  drei  einander  parallelen  Ebenen  durchscheiden  läs^^t^  (J^reo  Gleichun- 
gen . 

a«  s  X + a,  SV+  «;'  s"x"=  2 19;  ^; ,  «o  s  x + «;  s'x'+  «;'  s"x"=  2  ^0  ß": , 

£^0  S  X  +  «;  S'x  +  a':  S"x"=  2  /?o  js;  ' 

sind  und  die  in  eine  einzige  zusammenfallen,  da,  wo  ß^zzzß'^zzißl'  ist 

§.  18. 

Von  den  einfachsten  GleifhmigfR  der  FUchcn  zweiter  Ordnoiig. 

A.   Blaiietralglelehangea. 

2313  Als  wir  oben  (Nr.  213.}  die  möglichen  Diametralgleichungen  iür  eine  Hittelpuncis- 
fläche  der  zweiten  Ordnung  kennen  zu  lernen  und  die  Coordinatensysteme,  an  welchen  sie  her- 
vorgehen, zu  bestimmen  suchten,  fanden  wir^  dass  diese  Coordinatensysteme  Uos  drei  der  von 
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(70.  e.}  bis  (73.  a.}  aafgesleUten  Bedingungen  zu  erfbHen  brauchen,  wozu  in  jedem  Falle  noeh 
die  drei,  auf  die  in  ihnen  vorkommenden  Axen  des  gesuchten  Coordinatensystems  sich  bezie- 
henden Richtungsgleichungen  zu  nehmen  sind,  wodurch  man  sechs  Gleichungen  Tür  die  nean 
zu  bestimmenden  Projectionszahlen  erhält,  also  immer  noch  drei  auf  diese  Axen  sich  beziehen- 
den  Bestimmungsstückc  zur  Disposition  des  Rechners  übrig  bleiben.  Diese  drei  der  Wahl  an- 
heim  gegebenen  Bcstimmungssiücke  wollen  wir  nun  dazu  benützen,  um  jene  Gleichungen  in 
möglichst  einfacher  Form  zu  erhalten,  welches  offenbar  der  Fall  sein  wird,  wenn  wir  dadurch 
die  absoluten  Werthe  der  drei  neuen  Coeffizienten  («o)»  («•)?  («4')  oder  {89),  (5i),  (5i')  einan- 
der gleich  machen  können,  indem  'dann  die  neuen  Gleichungen  (70.  c.}  bis  (73.  c.}  eine  der 
Formen  y'+y'*  +  y"*=iw  oder  v'  +  y'*+v"'  =  v  annehmen,  wenn  man  bei  jedem  ihrer  auf 
der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  stehenden  Glieder  für  sich  eben  so  gut  das  obere  wie 
das  untere  Vorzeichen  zu  schreiben  gestattet.  Hierbei  werde  ich  blos  den  einen,  in  den  Glei- 
chungen (70.  a.  bis  c.}  ausgesprochenen  Fall  berücksichtigen,  und  die  Behandlung  der  übrigen 
Fälle  dem  Leser  überlassen,  der  sich  an  zusammengesetzten  Aufgaben  zu  üben  Vergnügen  findet 

Stellt  die  von  der  ersten  Form  (64.  a.3  gegebene  Gleichung,  aus  welcher  eine  andere  von 
derselben  Form  (70.  a.}  hervorgeholt  werden  soll,  ein  Ellipsoid  dar,  so  werden,  dem  oben 
(Nr.  215.}  Gefundenen  gemäss,  die  drei  neuen  Coeffizienten  {cc^) ,  {Uo) ,  (&•')  nothwendig  Zahlen 
mit  einerlei  Vorzeichen;  stellt  aber  jene  Gleichung  ein  Hyperboloid  dar,  so  nehmen,  dem  da- 
selbst Gefundenen  gemäss,  zwei  von  den  diese  Coeflizienten  hergebenden  Zahlen  nothwendig 
einerlei,  die  den  dritten  Coeffizienten  bestimmende  Zahl  hingegen  das  entgegengesetzte  Vorzei- 
chen in  sich  auf.    Im  ersten  Falle  kann  man  es  nur  dahin  bringen  wollen,  dass 

werde,  im  andern  Falle  nur  dahin,  dass 

(IM.  *.)  {«.) = («;} = — (tf ;') = A 

f 

werde,  wenn  (of«),  {a'o)  die  zwei  Coeffizienten  werden  sollen,  welche  Zahlen  mit  einerlei  Vor- 
zeichen sind,  eine  Voraussetzung,  welche  zu  machen  man  unter  allen  Umständen  befugt  ist,  und 
X  in  jedem  Falle  einen  von  den  mehrern  Coeffizienten  der  neuen  Gleichung  vorstellt,  die  bei 
gleichen  Zahlen  auch  einerlei  Vorzeichen  besitzen.  Es  verwandeln  sich  die  in  dem  von  uns 
betrachteten  Falle  gültigen  Gleichungen  (76.  a.}  durch  die  Bestimmung  (107.  a.}  in: 

A  A'+  A.  a; + A.  a; = 0  ,  A  A"+  A,  Ar4-  A.  a;'=  0 ,  A'A"+  a;  Ar+  a;  a:=  o  , 

hingegen  durch  die  Bestimmung  (107.  b.}  in: 

A  A'+  a;  Ar-  A,  a; = 0  ,  a  a"+  a,  a;'—  a.  a;'=  o  ,  a'A"+  a;  a;'—  a;  a;'=  o  , 

so  dass  also,  je  nachdem  man  es  mit  einem  Ellipsoid  oder  mit  einem  Hyperboloid  zu  thun  hat, 

ist ' 
(tO9.e0      '    AA'+A.A;±A,A;  =  0  ,    AA"+A,Ar±AaA;'=0  ,    A'A"-f^A;Ar+A;A;'=0  , 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  beim  Ellipsoid  das  obere,  beim  Hyperboloid  das  untere  ge- 
nommen werden  muss.  Die  Gleichungen  (107.  c,}  in  Verbindung  mit  den  drei  Bedingungen 
(70.  a.}  und  mit  den  drei  Richtungsgleichungen,  welche  in  Nr.  215.  im  Eingange  zu  Zifier  111} 
aufgestellt  worden  sind,  enthalten  alles  in  sich,  was  zur  Bestimmung  des  neuen  Coordinatensy- 
stems  gegeben  ist;  weil  aber  diese  Gleichungen  dieselben  sind,  wie  die,  woraus  in  Nr.  215. 
die  Relation  (80.  a.}  hervorgeholt  worden  ist,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  zwischai 
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den  Coeffizienten  der  neuen  Glelohang  dai^  VeiWlen  (167«  'nj  oder  b.)  fesif Meltt  wsrdeh  isl/. 
80  ist  die  Relation  (80.  a.}  unter  Berücksichtigung  dieses  Verhattpns  auch  hier  wieder  anwend- 
bar, und  giebl  entweder  »         '    '    .  --*. 


/ 

t 


je  nachdem  man  es  mit  einem  Ellipsoide  oder  Hyperboloide  zu  thtin  hat  Das  Enthaltenseia  die- 
ser letzteq  Gleichung,  es  mag  die  vordere  oder  hintere  werden,  in  den  neun  zuvor,  erwähnten 
ist  Ursache,  dass  diese  neun  Gleichungen  in  Bezug'  auf  die  neun  zu  suchenden  Projeclioilszahlen 
nur  ächten  gleich  zu  achteifi  sind,  was  zur  Folge  hat,  dass  immer  hoch  ein  Beistimmungsstück, 
anlangend  das  ^u  findende  Coordinatensyst^m,'  willkUhrlich  bleibt,  so'  daiäs  unsere  Aufgabe  selbst 
in  ihrer  jetzigen  Besonderheit  noch  eine  un1)estimmte  bleibt^  und  wir  im  Atigemeinen  unzlfhlig 
viele  Coordinatensysteme  erwarten  dürfen,  ah  welchen  die  .Mittelpunctsfläche  durchweine  Glei- 
chung von  der  Form  y*4"y'*+y'*=^i"  darstellbar  ist,  wo  von  den  bei  y"*  stehenden  doppel- 
ten Voi'zeichen  Aak  obere  behn  Ellipsoid,  das  unlere  beim  Hyperbolöiä  genommen  wetde^  müss; 

238)  Führt  inan'  dte  folgenden'  neuen  B^eichnungen  ein:   '    '  '   ■  '    " 

A'  A"  A'  A"  A'      '  A"      ,     '  '» 

80  kann  man  die  drei  Bedingungen  (|7D..«.]|  so  schreien:  -\        -   /  .-   «    .  • 

a.  +  a.  m'm;  +  a;'m"m;'=  0  ,     «,  +f  a^m^m^  +  cr;V*;'*=:  0  ,    .  «^  -f  « i  mj  m;  +  <  mrmfrz:  0 ,  (MS.  Ii.) 

und  den  zwei  ersten  Bedingungen  (i07.  6.)  kann  man  die  nachstehende  Form  geben:   ( 

A'm'+A?m;  +  Ä?in;  =  0    und-^A'ih"H-Ä?inr+'AJm;'=:=0,        '"'     \  (IM.  c) 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  da«  ofbefe  dem "Bllj^soid^  dcM  untere^  dem  Hyperboloid  ent-  .^  . 

spricht  Setzt  man  fiir  m,  und  mV  ihre  aus  den  letzten  zwei.  Gleichungen  zuerWtenden 
Werthe  in  die  zwei  letzten  Gleiohung^n .  (108.  b.}'ein,  -und  ordnet  man  die  zwei  darai^s  her- 
vorgehenden neuen  Gleichungeh'nach  den  Gr<)ssen  A's  ^f)  A%,  so  findet  mm:  '  ^       j 

und  > } (t««.d.) 

A'c«>'w:ih?;'in"in;'ji+A?Cf«;m:*+«;'«4'.o+Aii«.=o,)  ' 

wo  hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  wieder  die  vorige  Regel  zu  beobachten  ist.  Führt 
^an  jjet^t  zwei  u^up.Grösiien  -f/».  i^id  J'^  yoff  ßolchp  Bescha^enheit  ein,,  dfiss  -,  ^    ,^    .? 

ist  und  setzt  man  die  hieraus  für  m|  und  m|'  sich  ergebenden  Werthe  in  die  erste  Gleichung 
(108.  b.}  und  in  die  beiden  (108:  d.}  ein,  so  erhält  fian:     .  ; 

r .. ..'  ! .  (Av+Aox*;v+«;'»'^y+ A?^^^^  ' ,  ....  „ '  ^ 

t)A»+A?)  («;  nir*4.«i'm'^')  +  (A«^"8A0<«'>'^•+a7»' '//;) +'Af  (<*;  zf^ 
L  70 


A*  («;  m'*+  cf;'m"»)  +  A?  («;  m'm;  +  ^iVm,")  +  AJ,tf o  =  0   )  \ 

A'(a;in'tD;ih<m''mrJt+A?(te;m;'+«;W.O+A»|to=OJ     .  .,,      ' 


^ 


5ft4'  Analy tftclife  Aeometrle.  .  Abteil.  IV. 

Aliii  den  zwei  erslea  dieser  drei  leizlen  Glctduurgeii  fiidet  mioi« 

cco  m    -f-  ^0  ni  =  cf  e  — = —    und    e;«  m  ^o  -f-  a«  m  /f«  =:  —  a%  ■  ■  ■  '  v ,  ^^ .     9 

^1#9»  #«>••••  ^     wodurch  die .  dritte  sich  Yei*wandelt  in : 

w'  A^  Ju  /#"  v^'« H  (A'  +  Af 3  (A*  +  A|  +  A*} 

welche  drei  Gleichungen  die  einzigen  sind,  woraus  die  Bestimmung  yon  m',  m'^  und  ^|  d^l 
geschehen  kann,  so  dass  von  diesen  vier  Grössen  eine,  oder  eine  Verbindung  mehrerer  durch 
Wahl  festgestellt  werden  kann.  Tragt  man  diese  Unbestimmtheit  auf  eine  der  beiden  Grössen 
^  und  /fl  oder  auf  eine  Verbindung  der  beiden  über,  indem  man  diese  einer  als  gegeben 
anzusehenden  Zahl  gleich  setzt,  so  kann  man  aus  dieser  Gleichung  und  der  dritten  in  ([108.  Q 
enthaltenen  die  Grössen  /f^  und  /fl  einzeln  durch  die  A* ,  A7 ,  AJ  in  völlig  bestimmter  Weise 
ausdrücken,  und  dann  auch  noch  mittelst  der  zwei  ersten  Gleichungen  (108.  f.}  die  m'  und  m'' 
durch  A*,  Af ,  A*;  man  findet  nämlich  durch  Auflösung  dieser  zwei  letzten  Gleichungen  in  Be- 
zug auf  m'  und  m'',  wenn  man  für  tf « J'i  -fr  a«'  ^'' ,  deyr  dritten  Glei^^ng  (|106.  f.)  gemäss, 

«.  A'Af — """""^^         '  \ 


V  «p_- A,  ^.  ^  A?^"  A*  +  A?  U'+ ArfAJ/    ' 
i   r««—      Ai^'  +  A?      A*+ A?\A'+Af±AJ/   ' 


Ct99*  irO  •  •  •  •  (  m 


hieraus  aber  erhält  man  kraft  der  Gleichui^en  (108.  e.}: 

'V.'^    ..^.  K«;  ^^;Ktf;Y  ±a«a?a;  >i 

'^'^•~      "^^  A*  +  AJ  "^A*  +  Af  \A'+ A?±Ajy    ' 

in,  K«.-^      A  AT+Af-^A^TTrU^+Af  +  Aj/   * 
und  veiinittelst  dieser  vier  Gleichungen  geben  nun  noch  die  (108.  c} : 

f 

In  alTen  diesen  Gleichungen  müssen  von  den  doppelten  Vorzeichen  did^obem  oder  untern 
genommen  werden,  je  nachdem  man  es  n)tt  eiMm  EUipsoid  od^r  Hyperboloid  zu  thun  hat,  und 
dabei  kann  von  den  Quadratwurzeln 

1/«'        V^''        /+A'A?A;\i 

zwar  jede  ihrer  beiden  Formen  genommen  werden,  jedoch  muss  jeder  Quadratwurzel  einzeb 
genommen  gieichzeilig  in  aOen  seehf  fiteichungen  (106.  g.}  stets  dieselbe  Porm  beigelegt 
.werden. ,  Die  ^  diesen  Glei^htn^«  filr.iji'^  i|i''^  Xfi^  v^i  m;,  m;'  mitgelbaillc»  WerÜM  «rAI* 
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len,  wovon  man  sich  nnler  Znzfehnng  der  dritten  Gleidnmf  (f08.  C}  leidit  tlberzengen  kann, 
die  Bedingungen  (108.  b.  und  c},  und  machen,  dass  die  ana  den  Gleichungen  (70.  b.}  zu 
schöpfenden  Coeffizienten  der  neuen  Gleichung  (70.  c}  ihrem  absoluten  Weiüie  nach  einander  ' . . 
gleich  werden;  schreibt  man  ndmlich  die  Glaichungen  (70.  b.),  den  in  (108.  a3  eingeführten 
Bezeichnungen  gemUss,  so: 

A*(a.+tf;m"+ir;W'0 =(«.),  A?(«.+«;m?+tf>r)  =  («;) ,  A;(c*.+  tf;m;*+i^rm;")  =  K), 

und  setzt  in  diese  für  m',  m'';  ni[,  m[';  m,,  mjf  ihre  in  (108.  g.}  gegoltenen  Werthe  ein,  so 
findet  man  nach  einigen  einfachen  Reductionen: 

(«,)=(Ä:j-iK)=i=r«.(V+AriAO.  '      (l©«.li.) 

wo  durch  l  derjenige  der  neuen  Coeffizienten  bezeichnet  worden  ist,  der  unter  den  übrigen, 
seiner  Zahl  nnd  seinem  Vorzeichen  nadi  wenigstens  noch  einmal  zu  finden  ist,  und  man  beiri 
EUipsoid  durchweg  die  obem,  beim  Hyperboloid  durchweg  die  untern  Vorzeichen  in  den  Glei4 
chnngen  (108.  h.}  zu  nehmen  hat    Setzen  wir  zur  Abkürzung 


1 ,     +a'a?a;     p 

?+A?  =  "    '^"^    Ä»+A?  +  AJ  =  ^' 


(i«9.L) 


was 

nP±  J;=A*Arn 

zur  Folge  hat»  so  wird  die  dritte  Gleichung  (108.  f.) :  \ 

wd  die  Gleichungen  (iQ8.  g.}  nehmen  die  nachstehende  einfachere  Gestall  an : 

■  « 

m!  Vtt\  rsz  n  CA»^.  Vt^  +  Vf  j;  K««;'j  ,    mr  V< = n  (A'^K«;'-  KP  //.  K«;)  \ 

m;  K«;  i=  +>;  Vüi  yi    ,  »;'  K«: = + ^r,  v«;  ^ , 

As  A» 

WO  m  BetreflP  der  doppelten  Vorzeichen  nbd  der  Quadratwurzeln  immer  die  alten  Re^n  be- 
stehen bleiben. 


833)  Giebl  mrni  nun  den  dreien,  in  Nr.  3*5;  m  der  Spitze  der  Ziffer  Ifl.  aul^eslelllea^  sAf 
die  drei  neuen  Axen  AY,  AY',  AY"  sich  beziehenden  JUehtmgsgleidmngen  en  deh; drei  Aken 
des  ursprünglichen  Systems  mittelst  der  in  (108.  a.}  eingeführten  Bezeichnungen  die  nachste- 
hende Form:  .'        /  {   % 


«  »  *r    y 


1  =  A»  +  A'  m"  +  A*  m"»  +  2  A»  m'  cos  W  +  2  A*  ni"cos  W'+  2  A*  m'  in"cos  W^', 

l=A?+A?in;'  +  Afii»;'*  +  2AJi^'<H)«W+2Arm;'«»W'4-2A?in:in;'qis,W'',>  .^..,  !!••.  n.) 

1  =  AJ + A  J  m?  +  AJ  m^'* + 2  A  J  m',  cM  Wi+  2  AJ  in;'cos  W'-H-  2  Ä?  mi  mi'cos  W", 

so  eriittlt  iqaa  durch  AiMition  uiid  Siü>tnc^on  der  zwei  eratea  dieser  letzten  drei  (jjletchmigeD    . 

mit  BerttcksichtiguBgr  dewr  (loa  c) :  (  i  .   ••  • . 

70» 


ast.  '.  Anal^tUelie  «eMi«telfe.i  ■ .  -  AJicdu  IV; 

8:^  A'  +■  -AJ  +  A»  (•'» + iirr?) -f  Af  («i*  +  ib:'0  4: 2  AJm;  dofc-W 

+ «  AJ  <  cos  W«+  8  (A*  in'ii(i"+  A?  in(  i»;')  flO» W"    ■' 
(!••.  b«)  .■ •■ /«d.  ;  ■.  «•■•• 

0= A>  —  A?  +  A'  Cm'*+  Vh"»3  —  Artiri7  + mi'*)  +  »CA*»'— A?  m^  cos  W 
+  2  (AVm"- Af  mlO  cos  W'+ 2  CA' m'm"— A?  m;  mO  cos  W", 

■     j 

und  diese  geU^n  mittelst  dei^  in  (108.  l.)  gegebenen  Wertbe  von  m',  m";  m't\  m[';  m^,  m^' 
unter  Zuziehung  der  Gleichungißii  (108.  i.}  über  in:  ' 

i      •'  •- /  2=A*  +  Ar  +  A'A?nC^?  +  //;'0-l-«PC^.'  ^  +^'*^) 

K«i  Kai 


tind 


>»^o     i_    >//iöf 


i/ir 


0 = CA'  -  A?)  [1  -  A'  A?  n'  CJ?  +  ^;'}  +  n'  P  C^.'  =^  +  JT.  B?-) 


«  • 


f.l..       ,  V  +2nKP.C^;,^I!  cosW  — ^.^c^^ 


+  2A*Af[2n*^o^;'KP(?^  — 55)-2n(^.cosW  +  ^;cosW') 

femer  wird  die. dritte  Gleichung  (109.  «.3»  ^^W  nutn  ifi  »ie  tüf  m'i^wfiA.vf^'  ihre  in  (106.  L) 
gegebenen  Werthe  einsetzt : 

,iyir  wollen,  ehe  wir  .>reiter  gehea,  (^kiQ  Fo^foruog  aus^  diesen  Gleichungen  »ehei\,  die 
als  eine  Probe  für  die  Richtigkeit  derselben  angesehen  werden  kann.  Addirt  man  in  dem  Falle, 
wo  man  es  mit  einem  Ellipsoid  zu  thun  hat,  und  eben  desswegen  in  den  vorstehenden  Glei- 
Idiuqgnft  nur  die.  obem  Viorzeicheft  gevwiMfac^rdeii  dlicfiMi)  .die  GIckkuDg.  (109.  d)  xd  der 
erattoliii  (109.' a)  eiilhaltenen »  so  koiimt;: 


,1         .      .  . 


t  I    .  I  ( 


I     •    • :    •     .       i  .  ......'..  .  •      .  ■         1 


•       .»...•  *  I  *^  '        ^  ff 


(!••.  •.)  3=A'  +  A?  +  AJ  +  A»A?nC^  +  ^.'0  +  (nP+f0C-^.'$  +  ^;*5); 

A%  CCf  Mf 

subtrahM  man  aber  in  dem  Falle,  wo  man'  es  mit  einem  Hyperboloid  zu  thun  hat  und  eben 
* '  desswegen  in  den  ^orst^nden  Gleichangen  nur  die  untern  Vorzeichen  genommen  werden  dOr- 
fen,  did  Gteichun^  (Ji09.d)  ypa  der  ersten  in  (109^  c,}  enthaltenen^  sqi.  kommt t 


•  - 


<!••.#.)'  l=iÄ'  +  A?-AJ  +  A'A?nC^+'^'0  +  CnP-'h)t^5  +  ^'^3- 


". 


fy  1&.  Mr/ 234.    Einfachste  GleiclniBgeii  4er  Flftcketo  i^elter  Ordnung.  §57 

Nun  ist  der  untern  Greichung  f  108.  i.)  zur  Folge  beim  Ellipsoid  nP  +  ^;=n  A' A?,  beim  Hyper- 

.  P  L 

boioid  nF — -j^rrnA^Af,  daher  geht  die  dem  Elllpsold  angehörige  Gleichunj^  (^109.  e.)  über  in : 


f  f 


AI. 
-•■      .■•       .    3=rA^-f Af+A|  +  nA*A»(in*  +  ^."  +  ^.'^+^.''^)      • 

oder  für  if  seinen  Werth  ans  riO&  i.}  und  ^  -4 ,  ^»'--t?.  Ar  '^  tind  ^o   atzend : 


•  I  > ' 


3 = A*  +  A? + AJ  +  jA!j^];  C^,  +  i^)  C^>  «;  +  ^^  «'.'D ,  Ci«*  K^l 

Und  die  dem  Hyperboloid  angehörige  Gleichung  (109.  f.)  wird  auf  die  gleiche  Weise : 

i=;A*+Ar— AJ4-A«Afn(z/i*  +  ^''  +  ^.'4+-^;*^) 
oder  ;  .     ,     .  , 

i=A'+A?-  Aj  +  j^^,  c^j+i)c^.' «;+*/.'*«;')  (lo*.  M 

und  diese  letzteren  Gleichungen  (^109.  g.  und  h.)  verwandeln  sich,  wenn  man  für  z/i'  «i  +  //J"  £«i' 
seinen  aus  der  letzten  Gleichung  (108.  f.}  entnommenen  Werth  setzt,  wo  bei  der  tileichun^ 
(109.  g.}  das  obere,  bei  der  Gieicliing  (109.  h.}  das  untore  Vorzeichen  genommen  werdejh 
muss,  in:  ..       "■  '  ' 

3 =(A' + Af + Ao  [1 + «;  c4  H-  4)]  •  •  .,-.«-> 

und 


•       ''      i\ 


welche  sich  auch  so  schreiben  lassen:  \ 

j ?— j-  =  «. CA'+  A?+  AQ  . und '    ^       |       ^'  =  «. (A»  +  A? - AQ  , 

'oder  mit  RQcksichtsnahnie  auf  die  dem  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  iingehörigen  Gleichungen 

riOt.  d.): 

X=tf,(A*  +  Ar+AO    mid    X  =  «,CA?  +  A?— AI)  ,  (!••.  I.) 

von  welchen  die  erstere  heim  Ellipsoid,  die  letztere  beim  Hyperboloid  gültig  ist,  und  in  der 
That  stimmen  diese  mit  den  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  erhaltenen  (108.  hJ)  vollkom- 
men überein.    Durch  die  Gleichungen  (109.'  i.}  geht  die  letzte  in  (108.  f.}  erhaltene  über  in 

und  ist  gleichmässig  beim  Ellipsoid  wie  beim  flyperboloid  anwendbar.  > 

234)  Da  man  X  aus  den  Coefßzienten  der  gegebenen  Gleichung,  Je  nachdem  diese  Coeffi- 
xieuten  Zahlen  mit  eii(ierlei  oder  mit  verschiedenen  Vorzeichen  sind,  mittflstder  vordem  oder 
hintern  Gleichung  (107.  d.}  finden  kann,  also  X  ^iner  gegebenen  Grösse '  gleich  zu  achten  ist, 
ao  giebl  in  dem  einen  oder  andern  Falle  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  (109.  i)  oilar 


Geometrie.  Abscli.  IT. 

(108.  h.}  eine  BestimmuHgsgleichung  zwischen  den  drei  Grössen  A* ,  A? ,  und  AI  her ;  sie  ist 
daher  im  Stande  eine  der  Gleichungen  (109.  c.  und  d.),  welche  zur  Auffindung  dieser  Grössen 
vorhanden  sind)  zu  vertreten,  wie  wir  denn  so  eben  gesehen  haben,  dass  sie  sich  aus  den 
letztgenannten  Gleichungen  herleiten  lüsst  Indem  wir  jetzt  an  die  endliche  Bestimmung  der 
gedachten  drei  Grössen  durch  die  ^  und  ^^'  mittelst  der  Gleichungen  (109.  c.  und  d.}  ver- 
bunden mit  der  J[i09'  i.}  gehen,  wollen  wir,  weil  zwischen  ^  und  z/^'  nur  die  eine  an  dritter 
Stelle  stehende  Gleichung  (lOS.  f)  gegeben  ist,  um  beide  durch  eins  einsige  der  Wahl  über- 
lassene  Grösse  darstellen  zu  können,  zwischen  ihnen  die  folgende  Relation  feststellen: 

C*i»^  ••>  ^;K«7  =^.  V^.  cotg  0 , 

worin  o)  die  nach  Gefallen  zu  wählende  Grösse  vorzustellen  hat,  die  in  der  hier  beliebten 
Form  nur  einen  beliebig  gegebenen  reellen  Winkel  anzeigen  soll.  Aus  dieser  Gleichung  in 
Verbindung  mit  der  dritten  (108.  f.},  slatt  deren  wir  die  (108.  L},  in  welche  jene  zufolge 
der  (106.  i.}  eingef&hrten  Bezeichnungen  übergeht,  nehmen  werden,  lassen  sich  deren  Bestand- 
theile  a[^f*  und  tii /f^  einzeln  wie  fplgt  finden: 

A*  A' 

«;  z/? = +  «,  — ^  sin'  07    und    c«i'^'*  =r  +  c«,  — ^  cos*  a? 

und  mittelst  ihrer  erhält  man  nun  noch  weiter: 

^,K5:=l/±£!A.sina>  ,    ^.'Ki7  =  l/teA.cos« 
'^      nP  '^     nP 

(ti#.  b.)  {  ^nd    ^,  z/;'  Kö;  K^  =  +  -^«»n  <ö  cos  m 

so  wie 


worin  immer  noch  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  dem  Ellipsoid,  das  untere  dem 
Hyperboloid  entspricht,  und  statt  der  Quadratwurzeln  jede  ihrer  beiden  Fonnen,  jedoch  in  allen 
Gleichungen  dieselbe,  genommen  werden  darf.  In  Folge  dieser  auf  die  Grössen  ^  und  ^' 
sich  beziehenden  Auswerthungen  in  o>  nehmen  die  Gleichungen  (109.  c.  und  d.},  wenn  man 
beachtet,  dass  die  obem  und  uniern  von  den  doppelten  Vorzeichen  in  ihnen  den  obem  und 
untern  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (110.  b.}  entsprechen,  die  nachstehenden  Formen  an,  auf 
deren  Bildung  die  Bezeichnungen  (108.  i.}  Einflnss  haben  und  wobei  man  insbesondere  zu  er- 
wägen hat,  dass  die  zweite  dieser  Bezeichnungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (109.  i.} 

i^^^^==A'  +  A?±AJ=A  giebt:   • 

„      1   ,   ,^8in'©  ,  cos*ö>^  ,       ..^sih^co  ,  cos'o)^  ,  «  A,  |/    TT 

-2^l/±$,sin(ucosW'4-=3i^sin2öcosW''4:j7^AJsin2(BcosW'' 
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0  =  CA*  —  Af)  [1  —  n i  (—;?-•  H — -;r-)  +nÄ, AJ (^--t; — f-  "Z^  +  >»  ,>   /   .,  AJsin2a) cosW" 

+  2  A.  Kä  (j/±  ^  cos  0)  cos  W  —  J/ ±  ^,  sin  «o  cosW  )  —  n  ^7^=^  s«  2  co  cos  W"] 
+  2AA,  (nK±ärJiA.[(4— A)sin2«— -^=^^  cos2ü)  cosW"] 

—  2Kn  (j/4  sin  ©  cos  W  +  j/4 cos o» et s W')l 

I 

an,  und  diese  lassen  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 


sin'«   ,  cos'fln  ^    .      sin*<»  ^cos*a» ^ 


und 


C4i#b«.) 


1/+-;  cosiöCosW  — l/+^sin(öCOsW'=:W,,l/  A  sin(ocosW+j/4cosü)cosW=W,\ 
setzt,  einfacher  00  achreiben: 

2  =  i  +ii2.  +  a,AJfl,+  -T^=  Alfli«2aico8W"+2  ^  W,+  -74=7;«n«»  00s W" 
"  Kai«,'  Kn  r  «0,  tf, 

und 
0  =  rA»  — AOri  —  niß. +  n«,AJfl.  +  n-7^==;AJsin2a?cosW"  l   ^  .^  ^ -. 

+  2Kn  A,W.  — n-^L=sin2(öcosW''] 

+  2AA,[nA,K±«r^[(4  — A)sin2a>  — :j7--T=j>cos2ö^ 

ferner  niHimt  die  Gleichung  (109.  d.}  mittelst  der  Aaswerthiuigen  (110.  b.}  die  folgende  Ge«- 
stalt  an: 

»  —  •*»±  n  ^^F^      "tT'-^  "^    v"  ^y  +-?co8«jco«W — |/  +-^»infljco»W) 


Jül   ^*^*     ain2«poo«W" 


Bezichnang« 


l=AI±5fl.qf:2  Aw.+ipg^s.n2«,cosW".,  („^  ^j 

235}  Aus  den  Gleichungen  (IICL  d.  und  eOy  wozu  jnan  auch  die  '(106.  k}  nehmen  kann, 
welche  wie  jene  aus  denselben  Gleichungen  (109.  a.}  hervorgegangen  ist,  lassen  sich  die 
Grössen  A* ,  A? ,  A!  auf  die  folgende  Art  herholea  Giebt  man  nämlich  der  Gleichung  (108.  h.} 
unter  Berücksichtigung  der  eisten  in  (108.  L}  eingeführten  Bezeichnung  die  andere  Gestalt : 


(tii^M  ^      .       A  =  *+AJ    oder    +,in=±i-fA|, 

worin  wieder  das  obere  Vorzeichen  dem  Ellipsoid,  das  untere  dem  Hyperboloid  enUpricht,  und 
addirt  oder  subtrahirl  man  -  zu  oder  von  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  (110.  e.},  je  nach- 
dem man  es  mit  einem  Ellipsoid  oder  Hypefboloid  zu  thrni  hat,  so  erhält  man: 

;         14-  i  =  +  i^AJ  +  -"fl,+  2  AW,q:l^^i^sin2(öC0sW'', 
-  n      -n  '       -n       ^     Kn      ^^^Vl^' 

in  welcher  noch  immer  alle  obern  Vorzeichen  das  Ellipsoid  alle  untern  des  Hyperboloid  angehen. 
Diese  letzte  Gleichung  geht  aber,  die  (111.  a.}  berUcksiofatigend,  aber  in: 

lMl.'ki)  1+  -  =  +  -  +  -•  fl,  +  2  Aw.  +  -— ^?^sm2a)C0sW", 

•         !         ,  . 

und  giebt,  wenn  man  ^e  quadrirt,  nachdem  mit  Ausnahme  das  ein^  If  2:^W,   alla^  übrigen 

r  n 

Glieder  von  der  rechten  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens  girinvcht- worden  sind: 
«0  na».  »        Ka»a, 


+  JiCl  -a.i2.+  i7^,  sin2ö,  cosW")»  =4  ^' W?  , 

oder,  wenn  man  für  A*  seinen  Werth  aus  der  Gleichung  (111.  a.}  einsetzt: 

Ciq:-)«+2l(i +  -)(!-=  er,  0.+  -,:^ 
(ttt.  «.>  \        I  .  ,  4  1      '  •     i 

*  +^-5(1— cr.fl,+  -^=sin2a)COsW'0'=+4i-W?  +  4-,W?  , 

und  da  in  der  so  erhaltenen  Gleichung  (111.  c.},  nachdem  man  hinsichtlich  der  Grösse  co  eine 

'  I  .      1 

WaU  gr^troSbn  bal^,  ausser  n  lauter  bekannte  ZalAen  vorkommen,  wärend  sie  in  Bezug  auf  - 

1 
quadratisch,  ist,  so.  findet  man  aus  ihr  Tür  -  oder  A*  +  Af  einen  doppelten  Werth,  wozu  die 

i 

Gleichung  (111.  a}  den  entsprechenden  Wertk  vom  AJ  üdeit    Qat.  nuui  so  4i. upd  -  oder 

A*  +  A*  gefunden,  so  kann  man  noch  die  Grössen  A*  und  A,*  einzeb^  wie  folgt  erhalten.  Mul- 
^ ' ^  tiplicirt  man  nSmIich*  die  erste  Gleichung  (110.  d.}  mft  n ;  so*  aeigt  sie ,  dass 

+n«,AJfi.qpnrr^=Alsin2oicosW"+2KnA,M\=  ' 

2n— 1— nifi,— n -T=siii2d>cos\r' 


f.  7SL  V. 


ddavkf»  £ 


r  ,i::l  d'« 


4=,V— A'i    1  — Lji.— 


I 


£«  c^ 


2«; 


—  A\|Vl  r:t,i_- ^sii*!,— 


*  *;.«C 


rfi^Ttf  «1»^''^  — 5  ^^^sl 


I  • 


»<'«:i 


«wl    — c*i      -r  —  —  .sa*to  


r4t>  r  i»  :Mt>  m    '  —  5  — ^  W 


r. 


i^'— =. 


I— iij 


• 


£.C» 


^teCvtsW 


i<^«;x?.  iii*:rxvü:  jl 


o=l"  — A-«kAl,, 


/ 
\ 


mid  ^   <ii:iii:£  i.   ■»riiüftt  )<!zUr-i''^   os-  Grostir  * 


Väb!  ffMAa  ««rlf«  is« 


A.   auf  Ott    fJifB   ltfxi!irta>r*'   liVriiir  ft^BM;«  mivtt« 


iA^— A\V=i^VA,\ 
wKbt  v<r:  mM  ir«  fir  A' A*  ^«  um  idf^lbc^  rK^c^fli  W«*  ,  TA*-^  A  Y  —  .  iW   -  A* 

CA*— A  V^l  J.  1  k=l=  Jk'CA'+  VT 


«I» 


A— A  = 


l     I^Jk 


OV-^A;) 


CiM*^) 


tfc%>  A'  —  X:  4ft>  Asr'h  A'  —  A"  oo«t  -  y^vfcca 


WffVfÜ  «Ml«    WM 


*4(\  •^r  Gr>r»> 


A.'  cäsrebi  a«>  4ra 


v=^c\-f-An-»-}cA-^Ao  ,   A;=JcA=+An-5c.v-A;:>. 


\\e  k-.irc  I^^Wt  ia  <!rr  Ab>ichl,  die  fTOSSca  oSksdMMi  bicM  «abcsMflvrai  Sdnrierifkt 
le«  rriji  »Rsi^iuaü'ii  w^^f^a  xa  Ussea.  vekte  ffiri i fcwu:  f iwr a  aul  bkis  $^ciNefeia   o4(T 
Mo>  $<Lwröi*ji:ea  Coorxhnatoa  aiit  skii  briapea«  v<raB  vaa  skli  die  FUiriie  «i 
liet»i^**a  Ci»riji.i:eit3y5lesr  t^^i^^s  v#n4dk.  die  Keckaaacta  ia  d^gitawmstrr  Weise 
eefijhrt,  w#-!obe  S^wieriskeilra  sidi  aock  Venaolvea  irtrdea«  wya 

Rrsuitaleii  entne^kx«^  wollte,  aaler  woMmb  l'ai'tladni  äfe  IMe<lio«nMna  dier  «aacai  A 
aa  des  arspruagtidiea  rrele  Wctike  aaaekaea.  d^  k  n  weMM  Fätai  das  w«e  C 
snrsfea  airklirli  extsüil.  aad  ia  wtkhta  es  asimflicli  wvd;  dArr  Teriissett  wir  jetat^ 
fboplzvnpefc  enetrlit  isl,  am  kislNTifea  Wer  «b^  ^^x^'^vn 
L  ^  ^  Tl 


twi**M 
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bequemer  zum  Ziele  führt  «nd  noch  überdiess  den  Vortheil  hat,  dass  er  allen  VorsCeilmgeo 
eine  grössere  Bestimmtheit  verleiht 

236)  Da  wir  weiter  oben  (Nr.  216.  bis  22(X}  erwiesen  haben,  dass  jede  Mittelpunclsfläche 
der  zweiten  Ordnung  an  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  durch  eine  Gleichung, 
von  der  Form  c^  x'  +  «'  x'^  +  «"  x'" = ^ ,  welche  jetzt  mit  der  5  u'  +  ^  u'*  +  5"  u"* = v  zusam- 
men Tällt,  dargestellt  werden  kann,  und  dort  auch  die  Mittel,  dieses  rechtwinklige  Coordinaten- 
System  zu  erhalten,  angegeben  haben,  so  sind  wir  befugt,  die  MittelpunctsMche  immer  an 
diesem  rechtwinkligen  Systeme  gegeben  vorauszusetzen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  am  ur- 
sprünglichen Coordinatensysteme  vorhandenen  Axenwinkel  W,  W,  W"  als  rechte  anzunehmen, 
was  cosWnrO,  cosW'=:0,  cosW"=i:0  zur  Folge  hat.  Dadurch  werden  dann  auch  den 
'  Bezeichnungen  (110.  c.}  zur  Folge  die  Grössen  W,  und  W,  beide  null,  und  in  Folge  dessen 

vereinfach!  sich  die  Gleichung  (111.  b.}  in: 

(IM.  ••)  l+i  =  t~+-ßa, 

wflfhrend  sich  der  in  (llf.  d.}  durch  k  bezeichnete  Ausdruck  jetzt  in 

A,  K  +  a,  A  (-77 ?}sin2(ü 

verwandelt,  welchen  wir  zum  Untersehiedo  vom  vorigen  durch  2cotgx  bezeichnen  werden, 
so  dass  X  durch  folgende  Gleichung  gegeben  wird: 

Aa  K  +  «o  A  (-7> ;)  sin  2  oo 

(IM.  M  rZTQ, =2cotg;e  , 

und  die  Gleichung  (111.  e.)  geht  jetzt,  wenn  man  2cotgx  an  die  Stelle  von  k  setzt  tkber  in: 

(Atii  •»)  A'  —  A?=:  (A*  +  Af)  cos  x  =  ^  cos  *  , 

während  die  Gleichungen  (111.  a.  und  f.}  völlig  die  gleichen  bleiben,  und  in  allen  unausge- 
setzt das  obere  Vorzeichen  dem  Ellipsoid ,  das  unlere  dem  Hyperboloid  entspricht.  Aus  der 
Gleichung  (112.  a.}  findet  man: 

--  +  1  -  +  1 

■       ^^  -  —  ,— — o       öder      A'  +  A?=r-^^-7S- 

mit  nngeHnderter  Auffassung  des  doppelten  Vorzeichens,  und  dadurch  geht  die  (112.  c.}  über  in: 

1-1 

UM.  «0  A»-  A»  =  4_^^ß^  cos  n  , 

» 

wodurch  onn  miudtt  der  CHeichongM  (111.  t)  findet 

i-i  --1 
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oder 

Endlich  gicbt  di6  Gleiclnin^  (Hl.  a.),  wenn  man  in  sie  für  -  seinen  Werth  aus  (H2.  d.) 

n  «- 

einsetzt: 

AJ=ii-i£'.  (IM.  ffO 

1  —  a^iiz 

Die  grosse  Vereinfachung  der  Gleichungen ,  wodurch  die  Projectionszühlen  A ,  A| ,  A,  an  die 
Hand  gegeben  werden,  in  dem  Falle,  wo  man  die  Mittelpunctsfläche  ursprünglich  an  dem 
rechtwinkligen  Systeme  gegeben  voraosseUt,  hat  ihrea  Gmnd  hauptBfloUick  in  dem  UmMande, 

dass  durch  diese  Voraussetzung  die  Gleichung  (IH.  b.) ,  aus  welcher  -  oder  A*  +  A?  gefun- 
den^ wird,  üttd  die  hn  Allgemeinen  vom  zweiten  Gifade  ist,  in  eine  Gldchuog  vom  ersten  Grad« 
übei^efuhrt  wird,  wodurch  die  Auffindung  jener  drei  ProjectionszaUen  ungemein  eriei^hteti 
wird. 

237)  Aus  den  einfachem  Gleichungen  der  vorigen  Nummer  lassen  sich  ohne  grosse  Mühe 
die  Bedingungen  herholen,  unter  welchen  eine  Mittelpunctsfläche  an  einem  wahrhaft  existirenden 
Coordinatensysteme  durch  eine  Gleichung  darstellbar  ist,  deren  bei  den  Quadraten  der  Coor- 
dinaten  vorhandene  Coefficienten  einerlei  absolute  Grösse  besitzen.  Die  Gleichungen  (112.  f. 
und  g.)  geben  nämlich  aaf  den  ersten  Blick  zu  erkennen ,  dass  man  für  A ,  A, ,  A,  lauter  re*» 

eile  Werlbc  nur  dann  erhält,  wenn  -j — pr-  und  -r-^ — pr-  positive  Zahlen  oder  null  werden, 

1  -•—  Cto  li^  1  -*•  Äq  iif 

und  -ftlr  X  ein  reeller  Winkel  sieh  angeben  Mast;  ferner  gekft  aus  der  blasen  Ansicht  der-Glai^ 
chungen  (108.  1.)  hervor,  dass  die  Grössen  m',  m";  mj,  ml';  mi,  mi'  sämmtlich  reelle  Werthe 

annehmen,  wenn  A,  A, ,  A,  reelle  Zahlen  sind  und  keine  der  Grössen  ,1/?^P  und  l/??iP 


«•  '     « 


• 


+  a'  a"  A*  A*  A* 
imaginäre  Form  annimmt,  welches  letztere  verbagl»  dass  «^»0o'F  oder  ~\/,  *  ^■,  'i,* 

A .  "f~  A|  2t  •**« 

eine  positive  Zahl  oder  null  sei.    Diese  letztere  Bedingung  ist,  wenn  bereits  A,  Aj,  A,  reelle 

+  a'  tfl'  '    ' 

und  dann  A*,  AJ,  AJ  positive  Zahlen  sind  eins  mit  der,  dass    AaT  Wjl.  a^^  ^^^^  "***  Bück- 

A  -7-  A|  "X.  Aj 

sieht  auf  die  dem  obern  oder  untern  Vorzeichen  im  Nenner  entsprechende  vordere  oder  hintere 

Gleichung  (109.  i.)  '~    "   '    ^   eine  positive  Zahl  sei.    Erwigt  man  nun,  dass  den  Gleichungen 

(108.  a.3  zur  Folge  A',  A";  AI,  AI';  Ai,  Ai'  sämmtlich  reelle  Werthe  annehmen,  so  wie  für ' 
A,  A, ,  A,  und  zugleich  für  m',  m";  mj,  m,";  mi,  mj'  lauter  reelle  Zahlen  gefunden  werden, 
so  überzeugt  man  sich  dass  alle  Projectionszahlen  der  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  den  ursprüng- 
ikhen,  rechtmiiklig  vonHi^eseA^ten  Goordinatenaxen  reeH  werden,  son^di  ein  wahrhaft  existi- 
rendes  Coordinatensystem  «ngegebeii  werden  kann,  an  wetchoan  eine  Gleichung  nul  lauter  Coef<^ 
fizienten  von  einerlei  absoluten  Werth  enlsleht ,  weton  glejchaeilig  .        •     ^  , 

71* 
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(tl«.«.)  ,  "'"^  ^  =0    ,      ;+^^'  =  o     und     ±''»«'««">0 

•  ■  • 

ist,  und  X  durch  die  Gleichung  (112.  b.}  als  ein  reeller  Winkel  aufgefunden  wird,  wobei  noch 

immer  von  den  doppelten  Vorzeichen  die  obern  dem  Ellipsoid,   die  untern  dem  Hyperboloid 

tl  et'  u" 
entsprechen.    Die  dritte  Bedingung  (113.  a.),  welche  beim  EUipsoid     *   *   *  >0  ist,  und  hier 

stets  schon  von  selber  erfüllt  ist,  (weil  beim  Ellipsoid  c^o  ?  c^o  9  ^'l  alle  drei  einerlei  Vorzeichen 
haben  und  dann  X  der  vordem  Gleichung  (107.  d.}  gemäss  nothwendig  das  gleiche  Vorzeichen 

annimmt},  wird  beim  Hyperboloid ^  ^    ^  >0  und  da  bei  ihm  a^ä^a'i  immer  dasselbe 

Vorzeichen  annimmt,  welches  der  eine  von  diesen  drei  Coefflzienlen  besitst,  dessen  Vorzeichen 
von  dem  der  beiden  andern. verschieden  ist,  so  sieht  man  ein,  dass  diese  dritte  Bedingung 
beim  Hyperboloid  verlangt,  dass  7.  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem  annehme,  welches 
nur  bei  einem  der  drei  Goeffizienten  gef^mden  wird.  Nehmen  wir  jetzt  an,  wd2«  man  stets 
das  Recht  hat,  weil  diess  durch  die  hlose  Bezeichnung  der  ursprünglichen  Axen  bewirkt  wer- 
den kann,  dass  a^  derjenige  Coefiizient  in  der  ursprünglichen  Gleichung  sei,  dessen  Vorzeichen 
das  entgegengesetzte  von  dem  in  a^  und  a'i  enthaltenen  ist,  so  sagt  die  dritte  Bedingung 
(113.  a.3  aus,  dass  sie  beim  Ellipsoid  unter  allen  Umständen  schon  von  selber,  beim  Hyper- 
boloid aber  nur  dann  erfüllt  wird,  wenn  — a^l,  eine  positive  Zahl  ist;  dann  aber  liefert  die 
Gleichung  (112.  b.}  Tür  x  stets  einen  reellen  Winkel,  weil  cotg  x  ihr  gemäss  stets  eine  reelle, 

positive  oder  negative  Zahl  wird,  indem  statt  V  +  Uok  beim  Ellipsoid  V OpX^  beim  Hyperboloid 

V — a^X  zu. nehmen  ist,  und  keine  von  diesen  Wurzeln  eine  imaginäre  Form  annimmt,  wenn 
die  dritte  Bedingung  (113.  a.}  beim  Hyperboloid,  dessen  Gleichung  man  von  vom  herein  so 
anzuordnen  hat,  dass  das  in  a^  enthaltene  Vorzeichen  in  keinem  der  andern  beiden  Coeflizien- 
tea  mekr  voriiommt,  statt  hat,  d.  k  wenn  bei  ihm  X  das  entgegengesetzte  Vorseichen  von  a«, 

oder,    der   hintern  Gleichung  (107.  d.}   gemäss,    wenn  der   absolute  Werth  von  — -|--^ 

1 
grösser  als  der  ton  —  ,  also  —  a^X  eine  positive  Zahl  ist.    Hieraus  folgt ,  dass  das  Ellipsoid 

stets  eine  Gleichung  von  der  verlangten  Fonn  an  einem  im  Räume  nachweisbaren  Coordinatea- 
systemQ  giebt,  das  Hyperboloid  hingegen  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werth 

111 

von  -7  +  -;7  grösser  als  der  von  —  sei  und  a\ ,  a^  die  beiden  Coeilizienten  vorstellen,  welche 

einerlei  Vorzeichen  haben,  wenn  gleichzeitig 

1  —  tf,i/a>  1 — a.Ui'^ 

ist. 

Um  nun  die  beiden  Bedingungen  (113.  b.)  aaf  ihre  Grundbedeutung  cnrOcktthren  si 
können,  müssen  wir  statt  des  ZeMieng  Q^  wieder  das  einßlinren,  was  es  der  zweiten  Gleiobang 
(HO.  c.)  gemäss  zu  bedeuten  hat,  wodurch  sie  werien: 
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A   _-  j  —   ,  ^sin*ö>  ,  cos*ö)^ 

— +1  1+A(— 77-  +  — r-) 

""'  -0      und ^^^ ^^0,     , 


.  ,sin*<ü  ,  cos*(o^>*'  .  ,suro>  ,  -cos*«-. 

l-«-C-77-H — -7—)  1  —  «oC-;77-  +  — r-3 


welche  beim  Ellipsoid  die: 


i       .  ,        ^  ,sin'cö  ,  cos*©^ 

""'  =0      und        ?? V-^0,  (ttS.c) 


.  ^sin*ö)  ,  cos'(»,>  .  ,sm*G;  ,  cos'o)^ 


beim  Hyperboloid  die : 


5—^0      und      ^ ^ — =0  («IS.«.) 


geben,  und  die  wir  nun  einzeln  weiter  zerlegen  werden. 

238}  Aus  den  Untersuchungen  der  vovigen  Nummer  hat  sich  ergeben,  dass  man  beim 
Ellipsoid  unzweifelhaft  zu  einem  reellen  Coordinatensysteme ,  an  welchem  eine  Gleichung  mit 
drei  gleichen  CocfTizienten  entsteht,  hingeführt  wird,  so  wie  man  dafür  Sorge  trägt,  dass  die 
Bedingungen  (113.  c.}  eingehalten  werden.  Um,  was  dazu  gehört,  besser  einzusehen,  schreiben 
wir  sie  zuvörderst  so: 

XC-  — y)  ACjT  — -;77sin'ö)  — -7  cos'  o)) 

^ _ -0     und      j »j j -0 

a,  C ?7Sin*cö 7  cos*  cai)  Uo  ( 77 sin'co rcos' 00) 

und   setzen    in   den    Nennern   dieser   beiden   Bedingungen,    so   wie   im   Zähler   der    hintern 

11  11  11 

—  sin' (ü  +  —  cos' 0?  und  v sin' «o  +  .- cos' co  für  —  und  t,  wodurck  die  werden: 

-^^9  4 i  ■ 4  4  --^^> 


11  11  >         '11  11 

^9  rC ?7^  sin'  CO  +  C r)  cos'  ö)]  «o  [C— ??)  sin'  cd  +  C r)  cos*  col 

oder  wenn  man  den  Factor  sin*o>  ausscheidet: 

11  1111 

«•      ^  =0      und  ]      ^'         ?      r  =0; 


11  11  ->  11  11 

nf«  sin*«ör ^  +  C 7)  cotg'a  ]  c««  [-^  —  —  +  ( -7)  cotg'ai] 
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weil  aber  beim  Eliipsoid  die  drei  CoefGzienten  sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  .haben,  und  dann 
nothwendig  auch  X,  der  vordem  Gleichung  (107.  d.}  gemäss,  dasselbe  Vorzeichen  annimmt, 

X  X 

so  sind  —  und r-z — "stets  positive  Zahlen,  daher  lassen  sich  die  beiden  vorstehenden  Be- 

«0  cCoSm'oj 

dingungen  auch  so  geben: 
(MS.  c.*)  -j j ^ j ^0      und      j j j j -0. 

Nun  kann  einer  der  drei  folgenden  Fälle  eintreten : 

11  11 

l)  Es  ist  entweder  —  >  t^  ,   dann  ist r-  eine  posilive  Zahl  und  es   wird  der  vordere 

in  (113.  c.*}  stehende  Ausdruck  eine  positive  Zahl,  so  oft  sein  Nenner  eine  ist;  so  wie 

11  11 

aber  —  >t  ist,   muss  nothwendiger  Weise  eine  von  den  beiden  Grossen  -7  und  -77? 

1  1 

wenn  nicht  beide,  kleiner  als  -r ,  und  um  so  mehr  kleiner  als  —  sein,  somit  sind  in  die- 

sem  Falle  entweder  beide  oder  doch  einer  von  den  im  gedachten  Nenner  befindlichen 

11            11 
Theilen ?  und r,  positive  Zahlen. 

a)  Sind  beide  Theile  positive  Zahlen ,  so  wird  der  vordere  in  (113.  c.*}  stehende  Aus- 
druck positiv,  und  die  aus  ihm  gebildete  Bedingung  erfüllt  sich  schon  von  selberi 
welchen  reellen  Winkel  man  auch  Tür  a>  nehmen  mag; 

11  11 

b)  ist  aber 7  zwar  positiv , 77  dagegen  negativ ,  so  geht  die  erwähnte  Be-    » 

dingang  nur  unter  der  Voraussetzung  in  Erfüllung,  dass  IDr  a  ein  Winkel  genora- 

men  wird,  welcher  macht,  dass  cotg'o)  nicht  unter  -^ -^  hinabfällt; 

11  11 

c)  isl  endlich -,  negativ ,  dafür  aber 77  positiv,  so  wird  jene  Bedingung  nur 

dann  errüllt,  wenn  für  0  ein  solcher  Winkel  genommen  wird,  welcher  macht,  dass 

1        1 


// 


cotg^w  nicht  über  ^ r"  hinaufsteigt 

U9      CC9 


11  11 

11)  Oder  es  ist  —  <  v ,  dann  ist ^  ^^^^  negative  Zahl ,  und  es  wird  der  vordere  in 

(113.  c.*}  Sieheade  Ausdruck  nur  dann  eine  positive  Zahl,  wenn  auch  sein  Nenner  eine 

1       1 
negative  Zahl  wird;   so  wie  aber  —  <:r  ist,  muss  nothwendiger  Weise  eine   von  den 
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11  1 

beiden  GrOsseit  -^  und  — r, ,  wenn  nicht  beide,  grOsser  als  -.-  und  um  so  mehr  grösser 

als  —  sein,  somit  sind  in  diesem  Falle  entweder  beide  oder  doch  einer  von  den  im  ffc- 

11  11 

dachten  Nenner  befindlichen  Theilen 7  und 7;  negative  Zahlen. 

a}  Sind  beide  Theiie  negative  Zahlen,  so  wird  der  gedachte  Xenner  negativ,  und  es 
erfüllt  sich  die  vordere  Bedingung  (113.  c.*}  schon  von  selber,  welchen  reellen 
Winkel  man  auch  für  (o  nehmen  mag; 

11  11 

b)  ist  aber 7  zwar  negativ,  dagegen ??  positiv,  so  gelil  die  genannte  Be- 

dingimg  durch  jeden  Winkel  o  in  Erfliliung,  welcher  macht,  dass  coig^to  nicht  unter 

-7^ 7^  hinabsinkt: 

1        1 

11  11 

c3  ist  endlich 7  positiv,  dafür  aber ^  negativ ,  so  wird  die  gekannte  Be- 

dingung  durch  jeden  Winkel  01  erfiillt,   welcher  macht,   dass  cotg^oi  nicht  über 

--4 

-r T-  hiuaufsteifft. 

11® 

III3  Findet  weder  der  Fall  I.  noch  der  Fall  II.  statt,  so  v^re  —  =  79    ^^^  diess  zieht  nach 

sich,  dass  die  erste  Be<&)gung  (113.  c.^3  nnahh^n^g  von  der  Wahl  des  Wii&el  (o  er- 
füllt wird,  weil  der  in  ihr  erhaltene  Ausiiruck  null  wird. 

Nachdem  wir  jetzt  die  Einsicht  uns  verschafft  haben,  wie  die  Winkel  oi  beim  Ellipsoid  in 
jedem  vorkommenden  Falle  gewählt  werden  müssen ,  damit  durch  sie  die  erste  Bedingung 
(113.  c.*)  in  ErrHliuiig  geht,  md  zugleich  uns  überzogt  haben,  dass  dazu  unzählig  viele 
reelle  Winkel  a>  dienen  können,  haben  wir  nun  noch  zuzusehen,  welche  von  diesen  unzählig 
vielen  W^inkeln  zugleich  auch  die  zweite  Bedingung  (113.  c.*)  zu  befriedigen  im  Stande  sind, 
wobei  wir  wieder  die  \K)rigen  drei  Fälle  von  einander  unterscheiden  werden : 

1        1 
I)  Ist  —  :>5  wie  im  vorigen  Fall  I.  so  wird  die  ensle  Bedingung  (113,  c.*3,  wie  wir  dort 

gesehen  haben,  nur  dann  erfüllt,  wenn  der  in  ihr  auftretende  Nenner  positiv  wird;  da 
aber  die  zweite  Bedingung  (113.  c.*}  dentelbeit  Nenner  hat,  so  wird  ihr  in  diesem  Falle 
nur  dann,  dann  aber  immer  gleichzeitig  mit  der  vordem  Genüge  gethan  werden,  wenn 

11  1 

ihr  Zähler  nicht  negativ  wird.    Weil  nun  da,  wo  — >t  isl|  jede  der  Grössen  -7  und 

l  1 

-7;  oder  doch  wenigstens  eine  von  ihnen  kleiner  als  y  sein  muss,  so  sind  Merbei  drei 
Unterfiille  zu  betrachten  i^ 


Analytische  Geometrie.  Absch.  IV. 

11  11 

a}  Ist  nämlich  y>"-7  und  zugleich  auch  y>>~77,   so  wird  der  Zähler  in  der  zweiten 

Bedingung   (^113.  c.*}   positiv,  wodurch  diese  Bedingung  befriedigt  wird,  welchen 

1       1 
Wertli  man  auch  dem  Winkel  g)  geben  mag,  und  weil  da  wo  —>t  i2>t*   die  Be- 

1111  1111 

stimmuniren  t-  >  —  und  ^^  >-  -77  um  so  mehr  auch   die  —  >*  -7  und  —  >  -?> ,    wel- 

che  unter  dem  vorigen  I.  a.   vorgekommen  sind,  nach  sich 'ziehen,  wo,  wie  dort 
gezeigt  worden  ist,  die  erste  Bedingung  (^113.  c.^}  in  Erfüllung  geht,  was  man  auch 

11  11 

für  (o  nehmen  mag,  so  sieht  man,  dass  da,  wo  — >t  uad  zugleich  t>—  so 

et«      il  /,      et« 

1        1 
wie  auch  y^-r/  ist,   beide  Bedingungen  (113.  c.*)   gleichzeitig  durch 

jeden  Winkel  cj  befriedigt  werden; 

11  11 

b)  ist  aber  zwar  y  >  -7 ,  dagegen  aber  y  <::  -77 ,  so  wird  der  in  der  zweiten  Bedingung 

A         CC^  A         CCq 

(113.  c.*}  auftretende  Zähler  nur  so  lange  nicht  negativ,  als  cotg'o  nicht  unter 
1       1 

___  .        I 

ff  5  4  J  4  A 

-^ r  hinabftUt,  und  weil  da,  wo  —  >y  ist,  die  Bestimmung  y>~7  um  so  mehr 

JL  «  CCq  A  A  Kq 

1        1 

die  —  :>--7  nach  sich  zieht,  und   also  im  gegenwärtigen  Falle  L  b.  entweder  der 

11  1  i 

vorige  I.  a.  oder  I.  b.  vorhanden  sein  muss,  je  nachdem  —  >-77  oder  —  <-77  ist, 
SO  werden  die  beiden  Bedingungen  (113.  c.*)  gleichzeitig,  da  wo  *— >y 

11  11 

und  y>-—  ist,  erfüllt  a)  wenn  — >-77  ist  und  g)  so  gewählt  wird,  dass 

a"      J,  11 

colg^o»  nicht  unter  j^^ j-  hinabfällt,  /3)  wenn  — <-;?  ist  und  w  so  ge- 

wählt  wird,    dass  cotg*o>   nicht  unter   den  grössten  der  beiden  M^crthe 
J_l  i 1 

J^l_|  und  ^j--~  hinabfällt; 

y  """"    f  7 

A  tto  ^9        C^o 

1    •  i  11 

c)  ist  endlich  y<::-7,  daRir  aber  y>--?7,  so  wird  der  zur  zweiten  Bedingung  (113.  c*) 

A  CK«  lA         C^« 

gehörige  Zähler  nur  $0  lange  nicht  negativ,  als  o)  so  gewählt  wird,  dass  cotgVü 
icht  übor^j y-  hinaufsteigt,  und  weil  da,  wo  —>y  ist,  die  Bestimmung  y>-r7 


•    . 
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um  so  mehr  die  —  >►  -7;  nach  sich  zieht,  also  im  g-ef|penwärtigen  Falle  I.  0.  nur  ent- 

1  1 

weder  der  vorige  I.  a.  oder  I.  c.  voriianden  sein  kann,  je  nachdem  —  >—  oder 

i  i 

—  <—?  ist,   so  werden  die  beiden  Bedingungen  (113.  c.*)  gleichzeitig) 

1111  11 

da  wo  -^:>T  und  r>-;?  ist,  erfüllt,  a)  wenn  — >-?  ist  und  a)  so  ire- 

JL      «"  11 

wählt  wird,  dass  cotg^tt?  nicht  über  -3 ^  hinaufsteigt,  ß)  wenn  — <-7 

ist^  und  (o  so  gewählt  wird,  dass  ctA^a  nioht  ttbcr  die  kleinste  der  bei- 

11  11 


1  //  tf 

den  Grössen  -. j^  und  -j -^  hinaufsteigt, 

1       1 
II}  Ist  —  <y  wie  im  vorigen  Fall  IL,  wo  die  erste  Bedingung  (113.  c.*}  nur  dann  befriedigt 

wird,  wenn  der  in  ihr  auftretende  Nenner  negativ  wird,  so  wird  gleichzeitig  mit  dieser 
ersten  Bedingung  auch  noch  die  zweite.  Welche  mit  der  ersten  einerlei  Nenner  hat,  nur  dann 

1       1 

befriedigt  werden,  wenn  ihr  Zähler  nicht  positiv  wird,  und  weil  da,  wo  —  <Cv  ist,  noth- 

11  1 

wendig  entweder  jede  der  Grössen  —  und  -^,  oder  doch  eine  von  ihnen  grösser  als  t- 
sein  muss,  so  sind  wieder  drei  UnterfiUle  zu  untersoheid^i : 

11  11 

a}  Ist  nämlich  x<>-i  mid  zugleich  auch  -r<,—n^  so  wird  der  Zähler  der  zweiten  Be- 

A        Clfe  A        tfo  I 

1  1 

dingung  für  keinen  Werth  von  (9  positiv ,  und  weil  dann  hier ,  wo  —  <::  y  ist,  um  so 

1111 

mehr  aucli  --  <  -r  "und  —  <  -7;  wird,  also  der  vorige  Fall  11.  a.  eintritt,  in  welchem 

die  erste  Bedingung  ebenfalls  iur  jeden  Werth  a>  in  Erfüllung  geht,  so  sieht  man, 

11  1111 

dass  da  wo  — <t  ^^^  zugleich  auch  t<~  ^^^  T<"^  ^s*»   ^*®  beiden 

tfo       A  A       cf 0  ^       ^* 

Bedingungen  (113.  c")  gleichzeitig  in  Erfüllung  gehen,  welchen  Werth 
man  auch  dem  Winkel  fa  beilegen  mag; 

11  11 

b}  ist  aber  zwar  y<~~?9  dagegen  y^—T?,  so  wird  der  zur  zweiten  Bedingung  gehö- 

A       CK«  A       0^0 

rige  Zähler  nur  so  lange  nicht  positiv,  als  man  o>  so  wählt,  dass  cotg^co  nicht  unter 
T 7-  hinabfällt,  und  weil  da,  wo  —  <:y  ist,  die  Bestimmung  t^<:-7  um  so  mehr 

11  Ci^0       A  A       C^t 

L  72 
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die  andere  —  <:-7  nach  sich  zieht,  also  im  gegenwärtigen  Falle  II.  b«  nur  entweder 

11  Ml 

der  vorige  D.  «.  oder  IL  b.  vorhanden  sein  kann,  je  nachdem  —<:-;;  oder  --  >  -7; 

ist,   so  werden  die  Bedingungen  (113.  c.*)  gleichzeitig,   da  wo  — <j 

11  11 

und  Y<:-7  ist,  erfüllt  a)  wenn  — <:-7;  ist,  und  m  so  gewählt  wird,  dass 

1       1 

j      ^  1        1 

cotg'co  nicht  unter  ^ j-  hinabfällt,  ß}  wenn  — >:y7  ist,  und  u)  so  ge- 

I/o         A 

wählt  wird,  dass  cotg'io  nicht  unter  den  grdssten  der  beiden  Werthe 
11  11 


-j T-  und  ~ j^  hinabsinkt; 

II  11 

c)  ist  endlich  v^-r,   dafür  aber  ^<:-;7,  so  wird  der  «ir  zweiten  Bedingong  gehö- 

rige  Zähler  nur  so  lange  nicht  positiv ,  als  man  cd  so  wählt ,  dass  cotg*  iü  nicht  über 

4-* 

/      ■.    hinaufsteigt,  und  weil  da,  wo  —  <y  ist,  die  Bestimmung  y<-77  um  so 

1       1 
mehr  die  andere  —  <:-;7  t^aeh  sieh  sieht,  also  mit  dem  gegenwärtigen  FaUe  U.  cl  gleich- 

1  1 

zeitig  nur  entweder  der  vorige  IL  a,  oder  U.  c.  bestehen  kann,  je  nachdem  —  <— 

1  1 

oder  — >--7  iat,  so  werden  die  Bedingungen  (113,  c*)  beide  gleichzeitig, 

1111  11 

da  wo  — <r  und  -t^-j?  iat,  erfttllt  a)  wenn  — <-7  ist,   und  1»  so  ge- 

i 1 

cc"      X  11 

wird,  dass  cotg'Q>  nicht  über   /  ■    ,-  hinaufsteigt,  /9)  wenn  — >-?  ist, 

Ä      a't 
und  (0  so  gewählt  wird,  dass  cotg'e»  nicht  tber  den  kleinsten  d^r  beiden 
11  11 


Werthe  ^ j  und  ^ — ^  hinaufsteigt 


— y 


0  M-O 

t 

i 


1  1 

103  Findet  weder  der  Fall  I.  noch  der  IL  statt ,  so  ist  —  ==  r  wie  im  vorigen  Falf  III ;  dann 

C*o        A 

aber  wird  der  in  der  zweiten  Bedingung  (113.  c.*}  enthaltene  Zähler  ihrem  Nenner  gleich, 
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und  es  niimnt  der  ganze  die  rechte  Seite  dieser  BeiMgonf  bildende  Ausdruck  den  WerNi 
1  an,  wodurch  diese  Bedingung  immer  sdion  ron  selber  erfidü  wird 

Man  kann  die  vorstehenden  vielerlei  Fälle  dadurch  sehr  zusammenziehen,  dass  man  unter 

den  Coeflizienten  a^,  a\^  a'^  hinsichtlich  ihrer  Grösse  eine  bestimmte  Rangordnung  festsetzt, 

was  stets  geschehen  darf.    Ordnet  man  z.  6.  die  gegebene  Gleichung  von  vom  herein  so  an, 

1111  11 

dass  — >--7  und  —  >>-;?  ist.  so  wird  ancb  -->»Tt  so  dass  die  Fitte  L  a»4  L  b«  a.  vbbA 

I.  c.  a.  als  die  einzigen  zu  berücksichtigenden  übrig  bleiben.  Ordnete  man  aber  die  Ursprung- 

11  11 

lieh  gegebene  GleichiiRg  so  am,  dass  -— <:-7  und  —<t-i7  wäre^  so  blieben  btos  die  Fälle 

IL  a. ,  IL  b.  a.  und  IL  c.  a.  zu  berücksichtigen  übrig.     Ja  selbst  die  beiden  t/nferfälle  b.  a. 
und  c.  a,  zögen  sich  in  einen  einzigen  zusammen,  wenn  man  auch  noch  zwischen  den  zwei 

1  1 

Grössen  —  und  --rr  eine  Rangordnung  feststellte. 

Wir  haben  bei  den  vorstehenden  Betrachtungen  eine  Ausnahme  von  der  Regel  unberück- 
sichtigt gelassen,  welche  besonders  untersucht  zu  werden  verlangt,  und  da  eintritt,  wo  der  in 

beiden  Beängimgen  (113.  e.}  oder  (113^  a*}  gleidizeitig  aoflreteode  Nenver  mdl  wird.     Li 

1  _    1 

diesem  Falle  nehmen  nämlich  die  iiv  jenen  Bedingungen  auftretenden  Quotienten,  da  wo  —  ^y 

i  t     f  0 

isl,  die  Form  ^5  und  da  wo  — ^^5  ütf  di^  Vwm  ^  aiiy  welche  beide  Formen  ir  der  Re<A- 

nufig  unzulässig  sind,  und  eine  W federhohng  derselben  unter  steter  Berttcksicbtfgtnrrg  der  dfese 

Ausnahme  herbefführetidcn  Umstände  verlangen.    Nun  wird  aber  jener  Nemter  nur  untäf  Mel- 

f       f       1 
eriei  UmstHndsa  niilli  entweder  wenn  — =-7=-77  ist»  und  dann  «aabhängig  ven  dem  Wertb^ 

H^o        ^0        ^« 

welchen  man  dem  tVlitkel  o>  beitegen  mag,  oder  wenn  itir  cd  der  Whikef  genommen  wird; 

11 


welcher  ce%^«jztLY — ^  werden  lässt    EriRBeni  wir  uns^  dass  aUe  von  Nr«  S3&  an^  eitaU 

tflnen  ResnlMe  an  die  Voranssetsung  gebwden  sind,  das^  das  EUiysoid  ivsprttngltoh  an  einem 
m  CoiNrduialensysleme  gi^geben'ist,  w  werden  wir  gewahr^  dass  die  Besondnriieit 


111 

^zsi'-fiz:^-^,  iifr  Grund»  nichts  anders  vsagt^  als  dass  difüf  in  Untersuchung  genomvene  Eni|«nid 

€C%       cc^       d^ 

1       i       1        1 

eine  Kegel  sei.    Die  vefdbm  Gleickfimg  (107.  d.}  fiebf  in  diesem  Falle  ?-———-;—-;; fiMMl 

'"  VH^M  ^^^W  ^^^^S 

juui  .zeigt  die  Gleickung  C^^'^*  >•!)>  ^^^  ^"^^^  solchea  UiBStänden  nvr  («,)=(«^=:(«e^'):s 
ce„=:(4=:(ie^'  ^ein  kann,  da  wo  die  neue  Gleichung  der  Kugel  wieder  Coeflizienten  von  einer- 
lei Grösse  annehmen  soU;  dadurch  aber  vcMrwandeln  sich  die  allgeneio^en  (Sleichnigeq  (^0;  a. 
vnd  h.y  unter  den  jetzigen  Uinständen  ia 

AA,-pA'A;+A''Art=»,    AA,-hA'A}-hA"A?=a'0^,    A,  A,  +  AI  A;  +  AT  Ar  iS?* 

tttrf  ' 

A*  +  A'*+A"*=l  ,•  Af  +  Äf»-f  Ars=f  ,    Al  +  A?-f-A?*Är, 

72» 
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und  da  wir  bei  unsem  geg^enwärtig*^  Betrachtungen  voraussetzen,  dass  die  Kugel  urBprünglich 
an  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  gegeben  sei,  so  sind  die  lebstea  drei  der  vorste- 
henden Gleichungen  nichts  anders  als  die  Richtungsgleichungen  der  gesuchten  neuen  Axen 
AT,  AT',  AY"  an  den  ursprünglichen  Axen  AX,  AX',  AX";  man  hat  daher  zur  Bestim- 
mung aller  Projectionszahlen,  welche  jene  Axen  an  diesen  geben,  ausser  den  vorstehenden 
Gleichungen  keine  anderen,  woraus  folgt,  dass  die  drei  neuen  Axen  blos  die  in  den  vorstchen- 
dai  Gleichungen  ausgesprochenen  drei  ersten  Bedingungen  einzuhalten  branden,  welche,  da 
sie  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  werden  müssen,  nichts  anders  aussagen, 
als  dass  die  drei  neuen  Axen  paarweise  mit  einander  rechte  Winkel  bilden  müssen.  Hieraus  lässt 
sich  der  Schluss  ziehen,  dass  eine  Kugel  an  jedem  beliebigen  rechtwinklichen  Co- 
ordinatensysteme, dessen  Spitze  in  ihrem  Mittelpunct  liegt,  wieder  eine  Glei- 
chung mit  lauter  gleichen  Coeffizienten  liefert,  dagegen  nie  an  einem  schief- 
winkligen Coordinatensysteme. 

Es  bleibt  nun  noch  der  zweite  Umstand,  wo  der  Nenner  in   den  beiden  Bedingungen 
(113.  c.)  null  wird,  zu  betrachten  übrige  welcher  da  eintritt,  wo  für  od  einer  von  den  Win- 

kein  genommen  wird,   welche  machen,  dass  cotg^ca^r^ r  ^'^*     ^^  indessen  solcher 

Werthe  von  a ,  welche  diese  Relation  einhalten,  doch  immer  nur  unendlich  weniger  vorhanden 
sind,  als  solcher  die  den  vorstehenden  Ergebnissen  gemäss  die  beiden  Bedingungen  (^113.  e.) 
erfüllen  können,  so  sieht  man,  dass  wenn  auch  die  jetzigen  unter  den  vorigen  vorkommen, 
und  von  ihnen  weggenommen  werden  müssten,  doch  immer  noch  unzählig  viele  übrig  bleiben, 
durch  welche  jene  beiden  Bedingungen,  die  den  zwei  ersten  auf  das  EUipsoid  sich  beziehenden 
(113.  a.}  entsprechen,  unzweifelhaft  befriedigt  werden,  wesshalb  man  ohne  alle  Parcht  vor 
Irrthum  behaupten  kann,  dass  beim  EUipsoid  unendlich  viele  reelle  Coordinaten- 
systeme angegeben  werden  können,  an  welchen  dasselbe  eine  Gleichung  mit 
lauter  Coeffizienten  von  einerlei  Grösse  liefert,  wobei  keine  Art  von  EUipsoid, 
nnä  selbst  die  Kugel  nicht,  eine  Ausnahme  macht,  da  alle  die  dritte  Bedingung 
(113.  a.)  stets  schon  von  selber  erfüllen. 

2393  Es  bleiben  nun  noch  die  ähnlichen  Bestimmungen  in  BetrcffT  des  Hypettoloids  durch* 
xufbbren  übrig ,  in  Bezug  auf  welches  wir  Nr.  237.  gefunden  haben ,  dass  es  die  dritte  Bedin- 

jgfung  (113.  a.),  welche  bei  ihm *  *  *  >Q  ist,  nur  dann  befriedigt,  wenn  A  das  entge- 
gengesetzte Vorzeichen  von  demjenigen  der  drei  gegebenen  Co^fBzienten  tf 0  r  ^« »  ^  1^ 
dessen  Vorzeichen  von  dem  der  beiden  andern  CoefUzienten  verschieden  ist,  oder,  wenn  wir 
die  ursprüngliche  Gleichung  des  Hyperboloids  am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  so  ange- 
ordnet voraussetzen,  dass  a^  der  Coeffizient  wird,  dessen  Vorzeichen  von  dem  der  beiden 
andern  Coeffizienten  verschieden  ist,  wenn  — «,1  eine  positive  Zahl  liefert,  unter  welcher 
Voraussetzung  dann  auch  x  immer  schon  von  selber  ein  reeller  Wiiikei  wird,  und  Gleichungen 
des  Hyperboloids  von  der  verlangten  Art  an  reellen  Ceordinatensystem/cn  so  oft  verjuinden 
sind,  als  dessen  ursprünglich  gegebene  Gleichung  noch  ausserdem  die  beiden  Bedingungen 
(113.  d.)  zu  befriedigen  im  Stawfe  isk    Ein  b^oser  Blick  auf  diese  Bedingut^efi  giebt  aber  zu 
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erkennen,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sowohl  der  Zähler,  welcher  in  der  zweiten 
Bedingung  (113.  d.)  auftritt,  wie  der  in  beiden  erscheinpnde  gleiche  Nenner  von  selber  stets 
positiv  wird,  so  wie  man  für  co  irgend  einen  reellen  Winkel  nimmt;  denn  wenn  — a^X  eine 
positive  Zahl  ist,  also  X  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  a^  hat,  so  hat  nothwendig 
X  mit  üo  sowohl  als  aö  einerlei  Vorzeichen,  da  diese  letztern  unserer  Voraussetzung  gemäss 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  «o  haben.  Es  erfüllt  sich  demnach  unter  solchen  Um- 
ständen die  hintere  Bedingung  (113.  d.)  stets  von  selber,  und  die  vordere  wird  nur  dann  be- 

X 
friedigt,  wenn  ihr  Zähler 1- 1  eine  positive  Zahl  oder  null  wird,   welches  hier,  wo  a^  das 

entgegengesetzte  Vorzeichen  von  X  hat,  zur  Bedingung  macht,  da$s  der  absolute  Werth  von 
oio  nicht  unter  dem  von  X  liege.  Diese  Bedingung  in  Verbindung  mit  der  vorigen  giebt  die 
eine  folgende: 

• 

vorausgesetzt,  dass  Uo  denjenigen  Coeflizienten  der  gegebenen  Gleichung  vorstellt,  dessen  Vor- 
zeichen sowohl  dem  in  c^o  als  dem  in  aö  enthaltenen  entgegengesetzt  ist.  Hieraus  folgt,  dass 
jedes  Hyperboloid,  an  welchem  die  Eigenschaft  (114.  a.}  getroffen  wird,  und 
ausserdem  keines,  an  unendlich  vielen  reellen  Coordfnatensystemen  Diametral- 
gleichungen liefert,  deren  drei  Coeffizienten  Von  derselben  absoluten  Grösse 
sind,  und  es  kann  hierbei  für  od  jeder  beliebige  reelle  Winkel  genommen 
werden.  '  ' 

Aus  dieser  und  der  vorigen  Nummer  geht  sonach  hervor,  dass  da  wo  eine  Hittelpuncts- 
fläche  durch  eine  Diametralgleichung  am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  gegeben  ist,  man 
mittelst  der  Gleichungen  (112.  g.}  und  (112.  b.  und  f.),  so  wie  der  zweiten  auf  erster  Reihe  ste- 
henden (110.  b.}  in  Verbindung  mit  denen  (108.  1.)  unendlich  viele  reelle  Coordmatensysteme 
auffinden  könne,  an  welchem  die  gegebene  Mittelpunctsfläche  durch  ejne  Gleichung  mit  CoefB-'*'  ' 
zienten  von  einerlei  absoluter  Grösse  sich  darstellen  lässt,  und  zwar:  a}  wenn  die  Mittel- 
punctsfläche ein  Ellipsoid  ist,  nur  in  so  lange  als  man  den  Winkel  a  innerhalb  des  in  voriger 
Nummer  angegebenen  Umfangs  wählt,  hingegen  b)  wenn  die  Mittelpunctsfläche  ein  Hyperboloid 

ist,  nur  in  so  ferne  als  dieses  die  Bedingung  — «oA^X*  wahr  macht,  dann  aber  immer,  wels- 
chen reellen  Werth  man  auch  dem  Winkel  (o  beilegen  mag.    Diese  Bedingung  geht  da  wo.A 

positiv  ist  in  — <Xq^X,  und  wenn  X  negativ  ist  in  — cCo^X  über,  welche  beide  Bedingungen 

man  auch  so:  .  . , 

Z^ir    und 


—  tfo        X.  —  0^0        A 

oder  mit  Berfteksichtigung  d^r  hintern  Gleiehwig-  (1€7.  d.)  sd : 

■ 

U^  Wq  «0  »f"'^tff  »p 

schreiben   kann,    von   welchen  die   vordere   di^  Bedingung   (114.  a.}    ersetzt,    so    lange 
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— h  -7  +  -77  positiv  ist ,    ist  aber  diese  Summe  negativ ,  so    muss    die  hintere  Bedingiinfif 

(114.  b.}  die  (114.  a.}  ersetzen. 

240}  Wir  wollen  noch  einige  besondere  Fälle  von  der  bisher  behanddten  Aufgabe  flir 
sich  betrachten,  da  die  allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe  eine  so  sehr  eigenthümliche  Form 
angenommen  hat,  wobei  wir  wieder  voraussetzen  werden,  dass  die  Mittelpunctsfläche  ursprüng- 
lich an  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  gegeben  sei. 

Legen  wir  uns  zuerst  den  besondern  Fall  vor,  wo  die  Coeffizienten  a^  und  a'i  der  gege- 
benen Gleichung,  wodareh  die  Mittelpunctsfläche  an  einem  rechtwinkligen  Systeme  dargestellt 
wird,  Zahlen  von  einerlei  Grösse  und  von  demselben  Vorzeichen  shid,  und  eben  desswegen 
die  gegebene  Mittelpunctsfläche  eine  Umwälzungsfläche  wird,  so  hat,  wenn  diese  Umwälzangs- 
fläche  ein  Ellipsoid  ist,  a«  init  c^o  und  a*l  einerlei  Vorzeichen,  hingegen  hat  a^  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  von  a\  und  ck«'  ?  wenn  die  Umwälzungsfläche  ein  Hyperboloid  ist ;  wir 
werden  indessen  von  diesen  beiden  Fällen  hier  blos  den  einen  weiter  verfolgen,  wo  die  gege- 
bene UuLWälzungsfläche  ein  Ellipsoid  ist,  in  welchem  a^  mit  a^  und  a«'  einerlei  Vorzeichen 
hat,  und  stets  Gleichungen  mit  lauter  Coeffizienten  von  derselben  Grösse  möglich  sifid.  Wal 
jetzt  ap=ao'  ist,  so  Tällt  aus  dem  in  der  zweiten  Geichung  (HO.  c.)  gegebenen  Ausdruck 
^3  die  Grösse  <»  von  selber  weg  und  es  wird  jet^t  : 

Sadurcfa  werden  die  Gleichungen  (112.  L  und  g.)»  von  denen  hier  blos  die  obern  Vorzeichen 
gexiomuien  werden  dürfen; 

(IM.  *.)  A'=:^^^^ cos'i X  ,    k\—^ siu'l X     und     Al= ^  » 

1——^  1  -7  *  "^  ^ 

in  welchen  x  durch  die  Gleichung  (112.  b.}  zu  bestimmen  bleibt,  die  hier,  wo  &«  =  &•'  ist, 

cotgx=0  liefert,  woraus  sich  scbtiessen  lässt,  dass  cos'^  ^^=2  ^^  ^"^'a  ^^^2  '^^'  ^^  ^''^ 
die  Gleichungen  (HSl  b^}  übergehen  in : 

(tt».-)  A^=J_«L^,    A?  =  l«ll-    und    A;  =  -Ilf  ; 

1  -J  1 -i  1 7 

CV«  0^0  tft 

weil  aber  in  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo  a9=:iü  ist»  der  auf  das  Ellipsoid. anwendbaren 
Gleichung  (107.  d.)  zur  Folge 

und  desswegön 
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ist,  so  wenlea  ifie  Gteiohniigen  (115.  c.} 

A« —  A«  — 


A*  =  Af  =  A5=  ^-- .  (!»•«•) 


(tift*  f.) 


Setzt  man  diese  Werthe  von  A%  A?  und  AJ  in  die  (108.  i.}  gegebenen  Ausdrücke  von  n  und 
P,  und  in  die  Gleichung  (108.  k.)  ein,  wobei  man  immer  nur  die  dem  Ellipsoid  entsprechen- 
den Vorzeichen  nehmen  darf,  so  findet  man,  dass  jetzt 

wird,  und  die  hier  erhaltenen  Werthe  von  n  und  P  ändern  die  Gleichungen  (108.  L)  nm  in: 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  mit  Zuziehung  der  dritten  Gleichung  (115.  e.),  cbss 

ra  m,  -|-  m  ini  s:::m  hu  t*  na  mi  r=  mi  m,  •+•  m,  m«  rz: 7  (115«  sO 

ist  Es  ist  aber,  weil  wir  das  UmwäizungseUipsoid  am  rechtwinkligen  Coordinateosysteme  ge«- 
geben  voraussetzen,  an  welchem  schiefe  und  senkrechte  Projectionszahlen  in  einander  über- 
gehen^ nach  Anleitung  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetheilten  Gleichung  (9.  b.}: 

cos  Y  A  Y'=  A  A,  +  A'A;  +  A"A;'  ,    cos  Y  A  Y"=  A  A,  +  A'A;  +  A"Aa  , 

cosY'ay"=a,a,+a;a;+a;'a;'  , 

welche  Gleichungen  man  mit  Zuziehung  der  in  (108.  a.)  eingeführten  Bezeichnungen  auch  so 
schreiben  kann; 

cos  Y  A  Y'=:  A  A,  (i  +  m'm;  +  m'/in;')  ,    cos  Y  A  Y"=  A  A,  (1  +  m'j«;  +  m"m;')  , 

cos  T'A  Y"=  A,  A,  (1  +  m;  mj  +  m;'mO  , 

und  setzt  man  in  diese  für  A,  A, ,  A^  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (115.  d.},  so  wie 
für  m'mH-m"m;',  m' m» -f"  w*"  mi',  m[mj  +  mrmj'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (115.  g.) 
ein,  so  geben  sie : 

+  cosY  A  Y'=  +  cos  Y  A  Y"=  +  cos  Y'A  Y"=  h  (-^  —  A)  ,  (115.  ^^ 

WO  bei  jedem  dieser  Cosinuse  unabhängig  von  dem  andern  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
genommen  werden  kann.  Hieraus  folgt,  dass  man  aus  einem  Coordinatensysteme,  an  welchem 
das  Umwälzungs  -  Ellipsoid  eine  Gleichung  mit  gleichen  Coeflizienten  annimmt,  alle  übrigen  da- 
durch erhält,  dass  man  die  drei  Geraden,  in  welchen  die  Axcn  von  jenem  einen  Systeme  lie- 
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gen,  fest  unter  sich  verbanden  um  den  Mittelpunct  des  Eüipsoids  so  dreht,  dass  sie  stets  dnä 
den  zwei  Kreisen  liegen  bleiben,  in  welchen  das  Ellipsoid  von  der  Kugel  geschnitten  wird,  die 
um  seinen  Mittelpunct  mit  dem  Halbmesser  beschrieben  wird,  dessen  Quadrat  das  arithmetische 
Mittel  von  den  Quadraten  irgend  dreier  conjugirter  Halbmesser  des  Ellipsoids  ist.  Lässt  man 
in  dem  bisher  betrachteten  Umwälzungsellipsoid  auch  noch  ao  =  <^«  werden,  wodurch  es  sich 
in  eine  Kugel  verwandelt,  so  werden  in  diesem  besondern  Falle  die  Gleichungen  (^H5.  h.) : 

(IM.  1.)  cos  Y  A  Y'=  cos  Y  A  Y"=  cos  Y' A  Y"=  0  , 

und  zeigen  so,  dass  alle  Coordinatcnsysteme ,  an  welchen  die  Kugel  eine  Gleichung  mit  Coef- 
fizienten  von  derselben  Grösse  liefert,  rechtwinklige  sind,  was  schon  m  Nr.  238.  erwiesen 
worden  ist 

Nachdem  wir  :den  besondem  Fall  besprochen  haben ,  wo  von  einem  particularen  Ellipsoide 
alle  möglichen  Systeme  angegeben  werden,  an  denen  dieses  particulare  Ellipsoid  eine  Gleichung 
mit  Coeflizienten  von  derselben  Grösse  liefert,  wollen  wir  noch  den  besondern  Fall  vor  Augen 
legen,  wo  für  jedes  beliebige  Ellipsoid  ein  particulares  von  deiyenigen  Coordinatensystemen 
angegeben  wird,  an  welchen  es  eine  Gleichung  mit  Coeffizienten  von  derselben  Grösse  liefert. 
Um  zu  diesem  zu  gelangen,  verbinden  wir  mit  der  Voraussetzung,  dass  das  Ellipsoid  ursprüng- 
lich durch  eine  Diametralgleichung  an  einem  rechtwinkUgen  CoordinateDsysleaie  geg^ebea  sei,  noch 
die  zweite,  dass  die  positiven  Coeflizienten  dieser  Gleichung  &. ,  c^« ,  a^  in  der  Ordnung,  wie  sie 
hier  geschrieben  stehen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  kein  folgender  grosser  als  der  ihm  vor- 
stehende, nämlich  dass  Uo^a^^ a'i  ist.  Man  ist  zu  dieser  zweiten  Voraussetzung  unter  allen 
Umständen  befugt,  da  sie  immer  durch  die  blose  Bezeichnung  der  ursprünglichen  Axen  herbei- 
geführt werden  kann,  und  man  erlangt  durch  sie  die  Vortheilc,  von  welchen  Nr.  238.  unmit- 
telbar nach  der  letzten  HI.  die  Rede  war.    Unter  dieser  Voraussetzung,  und  wenn  man  den 

111 

Fall  gleicher  Coeflizienten  ausser  Augen  lässt,  hat  man  nicht  nur  stets  —  <c-7<-77  9  sondern 

CXq        c^        Ctf 

1       1 

es  ist  auch  beim  Ellipsoid,  der  vordem  Gleichung  (^107,  d.}  gemäss,  nothwendigerweise  —  <y 

1  1 

und  y<:-77;  daher  kann  jetzt  von  den  vielerlei  in  Nr.  238.  aufgerührten  Fällen  nur  entweder 

der  U.  a.  oder  der  H.  c.  a,  eintreten,  und  man  darf  den  in  der  erwlihntea  Nummer  angestell- 
ten Betrachtungen  zur  Folge,  um  zu  einem  reellen  Coordinatcnsysteme  zu  gelangen,  an  wel- 
chem das  Ellipsoid  eine  Gleichung  mit  lauter  gleichen  Coeflizienten  liefert,  für  67  jeden  Werth 

1       1 

nehmen 9  da  wo  der  Fall  II.  a.  eintritt  und  t-^C-t  ist,  hingegen  muss  da  wo  der  Fall  II.  c.  tf. 

^  11 

auftaucht,  welches  geschieht,  wenn  y<::-7  ist,  Tür  m  ein  solcher  Werth  genommen  werden, 


l 

1 

«;' 

l. 

1 

1 

X 

~«; 

welcher  macht ,  dass  cotg*  cp  nicht  über  -^^ 1-  hinaufsteigt  Da  nun  diese  letztgenannte  Grenze 

stets  positiv  ist,  —  weil,  ^a  wo  sie  zur  Sprache  kommt,  y*^""?)  ^^^  ausserdem  bei  der  hier 

A        CK« 


$.  18.  Nr.  240.      Einfachste  Gleiehungen  der  Flachen  zweiter  Ordnung,  577^ 

4       1 
getroffenen  Anordnung  der  Coeilizienten  immer  -f?>^y  ist^  —  und  jeder  für  cotg^o)  gesetzte 

positive  Werth  so  wie  Null  zu  reellen  Werthen  ta  hinführt,  so  sieht  man  ein,  dass  sich  brauch- 

1  1 

bare  reelle  Werthe  für  co  ergeben,  es  mag  ^  kleiner  oder  grösser  als  -7  sein,  wenn  man  für 

cotg^Q)  irgend  einen  der  von  0  bis  -^ ^  fortlaufenden  Werihe  nimmt,  wobei  die  Grenz- 


o 


• 


werthe  0  und  -^ j-  selbst  nicht  ausgeschlossen  sind.    Da  aber  dieser  letztgenannte  Grenz- 

werth  je  nach  der  i  Abstuf ungs^eise  der  Coefibrienteo  tfo»  4^09  ^  von  veräaderlicher  Grösse 
ist,  und  obwohl  stets  positiv  doch  der  0  so  nahe  rücken  kann,  als  man  will,  so  überzeugt 
man  sich,  dass  der  in  allen  Fällen  brauchbare  Werth  von  co  blos  aus  der  Gleichung 

cotg^coriiO  (tl««at| 

aufgefunden  werden  könne,   da  ein  negativer  Werth  für  cotg'o)  gesetzt,  einen  unmöglidien 

Werth  für  co  liefern  würde.    Aus  cotg'o>=0  ergiebt  sich  cos^ai=:0  und  sin*a>:=l  und  die- 

1 

sem  gemäss  wird  12,= -7; 9  wodurch  die  Gleichungen  (112.  t  und  g.}  geben: 

ff« 

A  -^1  A  —1  i  — — 

k^^^ coa4*,     A?  =  .?5! sin^x,     AJ= ?^  ,  («••»•.) 


-^ coa'jrx  ,     Ar  = sm'yx  , 


1  —  ^ 

wenn  dem  Ellipsoid  entsprechend  von  den  doppelten  Vorzeichen  blos  flie  obern  genommen 
werden,  und  der  Wiakel  x  ergiebt  sich  auf  die  gleiche  Weise  aus  der  Gleichung  (112.  b.}; 
bedenkt  man  aber,  dass  hier,  wo  cos 01  =  0  isf,  auch  sin2fi}  =  0  wird,  so  sieht  man  auf  der 
Stelle  ein,  dass  hier,  wenn  nicht  etwa  1— Xfi,=0  d.  h.  ao  =  >t  ist, 

cotgx=0  (IM.«.) 

genommen  werden  müsse,  welches  cos' «  ^  =  ^^^  2  ^  ^^  2  ^^  ^^'^  bat,  wodurch  die  Gleichun- 
gen (116.  b.)  jetzt  werden : 

ffo  ^*  tf»  ff« 

Da  hier  cotg*a)  =  0  ist,  so  gtebt  die  Gleichung  (HO.  a.)  z/«'  =  0,  und  hierauf  findet  man  aus 
der  letzten  Gleichung  (108.  f.} : 
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i(     ■» 
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wenn  man  sich  erinnert,  dass  beim  Ellipsoid  immer,  A'  +  Af*{-A|=—  und  den  Gleichmfigen 

j_    1 

A  ^      i        A  l  ff 

(H6.  d.)  gemäss       T.^'  =  4y-^ j-5  ist;  mittelst  dieser  für  z/i'  und  i^o  erhaltenen  Werlhe 

aber,  und  weil  beim  Ellipsoid  allgemein  KP  =  AA,Aa  J/  —  ,  also  hier  wo  A*  =  AJ  ist  VP 

=  A»A,l/~?  imd  n=2x*i  so  wie  iiA»=rnA?=l   und  n  KP  =  |A,l/y*,  oder  derlei». 

i ^1 

ten    Gleichung   (il6.  d.)   zur   Folge   nVP=z^f-^ ^- J^  wird ,   liefern   die   Gleichungen 


ct^       tfi 


(loa  L): 


j ^  j__  1 

m,  =  p        ,_  ^"'=  +  Wl 1/' 


a: 


Aus  diesen  Gleichungen  nun  lassen  sich,  die  Bezeichnungen  (108.  a.)  und  die  aus  (116.  d.} 
für  A ,  Ai ,  A2  sich  ergebenden  Werthe  berücksichtigend ,  alle  einzelnen  Projectionszahlcn  wie 
folgt  finden : 


(IM.  fO 


1 

1, 

#tf  ^^^^ 

«. 

«f. 

1 

1 

A 

«.' 

1- 

i. 

tt. 

Ko'         «• 


$.  19.  Nr:  340.    Einfachste  Gleichungen  der  ll&dMn  zweiter  Ordnung.  ITt 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  bei  den  auf  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  (116.  f.}  nach 
Belieben  durchweg  die  positiven  oder  negativen  Wurzelwerthe  mit  Beibehaltung  ihrer  Vorzei- 
chen genommen  werden  können,  und  zwar  bei  jeder  Zeile  unabhängig  von  den  zwei  andern 
ZeOen,  welche  Veränderungen  die  drei  neuen  Axen  indessen  doch  stets  in  denselben  drei  Ge- 
raden liegen  lassen.  Da  diese  Gleichungen  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  eis  ein  recht- 
winkliges voraussetzen,  und  desswegen  die  Projectionszahlen  A,  A',  A";  Aj,  AI,  Ai';  A«, 
Aa,  Aa'  in  ihnen  nichts  anders  bedeuten  als  die  Cosinuse  der  Winkel,  welche  die  Axen  des 
neuen  Systems  mit  den  ursprünglichen  Axen  bilden ,  diese  aber  am  EUipsoid  die  drei  auf  ein- 
ander senkrechten  conjugirten  Halbmesser  abschneiden,  so  geben  die  Gleichungen  (116.  f.} 
beim  blosen  Hinblick  auf  sie  zu  erkennen : 

1)  dass  die  neue  Axe  AY"  in  der  Ebene  liegt,  die  durch  den  grössten  und  kleinsten  von 
den  drei  auf  einander  senkrechten  conjugirten  Durchmessern  des  Ellipsoids  geht; 

2}  dass  die  zwei  andern  Axen  A  Y  und  A  Y'  sowohl  nü  dem  grössten  als  kleinsten  der  drei  auf 
einander  senkrechten  conjugirten  Durchmesser  Winkel  bilden,  die  entweder  unter  sich 
gleich  sind,  oder  einander  zu  zwei  Rechten  ergänzen; 

3)  dass  dieselben  zwei  Axen  AY  und  AY'  mit  dem  mittlem  der  drei  auf  einander  senk- 
rechten conjugirten  Halbmesser  Winkel  bilden,  die  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen,  wenn 
die  sub  2.  genannten  einander  gleich  sind,  und  die  einander  gleich  sind,  wenn  sich  die 
sub  2.  genannten  zu  zwei  Rechten  ergänzen. 

Alle  diese  einzelnen  Bestimmungen  sagen  indessen  nichts  weiter  aus,  als  dass  das  ge- 
suchte Coordinatensystem  symmetrisch  gegen  die  Ebene,  worin  der  grösste  und  kleinste  von 
den  drei  auf  einander  senkrechten  conjugirten  Durchmessern  liegt,  gestellt  ist.  Eine  Folge 
davon  ist,  dass  die  Axen  AY  und  AY'  mit  der  AY"  entweder  gleiche  Winkel  oder  solche 
bilden,  die  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen.  In  der  That  da  bei  einem  rechtwinkligen  ursprüng- 
lichen Coordinatensysteme 

cos Y A T:^ A A,  +  A'A:  +  A"A;'  ,    cos Y.A r'=: A A»  +  a'a;  +  a'a;'  , 

cos  Y'A  Y"=  A,  Aa  +  A;  A;  +  A^  A',' 

ist,  30  wird  in  Gemässheit  der  Gleichungen  (116.  f.): 

±cosYAr  =  r'^'      '^^''*    /,      ^'      "''''      «»^ 

*   «•      «.  ) (U«.  C) 

.Ulla 


±  cos  Y  A  Y"=  ±  cosY'A  Y"=  A  j/j  C4  -  J)  C?  -  -)  » 
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worin  sich  die  .-eben  ausgesprochene  Eigenschaft  des  von  uns  atfgestellten ,  jedem  Ellipsoid 
sich  anbequemenden  particularen  Systems  ausspricht,  weil  in  jedem  einseinen  Falle  nach  Belie- 
ben das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden  darf. 

Ist  das  EUipsoid  von  der  besond.ern  Art,  dass  in  ihm  A=:c(o  ist  9  so  müsste,  wie  bei  der 
Gleichung  (116.  c.)  bemerkt  worden  ist,  jetzt  nicht  nothwendigerweise  cotg*x=0  genommen 
werden;  weil  aber  in  diesem  Falle  x  jeden  Werth  und  darum  auch  den,  der  cotg*x  =  0  macht, 
annehmen  kann,  so  sind  die  Gleichungen  (116.  f.)  auch  noch  auf  ihn  anwendbar. 

B)  Asfmytttenghichiiigett. 

241)  Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  alle  Ellipsoide,  so  wie  elliptische  Paraboloide  an 
allen  ihren  Funden,  stets  durch  Diametralgleichungen  darstellbar  sind,  deren  bei  den  Quadra- 
ten der  Coordinaten  stehende  Coefßzienten  sämmtlich  1  werden,  dass  hingegen  nur  gewisse 
Hyperboloide,  so  wie  hyperbolische  Paraboloide  nur  an  gewissen  ilirer  Stellen,  Diametralglei- 
chungen liefern  können,  deren  bei  den  Quadraten  der  Coordinaten  stehende  Cocffizienten  theils 
+ 1  und  theils  —  1  werden ,  wollen  wir  jetzt  noch  untersuchen ,  ob  nicht  das  Hyperboloid, 
i^mlich  wie  «es  schon  bei  der  Hyperbel  nachgewiesen  worden  ist,  durchweg  durch  Asymptolen- 
gleichungen  darstellbar  sei,  deren  bei  den  Producten  von  je  zwei  Coordinaten  stehende  Cdef- 
fizienten  der  positiv  oder  negativ  genommenen  Einheit  gleich  sind.  Dabei  werden  wir  die 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  durch  eine  Diametralgleidtuiig  m  schiefen  Coordinaten  gegeben 
voraussetzen,  und  annehmen^  dass  aus  dieser  eine  Asymptötengleichttng  wieder  in  schiefen 
Coordinaten  hergeholt  werden  soilI,  womit  man  ausreicht,  da  aUe  andern  Uebertragungen  von 
Diametralgleichungen  in  Asymptotengleichungen  auf  jene  eine  durch  die  in  Nr.  213.  ange- 
zeigten Mittel  zurückgeführt  werden  können.  Man  könnte  auch  noch  das  Ableiten  von  Asymp- 
totengleichungen aus  Asymptotengleichungen  zur  Sprache  bringen ,  und  so  noch  zu  andern 
Formen  gelangen,  was  wir  jedoch  hier  unterlassen  werden.  Eben  so  lassen  wir  uns  bei  die- 
sen ,  das  Hyperboloid  angehenden  Betrachtungen  nicht  auf  die  Ausführlichkeit  ein ,  die  wir  der 
Aufsuchung  der  einfachsten  Gleichungen  beim  EUipsoid  zugewandt  haben,  wie  wir  denn  über- 
haupt die  Asymptotengleichungen  mit  weniger  Sorgfalt  als  die  Diametralgleichungen  in  Unter- 
suchung genommen  haben.  Wir  werden  una  hi^r  damit  begnügen,  das  Dasein  von  Asympto- 
'  tengleichungeü  von  der  Form  xx'-f~xx''+^'x''=f'  ^^  jedem  Hyperboloid  ausser  Zweifel  zu 
setzen  und  zugleich  die  Mittel  an  die  Hand  zu  geben,  eines  von  den  vielen  Coordinatensysle- 
men,  an  welchen  das  Hyperboloid  eine  Gleichung  von  der  hier  angezeigten  Form  annimml, 
vollkommen  zu  bestimmen. 

Wir  denken  uns  demnach  das  Hyperi)oIoid  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(!«•  •.)  «.  X*  +  a:  x"  +  a':  X"' = ifi.) 

in  schiefen  Coordinaten  gegeben,  suchen  aus  dieser  Diametralgleichung  eine  Asymptotenglei- 
chung in  schiefen  Coordinaten  fttr  dieselbe  Fläche  auf  die  in  Nr.  228.  beschriebene  Art  auf, 
woselbst  wir  gesehen  haben ,  dass  die  vordere  Gleichung  (102.  c.)  ^  nändich : 

entsteht,  in  weldier  y ,  y',  y'"  die  schiefen  Coordinaten  der  Puncto  des  Hyperboloids  an !  den 
Axen  eines  neuen  Coordinatensystems  vorstellen,  wenn  die  vordem  Bedingungen  (102.  b.}, 
nämlich : 


f.  18.  Nr.  343.    Einfachste  Gleiekangen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  «61 

ie,A'+«;A"+«;'A'^'=(>,  «.Af+tf;A;'+«;'Ar=o,  «,Aj+«;A?+tf;'A;'*=o    (!«.••) 

erfüllt  werden,  worin  die  mit  dem  Grundzeichen  A,  A, ,  A^  behafteten  Grössen  die  schiefen 
Projectionszahlen  der  neuen  Axen  an  den  Axen  des  ursprünglichen  Systems  bezeichnen,  und 
man  den  vordem  Gleichungen  ([102.  d.^  gemäss  nimmt: 

«.  A  a; + av a'a; + a;' A"Ar = /s;- ,  «.  a  a, + «;  a'a; + a;'A"A;' = ^. ,  j  ^^^^ 

und  überlegen,  ob  während  dieses  Uebergangs  stets  solche  Maassrcgeln  getroffen  werden  kön- 
nen, dass  die  durch  die  zuletzt  angegebenen  Gleichungen  zu  erhaltenden  CoefGzienten  ß'o,  ^«9 
ßo  in  -der  zuletzt  sich  ergebenden  Asymptotengleichuug  (117.  b.}  einerlei  absolute  Grösse  an-  / 
nehmen,  worauf  sodann  die  Gleichung  (^117.  b.)  durch  Division  mit  dieser  Grösse  die  ver- 
langte Form  annähme.  Bei  dieser  Untersuchung  ist  es  vortheilhafl  zur  Bedingung  zu  machen, 
dass  alle  drei  Grössen  ^09  i^o>  ß^o  Zahlen  mit  einem  and  demselben  Vorzeichen  werden,  wozu 
man  stets  berechtigt  ist.  ,Denn  trügen  diese  drei  Grössen  Zahlen  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
in  sich,  so  müssten  doch  zwei  von  ihnen  dasselbe  Vorzeichen  haben  und  die  dritte  das  ent- 
gegengesetzte  ;  angenommen  nun  ß^  und  /3^  hätten  einerlei  Vorzeichen  und  ß'o  das  entge- 
gengesetzte von  diesem,  dann  kann  man  der  neben  ^0  und  /9i  in  den  beiden  Gliedern 
der  Gleichung  (117.  b.)  gemeinschaftlichen  Coordinate  y",  die  in  dem  Gliede,  welches  ß^^  in 
sich  enthält,  nicht  vorkommt,  die  Eigenschaft  verleihen,  dass  — y"  gesetzt  werden  muss,  wo 
zuvor  y''  stand,  dadurch  dass  man  statt  der  Axe  AY'',  worauf  sich  diese  Coordinate  bezieht, 
die  nimmt,  welche  mit  ihr  in  derselben  Geraden  liegt,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Raumes  hinzielt,  worauf  man  die  Gleichung  (117.  b.}  schreiben  kann 

2  C-  ^0  y'y"+  2  C-  ^0  y  y"+  2  ^.'  y  y'=  W  , 

und  diese  trägt  nun  statt  der  Grössen  ß^  und  ß^^  dieselben  Zahlen  aber  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  in  sich,  während  die  dritte  Grösse  ß^^  völlig  die  gleiche  geblieben  ist,  so  dass  in 
dieser  neuen  Gleichung  alle  drei  Coeffizienten  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  in  sich  tragen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  sich  unter  allen  Umständen  immer  drei  solche  neue  Axen  AY,  AY', 
A  V  angeben  lassen,  an  denen  die  in  d^rGieichuAg  (li7.b.3attffareteiiden  Coeffizienten  ß%y  ß^^^  ß>i 
Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  werden,  dass  man  sonach  schon  während  der  Aufsuchung  des 
Coordinatensystems,  an  welchem  eine  Asymptotengleichung  entsteht,  die  Forderung  an  dasselbe 
stellen  darf,  dass  es  das  sei,  an  welchem  die  Coeffizienten  ßo^  ß"«^  ?i  Zahlen  mit  einerlei 
Vorzeichen  werden. 

242}  Erwägt  man,  dass  bei  uniserer  jetzigen  Aufgabe,  wo  die  drei  durch  die  Gleichungen 
(117.  d.)  bestimmten  Grössen  jS«)  ?9i  ß^i  einander  gleich  werden  sollen,  zur  Bestimmung  der 
neun  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  A,  Aö  Aa-sind,  ansser  den  drei  Bedingungen 
(117.  c.3  nur  noch  die  zwei  Gleichungen  vorhanden  sind,  welche  aus  der  Gleichsetzung  der 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (117.  d.}  stehenden  Ausdrücke  hervorgehen,  wenn  der 
Werth,  den  diese  Ausdrücke  annehmen  -sollen,  nicht  etwa  vorgeschrieben  wird,  und  dass  diese 
fUnf  Gleichongen  in  Verbindung  mit  den  drei  Richtungsgleichungen  der  gesuchten  neuen  Axen 
an  dem  ursprünglichen  Coordinatensysteme  nur  acht  Gleichungen  fttr  die  neun  unbekannten 
Grössen  hergeben,  so  sieht  man,  dass  selbst  unsere  jetzige  Aufgabe  noch  eine  unbestimmte 
bleibt,  dass  es  also  unzählig  viele  Coordinatensysteme  geben  werde,  an  welchen   die  drei 
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Grössen  |3»,  /S'«,  ^i  einender  gieicfa  werden,  ujid  dass  neben  den  erwlhnten  drei  Bich- 
tungsgleichungen  fünf  andere  unter  sich  und  von  diesen  dreien  unabhängige  Gleichungen 
zwischen  obigen  neun  Projecüonszahlen  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  in 
sich  tragen.  Nun  haben  wir  aber  oben  in  Nr.  230.  den  sechs  Gleichungen  ^117.  c.  und  d.}, 
andere  in  (106.  c.  und  d.}  niedergelegte  Gestalten  gegeben,  und  aus  diesen  sechs  neue  Glei* 
chungen  abgeleitet,  welche  in  (106.  h.  und  i.}  stehen,  von  welchen  die  £wei  er^flen  in  (106.  b.} 
enthaltenen  hier,  wo  ß^znß'^zzzß^^  angenommen  wird,  auf  folgende  Art  sich  schreiben  lassen: 

a'(~a  +  a.+ao+a;(a-a.+ao+a;(a+a.-a,)=o 

und 

a"(-a+a.  +  ao+a;'ca-a.+ao+a;'ca+a.-ao=o»> 

Diese  zwei  Gleichungen  nun  in  Verbindung  mit  den  drei  Bedingungen  (117.  c.}  und  niit  den 
drei  Richtungsgleichungen  werden  wir  zur  Lösung  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe  in  Bewe- 
gung setzen,  zu  welchem  Ende  wir 

(ii».a.)  A=m'A  ,    A"=m"A  ;    A;=m;A,  ,    A;'=m;'A,  ;    A;=:m;A,  ,    A;'  =  m;'A, 

setzen  werden,  wie  schon  früher  von  uns  geschehen  ist,  wodurch  sich  die  drei  Bedingungen 
(117.  c.)  in 

(ii».  fc.)         «.  +  «;  m'*  +  a"  m"* = 0  ,    ö,  +  «',  m?  +  </,'  ml" = 0  ,    «.  +  «;  m?  +  a"  mi'» = 0  , 

so  wie  die  zwei  vorstehenden  stellvertretenden  Gleichungen  in 

Mn'A(— A  +  A.  +  AO  +  mIA,CA  — A.  +  AO  +  in',A,CA  +  A,  — A0=0 
(tlS.  e.) <     und 

(  m"A  (— A  +  A.  +  A.)  +  ml'A,  (A  —  A,  +  A.) + mJ'A,  (A -f  A. — A,) = 0 

verwandeln.  Setzt  man  in  die  letzte  der  drei  Bedingungen  (118.  b.}  Dir  m«  und  m,'  ihre  aus 
den  Gleichungen  (118.  c.}  entnommenen  Werthe  ein,  so  erhält  man: 

,  [m'A (— A  +  A,  4-  A.)  +  ml  A.(A  —  A,  +  AQ]' 
•  A?(A+A,— A,)» 

.     ,,  [m"A  (-  A  -i-  A.+  AQ  +  mrA.  (A  -  A.  +  AQT  _  _ 

+""^ — a\Ca+a:-ä,')' -^* 

welche  Gleichung  sjob  iiiät  Berücksichtigung  der  zwei  ersten  in  (118.  b.}  enthaltenen  Bedingun- 
gen so  umbilden  lässt: 

A  ( —  A  +  A|  +  Aj  j  -r' A,  (A  —  A,  +  A» j  —  A«  (A  -f-  A,  -—  A,  j  ^   '«,'«,'  i_  o  -*"  «"  ««" 

**• A(-A+A.  +  AOA.(A.^A,-fAO =2«,mn^+2«.m  m. 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 


»• 


*)  Di«  folgende  Unterracbung  lä^st  sich  auch  noch  auf  eine  andere,  von  der  hier  gegebenen  sehr  verschie- 
dene Art  durchführen,  wenn  man  statt  dieser  Gleichungen  weiter  oben  mitgetheilte  zur  Hülfe  nimmt, 
welche  denen  bei  den  Dfametraf^eichnngen  gebrancbten  Ähnlicher  find. 
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A*(-A+A,+A.y  +  Ar(A-A.H-AO*~AUA+A,-AO*  _ 

AC~A  +  A,  +  AOA,(A-A,  +  AO  -^^. 

setat:  '   (itSt  «•) 

«,  ^,  =:  a't  m'mi  +  «i'  »"inr . 

Die  Summe  der  zwei  ersten  Gleichungen  (]118.  bJ)  pehX 

und  zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  untere  in  (118.  d}  enthaltene  doppelt  genommen  ab, 
so  findet  man : 

—  2  «.  C^,  +  1)  =  «;  (m'— 11»:)'  +  «;'  (m"—  m'O' , 

welche  letztere  Gleidran^,  wenn  man 

* 

m'— »h'Äisi;    uiHl   m"— m;'  =  ^;         \ 

setzt,  sich  verwandelt  in :  > (119«  e.) 

-  2  «0  c^.  + 1)  =  «;  j".'  +  Ai'  ^r .     ) 

Es  lassen  sich  die  VerhMltnisszahlen  m',  m'^  und  mi,  m"'  durch  dfe  Grössen  ^  und  ^o  hier 
auf  ähnliche  Weise  'ausdrücken ,  wie  schon  ohen  bei  den  Dfametrttigleichungen  bezüglich  der-* 
selben  Zeichen  geschehen  ist.  Fuhrt  man  nämlfch  in  die  zweite  Gleichung  (118.  b.)  fllr  m. 
und  m{',  so  wie  in  die  erste  Gleichung  (118.  b.}  fiir  m'  und  m"  ihre  aus  den  obern  Gleichun- 
gen (118.  e.}  zu  schöpfenden  Werthe  ein,  so  werden  sie  mit  Zuziehung  ihrer  selbst  und  der 
untern  in  (118.  e.)  enthaltenen  Gleichungen: 

—  c«o(^.  +  l}=c^.m'^,4-a;m"i/;',  und    «»(-A +*):»«; mj ^^ H" < ml'^i'  . 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  und  der  ersten  in  (118.  b.}  enthaltenen  lässt  sich  m'  und 
m",  so  wie  aus  den  zweiten  der  hier  angezeigten  Gleichungeti  i«;  und  m^  m  ^e  und  z/^'  aus-*» 
gedrückt  darstellen;  man  findet  so  nach  einigen  ganz  leichten  Umformungen: 


m 


m 
und 


; ••••  (ii».f.) 


und'.es.dalrC  vo»  d«iv  in  duesen  ffleiphtingen  v^otkommeodea.  Quadmllwiir^eln  ;iedtf  ifirer  bejdqn 
WuhieliNPeffihe^,  jodocli  in  allen  stets  nur  derselbe  Wumelwertti  genommen  wevden*  Dabei  er- 
^t  flieh  ans  dBT  in  (118.  d«)  fesigeselzten  Bedeutung  von  ut«  ohne  grosse  .Mtthe^  dass.der 

in  den  vorstehenden  Gleichungen  auftretende  Ausdruck  *  nichts  anders  ist,  als 

'  •  l-+--4i 
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[~  A  (-.A+At+A^j+A,  (A-A.+A,)4-A.(A+A,-^A03  [A  (->A+A,:f  AQ-A.  (A^  A.+A  J+A,  (A+A.-A,)] 
■lA(=XHtrMO+A^^  ' 

eine  Form,  welche,  so  wie  auch  die  von  ^,,  l+^^o  und  1—^,,  eine  einfache  geometri- 
sche Auslegung  hindurch  schimmern  lässl. 

4  J 

243}  Nachdem  so  die  Grössen  m',  xs!'  und  mi,  mi'  in  ^«,  -/fi  «nd  ■.   f      * ,  wacher 

letztere  Ausdruck  blos  von  den  drei  Projeciionszahlea  A,  At,  Ai  abhängig  ist,  ausgewerthet 
sind,  lassen  sich  auch  m,,  m^'  mittelst  der  Gleichungen  (118.  c.)  durch  dieselben  drei  Werthe 
ausdrücken.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  ^  und  /f^  durch  den  A^  hat  man  Mos  die  eine, 
untere  Gleichung  (118.  e.},  wesshalb  Tür  diese  beiden  Werthe  unzählig  viele  Taare  zusam- 
mengehöriger genommen  werden  können.  Setzt  man  fest,  dass  a\  und  a^  die  zwei  Coeffizi- 
enten  der  gegebenen  Gleichung  (117.  a.)  sind,  welche  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  in  sicb^ 
tragen,  eine  Annahme  zu  der  man  stets  befugt  ist,  weil  sie  sich  immer  einfach  durch  die 
blose  Bezeichnung  der  ursprünglichen  Axen  verwirklichen  Ittsst,  so  kann  man,  wie  auch  bei 
den  Diametralgleichungen  geschehen  ist 

setzen  und  unter  oi  einen  völlig  unbestimmt  bleibenden  reellen  Winkel  verstehen  \  dann  la^sei^ 
sich  mittelst  dieses  beliebigen .  Winkels  aus;  der  vorstehenden  ^nd  der  untern  in  (118.  a}  ent- 
haltenen Gleichung  die  Grössen  J'i  und  ^e'*  wie  folgt  beiajnnnen: 

cf;^o'  =  -2«o(l  +  >^o)sin'a>  und  «;'zf;*=  — 2ao'(l  +  >^«)cos»a)  , 

•    "'  . 
aus  denen  man  sogleich  findet: 


(IM.  *.)  ^0  =  sin  a>  1/- ??•  K:^(H-^.)    und    ^fi^ cos  w  ]/-  % V%  (1  +  ^0  » 

und  zufolge  dieser  Werthe  von  ^  imd  /fi  Yerwaiideln  sich  die  Gtetdiiiiigeii  (116.  f.)  in: 
^n'=     sin  «,  J/-  ?!•  J/^  (i  +  ^0  +  cos  o»  j/^'  \/\  (1  -  ^.)  , 

=      c«a,|/3g|/*  (1  +  ^0 -sin  «,  J/II^  j/| (1  - ^.) 
(!!••  e.) /und  ^ 


m 


m:  =- sin  0,  J/- ?!  J/^ Q  t -^0  +  c»s«  V-  "•  j/^i (1  - ^0  . 

11.;'==  -  cos  a>  J/^  Y\  (1  ^  v^O  -  sin .«  J/'-  %Y\ii-  ^0  , 

so  wie  sich  aus  diesen  Wertken  Von  m',  m[  und  m",  m\'  auch  nodi  die  toil'  m^  und  tsS  mit« 
telst  der  Gleichungen  (118.  c.)  durch  den  Winkel  m  und  die  OröisgenA,  A,,  A«  inisdrllckeii 
lassen.  Aus  den  so  erhabenen  Weithen  von  m',  m'";  mi,  m^;  tn«,  ni!  in  VerbindMig  mit  den 
drei  Richtungsgleichungen  der  zil  besfimmenden  neuen  Axen  AY,  AY',  AY''  an  den  Axen 
des  ursprünglichen  Systems  wären  mm  alle  neun  Projectionszahlen  durch  den  einen  beliebig 
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bleibenden  Winkel  co  auszudrücken,  und  für' diesefn  Winkel  die  Grenzen  zu  bestimmen,  inner- 
halb der  er  genommen  werden  muss,  wenn  das  gesuchte  Coordinatensystem  ein  reelles  werden 
soll;  ähnlich  wie  es  vorhin  bei  den  Diametralgleichungen  geschehen  ist  Anstatt  aber  unsere 
Aufgabe  in  dieser  Allgemeinheit  weiter  fortzuführen,  beschränken  wir  uns  darauf,  von  dien 
auf  solche  Weise  zu  erhaltenden  {Koordinatensystemen  ein  einziges,  jedoch  ^ei  jedem  Hyper- 
boloide gleich  brauchbares',  hervorzuholen  und  vollständig  zu  bestimmen. 

244}  Zu  diesem  Ende  lassen  wir  0  einem  rechtei^  Winkel  gleich  sein,  dann  wird 
cos  (0 = 0  und  sin  CO  =  1 ,  und  es  gehen  für  diese  besondem  Werthe  die  Gleichungen 
(119.  c.)  über  in:       


.  .  .  ^   t  . 


(t««.  «.1 

I 

wobei  in  diesen  besondem  Gleichungen,  wie  in  den  allgemeinen,  von  den  Quadratwurzeln  zwar  - . 
die  einen  oder  andern  ihrer  beiden  Wurzelwerthe,  jedoch  in  allen  nur  die  gleichen  genommen 
werden  dürfen.  Um  nun  die  diesen  besondem  Werthen  von  m',  m''  und  m. ,  m'/  entsprechen- 
den besondem  Werthe  von  A,  Ai,  A,  zu  erhalten,  nehmen  wir  die  den  Axen  AY,  AY'^ 
AY''  angehörigen  Biohtungsgleicbungen  an  den  Axen  AX,  AX',  AX''  zur  Hilfe,  wobei  wir, 
wie  schon  bei  den  Diametralgleichungen  geschehen  ist,  und  mit  der  gleichen  Befugniss,  vor- 
aussetzen werden,  dass  das  Hyperboloid  ursprünglich  durch  eine  Gleichung  am  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme  gegeben  worden  sei.  Weil  unter  dieser  Voraussetzung  cosWrrcosW' 
=:cosW"  =  0  ist,  so  nehmen  die  erwähnten  drei  Richtungsgleichungen,  mit  Berücksichtigung 
der  in  (118.  a.}  eingeführten  Beeeichnungen ,  die  besondem  Formen: 

l  =  A*(l  +  m'»  +  m''0  ,    l=Ar(l  +  m;*  +  mr)  ,    l=AJ(l  +  m?  +  ffl;'')  (IM.  M 

an,  von  welche«  die  zwei  ersten,  wenn  man  in  sie  für  m\  m";  m[,  m\'  ihre  in  (120.  a.} 
angezeigten  Werthe  einsetzt,  liefern: 

und  so  zeigen,  dass  A  =Af  und  in  Folge  A=+Aj  werden  müsse.    Nehmen  wir  von  diesen 
beiden  gleich  zulässigen  Bestimmungen  die  eine  A=Ai,  so  wurd  in  Gemässheit  derselben: 

A(-A  +  A,  +  AO=AA.,  A,(A— A,  +  AO=AA,,  A,(A  +  A,  — A0=A,(2Ä— A.)  ,  (it#.  #•) 

und  diesen  Auswerthungen  gemäss  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (118.  c.}  in: 

AA,(m'+mO  +  A,(2A  — AOm;  =  0    und    AA,(m"+mr}  +  A.(2A  — AOm;'=0  , 

oder  mit  Zuziehung  der  in  (120.  a.)  erhaltenen  Werthe  von  m',  m''  und  m| ,  mi'  in : 

m;=0    und    mr=g^^^^[/-rg,V2(l~^o)  »  Ctt#.  e.) 

vxirausgesetat,  dass  wader  A,  noch  2A — A,  null  ist    Ferner  verwandelt  sich  zqfoige  der  in 
(120.  d.)  angezeigten  besondem  Werthe  die  obere  Gleichung  (118.  d.}  in: 
L  74 
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_  — aA*4-4AA,  — i^_aA*  — (2A--A>y 
^.—  2A»  ~  2A» 

(It**  ff*) l     o"^  hieraus  findet  man: 

1_^.=____     „nd    1  +  ^.= 21^—^; 

Setzt  man  den  hieraus  fUr  2  (1  —  ^o)  sich  ergebenden  Werft  in  die  hintere  Gleichung  (120.  a}, 
so  liefert  diese  

und  in  Folge  dieses  Werthes  von  m"  und  des  in  i&t  vordem  Gleichung  (120.  e.}  für  m^  er- 
haltenen giebt  die  dritte  Gleichung  (120.  b.}: 

(IM*  M.)  AJ=: —  , 

Be^tzen  nun ,  wie  wir  in  der  vorigen  Nummer  vorausgesetzt  haben  «o  vnd  al^  .eineriei  Yoi^ 
eeichen,  so  hat  ce«  das  entgegengesetzte  von  diesem,  wenn  die  FIftche  ein  HyperilMdoid  ist; 

es  ist  daher  -^  nothwendigerweise  eine  negative  und  in  Folge  1 ^  eine  positive  Zahl,  so 

wie  schon ^.    Desshalb  findet  man  fUr  At  jederzeit  einen  reellen,  von  Null  verschiedenen 

Werth  so  wie  auch  für  m'/,  und  da  den  Bezeichnungen  (118.  a.)  gemSss  Ai=m^Ai  und 
As'  =  n]i' A»  ist,  von  denen  die  erste  der  vordem  Gleichung  (120.  e.}  zur  Folge  Aa=0  giebt, 
so  nehmen  die  drei  FrojectionszaUen  A,,  A^,  A^'  lauter  reelle  Werthe  an,  d.  h.  man  findet 
die  Axe  AT'  als  eine  wirklich  im  Baume  vorhandene  Richtung.  Setzt  man  jetzt  den  in 
(120.  f.)  für  A^  erhaltenen  Werth  in  die  erste  Gleichung  (120.  c)  ein,  so  wird  diese  lo« 
nächst : 

4»A3r4       1  ^^*  i_tft^   I  8A*  — 4AA,4- Al^tf,      a.^^ 

«der 

setzt  man  aber  in  diese  Gleichung  für  1 V,  seinen  Werth  aus  (120.  h.}  ein,  so  wird  sie 


'=S-"-^-|)+i«Q-&5 


oder 

und  dieser  kann  man  dadurch,  dass  man  mitteist  der  ffleichung  (120.  h.}  für  A^  seineB  Weilh 
setzt,  die  nachstehende  Form  gebra: 
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ff«        ff«  ffo        ffo 

^_A'    A^""^  ,  iff;~i^ 

AJ     Aj  j      ffo      4  ff, 

ff«  ff« 

welche  in  Bezug  auf  -^  quadratisch  ist  und  für  diese  Grosse  durch  Auflösung  die  zwei  fol- 
genden  Werthe  liefert: 

ff«     ff« 

ff«  ff« 

Nun  haben  wir  zwar  schon  in  der  vorigen  Nummer  die  Axe  AX  in  sa  ferne  bestimmt,  als 
wir  dort  vorausgesetzt  haben,  dass  es  die  sein  soU,  welche  macht,  dass  ff«  und  ff^  Zahlen 
mit  einerlei  Vorzeichen  sind ;  nicht«  desto  weniger  können  wir  aber  doch  noch  in  Betreff  der 
Axen  AX'  und  AX"  eine  solche  Anordnung  treffen,  dass  von  den  zwei  Coeflizienten  ff«  und 
ff«\  falls  sie  nicht  unter  sich  gleich  sind,  d.  h.  falls  das  Hyperboloid  keine  Umwälzungsfläche 
ist,  nach  Belieben  der  eine  oder  der  andere  die  absolut  grössere  Zahl  in  sich  trägt  Aus  die- 
sem Grunde  können  wir  es  immer  durch  die  Mose  Bezeichnung  der  beiden  Axen  A  X'  und  A  X" 

SO  einrichten,  dass  ~ r,  nach  Belieben  eine  positive  odar  negative  Zahl  wird.    Diess  woU 

erwogen,  lässt  sich  darthun,  dass  man  auch  fttr  die  Axen  AY  und  AY'  zwei  wirklich  im 
Räume  vorhandene  Richtungen  anweisen  kann;  es  lässt  sich  nämlich  durch  blose  Umformung 
zeigen,  dass 


l/o-|y-ic'-|)^-|)=»^ti-;-(|+^3r+|ci-^x§-^5 


ist,  so  dass  man 


setzen  und  unter  Z  eine  reelle  positive  Zahl  verstehen  darf,  wenn  man  hinsichtlich  der  Axen     • 

A  X'  und  A  X"  die  Anordnung  trifft ,  dass  -^ )-,   eina  positive  Zahl  wird ,  weil  dann  das 

ff«      ff« 

zweite  Glied  des  Ausdruckes,  welcher  unter  dem  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
in  der  vorletzten  Gleichung  vorkommenden  Wurzelzeichen  steht,  nothwendig  eine  positive  Zahl 
liefert  Hierdurch  nimmt  die  Gleichung  (120.  i.},  wenn  man  an  die  Stelle  der  in  ihr  auftre- 
tenden Wurzel  ihren  so  eben  angezeigten  Werth  setzt  und  dabei  von  den  doppelten  Vorzei- 
chen dieses  Werthea  immer  nur  das  obere  nimmt,  die  folgende  Gestalt  an : 

A=A,C1  +  Z)  .  (IMtliO 

t 

In  dem  besondem  Falle,  wo  ~? ^=0,  d.  h.  das  Hyperboloid  eine  Umwälzungsfiäd&e  ist, 

ff«      ff« 

wir4  Z=0,  so  dass  nicht  einmal  in  diesem  Falle  Z  eine  negative  Zahl  werden  kann. 
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Aus  dem  Umstände,  dass  Z  nur  null  oder  positiv  sein  kann,  lassen  sich  nun  die  folgen- 
den Schlüsse  ziehen.  Die  Relation  (120.  k.)  giebt  2A  — Aa=A,(l +  2Z)  und  4A  — A,= 
As(34~4Z},  und  hierdurch  werden  die  zwei  letzten  Gleichungen  (120.  f.}  umgeändert  in: 

4       >/  —  (*  +  2Zy  .      4  M  ^  —     3  +  4Z 

1  —  ^0—  2(;i  +  z)*     ™^      *  "^^•— 2(H-Z3" 

woraus  hervorgehl ,  dass  sowohl  1  —  ^q  wie  1  +  ^o  stets  positive  von  Null  verschiedene 
Zahlen,  und  daher  auch  m',  m"  und  mi ,  ml'  den  Gleichungen  (120«  a.)  zur  Folge  stets  reelle 
und  von  Null  verschiedene  Zahlen  werden.  Da  nun  auch  die  einander  gleichen  Werthe  A  und 
A|  der  Relation  (120.  k.}  zur  Folge  stets  reell  und  von  Null  verschieden  sind,  so  ergeben 
sich  auch  mittelst  der  Gleichungen  (118.  a.}  für  A',  A''  und  Ai ,  AI'  lauter  reelle  und  von 
Null  verschiedene  Werthe;  man  findet  daher  Tür  die  Axcn  AY  und  AY'  ^wei  Richtungen,  die 
unter  sich  verschieden  sind,  weil  A  =  A, ,  A'=  —  A,  und  A"=z:Ar  ist  und  keine  von  diesen 
Projectionszahlen  null  wird,  aber  auch  ausserhalb  der  dritten  Axe  AY''  liegen,  da  man  in  Be- 
zug auf  diese  A2=:0  findet.  Man  findet  sonach  unter  allen  Umständen  auf  obige  Weise  immer 
ein  reelles  Coordinatensystem ,  an  welchem  das  Hyperboloid  eine  Gleichung  von  der  Form 
yy'  +  yy"  +  y'y"=^  annimmt,  wobei  wir  noch  zum  Ueberflusse  darauf  hindeuten  wollen,  dass 
den  für  Aa  und  2  A  —  A,  erhaltenen  Ausdrücken  nach  keine  von  diesen  beiden  Grössen  je  null 
werden  kann,  dass  also  die  bei  der  Gleichung  (120.  e.}  gemachten  Voraussetzungen  bei  die- 
ser Auflösung  wirklich  stets  vorhanden  sind. 


S  c  k  I  «  8  s  • 

Wir  beschliessen  unser  langes  Tagewerk  mit  der  folgenden  Betrachtung.    Es  hat  sich  ans 

den  unter  A}  in  diesem  Paragraph  gepflogenen  Verhandlungen  ergeben,  dass  jedes  Elllp- 

soid  an  unzählig  vielen  Coordinatensystemen  durch   eine  Gleichung  von  der 

Form 

x»  +  x"  +  x"*=:^ 

darstellbar  ist,  und  aus  den  unter  B}  gepflogenen,  dass  eben  so  jedes  Hyperboloid 
an  unzählig  vielen  Coordinatensystemen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

XX'+XX"+X'X"=:|M 

darstellbar  ist;  wir  können  daher  diese  zweierlei  Gleichungsformen  als  die  das  Ellipsoid  und 
Hyperboloid  charakterisirenden  aufstellen.  Denn  obgleich  wir  unter  A)  gefunden  haben,  dass 
auch  das  Hyperboloid  zuweilen  durch  eine  Gleichung  von  der  Fonn  x'  +  x'*  —  x"*=/i,  die 
der  so  eben  dem  Ellipsoid  vindicirten  ähnlich  ist,  dargestellt  werden  kann,  so  haben  wir  doch 
dort  zugleich  auch  gesehen,  dass  diess  nur  unter  grossen  Beschränkungen  geschehen  kann, 
diese  letztere  Gleichung  also  nicht  allgemein  dem  Hyperboloid  beigeschrieben  werden  darf. 

Femer  haben  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  (Nr.  223.}  unter  dem  Buchstaben  e}  die 
Ueberzeugung  erhalten,  dass  jedes  elliptische  Paraboloid  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

x'  +  x"  +  yx"=0 


S«  18.  Nr.  244.     Einfachste  GleichuDg^en  der  FlacUeo  zweiter  Ordnung.  B89 

an  Coordinatensystemen,  deren  Spitze  jeder  Panct  dieser  Fläche  sein  kann,  darstellbar  ist,  und 

daselbst  (Nr.  229.}  haben  wir  gefunden,  dass  eben  so  jedes  hyperbolische  Paraboloid  durch 

eine  Gleichung  von  der  Fonn 

xx'+yx"=0 

darstellbar  ist;  man  kann  daher  diese  zweierlei  Gleichungsformen  als  die  das  elliptische  und 
das  hyperbolische  Paraboloid  charakterisirenden  aufstellen.  Denn  obgleich  es  sich  in  Nr.  223. 
lit  e.  herausgestellt  hat,  dass  auch  das  hyperbolische  Paraboloid  an  gewissen  seiner  Puncto 
durch  eüie  Gleichung  von  der  Form  x'  —  x'*  +  yx"  =  0,  die  der  so  eben  dem  elliptischen 
Paraboloid  vindicirten  ähnlich  ist,  dargestellt  werden  kann,  so  hat  doch  diese  Gleichung,  weil 
sich  dieselbe  nicht  an  allen  Puncten  des  Paraboloids  herstellen  lässt,  mit  der  xx'  +  y"x"=zO 
nicht  den  gleichen  Grad  der  Allgemeinheit. 

Gehen  wir  von  diesen  die  verschiedenen  Arten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  charakteri- 
sirenden Gleichungen  aus  und  setzen  wir  qx,  qx',  qx'"  an  die  Stelle  von  x,  xVx'',  was 
nichts  anders  sagen  will,  als  dass  die  Coordinaten  an  einem  in  dem  Verhältnisse  q  :  1  abge- 
änderten Maassstabe  gemessen  werden  sollen,  so  wird  die  Gleichung  des  Ellipsoids  jetzt 

die  des.HypertioIoids 

q 

me  des  elliptischen  Paraboloids 

q 
die  des  hyperbolischen  Paraboloids 

xx'+  ?^x"=0  , 

q 

und  da  wir  in  den  zwei  ersten  Fällen  q  in  reeller  Weise  stets  so  wählen  können,  dass  -^ = ±  1 

wird,  so  wie  in  den  zwei  letzten  Fällen  immer  so,  dass  ~=+l  wird  *1,  so  können  wir  am 
beliebigen  Parallel -Coordinatensysteme  als  allgemeinste  Gleichung  des  Ellipsoids  immer  die: 

x»  +  x'\+x"'=±l  , 
als  allgememste  Gleichung  des  Hyperboloids  immer  die: 

xx'+xx"+x'x"=+l  ; 
femer  als  allgemeinste  Gleichung  des  elliptischen  Paraboloids  immer  die: 

X«  +  X'*  +  X"=:0, 

*)  Man  wird  sich  bei  einiger  Aofmerluamkeit  leicht  iiberxeugen  können,  dass  durch  die  vorstehenden  an  den 
Gleichungen  vorgenommenen  Veränderungen  nichts  anders  geschehen  ist,  als  dass  der  positiv  genommene 
Parameter  den  Betrachtungen  als  Maasseinheit  zu  Grund  gelegt  virorden  ist,  und  zugleich  zeigen  sie,  wie 
man  blos  durch  Abfinderung  der  Maasseinheit  dem  Parameter  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Zahlenwerth 
ertheilen  kann. 
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mid  als  aügemeiBite  CSeicfamig  deg  liyperbolischen  PmlKdoiik  umer  die 

aufsteOen,  in  welchen  beim  Ellipsoid  nur  das  obere  von  den  doppelten  Vorzeichen  zu  einer 
reeOen  Fläche  hinführt,  während  die  doppelten  Vorzeichen  beim  Hyperboloid  seine  beiden  Arten 
veikündigen  *},  bei  den  Paraboloiden  dagegen  von  den  doppelten  Vorzeichen  eben  sowohl  das 
eine  wie  das  andere  genommen  werden  kann.  Es  lässt  sich  mithin  die  Veränderlichkeit  der 
Parameter  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  ganz  und  gar  auf  die  Veränderlichkeit  der  Axen- 
winkel  im  beliebigen  Coordinatensysteme  übertragen.  Auf  diese  Bemerkung  lässt  sich  eine 
sehr  eigenthümliche  Behandlung  solcher  Flächen  im  schiefwinkligen  Coordinatensysteme  grün- 
den, wobei  der  Umstand  Bedeutung  hat,  dass  man  stets  an  das  Coordinatensystem  von  wel- 
chem die  Betrachtungen  ausgehen,  noch  eine  besondere  Bedingung  zu  stellen  berechtigt  ist; 
entweder  in  Betreff  der  Stellung  seiner  Axen  oder  in  Betreff  der  Natur  seiner  Spitze ,  das  er- 
stere  bei  der  Mittelpunctsfläche,  das  letztere  bei  dem  Paraboloide. 


*)  DaM  die  Gleichmig  xz'-{-xx"-|-x'i*ss-4"^  ^^^  zweimanteligen ,  die  xt'-4"X^"4'x'^'=~~l  ^^^  ^i^- 
manteligen  Hyperboloid  angehöre,  geht  aiu  den  in  Nr.  2il.  unter  a)  und  b)  daftkr  angegebenen  Kenn- 
zeichen  sogleich  hervor,  wenn  man  sich  erinnert,  dats  bei  Gleichungen  dieser  Art,   die  in  (67.  h.)  anf- 

gefidirte  Rektion,  welche  hier  S  — ^A*  wird,  statt  findet,  sonach  das  den  beideh  vorstehenden  Glei- 
chungen angehörige  !B  an  dem  reell  vorausgesetstea  Coordinatensysteme  stets  eine  positive  Zahl  vor- 
steUt. 


DruciLfeliler  -  ITerseiehiiiM« 


Seite    32  auf  Zefle  1  von  onten  ist  W  «;'  -  W  U{  für  W  Hj  —  «"  9i[  m  setien. 

9       35  ist  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (49.  b.)  n  für  x  lu  setsen. 
«       40  auf  Zeile  3  v.  u.  ist  (9.  a.  oder  b.)  Ar  (17.)  zu  setzen. 

«       64  ist  bei  den  Gleichungen  (87.)  am  Ende  der  ersten  Zeile  (B J  für  (B) ,  am  Ende  der  zweiten  (B^ 
für  (B^  zu  setzen. 

I»       88  in  der  auf  die  Gleichungen  (108.  c.)  folgenden  Zeile  ist  a"  fttr  c''  und  (^  für  c  zu  setzen. 

n  223  und  224  ist  f&r  die  Gleichungsnummer  (1.)  und  die  darauf  bezOglichen  Citate  (48.)  zu  setzen. 

9  352  auf  Zeile  10  v.  u.  ist  an  einem  für  an  einer  zu  setzen. 

n  390  ist  bei  Glefchnng  (7.  d.)  im  Nenner  des  Coeffizienten  von  v*    «  fttr  a  zu  setzen. 

9  391  ist  bei  Gleichung  (8.  d.)  im  Nenner  des  Coeffizienten  von  y*   if  f&r  d  zu  setzen. 

9  440  auf  Zeile  5  v.  u.  ist  Polaraze  für  Grundaxe  zu  setzen, 

n  543  auf  Zeile  15  v.  u.  ist  Nr.  224.  für  Nr.  214.  zu  setzen. 

9  560  ist  auf  Zeile  1  der  Gleichung  (111.  e.)  in  der  letzten  Klammer  -f*  A^  +  sa  setzen. 

»  567  ist  im  Zähler  des  in  Absatz  c)  stehenden  Quotienten  a'^  für  a^  und  «^  für  st^'  zo  setzen. 

B  576  auf  Zefle  1  und  3  v.  u.  ist  das  Zeichen  ^.  f&r  das  <  zu  setzen. 
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